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Vorwort

Die Regelungstheorie und die Regelungstechnik sind Teilgebiete der Theorie
dynamischer Systeme und der Automatisierungstechnik. Sowohl in der Mathe-
matik als auch in den Ingenieurwissenschaften bilden sie einen wichtigen Zweig
in Forschung und Lehre. Aber auch in den Naturwissenschaften, insbesondere
in der Biologie, Okologie und Medizin sowie in der Volkswirtschaftslehre, sind
ihre Inhalte von Bedeutung. So beschéftigt sich die Mathematik vor allem mit
der Theorie von Regelungssystemen, die dann in den Ingenieurwissenschaften
die Basis fiir den Entwurf, d. h. die Synthese von Flugregelungen, Kraftwerks-
regelungen, Motorregelungen usw. bildet. In den Naturwissenschaften und
der Volkswirtschaftslehre stehen dagegen die Beschreibung und Analyse von
riickgekoppelten Prozessen, z. B. Populationsdynamiken in der Okologie und
Marktmodelle in der Okonomie, im Vordergrund.

Schreibt man ein Buch iiber Regelungssysteme, so muss man es an ei-
ner dieser Wissenschaftssparten ausrichten. Ein Mathematiker wird eine sys-
temtheoretische Strukturierung wéhlen, ein Ingenieur eine anwendungsorien-
tierte. Das vorliegende Buch ist aus Sicht des Ingenieurs geschrieben und
betont daher den Anwendungsaspekt der Regelungstheorie, also die Rege-
lungstechnik. Dieser Ausrichtung folgend wurden die Beschreibung von Rege-
lungsverfahren und praktische Aspekte stirker gewichtet als die systemtheo-
retischen Grundlagen. Kurz gefasst: Im Vordergrund steht der Reglerentwurf.
Dementsprechend ist das Buch auch strukturiert. Neben den systemtheoreti-
schen Grundlagen wie Stabilitédt, Losung nichtlinearer Differenzialgleichungen
usw., werden in drei Kapiteln nichtlineare Regelungsverfahren fiir lineare und
nichtlineare Regelstrecken behandelt. Der Fokus liegt hier bei den zeitkonti-
nuierlichen Regelungssystemen. In relevanten Féllen werden auch zeitdiskre-
te Systeme betrachtet. Da nichtlineare Regler meistens alle Zustandsgrofien
benétigen, diese aber oft nicht messbar sind, bildet ein Kapitel iiber nichtli-
neare Beobachter den Schluss des Buches.

Das Buch wendet sich an die fortgeschrittenen Regelungstechnikerinnen
und Regelungstechniker. Die Kenntnis der linearen Regelungstechnik, wie sie
z.B. in den Lehrbiichern von J. Lunze [123, 124], O. Follinger [53] sowie



M. Horn und N. Dourdoumas [75] vermittelt wird, ist Vorbedingung fiir das
Versténdnis. Das Buch ist, obiges Wissen vorausgesetzt, fiir ein moglichst
schnelles und einfaches Verstehen ausgelegt. Dabei bin ich den Ideen von
G. Pélya [147, 148] gefolgt und vom klassischen Theorem-Beweis-Schema ab-
gewichen. Vielmehr wird, wenn fiir das Versténdnis erforderlich, die Herlei-
tung eines Themas in ausfiithrlichem Stil aus der Problemstellung entwickelt.
Um h#ufiges Nachschlagen in vorherigen Kapiteln zu vermeiden (was meist
miihsam ist), habe ich den einzelnen Passagen Wiederholungen zugebilligt.
Dies und die bewusste Verwendung nur der notwendigen mathematischen
Symbolik erhoht die Lesbarkeit. So kommt man mit der Ingenieurmathema-
tik der ersten drei bzw. vier Semester eines Hochschulstudiums durch das
Buch. All diese didaktischen Mafinahmen folgen den kommunikationspsycho-
logischen Anforderungen von F. Schulz von Thun [162]: Prignanz, Ordnung,
Einfachheit und Motivation. Letzterer dienen auch die vierfarbig dargestellten
Praxisbeispiele. Sie sollen den Bezug zur realen Anwendung illustrieren. Die
zugehorigen Bilder sind dabei bewusst nicht fotorealistisch ausgefiihrt, obwohl
dies moglich gewesen wiire. So ist eine Abstraktion von der realen Anwendung,
wie sie jedes Modell aufweist, sichtbar.

Das Buch hétte nicht ohne die Unterstiitzung vieler helfender Perso-
nen entstehen konnen. Thnen gilt mein Dank. So erstellten Teile des Latex-
Quellcodes T. Schaal, M. Heil, J. Diaz und A. Popescu. A. Popescu erstellte
auch alle zweidimensionalen Grafiken. K. Karova danke ich fiir die Hilfe bei
der Erstellung der Matlab-Bilder. Sie sorgte auch durch unermiidliche Ar-
beit fiir die Konsistenz des Layouts. W. Hayat und R. Kempf erstellten die
Simulationen der pridiktiven Regelungen und R. Kempf simulierte die Fuzzy-
Abstandsregelung. D. Yankulova fertigte die Simulationen der Kranregelun-
gen an. Auflerdem lasen und priiften S. Muntermann, R. Kempf und V. Wil-
lert sowie meine Doktorandinnen und Doktoranden D. Yankulova, K. Karova,
T. GuBiner, A. Schwung, K. Listmann, H. Lens, D. Lens, D. Weiler, K. Kef-
ferpiitz, B. Jasniewicz, A. Ortseifen sowie die Studentinnen und Studenten
A. Popescu, A. Wahrburg, H. Buschmann und K. Kreuter das Buch beziiglich
Inhalt und Versténdlichkeit. Thre offene, ehrliche Kritik und die harmonische
und stimulierende Arbeitsatmosphéire trugen wesentlich zum Gelingen die-
ses Buches bei. Schlieflich gilt mein besonderer Dank der Industriedesignerin
V. Ansel, die alle farbigen dreidimensionalen Bilder anfertigte. Es war u. a.
auch die Asthetik dieser Bilder, die meine Motivation bei der Erstellung des
Buches forderte.

Fragen oder Verbesserungsvorschlige konnen Sie an meine E-Mail-Adresse
jadamy@rtr.tu-darmstadt.de senden.

Jiirgen Adamy, Technische Universitdt Darmstadt, 2009
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1

Grundlagen nichtlinearer Systeme

1.1 Systembeschreibung und Systemverhalten

1.1.1 Lineare und nichtlineare Systeme

Mittels linearer Modelle und linearer Systembeschreibungen kann nur ein Teil
der Prozesse und Systeme, wie sie in der Natur und der industriellen Praxis
vorkommen, beschrieben werden. Der andere Teil ist nichtlinear und muss
durch nichtlineare Modelle nachgebildet werden. Die lineare Systemtheorie
ist im Allgemeinen auf nichtlineare Systeme nicht anwendbar. Es sei denn,
ein nichtlineares System kann hinreichend genau durch ein lineares Modell
approximiert werden.

Fiir nichtlineare Systeme und Regelkreise ben6tigt man daher in den meis-
ten Fillen eigene Analyse- und Entwurfsverfahren. Da nichtlineare Systeme
allerdings mathematisch wesentlich komplexer zu handhaben sind als linea-
re, wurden bisher nur fiir bestimmte Klassen nichtlinearer Systeme und be-
stimmte Anwendungsfille solche Verfahren entwickelt. Im Fall linearer Sys-
teme ist das ganz anders. Fiir sie existiert eine nahezu vollstdndig ausge-
arbeitete Systemtheorie, die nur noch wenige unerforschte Gebiete aufweist
[53, 55, 123, 124]. Bild 1.1 illustriert diesen unterschiedlichen Wissensstand.

Da die nichtlineare Systemtheorie eine Sammlung nicht zusammenhén-
gender Verfahren und Theorien darstellt, ist es eigentlich nicht richtig, von
einer nichtlinearen Systemtheorie zu sprechen. Vielmehr existiert, wie in Bild
1.1 veranschaulicht, eine Reihe von Theorien fiir verschiedene Klassen nicht-
linearer Systeme und Regelungen [83, 94, 161, 191]. Trotz dieser Verschieden-
heit ist es je nach Schwerpunkt iiblich, diese Theorien unter dem Oberbegriff
nichtlineare Regelungen oder michtlineare Systeme zu subsumieren.

Die wichtigsten und fiir die industrielle Praxis relevanten Verfahren der
nichtlinearen Regelungstechnik sind Gegenstand dieses Buches. Zu Beginn,
in diesem Kapitel, werden die Systemdynamik und die Losung nichtlinearer
Differenzialgleichungen behandelt. Daran schliefit sich eine Schilderung der
Stabilitédtstheorie nichtlinearer Systeme und Regelungen in Kapitel 2 an.
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@ =

lineare Systeme nichtlineare Systeme

Bild 1.1: Wissensstand bei linearen und nichtlinearen Systemen. Blaue Flichen sym-
bolisieren den bekannten Wissensstand, weile Unerforschtes.

Obiges Basiswissen ist dann Ausgangspunkt einer Reihe von Entwurfsver-
fahren fiir nichtlineare Regler sowohl fiir lineare Regelstrecken in Kapitel 3 als
auch nichtlineare Regelstrecken in Kapitel 4. In Kapitel 5 folgen schliellich
Verfahren, die sowohl fiir lineare als auch nichtlineare Regelstrecken Verwen-
dung finden. Da die meisten nichtlinearen Regelungsverfahren den Zustands-
vektor der Regelstrecke benotigen, dieser aber oft nicht messbar ist, werden
des Weiteren in Kapitel 6 Beobachter fiir nichtlineare Regelkreise behandelt.

1.1.2 Systembeschreibung und Regelkreiskategorien

Nichtlineare Systeme lassen sich im Allgemeinen durch eine Vektordifferenzi-
algleichung

:i::f(w,u)

und eine Ausgangsgleichung

y=g(w,u)

beschreiben. Dabei ist @ der n - dimensionale Zustandsvektor, w der m - di-
mensionale Stell- bzw. Eingangsvektor, f die n - dimensionale Vektorfunktion
des Systems, y der r - dimensionale Ausgangsvektor und g die r - dimensio-
nale Ausgangsvektorfunktion. Manchmal wird ein System auch, insbesondere
im Fall einer Eingangs- und einer Ausgangsgrofie, durch eine explizite Diffe-
renzialgleichung hoherer Ordnung

y(n) :h(yvyvay(n_l)aulﬁ’um) (11)

beschrieben. Durch Einfithrung der Variablen

1 =Y,

I2:yv

Ty = y(n—l)
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kann Gl. (1.1) auch als Vektordifferenzialgleichung

T2
T3

&= f(z,u) =
Ty,
h(z1, .. Tp, Uy ey Up)

dargestellt werden.

Systeme mit nur einer Eingangsgrofie v und einer Ausgangsgrofie y be-
zeichnet man als Fingrifensysteme oder SISO-Systeme (engl. single-input,
single-output). Systeme mit mehreren Eingangsgréfien und Ausgangsgréfien
werden als Mehrgriflensysteme oder MIMO-Systeme (engl. multiple-input,
multiple-output) bezeichnet.

In der Regelungstechnik sind vor allem drei Typen nichtlinearer Regelungs-
systeme von Bedeutung. Die erste Klasse bilden lineare Regler fiir nichtlineare
Regelstrecken, wie sie Bild 1.2 zeigt. Sie fallen oft in die Kategorie linearer Reg-
lerentwurfsmethoden, denn in diesem Fall ist die Regelstrecke linearisierbar
und das linearisierte Modell hinreichend genau. Dann kann die lineare Sys-
temtheorie zum Einsatz kommen. Wir bezeichnen dabei die Fiihrungsgrofie
mit w und die Regelabweichung mit e. Im MIMO-Fall verwenden wir fett
gedruckte Buchstaben w und e.

w € linearer U nichtlineare Y
Regler "|  Regelstrecke

Bild 1.2: Nichtlineare Regelstrecke mit linearem Regler.

Die zweite Klasse stellen nichtlineare Regler fiir lineare Regelstrecken dar,
wie sie Bild 1.3 zeigt. Oft werden einfache nichtlineare Regler aus technischen
Griinden oder der Kosten wegen fiir lineare Regelstrecken eingesetzt. Ein weit-
verbreitetes Beispiel ist etwa die Temperaturregelung in Biigeleisen mit einem

w € nichtlinearer u lineare Yy
Regler "] Regelstrecke

4

Bild 1.3: Lineare Regelstrecke mit nichtlinearem Regler.
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w € nichtlinearer Y | nichtlineare Y
_ Regler "] Regelstrecke

\/

Bild 1.4: Nichtlineare Regelstrecke mit nichtlinearem Regler.

Bimetall. Das Bimetall hat die Charakteristik eines Schalters mit Hysterese,
d. h., es ist ein nichtlineares System. Nichtlineare Regler komplizierter Bauart
werden ebenfalls fiir lineare Regelstrecken eingesetzt, um bessere Regelergeb-
nisse zu erzielen, als es mit linearen Reglern méglich wére.

Die dritte Klasse bilden nichtlineare Regler fiir nichtlineare Regelstrecken,
wie in Bild 1.4 dargestellt. Nichtlineare Regelstrecken sind oft sehr komplex in
ihrem Verhalten. Eine lineare Regelung kann dann vielfach die gewiinschte Re-
gelqualitét nicht erzeugen. In diesem Fall muss eine geeignete nichtlineare Re-
gelung entworfen werden. Beispielsweise ist es in bestimmten Fillen moglich,
eine nichtlineare Regelstrecke mit einem nichtlinearen Regler so zu kombinie-
ren, dass ein linearer Regelkreis entsteht. Sein Verhalten ist dann aufgrund
der Linearitédt einfach zu durchschauen.

1.1.3 Ruhelagen nichtlinearer Systeme

FEines der zentralen Ziele der Regelungstechnik ist es, den Zustand einer Re-
gelstrecke in eine Ruhelage zu bringen und ihn dort zu halten. Beispielsweise
will man ein Flugzeug mittels eines Autopiloten auf eine bestimmte Hohe,
das Wasser eines Boilers auf eine bestimmte Temperatur oder ein gewalztes
Blech auf eine vorgegebene Dicke bringen und dort halten. Fiir den Entwurf
eines geeigneten Reglers muss man also zuerst eine Ruhelage ausfindig ma-
chen. Dabei stellt sich die Frage, wie man eine Ruhelage eines nichtlinearen
Systems ermittelt. Bevor diese Frage ndher untersucht wird, soll der Begriff
der Ruhelage genauer definiert werden.

Definition 1 (Ruhelage). Gegeben sei das System
&= f(x,u).
Dann heifit ein Punkt g des Zustandsraumes Ruhelage, wenn
&= f(xr,0)=0
gilt.

In dieser Definition wurde
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vorausgesetzt. Selbstverstdndlich kann es auch Félle geben, in denen
u=c#0

ist, wobei ¢ € IR™ ein konstanter Vektor ist und

gilt. Dieser Fall ist durch obige Definition abgedeckt, wenn man die Transfor-
mation
u=1u+c

durchfiihrt. Dann hat man das System

= f(x,a)

zu untersuchen, und dieses hat fiir « = 0 eine Ruhelage in . D.h., es gilt

T = f(:L‘R,O) =0.

Das Auffinden einer Ruhelage eines nichtlinearen Systems ist oftmals nicht
einfach. Man hat ndmlich die implizite Gleichung

T = f(fER,O) =0

nach &y aufzulésen. Es kann eine, keine oder mehrere Losungen geben. Auch
ein Losungskontinuum ist moglich. Dies ist in Bild 1.5 fiir eine eindimensionale
Funktion f illustriert.

Bei der konkreten Berechnung von Ruhelagen g konnen dann die folgen-
den drei Félle auftreten. Im ersten Fall ist die implizite Gleichung

eine Losung mehrere Losungen

f f

T »> | i T >
T T
TR

TR1 TR2 TR3

Kontinuum von Lésungen keine Losung
f T f
_ >
x x

Bild 1.5: Mogliche Losungsmengen der Ruhelagengleichung f(zw,0) = 0.
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f(zr,0)=0
explizit nach xr auflosbar, d. h., es gilt
xr = f71(0).

Im zweiten Fall ist die implizite Gleichung transzendent. Dann muss
man auf numerische Verfahren, wie das mehrdimensionale Newton-Verfahren,
zuriickgreifen. Insbesondere steht man oft vor dem Problem, dass man nicht
weif}, wieviele Ruhelagen existieren oder ob es iiberhaupt welche gibt.

Der dritte Fall betrifft viele technische Systeme. Bei ihnen kénnen wir
oft aus der Anschauung oder der Systemkenntnis heraus eine Ruhelage xg
erahnen. Durch Einsetzen in die Systemgleichung lidsst sich die Annahme
iiberpriifen.

1.1.4 Beispiel Satellit

Wir betrachten die Rotation eines Satelliten bzw. einer Weltraumsonde. Die-
sen konnen wir iiber Steuerdiisen um seine Achsen drehen. Bild 1.6 zeigt
einen entsprechenden Satelliten mit seinem korperfesten Koordinatensystem
(z,9, z) und einem raumfesten Koordinatensystem (Z, ¢, 2).

Fiir den Drehimpulsvektor L des Satelliten, der sich mit seinem korperfes-
ten Koordinatensystem und dem Winkelgeschwindigkeitsvektor w gegeniiber
dem raumfesten Koordinatensystem dreht, gilt mit dem Tragheitstensor J die
Beziehung

L=Jw.

Die Bewegungsgleichung leitet sich aus

dL
dt
ab, wobei der Drehmomentvektor M die durch die Steuerdiisen verursachten

Drehmomente enthélt. Fiir die Ableitung des Drehimpulses L nach der Zeit
gilt

=M (1.2)

dL
dt

wobei der Term w X (Jw) aus der mit w erfolgenden Drehung des kérperfesten
gegeniiber dem raumfesten Koordinatensystem resultiert. Aus Gl. (1.2) und
Gl. (1.3) folgt

=Juw+wx (Jw), (1.3)

Jw=-wx (Jw)+ M. (1.4)

Sind die Achsen des korperfesten Koordinatensystems des Satelliten mit
seinen Haupttragheitsachsen identisch, so gilt

Jz 00

J=10J,0
00 J.
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Bild 1.6: Satellit mit korperfestem Koordinatensystem (z,y, z) und raumfestem Ko-
ordinatensystem (Z, 9, Z). Mittels der Euler-Winkel «, 3, v kann die Orientierung
des Satelliten beziiglich des raumfesten Koordinatensystems angegeben werden.

In diesem Fall ergeben sich aus Gl. (1.4) die Euler’schen Kreiselgleichungen

Jowy = —(J. — Jy)wyw, + My,
Jywy = —(Jp — J3)waw, + My,
Jow, = —(Jy — Jp)wewy + M,

als Bewegungsgleichungen des Systems.

Offensichtlich hat der Satellit nur dann eine Ruhelage, d.h., es gilt nur
dann w = 0, wenn mindestens zwei der Winkelgeschwindigkeiten w,, w, und
w, gleich null sind. Dabei setzen wir voraus, dass die StellgréBen M, M, und
M, ebenfalls gleich null sind. Insgesamt ergeben sich so die drei Ruhelagen-
bereiche

w1 0 0
wr1= |0 |, wrz2 = |w2|, wrz= |0
0 0 w3
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Dabei kénnen die Winkelgeschwindigkeiten wy, wa, ws € IR beliebige Werte
annehmen. Insgesamt existieren also unendlich viele Ruhelagen. Man beachte,
dass auch der Fall wy = ws = w3 = 0 moglich ist, d.h., auch w = 0 ist eine
Ruhelage.

Das Beispiel illustriert auch, dass der Begriff Ruhelage nicht zwingend die
Abwesenheit von Bewegung, hier bei einem starren Kérper, impliziert. Viel-
mehr bedeutet der Begriff Ruhelage, dass sich die Zusténde des betrachteten
Systems nicht mit der Zeit dndern.

Wir wollen nun noch die Orientierung des Satelliten im raumfesten Koor-
dinatensystem beschreiben. Dies geschieht mittels der Euler-Winkel a, 8 und
7 [79, 88], die im Bild 1.6 dargestellt sind und die wir im Vektor ¢ = [a 3 7]T
zusammenfassen. Die Bewegungsgleichungen des Satelliten lauten dann

[ﬂ - {—J‘ﬁ(a‘piaz(zw)]] + Lﬁl} M, (15)

wobei die Matrix
1 sin(a)tan(8) cos(a)tan(f)
A(p) = |0 cos(a) —sin(a)
0 sin(a)/cos(B) cos(a)/ cos(B)
den Winkelgeschwindigkeitsvektor w in den Winkelgeschwindigkeitsvektor ¢
des raumfesten Koordinatensystems transformiert. Die Transformation ¢ =
A(p)w ist dabei abhéingig von den Euler-Winkeln, d. h. von ¢. Das System

(1.5) besitzt offensichtlich wieder, wenn fiir den StellgrofSenvektor M = 0 gilt,
unendlich viele Ruhelagen

PR . 3
[WR = O} mit pr € R°.

In diesem Fall fithrt der Satellit allerdings keine Bewegung um eine seiner
Achsen aus.

1.1.5 Ruhelagen linearer Systeme

Lineare Systeme

© = Ax + Bu,
y=Cx+ Du

bilden einen Sonderfall der allgemeinen Systembeschreibung
z = f(xz,u),
y=g(,u)

und sollen im Folgenden kurz betrachtet werden, um die Unterschiede zu
nichtlinearen Systemen aufzuzeigen.
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T2 A
Kontinuum
von Ruhelagen
u=20 1 T2 1 1 /
— » —» »
s s T1

Bild 1.7: Das System 1/s und seine Ruhelagen zr = [a 0]” mit a € R.

Die Ruhelagen linearer Systeme sind einfach aus der Gleichung
T = A.’IJR =0

zu ermitteln, wenn u = 0 gilt. Folgende Fille konnen auftreten: Gilt det(A) #
0, dann gibt es nur die Ruhelage

:IJRZO.

Gilt det(A) = 0, dann besitzt A Eigenwerte mit dem Wert null, und es gibt
einen linearen Unterraum von Vektoren xy fiir die

A:BRZO

gilt. Es gibt also ein Kontinuum von Ruhelagen. Ein einfaches Beispiel ist das

System
. (01 0
T = [OO]OH— [1} u,

das aus zwei Integratoren besteht, also die Ubertragungsfunktion 1/s? besitzt.
Offensichtlich bilden alle Zusténde

:BR:|:8:|, a€ IR,

Ruhelagen. D. h., die z1-Achse bildet ein Kontinuum von Ruhelagen, wie es
Bild 1.7 illustriert.

Angemerkt sei, dass fiir u = ¢ und det(A) = 0 der Fall auftreten kann, dass
keine Ruhelage existiert. Namlich dann, wenn Az = — Bc ein iiberbestimmtes
Gleichungssystem ist. Ein lineares System hat also entweder eine, keine oder
ein Kontinuum von Ruhelagen. Der Fall mehrerer isolierter Ruhelagen, wie er
bei nichtlinearen Systemen moglich ist, kommt nicht vor.

1.1.6 Stabilitdt von Ruhelagen

Als stabil bezeichnet man eine Ruhelage, wenn alle Trajektorien x(t), die
in einer Umgebung der Ruhelage beginnen, mit zunehmender Zeit in diese
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Ruhelage hineinlaufen. In einer abgeschwéchten Version benutzt man den Be-
griff stabil auch dann noch, wenn die Trajektorien zwar nicht in die Ruhelage
laufen, aber in einer ndheren Umgebung der Ruhelage verbleiben.

Wir betrachten im Weiteren zuerst einige Beispiele stabiler und instabiler
Ruhelagen, um einen Eindruck zu bekommen und ein erstes Verstédndnis zu
entwickeln. Am einfachsten gelingt dies anhand linearer Systeme & = Ax mit
der Ruhelage g = 0. Da in den Losungen x(t) linearer Differenzialgleichun-
gen & = Ax nur Terme

Mt und t*e' mit k€ {1,2,3,...}

enthalten sind, laufen alle Trajektorien x(t) des Systems fiir ¢ — oo offen-
sichtlich in die Ruhelage xr = 0, wenn fiir jeden Eigenwert \; des Systems

Re {)\l} <0

gilt. Man bezeichnet dann nicht nur die Ruhelage, sondern auch das System
als stabil. Bild 1.8 zeigt die Trajektorien eines solchen linearen Systems.
Gilt dagegen fiir mindestens einen Figenwert

Re {)\i} >0,

so ist die Ruhelage instabil, denn dann streben Trajektorien von ihr weg.
Daher wird ein solches lineares System auch als instabil bezeichnet. Bild 1.9
zeigt ein Beispiel.

Fiir den Fall eines Systems mit einem Paar konjugiert komplexer Eigen-
werte A\yp = £j liegt ein harmonischer Oszillator vor, dessen Trajektorien
Bild 1.10 zeigt. Offensichtlich laufen die Trajektorien weder in die Ruhelage
xr = 0 noch ins Unendliche. Auch hier besitzt die Ruhelage g = 0 also
noch eine gewisse Stabilitit. Ahnlich gelagert ist der Fall eines Systems zwei-
ter Ordnung mit einem Eigenwert A\; = 0 und einem Eigenwert Ay < 0, wie
ihn Bild 1.11 veranschaulicht. Zwar laufen alle Trajektorien in eine Ruhelage
auf der x1-Achse, aber keine Ruhelage zieht alle Trajektorien an. Es laufen al-
lerdings auch keine Trajektorien ins Unendliche, weshalb man solche Systeme
oft auch noch als stabil bezeichnet.

Um einen ersten Eindruck der Stabilitédtsverhéltnisse bei nichtlinearen Sys-
temen zu bekommen, wird das System

i = z1(22 — 1),

{tg = xg(xl — 1) (16)

als Beispiel betrachtet. Es besitzt zwei Ruhelagen bei

0 1
TRl = [0} und TRo = [1]

Hier zeigt sich der schon erwidhnte Unterschied zu linearen Systemen. Es gibt
zwei isolierte Ruhelagen. Das ist bei linearen Systemen nicht moglich. Sie be-
sitzen entweder eine Ruhelage in g = 0 oder ein Kontinuum von Ruhelagen.
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T2 A

Bild 1.8: Trajektorien eines stabilen li-
nearen Systems, d.h. mit Re{\:1} < 0,
Re {)\2} < 0.

T2 A

Bild 1.10: Trajektorien eines harmoni-

1

T1

Bild 1.9: Trajektorien eines instabilen li-
nearen Systems mit Eigenwerten A1, Ag,
wobei Re {A1} > 0, Re{A2} > 0.

T2 A

x1

Bild 1.11: Trajektorien eines Systems

schen Oszillators, d.h. mit /\1/2 = 4. mit A1 = 0 und X2 < 0.

Bild 1.12 gibt den Verlauf der Trajektorien des Systems (1.6) im Umfeld
der Ruhelagen wieder. Die Trajektorien streben in die Ruhelage xzr; = 0
hinein. Man kann diese Ruhelage als stabil bezeichnen. Von der Ruhelage
rr2 = [1 1]T streben Trajektorien weg ins Unendliche, d.h., die Ruhelage
muss als instabil angesehen werden.

Das Beispiel zeigt, dass man nichtlineare Systeme im allgemeinen Fall nicht
als stabil oder instabil bezeichnen kann, wie es bei linearen Systemen moglich
ist. Man muss vielmehr das Stabilitdtsverhalten des Systems in der Umge-
bung einer Ruhelage betrachten, d. h. das Stabilitdtsverhalten der Ruhelage.
In diesem Zusammenhang besteht Klarungsbedarf zu

(1) dem Verhalten der Trajektorien in der Umgebung einer Ruhelage,

(2) der Grofie des Gebiets um eine Ruhelage herum, in dem alle in diesem
Gebiet startenden Trajektorien in die Ruhelage streben, und

(3) der mathematischen Definition der Stabilitédt einer Ruhelage.
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T2 A

[

=

-

Zustand 2
o

-2 -1 0 1
Zustand x1

\V]

Bild 1.12: Verlauf der Trajektorien des Bild 1.13: Transformation einer Ruhe-
Systems (1.6). lage zr in den Ursprung.

Bevor die obigen drei Probleme geklart werden, soll noch eine Vereinfa-
chung der Betrachtungen durchgefiihrt werden. Hat man eine Ruhelage xgr
fiir ein System ermittelt, so kann man sie durch die Transformation

rT=%XR+ T

in den Ursprung, also nach & = 0, verschieben. Die Systemgleichungen sind
dann durch

gegeben. Da diese Transformation immer moglich ist, wird im Weiteren ange-
nommen, dass die interessierende Ruhelage nach null verschoben wurde. Das
Bild 1.13 illustriert die Transformation.

Um das Verhalten der Trajektorien eines Systems in der Néhe der Ruhelage
xr = 0 zu kennzeichnen, wird zuerst einmal der Begriff der Attraktivitit
eingefiihrt.

Definition 2 (Attraktivitit). Ein System
= f(x,u)

besitze die Ruhelage xg = 0. Dann heifit die Ruhelage xr = 0 lokal attraktiv,
wenn es eine Umgebung U(0) der Ruhelage gibt, so dass jeder Anfangswert

Tg € U(O)

zu einer Trajektorie x(t) des freien Systems, d. h. w = 0, fihrt, die mit t — oo
in die Ruhelage xr = 0 strebt.
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Ist U(0) = IR™, so bezeichnet man die Ruhelage als global attraktiv. Bild
1.14 illustriert den Begriff der Attraktivitat. Die Attraktivitdt einer Ruhelage
stellt sicher, dass jede in U(0) startende Trajektorie in die Ruhelage strebt.
Allerdings macht der Begriff der Attraktivitéit keine Aussage dariiber, wie
weit sich die Trajektorie von der Ruhelage xg = 0 entfernt. Aus praktischer
Sicht heraus betrachtet kann dies problematisch sein. Schliellich méchte man
bei realen Systemen auch meistens wissen, welche unter Umsténden gefdhrlich
groflen Werte der Systemzustand  annehmen kann, bevor er in die Ruhelage
lduft. Der nachfolgende Stabilitéitsbegriff ist diesbeziiglich genauer.

Definition 3 (Stabilitit im Sinne von Ljapunov). Ein System

&= f(x,u)

besitze die Ruhelage xr = 0. Dann heifst die Ruhelage stabil im Sinne von
Ljapunov, wenn es zu jeder e-Umgebung

U.(0) ={x € R"| |z|<e}

eine d-Umgebung
Us(0) ={x e R"| |z| <d}

gibt, so dass alle Trajektorien des freien Systems, die in der d-Umgebung
beginnen, d. h.
z(0) € Us(0),

in threm weiteren Verlauf in der e-Umgebung bleiben, d. h.
x(t) € U:(0) fiir t > 0.

Bild 1.15 veranschaulicht die obige Stabilitdtsdefinition von Ljapunov.
Man beachte, dass die Trajektorien @(t) nicht zwingend in die Ruhelage g =0
laufen miissen, damit die Ruhelage stabil im Sinne von Ljapunov ist. Ein kon-
kretes Beispiel hierfiir ist der harmonische Oszillator

X2 4

W A
Q)UZ(O) | Us

Bild 1.14: Lokal attraktive Ruhe- Bild 1.15: Illustration zur Stabi-
lage. litdtsdefinition von Ljapunov.

B
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. [o1
T=11 o™

dessen Trajektorien x(t) wir schon in Bild 1.10 sahen.

Ist die Ruhelage xg = 0 attraktiv und stabil im Sinne von Ljapunov, so
streben die Trajektorien aus ihrer Umgebung asymptotisch in die Ruhelage.
Entsprechend definiert man den Begriff der asymptotischen Stabilitit.

Definition 4 (Asymptotische Stabilitét). Ist die Ruhelage xg = 0 lo-
kal (global) attraktiv und stabil im Sinne von Ljapunov, so heifst sie (global)
asymptotisch stabil.

Bei einer asymptotisch stabilen Ruhelage g sind des Weiteren Umgebun-
gen U(xr) von Interesse, in denen alle Trajektorien in die Ruhelage streben.
Nicht jede Umgebung besitzt diese Eigenschaft, wie das Beispiel aus Gl. (1.6)
und das zugehorige Bild 1.16 veranschaulichen. In der Umgebung U; der Ru-
helage xr = 0 streben alle Trajektorien nach null. In der Umgebung Uy ist
dies ersichtlich nicht der Fall.

Man definiert passend zu solchen Situationen den Begriff des Finzugsge-
bietes.

Definition 5 (Einzugsgebiet). Fine Umgebung einer asymptotisch stabi-
len Ruhelage heifit Finzugsgebiet der Ruhelage, wenn alle in diesem Gebiet
startenden Trajektorien in ihm verbleiben und im weiteren Verlauf in die Ru-
helage streben.

Gibt es nur eine Ruhelage und ist diese global asymptotisch stabil, so ist der
gesamte Zustandsraum Einzugsgebiet. Da das Stabilitédtsverhalten des gesam-
ten Systems in diesem Fall durch diese Ruhelage gekennzeichnet ist, kann dann
auch wie im linearen Fall das System als global asymptotisch stabil bezeichnet
werden.

Zustand x2
(e}

-2 -1 0 1 2
Zustand x1

Bild 1.16: Asymptotisch stabile Ruhelage £r = 0 und ein Einzugsgebiet Ui (blau).
Die Umgebung Us ist kein Einzugsgebiet.
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1.1.7 Grenzzyklen

In nichtlinearen Systemen kénnen, wie in linearen Systemen, Dauerschwingun-
gen auftreten. Bei diesen Schwingungen wiederholen sich die Systemzustédnde
periodisch und die Trajektorie einer Dauerschwingung ist eine geschlossene
Kurve. Man bezeichnet diese Schwingungen als Grenzzyklen.

Als Beispiel zeigt Bild 1.17 die Dauerschwingung der Van-der-Pol-Differen-
zialgleichung

jjl = T2,
To = —x1 + (1 — {E%)xg
Aquivalent zu obigem Zustandsraummodell ist die Differenzialgleichung
B — (1 —af)in + a1 =0.

Die Van-der-Pol-Differenzialgleichung beschreibt z. B. das Verhalten eines
elektrischen Schwingkreises fiir Radiosender, der aus einer Triode, einem Kon-
densator, einer Spule und einem Widerstand besteht. Der Term (1 — x?) wirkt
dabei als nichtlineares Dampfungsglied. Man kann einen solchen Van-der-Pol-
Oszillator auch als Regelkreis mit e = —z; als Regelabweichung und mit der
nichtlinearen Kennlinie

u= fle,é) = —(1—e*)é
als Regelgesetz darstellen. Die lineare Differenzialgleichung

¥ +r1=u

N

Zustand 1
Zustand x2
o

SN

0 10 20 30 40 -5 0 5
Zeit t in s Zustand x1

Bild 1.17: Links ist der Zeitverlauf z1(¢) und rechts sind die Trajektorien x(¢) und
der Grenzzyklus der Van-der-Pol-Differenzialgleichung dargestellt.
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u=—(1-e%)e

T1+xT1=1u >

Y

Bild 1.18: Van-der-Pol-Oszillator, dargestellt als Regelkreis.

&R PR

stabiler Grenzzyklus semistabiler Grenzzyklus instabiler Grenzzyklus

Bild 1.19: Grenzzyklen (schwarz) und ihr Stabilititsverhalten.

bildet dann die Regelstrecke, wie in Bild 1.18 dargestellt. Die Aufgabe des
Regelkreises ist in diesem Fall nicht die Ausregelung der Trajektorie in eine
Ruhelage, sondern die Aufrechterhaltung einer Schwingung. Der Grenzzyklus
wird in diesem Beispiel also bewusst erzeugt.

Normalerweise sind Grenzzyklen in Regelkreisen allerdings unerwiinscht.
Denn die Aufgabe eines Regelkreises ist im Allgemeinen das Konstanthalten
der Regelgréfie und nicht die Erzeugung von Schwingungen.

Ahnlich wie bei Ruhelagen streben Trajektorien entweder in einen Grenz-
zyklus oder von ihm weg. Man kann also den Begriff der Stabilitdt auf Grenz-
zyklen iibertragen. Drei Félle sind dabei zu unterscheiden: Im ersten Fall sind
es asymptotisch stabile Grenzzyklen, auf die alle Trajektorien der ndheren
Umgebung zulaufen. Beim zweiten Fall, dem semistabilen, laufen die Tra-
jektorien von einer Seite auf den Grenzzyklus zu und auf der anderen Seite
von ihm weg. Im dritten Fall entfernen sich alle Trajektorien aus der Um-
gebung des Grenzzyklus, so dass er als instabil bezeichnet wird. Bild 1.19
illustriert diese Félle. Bei linearen Systemen kénnen weder stabile, instabile
noch semistabile Grenzzyklen auftreten. Hier sind nur harmonische Oszilla-
toren moglich, bei denen es unendlich viele geschlossene Trajektorien gibt.
Keine anderen Trajektorien ndhern oder entfernen sich von diesen.

Instabile und semistabile Grenzzyklen sind ohne praktische Bedeutung, da
aufgrund kleinster Stérungen — die in einem realen System immer vorhanden
sind — der Grenzzyklus von der Trajektorie verlassen wird. Von regelungstech-
nischer Bedeutung ist also vor allem der stabile Grenzzyklus. Im Allgemeinen
ist er, wie erwdhnt, unerwiinscht. Um Grenzzyklen in Regelkreisen aufzu-
spiiren, verwendet man das Verfahren der harmonischen Balance, das wir in
Kapitel 2.1 ausfiihrlich behandeln.
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1.1.8 Gleitzustinde

Aufler Grenzzyklen konnen in nichtlinearen Systemen weitere Verhaltens-
weisen vorkommen, die in linearen Systemen nicht auftreten. Gleitzusténde
gehoren zu diesen Phénomenen. Sie treten in Systemen mit unstetigem Ver-
halten auf, d.h. in Systemen & = f(x,u) mit unstetigen Funktionen f.

Wir betrachten zur Erkldrung des Phénomens Gleitzustand die Regel-
strecke

die die Ubertragungsfunktion

s+ 0.5

Gls) = (s +1)(s+2)

besitzt. Als Regler verwenden wir einen Zweipunktregler

u = sgn(—y).

Bild 1.20 zeigt den zugehorigen Regelkreis. Wir simulieren das System fiir
die Anfangswerte x1(0) = 1 und z2(0) = 1 und erhalten die in Bild 1.21
dargestellten Verldufe von Stellgrofe u und Ausgangsgrofie y. Offensichtlich
strebt der Ausgangswert y gegen null. Die Stellgréfie u weist dabei allerdings
ab einem gewissen Punkt keinen konstanten Wert mehr auf, sondern schaltet
hochfrequent zwischen v = 1 und v = —1 hin und her.

v 5140.5 Y
(s+1)(s+2)

\

1L=
—-1

Bild 1.20: Regelkreis mit Zweipunktregler.

Dieses Verhalten erklirt sich, wenn man die Trajektorien x(t) des Systems
in der Zustandsebene des Bildes 1.22 betrachtet und das Regelgesetz

u = sgn(—y) = —sgn(0.5z1 + x2)
analysiert. Dieses kann auch in der Form

w— 1 fir 22 < —0.521,
-1 fiir x5 > —0.524
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Ausgangsgrofle y(t) StellgroBe u(t)
15 ————
1 A
1,
0.5
> 0.5f S 0
0 -0.5
-0.5¢ 1 -1
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 038 1
Zeit t in s Zeit t in s
Bild 1.21: Ausgangsgrofienverlauf y(¢) und Stellgrofenverlauf w(t).
Trajektorien x( Zustandsgréfien z1(t) und z2(t)
L5
1 4
0.5} 1 T
& S
.=l
% —
Q S
-0.5 0 \/"
T2
-1 -0.5
-1 0 2 4 6 8 10
Zustand 1 Zeit t in s

Bild 1.22: Trajektorien x(t) und Gleitzustand auf der (blauen) Schaltgeraden sowie
ZustandsgréBenverliufe z1 (¢) und x2(¢).

dargestellt werden. Offensichtlich ist unterhalb der Geraden
92 = —0.5331 (17)

der StellgrofSenwert u = 1 aktiviert und oberhalb u = —1.

Die Trajektorien x(t) laufen von beiden Seiten auf die Gerade (1.7) zu
Trifft eine Trajektorie auf die Gerade, wechselt sie kurz die Seite, die Stellgrofie
springt von v = 1 auf uw = —1 oder umgekehrt und die Trajektorie lduft
wieder auf die Gerade zu. Sie wechselt erneut die Seite und das Spiel beginnt
von vorn. Dadurch tritt das bereits beobachtete hochfrequente Schalten der
Stellgrofle auf. Die Trajektorie selbst gleitet auf der Schaltgeraden, begleitet
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vom hochfrequenten Schalten der Stellgrofie, in die Ruhelage g = 0. Aus
diesem Gleiten leitet sich auch der Begriff Gleitzustand ab.

Obiges Verhalten hat den Nachteil, dass das Stellglied, z. B. wenn es ein
Ventil oder ein anderer mechanischer Aktor ist, stark belastet wird und schnell
verschleifit. Meistens sind Gleitzustinde daher unerwiinscht.

Der Gleitzustand hat aber auch einen Vorteil. Das Gleiten der Trajektorie
x(t) in die Ruhelage erfolgt, wie sich zeigen lisst, robust gegeniiber Parame-
terdnderungen der Regelstrecke. D. h., der Regelkreis besitzt im Gleitzustand
immer dieselbe Dynamik, auch wenn sich die Regelstrecke verdndert. Dieses
Verhalten kann daher fiir den Entwurf einer bestimmten Klasse von robusten
Regelungen, den Gleitzustandsregelungen, ausgenutzt werden. Wir widmen
uns dieser Thematik in Kapitel 5.2.

1.1.9 Chaos

Chaos tritt in biologischen, meteorologischen, 6konomischen und technischen
Systemen auf [21, 95, 180]. Konkrete Beispiele sind Wirtschaftszyklen, Single-
Mode-Laser, mikromechanische Oszillatoren und die Entwicklung von Popu-
lationen in ¢kologischen Systemen. Die wichtigste Charakteristik chaotischer
Systeme besteht darin, dass man nicht genau sagen kann, wie sich ihre Zu-
standsgrofien entwickeln werden. Dies ist insofern erstaunlich, da chaotische
Systeme durch gewohnliche Differenzialgleichungen mit deterministischem
Verhalten beschrieben werden kénnen. Der Begriff deterministisch schliefit da-
bei jegliche Art von stochastischen Einfliissen auf das System aus. Anschaulich
betrachtet bedeutet chaotisches Verhalten Folgendes:

(1) Die Trajektorien verlaufen aperiodisch, d.h., sie laufen nicht in Grenzzy-
klen hinein.

(2) Die Trajektorien streben weder in eine Ruhelage noch ins Unendliche.

(3) Beliebig nah beieinander liegende Anfangswerte bzw. -vektoren fithren zu
sehr unterschiedlichen Trajektorienverldufen.

Wir betrachten als Beispiel fiir ein chaotisches System das Doppelpen-
del, wie es Bild 1.23 zeigt. Die Massen m; und ms héngen jeweils an zwei
Pendelstdben der Léangen [; und 5. Die Gelenke erlauben eine freie Rotation
der Pendel, d.h., die Drehwinkel @; und @5 sind nicht durch Anschlige be-
schrinkt. Auf die Pendelmassen wirkt die Erdbeschleunigung g = 9.81 ms™2,
so dass das Doppelpendel fiir die Winkel &7 = @3 = 0 eine stabile Ruhelage
besitzt.

Beschrieben wird das System durch die Differenzialgleichungen

- g(sin Oy cos A@ — pusin 1) — sin AO(1,03 + 1,63 cos AO)
81 = )
I3 (p — cos? AO)

g (sin ©; cos AQ — sin @) + sin AO(ul 0% + 1,03 cos AO)

©: = lo(p — cos? AO)
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Bild 1.23: Doppelpendel mit chaotischem Verhalten.

mit
AO = O — O,
p=1+ e
ma
Wir simulieren das System fiir die Parameterwerte m; = mo = 1kg und

ly = ls = 1m. Das chaotische Verhalten des Doppelpendels wird deutlich,
wenn man zwei nah beieinander liegende Anfangsvektoren

©1(0) /2 él(o) /2
o0 | 0 nd 6:1(0)| _ | ©
QQ(O) T —7/2 @2(0) N

betrachtet und die sich aus ihnen ergebenden Winkelverliufe Oy (t) und 6 (t)
miteinander vergleicht. Wie aus Bild 1.24 erkennbar, verlaufen die Winkel
trotz nahezu identischer Anfangsbedingungen nach einiger Zeit vollig unter-
schiedlich und regellos.

Technische Systeme weisen nur sehr selten chaotisches Verhalten auf. Denn
die Entwickler und die Nutzer technischer Systeme sind im Allgemeinen daran
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Bild 1.24: Verliufe der Winkel ©; (schwarze Kurve) und ©; (blaue Kurve) des
Doppelpendels mit chaotischem Verhalten.

interessiert, dass ihre Anlage, ihr Prozess oder ihr Fahrzeug ein vorhersagba-
res Verhalten besitzt. Im Kapitel 4.4 betrachten wir ein weiteres technisches
chaotisches System, ein Fluidsystem, und regeln es so, dass es eine global
asymptotisch stabile Ruhelage besitzt und folglich kein chaotisches Verhalten
mehr aufweist. Eine detaillierte Darstellung chaotischer Systeme findet sich
in [6, 7, 34, 174].

1.1.10 Nichtlineare Zustandstransformationen

In der linearen Systemtheorie hat es sich oftmals als sehr niitzlich erwiesen,
in bestimmten Féllen die Beschreibung

& = Az + Bu (1.8)

eines Systems in eine andere Darstellung zu transformieren. Dies geschieht
mittels einer Koordinatentransformation

z="Tz, (1.9)

wobei der Vektor z die neuen Koordinaten représentiert. Die Matrix T ist
eine regulére n x n - Matrix. Die neue Systemdarstellung ist dann

2=T 'ATz + T 'Bu. (1.10)

Oftmals wihlt man die Transformationsmatrix T' so, dass die neue System-
matrix T~ ' AT Diagonalgestalt oder die Gestalt einer Begleitmatrix

0o 1 0 -~ 0

0 0 1 -~ 0
T 'AT =

—@p —a1 —az -+ —ap-1
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besitzt. Diese Darstellungen sind niitzlich fiir den Reglerentwurf oder um Sys-
temeigenschaften aus ihnen direkt ablesen zu kénnen.
Auch bei nichtlinearen Systemen

= f(x,u) (1.11)
konnen Transformationen
z=gq(x) bzw. x=q '(2) (1.12)

sinnvoll sein, wenn es mit ihnen gelingt, das System in eine z.B. fiir den
Reglerentwurf geeignete Form zu bringen. In der Regel fordert man, dass die
Transformationen (1.12) stetig differenzierbar und eineindeutig sind. Letzte-
res bedeutet, dass jedem x genau ein z und umgekehrt zugeordnet werden
kann. Eine solche Transformation bezeichnet man als Diffeomorphismus. Die
transformierte Beschreibung ergibt sich durch Einsetzen der Transformations-
gleichung (1.12) in die Systembeschreibung (1.11). Wir erhalten so

E e

woraus P _1( )
1. E=fa (=)

und schliellich die transformierte Systemdarstellung

1 —1 .
5 - (8"8z(z)) ) ) = o) (1.13)

folgt. Auf dhnliche Weise erhilt man fiir die Riicktransformation von z-
Koordinaten in x-Koordinaten die Gleichung

-1
i = (5‘(5)(5)) flatw), w) = f(,u). (1.14)

Fiir die in Gl. (1.13) verwendete Inverse der Jacobi-Matrix von g1 gilt
aufgrund der Ableitungsregel fiir Umkehrfunktionen

() -

2=q~1(2)

In vielen Féllen kann die Anwendung obiger Identitit die Berechnung des
transformierten Systems in Gl. (1.13) erleichtern.

An dieser Stelle wird nun die Forderung nach stetiger Differenzierbarkeit
von g und g~ ! plausibel. Ist sie erfiillt, so sind die Matrizen (9g~1(2)/9z)~!
und 9q(x)/0x stetig. Wire dies nicht der Fall, so wire es moglich, dass die
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rechte Seite der Differenzialgleichung (1.13) bzw. (1.14) aufgrund der Trans-
formation unstetig ist. Die Losung der Differenzialgleichung wire dann in den
Unstetigkeitsstellen nicht definiert.

Die Bestimmung einer Transformation z = q(z) bzw. = = q~!(z), die
einen Koordinatenwechsel so vornimmt, dass sich eine gewiinschte System-
darstellung ergibt, ist in der Regel mit Aufwand verbunden. Dies ist schon
im linearen Fall so, wenn man z. B. ein System diagonalisieren mochte. Denn
hierzu muss man seine Eigenvektoren bestimmen, aus denen die Transforma-
tionsmatrix T spaltenweise besteht. Im nichtlinearen Fall ist der Aufwand zur
Bestimmung der Transformationsvorschrift oft noch viel groler.

Fiir ein lineares System (1.8) und eine lineare Transformation (1.9) lisst
sich leicht zeigen, dass aus Gleichung (1.13) die transformierte Systemdarstel-
lung (1.10) folgt. Denn es gilt

5 0q~'(z)
r=q (z)=Tz und 9% =T.

Wir wollen nun noch ein nichtlineares Beispiel zur Illustration betrachten.
Gegeben sei das System

= . (1.15)
Diese Differenzialgleichung ist in £ = 0 nicht definiert. Wir werden daher
im Weiteren den Punkt x = 0 aus unseren Betrachtungen ausschliefflen. Als
Transformation verwenden wir

z=q(z) = esen(@)a? /2 (1.16)

bzw.
_ 1/2
2 =g (2) = sgn (In (%)) |In (z2)|"/*.
Die Transformationsvorschriften (1.16) und (1.17) sind eineindeutig, stetig

differenzierbar und ¢ bildet den reellen Zahlenraum IR in das Intervall (0, 0o)
ab. Bild 1.25 zeigt den Verlauf von ¢(x). Wir bilden nun die Ableitung

(1.17)

9q1(z) _ |m(2)| 7
0z - z

und erhalten geméifl Gl. (1.13) fiir das transformierte System

. <|ln <z2>|“2>‘1. ( 1 )
z sgn (In (22)) |In (22)[V/ )

2 =zsgn(In(2%)) = { 5 2> (1.18)

d.h.

—z, 0<z<1.
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q(z) 4
8
6 esgn(x)x2/2
4
2
-1 0 1 T

Bild 1.25: Verlauf der Funktion z = ¢(z).

Es ist uns also mittels der Transformation (1.16) gelungen, die nichtlineare
Systemdarstellung (1.15) in eine — genauer gesagt zwei — lineare umzuwandeln.
Man beachte, dass beide Darstellungen dquivalent zueinander sind, da die
Transformation eineindeutig ist.

Abschlielend bestimmen wir noch die Losung der Differenzialgleichung
(1.15), indem wir zuerst Gl. (1.18) lésen. Deren Losung ist

t
2o€", z>1,

zoe ", O0<z<1,

mit dem Anfangswert zp = z(0). Durch Transformation mittels Gl. (1.16)
erhalten wir die Losung des nichtlinearen Systems (1.15) zu

sgn (In (22e*")) - |In (22e*) |1/2 ; z>1,

1.19
sgn (In (23e™%)) - [In (23e2") |1/2 , 0<z<1. (1.19)

(t) = ¢ (2(t) = {

Wir ersetzen noch den Anfangswert zp durch den Anfangswert z(0) = xo.

Dazu bilden wir
2(0) = sgn (1n (=) - [ (5) "%,
woraus
sgn(zo) = sgn (In (27))
und mit Gl. (1.16)
2 =1In (28) , 20> 1,

—J;%zln(zg), 0 <z <1,

folgt. Setzt man diese Ergebnisse in Gl. (1.19) ein, so erhilt man schlielich
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) sgn (xp) - |x(2) + 2t|1/2 ,  x9>0,
T =

sgn (zg) - |—a:(2) — 2t‘1/2, 9 < 0,

1/2
=sgn (xg) - |a:(2) +2t} / , x#£0,

als Losung von & = 1/z.

Im Allgemeinen ist es moglich, dass die Transformationsgleichung auch
eine Abhingigkeit vom Eingangsvektor u und eventuell seinen zeitlichen Ab-

leitungen w9, j = 1,..., 4, aufweist. D.h., sie hat die Form
z=q(xz,u,u,.. .,u(i))
bzw. ,
z=q '(z,u,1,... u?). (1.20)

Transformieren wir nun das System & = f(x,u) in z-Koordinaten, so gilt
nach Einsetzen von Gl. (1.20) in die Systemgleichung

-1 i —1 i i -1 i

dq (z,u,...,u())zﬁq (z,u,...,u())'z,+ 0q (z,u,:..,u())'u(jﬂ)

dt 0z — Ould)

Jj=

= _f(qfl(z,u, o ,u(i)),u).

Hieraus ergibt sich die transformierte Systembeschreibung

N ORI C) S (i) 0z u®)
z_< 0z \fla (zu,... u )7“)_2 ould) “ .

J=0

Auf dhnliche Weise ldsst sich die Gleichung der Riicktransformation herleiten.

1.1.11 Zeitdiskrete Systeme

Neben zeitkontinuierlichen Systemen begegnen uns in der Regelungstechnik
auch Systeme, bei denen die Eingangs-, Ausgangs- und Zustandsgrofien nicht
kontinuierlich iiber die Zeit betrachtet werden, sondern nur zu bestimmten,
d.h. diskreten Zeitpunkten k [49, 57, 81, 82, 104]. Beschrieben werden diese
zeitdiskreten Systeme durch Iterations- bzw. Differenzengleichungen

z(k+1) = f(z(k),u(k)),
y(k) = g(@(k), u(k))

mit £k = 0,1,2,... Analog zu den kontinuierlichen Systemen ist x der n -
dimensionale Zustandsvektor, u der m - dimensionale Eingangsvektor und y
der r - dimensionale Ausgangsvektor.

Die Ruhelagen g eines zeitdiskreten Systems sind durch das Gleichungs-
system

(1.21)
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zr = f(zr,0)

definiert. Dabei ist, wie im zeitkontinuierlichen Fall, ohne Einschrankung der
Allgemeinheit u = 0 vorausgesetzt. Auch im vorliegenden Fall ist das Glei-
chungssystem wieder nichtlinear.

Die Stabilitéit einer Ruhelage ldsst sich dhnlich wie im zeitkontinuierlichen
Fall definieren. Es sei wieder vorausgesetzt, dass die Ruhelage in & = 0 liegt.

Definition 6 (Stabilitit von Ruhelagen zeitdiskreter Systeme). Ein
System
w(k+1) = f(x(k), u(k))

besitze die Ruhelage xr = 0. Dann heifst die Ruhelage stabil im Sinne von
Ljapunov, wenn es zu jeder e-Umgebung

U.(0) ={x € R"| |z|<e}

eine §-Umgebung
Us(0) ={x € R"| |z| < d}

gibt, so dass alle Zustandsfolgen x(k), die in der 6-Umgebung beginnen, d. h.
z(0) € Us(0),
in threm weiteren Verlauf in der e-Umgebung bleiben, d. h.
xz(k) € U:(0) fiir k> 0.
Gilt fiir alle z(0) € Us(0) des Weiteren

lim x(k) =0,

k—o0
so heif$t die Ruhelage asymptotisch stabil.

Bei zeitdiskreten Systemen konnen, wie bei zeitkontinuierlichen, auch
Grenzzyklen auftreten. Dies ist der Fall, wenn fiir eine Folge von Zustands-
vektoren (0), x(1),..., x(l) die Beziehung

z(0) = z(l)

bei konstantem Eingangsvektor w(k) erfiillt ist. Da der Grenzzyklus (0), x(1),
.., x(l) insgesamt [+ 1 Zustéinde umfasst, spricht man von einem Zyklus der
Lénge [ + 1.
Chaotisches Verhalten ist ebenfalls moglich. Beispielsweise tritt Chaos in
einem zeitdiskreten System erster Ordnung auf, wenn ein Zyklus

2(0), =(1), 2(2) = x(0),

d.h. ein Zyklus der Linge drei, existiert [115]. Erwéhnenswert ist, dass Chaos
bei zeitdiskreten Systemen ab der Systemordnung n = 1 auftreten kann. Bei
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zeitkontinuierlichen Systemen dagegen kann Chaos erst ab der Systemordnung
n = 3 entstehen.

Die exakte Modellierung eines abgetasteten nichtlinearen zeitkontinuierli-
chen Systems durch eine Differenzengleichung (1.21) ist in den meisten Fillen
unmoglich. Diese Situation ist génzlich anders als bei linearen Systemen, wo
man aus dem zeitkontinuierlichen Modell relativ einfach das durch Abtastung
entstehende zeitdiskrete Modell berechnen kann. Diese einfache Berechnung
resultiert aus der Kenntnis der Losung der linearen Differenzialgleichung. Im
nichtlinearen Fall verfiigt man in der Regel nicht iiber die Systemlésung und
kann daher auch das zeitdiskrete Modell nicht bestimmen, zumindest nicht
exakt. Niherungsweise ist dies schon méoglich. Uber die numerische Losung
nichtlinearer Differenzialgleichungen lassen sich ndmlich Ndherungsmodelle
fiir abgetastete nichtlineare Systeme ermitteln. Der Losung nichtlinearer Dif-
ferenzialgleichungen widmen wir uns im néchsten Kapitel.

1.2 Losung nichtlinearer Differenzialgleichungen

1.2.1 Grundlegendes und das Verfahren von Euler-Cauchy

Die Losung nichtlinearer Differenzialgleichungen mit Anfangswerten x(to) und
z.B. tg = 0, so genannter Anfangswertprobleme

(1) = f(x(t), u(t)),

:B(t()) = Xy,

ist im Gegensatz zu linearen Differenzialgleichungen in den meisten Fillen,
wie erwdhnt, nur numerisch moglich. Zu diesem Zweck ist eine Reihe von
Integrationsverfahren entwickelt worden [44, 173].

Sie basieren auf dem folgenden Prinzip, das ohne Einschriankung der All-
gemeinheit fiir den Fall nur einer Zustandsgrofle x, also

&(t) = f(x(t), ult)), (1.22)

illustriert werden soll. Durch Integration von Gl. (1.22) erhiilt man die Losung
der Differenzialgleichung zu

x(t) = x(tg) + / f(z(7),u(r)) dr. (1.23)

Man beachte, dass diese Gleichung implizit beziiglich x(¢) und daher analy-
tisch meistens nicht l6sbar ist. Die Integrationsverfahren l6sen das Integral
in Gl (1.23) daher durch mehr oder weniger gute Ndherungen numerisch.
Genauigkeit und Rechenaufwand héngen dabei von der Wahl des Integrati-
onsverfahrens ab.
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Bei der numerischen Losung wird die Gleichung (1.23) diskretisiert, d. h.,
die Zeitachse wird in eine Anzahl dquidistanter Stiitzstellen

ti=to+h -1, 1=0,...,n,

wie in Bild 1.26 dargestellt, eingeteilt, wobei die Intervallbreite h als Schritt-
weite bezeichnet wird. Man kann jetzt die Losung der Differenzialgleichung
(1.22) in den Zeitpunkten ¢; als Rekursionsgleichung

ti t;+1
x(ti+1):x(t0)+/f(x,u)dt+ / Flw,u) dt,
to ti
{E(ti)
also
tig1
x(tiﬂ):x(ti)—i—/f(x,u)dt,
ti
schreiben.

™
to t1

to t3 ta ... t;

Bild 1.26: Zeitpunkte ¢; und Schrittweite h der numerischen Losung.

Ziel der Integrationsverfahren ist es, eine gute Approximation fiir das In-
tegral zu finden. Im einfachsten Fall ndhert man, wie in Bild 1.27 dargestellt,
die Flache

F= 71f(a:,u)dt

tq
zwischen ¢; und ¢;4; durch ein Rechteck mit dem Flécheninhalt
Fapp = b f (2(ti), u(ti))
an und erhélt als Naherung fiir z(¢;41) den Wert
T(tiy1) = &) + h- f(2(:), uti).

Fiir den mehrdimensionalen Fall und mit den Abkiirzungen &(t;) = &;
bzw. u(t;) = u; gilt
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fﬂ

app

~y

t; tit1

Bild 1.27: N&herungslosung des Integrals.

:%H_l =z, +h- f(:fsl,uz)

Als Anfangswert fiir diese Rekursionsformel dient &y = xy. Obiges Verfah-
ren bezeichnet man als Polygonzugverfahren von FEuler-Cauchy. Es ist ein-
fach, aber ungenau. Bild 1.28 illustriert die Ndherung mit dem Euler-Cauchy-
Verfahren.

1.2.2 Genauigkeit der numerischen Lésung

Die Néherung der Fliche unter der Kurve durch die Rechtecke hat direkten
Einfluss auf die Genauigkeit der Losung, wie Bild 1.29 illustriert. Der Fehler
im Schritt 1,

ei =|lz(t:) — &)l = V/(@1(t:) — 81(8:))2 + ...+ (@nlts) — @))%,

ist offensichtlich abhingig von der Anzahl aller vorherigen Schritte und der
Schrittweite h. Im Falle des Verfahrens von Euler-Cauchy gilt nach einer festen
Integrationszeit T' = n - h mit n Schritten fiir den Fehler

fﬂ E2TY
z

exakter Verlauf z(t)

(to) &(t1) i (ts) P13

> T T T T T T >
to t1 to ts ta ts t to t1 to t3 ts ts t

Bild 1.28: Flichenberechnung beim Ver-  Bild 1.29: Vergleich zwischen exakter
fahren von Euler-Cauchy. Losung «(t) und Naherungslésung Z(t;).
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En,
€R,
€G

Gesamtfehler eg

Verfahrensfehler e,

Rundungsfehler er

h* h

Bild 1.30: Der Gesamtfehler e eines Integrationsverfahrens setzt sich aus Verfah-
rensfehler €,, und Rundungsfehler er zusammen.

en < a-h.

Der Verfahrensfehler &, nimmt also mit kleiner werdender Schrittweite ab.
Dabei ist im Allgemeinen « eine (leider) unbekannte Konstante.

Bei genaueren Verfahren als dem einfachen Euler-Cauchy-Verfahren kann
der Fehler ¢,, der Ndherungslosung bei einer Verringerung der Schrittweite h
auch wesentlich schneller kleiner werden. Allgemein gilt

en < a-hi.

Hierbei bezeichnet man g als Fehlerordnung oder Konvergenzordnung des Ver-
fahrens. Sie bestimmt, wie schnell der Fehler ¢,, gegen null konvergiert, wenn
h gegen null strebt. Je grofer g ist, desto genauer ist das Losungsverfahren.

Beziiglich der Genauigkeit einer numerischen Losung von Differenzialglei-
chungen scheint es also sinnvoll zu sein, sehr kleine Schrittweiten h zu wéhlen.
Allerdings nimmt dann auch die Anzahl benétigter Stiitzstellen zu, d. h., die
Rechenzeit der Simulation steigt an.

Es gibt einen weiteren Nachteil sehr kleiner Schrittweiten h. Zwar sinkt der
Verfahrensfehler e,, mit kleiner werdendem h, aber der Rundungsfehler eg des
verwendeten Rechners steigt an. Es existiert also eine optimale Schrittweite
h*, bei der der Gesamtfehler minimal ist. Bild 1.30 illustriert dies. Unprakti-
scherweise ist die optimale Schrittweite A* im Allgemeinen nicht bestimmbar.

1.2.3 Das verbesserte Euler-Cauchy-Verfahren

Das Verfahren von Euler-Cauchy weist aufgrund der gewéhlten Rechteckné-
herung h - f (#;,u;) eine hohe Ungenauigkeit auf. Man kann das Verfahren
verbessern, wenn man als Hohe nicht den Wert

f(@(t:), u(t:))
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fa A
f(i‘pré s Uig 1 )
f (@i, ui _
Fapp Fapp
t; tiy1 t t; tiv12 tig1
Bild 1.31: Euler-Cauchy-Verfahren. Bild 1.32: Verbessertes Euler-Cauchy-
Verfahren.

an der Stelle Z(t;) = &; wihlt, sondern

(o (ea) i)

an der Stelle £(t; + 5) = #;11/2 und fiir u(t; + 5) = u;41/2. Die Bilder 1.31
und 1.32 illustrieren den Sachverhalt.
Die Fliche des verbesserten Euler-Cauchy-Verfahrens berechnet sich zu

Fapp = h-f (531‘+1/27U¢+1/2)~

Man erhélt so folgenden Algorithmus fiir das verbesserte Verfahren im allge-
meinen Fall mehrdimensionaler Systemgleichungen:

h

92 : .f (:i:lv ui)7
(2) ®iy1 =&+ h- f(Bip1/2, Uitr/2)-

Das verbesserte Euler-Cauchy-Verfahren heifit auch Halbschrittverfahren. Ge-
geniiber dem Euler-Cauchy-Verfahren mit der Fehlerordnung ¢ = 1 besitzt
die verbesserte Version die Fehlerordnung g = 2.

(1) Biyrj2 =i+

1.2.4 Die Verfahren von Heun und Simpson

Weitere Verbesserungen der Genauigkeit gegeniiber den obigen numerischen
Losungsverfahren lassen sich erzielen, wenn die Fliche

tit1

F:/f(x(t),u(t))dt
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Bild 1.33: Verfahren von Heun. Bild 1.34: Verfahren von Simpson.

genauer abgeschétzt wird als mittels eines Rechtecks. Zu diesem Zweck
wird beim Verfahren von Heun ein Trapez fiir die Berechnung der Fliche
Fopp = ;L [f(zi,u;) +f(@it1, ui+1)] verwendet, wie in Bild 1.33 illustriert. So-
mit erh&lt man die Rekursionsgleichung

;L Uf (@i, us) + f (Zig1, wiv1)]-

Hierin ist allerdings Z;41 auch auf der rechten Seite der Gleichung présent.
Man konnte nun diese implizite Gleichung nach Z;4; iterativ 16sen. Beim
Verfahren von Heun geht man allerdings anders vor und bestimmt ;41
néherungsweise mittels eines Euler-Cauchy-Schrittes

Tiy1 =2 +

Tip1 R Tig1 = Ti + h f (T, w).
Zusammengefasst ergibt sich fiir den allgemeinen mehrdimensionalen Fall
die Verfahrensvorschrift

(1) Zipr =&+ h- f(Bi,u),

h
(2) B =2+, [f (&, i) + f(Ziyr1, wir)]

Man bezeichnet das Verfahren von Heun auch als Prddiktor-Korrektor-
Verfahren. Hierbei liefert das Ergebnis aus der ersten Gleichung, dem Pridik-
tor, eine erste Niaherung. Diese wird mittels der zweiten Gleichung, des Kor-
rektors, nachgebessert.

Zu beachten ist, dass das Verfahren von Heun wie das verbesserte Verfah-
ren von Euler-Cauchy die Fehlerordnung ¢ = 2 aufweist, also keine Erhchung
der Genauigkeit erzielt wird.

Verwendet man fiir die Approximation der Fliche

tit1

F = /f(x,u)dt
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eine Parabel als Interpolationsfunktion fiir die Funktion f im Intervall [¢;, t;11],
wie in Bild 1.34 dargestellt, so ldsst sich die Genauigkeit weiter steigern.
Wir erhalten dann das Verfahren von Simpson. Um die Parameter der Pa-
rabel zu ermitteln, benttigt man neben der Stiitzstelle (¢;, f(Z:,u;)) zwel
weitere Stiitzstellen bei ¢,/ = t; + h/2 und t;4; sowie den Zwischenwert
Uit1/2 = u(t; + h/2) der StellgroBe. Die Integration der Parabel im Intervall
[ti, ti+1] liefert dann den Schétzwert Fypp, fiir die zu integrierende Fliche.
So ergibt sich das Verfahren von Simpson:

(1) k1= f (2, ),

h
(2) ka=f (ffiz + 9 k17ui+1/2>7

(3) k3= f(&; — hky + 2hks, wiy1),

N h
(4) i1 =x; + 6 (k1 + 4ka + k3).

Es besitzt die Fehlerordnung ¢ = 3.

1.2.5 Die Runge-Kutta-Verfahren

Die Euler-Cauchy-Verfahren, das Verfahren von Heun und das von Simpson
sind Spezialfille der Runge-Kutta- Verfahren. All diese Verfahren bezeichnet
man als Einschrittverfahren, denn sie bestimmen einen neuen Simulations-
punkt &;41 nur auf Basis eines vorherigen Punktes &,. Runge-Kutta-Verfahren
haben folgende prinzipielle Form:

(1) k1= f (@i, ui),
(2) ko= f (@i + hazki,u(t; + B2h)),

(3) ks = f(2i+h(asiki + asks),u(t; + B3h)),

(m) k= .f (:iz +h (amlkl +...+ am,mflkmfl) 7u(ti + 6mh))7
(m+ 1) Zipi=x;+h- Z "/jkj.
j=1

Hierbei sind die jeweiligen Fehlerordnungen der Tabelle 1.1 zu entnehmen.
Je mehr Approximationsberechnungen m das gewihlte Verfahren ausfiihrt,
desto genauer ist es. Die Spezialfille ergeben sich mit den Parametern m, vy, 3,
und « aus Tabelle 1.2.
Fiir m = 4 gibt es unterschiedliche Varianten, von denen das klassische
Runge-Kutta-Verfahren das gebriuchlichste ist:
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Tabelle 1.1: Fehlerordnungen der Runge-Kutta-Verfahren.
|m 1 2 3 4 5 6 7 8 9|
¢ |1 2 3 4 4 5 6 6 7|

Tabelle 1.2: Spezialfélle der Runge-Kutta-Verfahren.

m v B ij
Euler-Cauchy m=1 =1 - -
verbessertes m=2 1 =0 B2 = ; a1 = ;
Euler Cauchy Y2 =1
Heun m=2 71:; B2=1 az =1
V2 =5
Simpson m=3 = (1) B2 = ; Qo] = ;
7223 B3 =1 az; = —1
Y3 = (1, Qg = 2

b‘wb‘

klv u1+1/2> )
5 k27ui+1/2> )

E
b

+ hks, wit1),

h
(5) &ip1 =& + 6 (k1 + 2ko + 2ks + k4) .

Es besitzt die Fehlerordnung ¢ = 4. Runge-Kutta-Verfahren héherer Ordnung
finden sich in [44].

1.2.6 Adaption der Schrittweite

Bisher wurde die Schrittweite h wiahrend der Rekursion konstant gehalten. Das
ist nicht immer sinnvoll. Besitzt die Differenzialgleichung Anteile mit stark
unterschiedlicher Dynamik, wie es Bild 1.35 illustriert, dann fiithren die bisher
betrachteten Verfahren zu ungenauen oder sehr rechenintensiven Losungen.
Wiirde man némlich eine konstante Schrittweite A wihlen, so miisste sie so
klein gewihlt werden, dass der Verlauf im Bereich der Schwingungen (¢ <5s)
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Bild 1.35: Differenzialgleichung mit stark unterschiedlichen Dynamikanteilen.

gut approximiert werden kann. Im schwingungsfreien Kurventeil (¢t >5s) wiir-
de die Simulation dann aber unnétig viele Schritte ausfiihren, da h hier groler
gewahlt werden konnte.

Es ist also sinnvoll, A wéhrend der Simulation dem Lésungsverlauf &(t)
anzupassen. Man wird fiir schnelle dynamische Verlaufe kleine Schrittweiten
wéhlen und fiir langsame grofle. Mittels einer solchen Schrittweitensteuerung
lésst sich dann der Simulationsaufwand und die Simulationsdauer senken.

Eine einfache Moglichkeit der Schrittweitensteuerung ist folgendes Vor-
gehen, wobei & die Verfahrensfunktion, d.h. die Rechenvorschrift fiir einen
Integrationsschritt, des gewéhlten Losungsverfahrens ist und € ein vorgegebe-
ner Fehler:

Schritt 1: Berechne zwei Rekursionsschritte mit h
Riv1 = &; + hD(&;,u;, h),
Eiyo = Tit1 + hP(Ziy1,wiv1, h).
Schritt 2: Berechne einen Rekursionsschritt mit 2h
ZTiy2 = &; + 2hD(&;, u;, 2h).

Schritt 3: Wenn ||&;12 — &i42|| > €, dann setze h* = h/2 und i* = i.
Wenn ||£;42 — ;12|| <0.1¢, dann setze h* = 2h und i* = i + 2.
Sonst setze

h*=hund i* =1+ 2.
Setze ¢ = ¢*, h = h*, gehe zu Schritt 1 und beginne neu.

Eine wesentlich effektivere Schrittweitensteuerung als obige intuitive ist
die Folgende. Wir wéhlen zwei Einschrittverfahren und zwar das Verfahren
I' mit der Fehlerordnung ¢ und das Verfahren @ mit ¢ 4+ 1. Sei € wieder der
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vorgegebene Fehler. Dann gilt folgender Algorithmus:

Schritt 1: Berechne

Tip1 = x; + hF(:ﬁi»uivh)?
ii—i—l = "%1 + h@(ﬁﬁ“u“ h)7

S:< o e )Vq.
[|Ziv1 — Tival|

Schritt 2: Wenn S > 1, setze &;41 = &;41, A* = h-min{2; S} und i* =i + 1.
Wenn S < 1, setze h* = h - max{0.5; S} und i* = 1.
Setze i = i*, h = h*, gehe zu Schritt 1 und beginne neu.

Insbesondere bei komplexen Systemen, deren Dynamik schwer einschéitzbar
ist, sollte man immer eine Schrittweitensteuerung verwenden.

1.2.7 Mehrschrittverfahren von Adams-Bashforth

Bisher wurden Einschrittverfahren betrachtet, also Verfahren, bei denen nur
ein vorangegangener Wert Z; zur ndherungsweisen Berechnung der Fliche F
und damit von x;41 herangezogen wurde. Um die Fléche
tit1
F= [ fal).uo)
t;

noch genauer zu approximieren als bisher, ist es sinnvoll, ein Interpolations-
polynom fiir f durch eine Reihe von Stiitzstellen

(ticie, f(Tims imk)) = (tizks fimk)s

(tic1, [(Zic1,wiz1)) = (tiz1, fiz1)s
(ti, f(Zi,ui)) = (ti, fi)

und eventuell

(tix1, f(Ziv1, uiv1)) = (Lix1, firr)

zu legen. Diese letztgenannte Stiitzstelle ist gerade die, die man eigentlich
berechnen mochte. Sie ist also noch gar nicht bekannt. Bild 1.36 illustriert dies.
Da mehr als eine Stiitzstelle fiir die Flidchenapproximation verwendet wird,
bezeichnet man entsprechende Integrationsverfahren als Mehrschrittverfahren.

Fiir den Fall, dass (t;+1, fi+1) nicht als Stiitzstelle genutzt wird, ergeben
sich die Verfahren von Adams-Bashforth. Fiir den Fall von drei Stiitzstellen,
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Bild 1.36: Adams-Bashforth-Verfahren.

d.h. eines Polynoms dritter Ordnung, erhélt man das Adams-Bashforth-
Verfahren im allgemeinen Fall zu

Zip1 =& + 924 (55F; = 59f;_1 +37f,_o —9fi_3)

mit der Fehlerordnung ¢ = 4. Man beachte, dass man die ersten drei Werte
L1, &9, &3 und fi, fo, f3 ausgehend von & und f, mittels eines Einschritt-
verfahrens bestimmen muss.

Ein Nachteil der Adams-Bashforth-Verfahren ist die Tatsache, dass das
Interpolationspolynom fiir die Stiitzstellen (¢;—, fi—k),- - -, (t;, fi), aber nicht
fiir (t;41, fi+1) berechnet wird. Die Approximation von F' durch F,p, erfolgt
jedoch im Intervall [t;,t;11]. Da nun Interpolationspolynome auBerhalb der
Interpolationsintervalle, hier [t;_g,t;], groBe Fehler aufweisen, wird auch der
Verfahrensfehler in ¢;,41 grofler sein als gewiinscht. Um diesen Nachteil der
Adams-Bashforth-Verfahren auszugleichen, verbessern wir sie im Folgenden.

1.2.8 Priadiktor-Korrektor-Verfahren von Adams-Moulton

Bei den Verfahren von Adams-Moulton verwendet man ein Adams-Bashforth-
Verfahren als Pridiktor und verbessert dessen Ergebnis mittels eines Kor-
rekturterms. Dieser beruht auf einem Interpolationspolynom, das auch die
unbekannte Stiitzstelle

(tiv1, fiz1)

nutzt. Man erhélt so folgende Rekursionsgleichung fiir ein Interpolationspo-
lynom vierter Ordnung:

h
]A,‘H_l =2 + (251 f(j:i—i-l, ui+1) —|—646f1 — 264fi_1 + 106fi_2 — 19f1'_3).
790\ 2”0t Wi i)

f1'+1
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Diese Gleichung ist implizit in Z;41. Man muss also eine Iteration

(D)

#0 = i+ o (2510 i) + 646f — 2641 + 1062 — 19fis )

durchfiithren, um #;41 zu bestimmen. Und zwar solange bis sich xf 421 nicht
mehr wesentlich &ndert. Dabei gilt die Regel, dass h mindestens so klein sein
sollte, dass zwei Iterationsschritte [ = 1,2 ausreichen.

Zusammengefasst erhilt man im Mehrgrofienfall das Préadiktor-Korrektor-
Verfahren von Adams-Moulton mit den zwei Rekursionsgleichungen

h
(1) jg% =&+, (55f; —59F;_1 +37fi_o —9fi_3),

24
h
@ a0 =g, + 720(25110( O 1) +646f,—264f, | +106f,_o—19f,_ 3)

und der Fehlerordnung ¢ = 5. Auch in diesem Fall miissen die ersten drei Wer-
te &; nach xy mittels eines Einschrittverfahrens berechnet werden. Dabei ist
es sinnvoll, ein Einschrittverfahren derselben Fehlerordnung ¢ = 5 zu wiéhlen,
wie sie das obige Mehrschrittverfahren von Adams-Moulton besitzt.

Auch bei Mehrschrittverfahren kénnen Schrittweitensteuerungen verwen-
det werden. Sie sind allerdings komplexer als im Fall der Einschrittverfahren
[168].

1.2.9 Stabilitidt von Integrationsverfahren

Bei allen Integrationsverfahren stellt sich neben der Frage der Fehlerordnung
q auch die Frage nach ihrer Stabilitéit: Bleibt der Fehler €,, der numerischen
Losung beschrankt oder steigt er mit zunehmender Schrittzahl und Simula-
tionsdauer unbegrenzt an? Die Antwort hidngt von der Schrittweite h, der
Differenzialgleichung & = f(x,u) und dem gewéhlten Integrationsverfahren
ab.

Im allgemeinen Fall 14sst sich obige Frage aufgrund der Nichtlinearitit von
f nicht exakt beantworten. Fiir den einfachen linearen Testfall

i=-Ar mit A>0 (1.24)

und mit dem Anfangswert
z(0) = g

ldsst sich der Stabilitéitsbereich von h aber berechnen. Da dies fiir alle be-
trachteten Verfahren moglich ist, konnen die Verfahren dann beziiglich ihres
Stabilitédtsverhaltens untereinander verglichen werden und dies ermdoglicht ei-
ne prinzipielle Einsicht in die Verhéltnisse.

Im Falle des Euler-Cauchy-Verfahrens gilt

Fip1 = i+ h(=A&) = (1 — hA)d;. (1.25)
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Offensichtlich ist diese Differenzengleichung nur dann stabil, wenn
[1—hA <1, also hX < 2,

erfiillt ist. Man gelangt zu diesem Ergebnis auch dann, wenn man beriicksich-
tigt, dass das charakteristische Polynom von Gl. (1.25),

P(z) =z — (1 h\),

nur Nullstellen innerhalb des Einheitskreises besitzen darf, wenn die Diffe-
renzengleichung (1.25) stabil sein soll. Fiir hA < 2 strebt die Losung der
Differenzengleichung (1.25) also gegen denselben Wert wie die Losung der
Differenzialgleichung (1.24). Der Verlauf von &; kann dabei allerdings wesent-
lich von z(t) abweichen.

Ahnlich wie fiir das Euler-Cauchy-Verfahren kann die Stabilitit fiir den
betrachteten Testfall £ = —Az auch fiir andere Verfahren untersucht werden.
Es ergeben sich die Stabilitdtswerte hA aus Tabelle 1.3. Man beachte, dass
hA > 0 gilt.

Tabelle 1.3: Stabilitéitswerte.

Euler-Cauchy hA <2
verbessertes Euler-Cauchy h < 2
Heun hA <2
Simpson hA < 2.5359
Runge-Kutta 4. Ordnung hA < 2.7853
Adams-Bashforth 4. Ordnung hA < 0.3
Adams-Moulton 5. Ordnung hX < 1.8367

Das Adams-Bashforth-Verfahren hat einen sehr kleinen Stabilitétsbereich.
Dieser Sachverhalt ist auf die Interpolation im Intervall [t;,¢;11] durch ein
Polynom zuriickzufiithren, das auf den vorherigen Stiitzstellen (t;—g,x;—x),
.., (t;, ;) beruht. Interpolationspolynome sind aber, wie erwéihnt, nur zwi-
schen den Stiitzstellen der Interpolation genau, auflerhalb des Interpolations-
bereiches — hier [t;, ;1] — weichen sie oft deutlich vom zu approximierenden
Verlauf ab. Dadurch wird die Berechnung des Integrals ungenau.

Um das Stabilitdtsverhalten der Verfahren zu illustrieren, sind fiir den
Testfall 2 = —Az mit A = 1 und den Anfangswert x(0) = 1 fiir verschiedene
Schrittweiten h Simulationen durchgefithrt worden und in Bild 1.37 darge-
stellt. Die analytische Losung dieser Differenzialgleichung ist z(t) = e™*.

Stabile Schrittweiten h fiihren, wie vorheriges Beispiel illustriert, nicht
immer zu Verldufen mit hinreichend kleinen Simulationsfehlern. Fiir das be-
trachtete Beispiel £ = —xz zeigt Bild 1.38 den prozentualen Fehler
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Bild 1.37: Lésung von & = —z mit Euler-Cauchy-Verfahren (links) und klassischem
Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung (rechts) fiir verschiedene Schrittweiten h.

120

1001
80r

ot

607

407

201
/

0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Schrittweite h

relativer Fehler in %

10*
10?
10°
1072 £
10—4 L
10—6 [
10—8 L
10—10

1072 107! 10°
Schrittweite h

relativer Fehler in %

Bild 1.38: Relativer Fehler in linearer Darstellung und in doppeltlogarithmischer
Darstellung fiir folgende Verfahren: 1. Euler-Cauchy, 2. verbessertes Euler-Cauchy,
3. Simpson, 4. klassisches Runge-Kutta, 5. Adams-Bashforth mit ¢ = 4, 6. Adams-
Moulton mit ¢ = 5 (eine Iteration), 7. Adams-Moulton mit ¢ = 5 (zehn Iterationen).
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an der Stelle ¢ = 10s fiir verschiedene Schrittweiten h. Die logarithmische Dar-
stellung zeigt hierbei den Fehlerverlauf fiir kleine Schrittweiten detaillierter als
die linear skalierte Darstellung.

Wie aus Bild 1.38 erkennbar, liefert das klassische Runge-Kutta-Verfahren
vierter Ordnung eine Approximation der Losung mit niedrigem Fehler bei
vertretbarem Rechenaufwand. Verglichen mit den anderen Verfahren bietet es
einen sehr guten Kompromiss zwischen Genauigkeit und Aufwand. Deshalb ist
es auch das am hiufigsten verwendete Verfahren. Bei kleinen Schrittweiten ist
das Pridiktor-Korrektor-Verfahren von Adams-Moulton noch genauer als das
Runge-Kutta-Verfahren. Allerdings ist sein Rechenaufwand deutlich grofler.

1.2.10 Steife Systeme und ihre Losung

Die bisher betrachteten Einschritt- und Mehrschrittverfahren eignen sich oft
nicht fiir Systeme

&= f(z),

deren Zustandsvariablen z; ein stark unterschiedliches Dynamikverhalten zei-
gen oder die sehr unterschiedliche Dynamikanteile enthalten. Diese Systeme
bezeichnet man als steife Systeme. Ein einfaches lineares Beispiel ist das Sys-
tem

r1 = —71,

{tg = —100%2.

Offensichtlich ergibt sich bei der numerischen Losung das Erfordernis, die
Schrittweite h so klein zu wihlen, dass die zweite Differenzialgleichung hinrei-
chend genau gelost werden kann. Daraus resultiert dann allerdings eine sehr
lange Gesamtsimulationsdauer, da die erste Differenzialgleichung eine hun-
dertmal ldngere Simulationsdauer benttigt als die zweite. Bild 1.39 illustriert
dies.

Eine Losungsmoglichkeit fiir solche steifen Differenzialgleichungen sind
Einschrittverfahren mit Schrittweitensteuerung. Diese haben wir im Abschnitt
1.2.6 behandelt. Im Fall von Mehrschrittverfahren setzt man speziell entwi-
ckelte Methoden ein, die auf impliziten Rekursionsformeln basieren und iiber
besonders gute Stabilitéitseigenschaften verfiigen.

Betrachtet man beispielsweise das Verfahren von Euler, so kann man an-
stelle von

tit1

F= /f(x,u)dt%hf(xhui)
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Bild 1.39: Beispiel eines steifen Systems.

auch
Fmhf(ip1, viv1)
verwenden. Man erhélt dann als Ndherungsgleichung
Tip1 = &y + hf(Tig1, wig1)-

Thr impliziter Charakter bedingt, dass sie fiir jeden Simulationsschritt ¢ mehr-
fach iteriert werden muss. Es ergibt sich, wie bei der Korrektor-Formel des
Adams-Moulton-Verfahrens, eine iterativ zu losende Gleichung
B0 =+ hf @ wig).

Dieses Verfahren bezeichnet man als implizites Fuler-Cauchy- Verfahren. Es
ist gleichzeitig auch das einfachste einer ganzen Klasse von Losungsverfahren
fiir steife Differenzialgleichungen: den Verfahren von Gear. Alle diese Ver-
fahren sind implizite Verfahren. Tabelle 1.4 zeigt die Gear-Formeln bis zur
Fehlerordnung ¢ = 4 fiir den mehrdimensionalen Fall. Dabei ist M die Anzahl
der Stiitzstellen.

Eine wichtige Eigenschaft der Gear-Verfahren ist ihr grofier Stabilitétsbe-
reich. Fiir das Testbeispiel

T=-Ax, A>0,
gilt fiir den Stabilitédtsbereich zum Beispiel
hX < o0,

d. h., die Verfahren sind fiir alle h stabil. Auch fiir Gear-Verfahren und andere
Verfahren zur Losung steifer Differenzialgleichungen existieren Schrittweiten-
steuerungen [63, 91]. Ein Uberblick iiber Losungsverfahren steifer Differenzi-
algleichungen findet sich in [67].
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Tabelle 1.4: Gearformeln.

M Gearformeln

L (141 . 1
1 mg-ﬁ—l J=a+ h’fz(!gl

1
2 | el =, (48 — @2 + 2051,

1
3 | @l = (188 — 91 + 252 + 6hF ),

)

1
T - (48:%1- —36@i_1 + 1680 — 3di_3 + 12hf Y

it+1

)




2

Grenzzyklen und Stabilitédtskriterien

2.1 Verfahren der harmonischen Balance

2.1.1 Idee des Verfahrens

Das Verfahren der harmonischen Balance dient dazu, in nichtlinearen Regel-
kreisen, welche die in Bild 2.1 abgebildete Struktur besitzen oder in diese
gebracht wurden, Grenzzyklen aufzuspiiren. Der abgebildete Regelkreis wird
als nichtlinearer Standardregelkreis bezeichnet. Er besteht aus einem linearen
System, das hier durch seine Laplace-Ubertragungsfunktion G(s) dargestellt
ist und einer nichtlinearen Kennlinie v = f(e), die z. B. als Regler fungiert.

Das Fehlen einer Fithrungsgrofie w ist keine grofle Einschrinkung, da ei-
ne konstante Fiithrungsgrofie durch eine Transformation nach null verschoben
werden kann. Auflerdem ist ein Grenzzyklus auch fiir w = 0 auszuschlieflen.
Es reicht daher aus, den Fall w = 0 zu betrachten.

Nichtlineare Standardregelkreise sind in der Praxis oft anzutreffen. Entwe-
der, weil gezielt nichtlineare Regler eingesetzt werden, oder, weil nichtlinea-
re Kennlinien als unerwiinschte Elemente in der Regelkreisstruktur enthalten
sind, z. B. die Begrenzungskennlinie des Stellgliedes. Typische Kennlinien sind
in Bild 2.2 dargestellt.

Es stellt sich die Frage, wann ein Grenzzyklus in obigem Regelkreis auftre-
ten kann. Um sich an die Losung dieses Problems heranzutasten, soll zuerst
der Sonderfall einer linearen Kennlinie

u= f(e) > G(s) >

nichtlineare Kennlinie lineares System

Bild 2.1: Nichtlinearer Standardregelkreis.
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Bild 2.2: Typische nichtlineare Kennlinien in Regelkreisen.

u=fle)=K-e

betrachtet werden. In diesem Fall hat der Regelkreis die in Bild 2.3 dargestellte
Form. Eine Dauerschwingung, also eine sich selbsterhaltende Schwingung, tritt
gerade dann auf, wenn man in den Regelkreis eine Schwingung

e(t) = A - sin(wot)
einspeist und diese um 180° phasenverschoben als
y(t) = A-sin(wot — 180°) = —A - sin(wot)

am Ausgang des linearen Systems herauskommt. Dann wird die Schwingung
am Summationspunkt erneut in den Regelkreis eingespeist und so weiter. Im
Frequenzbereich lautet obige Bedingung fiir eine Dauerschwingung

A- ej(wgt—18()°) — K. G(on) A ejwot

oder
K- G(jwy) = —1. (2.1)

Man bezeichnet dieses Gleichgewicht der Sinusschwingungen am Ein- und
Ausgang des offenen Kreises als harmonische Balance.

Wir kénnen nun aus obigem Sachverhalt wie folgt auf die nichtlineare
Situation schlieflen. Schaltet man auf den Eingang der Nichtlinearitit einen
sinusférmigen Signalverlauf

e(t) = A - sin(wpt),
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Bild 2.3: Regelkreis mit linearem Regler.

“y
~y

Bild 2.4: Verzerrung des Eingangssignals durch die Nichtlinearitét.

so erhilt man am Ausgang ein verzerrtes Sinussignal, wie es Bild 2.4 exem-
plarisch illustriert.
Das Ausgangssignal u entwickelt man in eine Fourier-Reihe

u(t) = co(A) + Z ci(A) - sin(i - wot + pi(A)).
i=1
Ist nun die Nichtlinearitdt von der Art, dass
co(A)=0 und G Ke, 1=2,3,...

gilt, also der Gleichanteil null ist und die Amplituden ¢; der Oberwellen klein
gegeniiber denen der Grundwelle sind, so kann man

U,(t) ~ C1 (A) . Sin(wot + ©®1 (A))

nihern. Die Bedingung c¢o(A) =0 ist erfiillt, wenn die Kennlinie punktsym-
metrisch ist. Durch obige Naherung hat man die Nichtlinearitdt f nun lineari-
siert und die lineare Néherung besitzt eine amplitudenabhéingige Verstarkung.
Sie ergibt sich aus

e(t) = A - sin(wot)
und

u(t) = c1(A) - sin(wot + @1 (A4))
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zu

N(A) = L edwr(4)

C1 (A)
A
Diese Verstirkung N(A) des linearisierten Kennliniengliedes bezeichnet man
als Beschreibungsfunktion. Man beachte, dass N(A) nicht frequenzabhiingig
ist, Verstarkungsfaktor ¢;(A)/A und Phasendrehung ¢ (A) aber von der Am-

plitude A des Eingangssignals abhéingen.

Das nichtlineare Kennlinienglied wird nun im Regelkreis durch seine linea-
re Ndherung ersetzt, wie in Bild 2.5 gezeigt. Fiir diesen linearen Regelkreis
lautet die bereits hergeleitete Bedingung (2.1) fiir den Zustand der harmoni-
schen Balance, d. h. eine sich selbsterhaltende Dauerschwingung,

N(4) - G(jw) = -1

oder

G(jw) = — . (2.2)

Obige Uberlegung ist natiirlich nur giiltig, wenn die vernachlissigten Ober-
wellen mit den Frequenzen 2w, 3w, 4wo, . . . durch die Regelstrecke G(s) aus-
reichend stark geddmpft werden. D.h., die Ubertragungsfunktion G(s) muss
ein ausreichend starkes Tiefpassverhalten aufweisen.

Zusammengefasst und auf Kennlinien v = f(e, é) generalisiert erhilt man

Heuristik 1 (Harmonische Balance). Gegeben sei ein nichtlinearer Stan-
dardregelkreis

Y(s) = G(s)U(s),

€= -Y,

u= f(e,é).
Die Kennlinie uw = f(e, é) sei punktsymmetrisch beziiglich des Ursprungs, d. h.,
es gilt f(—e,—¢é) = —f(e,é). Die Regelstrecke besitze einen ausreichend star-
ken Tiefpasscharakter. Existieren dann Werte w und A, so dass die Gleichung

. 1

erfullt ist, so tritt vermutlich eine Dauerschwingung auf, die niherungsweise
die Frequenz w und die Amplitude A besitzt.

Die Beschreibungsfunktion N(A) ist reell, wenn die punktsymmetrische
Nichtlinearitéit nur von e abhéngt. Ist sie auch eine Funktion von é, so besitzt
N(A) in der Regel einen Imaginérteil.
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N(A)

A 4

Q
~
S,
€
N
\

Bild 2.5: Linearisiertes Kennlinienglied und lineare Regelstrecke.

Die Bedingung (2.2) ldsst sich grafisch auswerten. Zu diesem Zweck zeich-
net man die lineare Ortskurve G(jw) und die Ortskurve —1/N(A) der Be-
schreibungsfunktion. Existiert ein Schnittpunkt, so tritt vermutlich eine Dau-
erschwingung auf. Mittels des Schnittpunktes kénnen auch die Frequenz und
die Amplitude der vermuteten Dauerschwingung ndherungsweise berechnet
werden.

2.1.2 TIllustrationsbeispiel

Um die oben geschilderte Vorgehensweise zu illustrieren, betrachten wir die
Regelstrecke

9

G(s):s(s+1)(s+9)’

die wir mittels eines Zweipunktgliedes

u = —bsgn(y)

regeln. Bild 2.6 zeigt den entsprechenden Regelkreis.

e b U 9 Y
— -b s(s+1)(s+9)

Y
\/

Bild 2.6: Regelkreis mit Zweipunktregler.

Wir ermitteln zuerst die Beschreibungsfunktion N(A) des Zweipunktreg-
lers. Seine Ausgangsfunktion ist fiir jede Sinusfunktion am Eingang eine Folge
von Rechtecksignalen. Die zugehorige Fourier-Reihe der Rechtecksignalfolge
ist
3 5

4b (. sin 3wot  sin Swot
u(t) = sin wot + +...
T
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Man nihert

4b
u(t) & = sinwopt = ¢1(A) sinwot
™
und erhalt

C1 (A) o 4b
A TA
Um eine Dauerschwingung zu erkennen, stellt man beide Seiten der Glei-
chung der harmonischen Balance

N(A) =

Cw) =~ )

d.h.

9 TA
= -— 9 2.3
jw(jw+ 1) (jw +9) 4b (2:3)

grafisch dar, was in Bild 2.7 geschehen ist. Da ein Schnittpunkt der Ortskurven
G(jw) und —1/N(A) existiert, kann auf eine Dauerschwingung geschlossen

werden. Thre Amplitude und Frequenz bestimmt man fiir b = 1 aus Gl. (2.3),
d.h. aus

4 10w2+,9w—w3
7A- 9 T g

0.04
0.02r
B 1
- N(4)
'E A — oo
& 0
g
&0
[4¥]
£
-0.02+
-0.04+ .
G(jw)
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1

Realteil

Bild 2.7: Verlauf der Ortskurve G(jw) und der Funktion —1/N(A).
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zu

2
w=3 und A= =0.127.
o
Vergleicht man diese beiden Werte mit den aus einer Simulation ermittel-
ten, so erkennt man den Naherungscharakter des Verfahrens. Denn aus der
Simulation ergeben sich die Werte w = 2.5 und A = 0.195.

2.1.3 Kennlinien und ihre Beschreibungsfunktionen

Das Verfahren der harmonischen Balance ist auch anwendbar, wenn die nicht-
lineare Kennlinie nicht nur von e, sondern auch von é abhéngig ist. Eine der
wichtigsten Kennlinien dieser Art ist die Hysteresekennlinie

) bsgn(e+a) fir €é<0,
b sgn(e — a) fir é>0

=b sgn(e — asgn(é)),

die in Bild 2.8 dargestellt ist. Hysteresekennlinien finden sich z.B. in Reg-
lern von Temperaturregelkreisen, etwa in Biigeleisen. Hier wird mittels eines
Bimetalls die Heizung eingeschaltet, bis sich das Bimetall bei einer hohen
Temperatur so verbogen hat, dass es einen Kontakt 6ffnet und den Heiz-
strom unterbricht. Nach einer Abkiihlphase hat sich das Bimetall entspannt
und schaltet den Heizstrom wieder ein und so weiter. In elektronischen Bau-
gruppen, wie z. B. analogen Reglerbausteinen, werden Hysteresekennlinien als
Schmitt-Trigger realisiert.

Das Loseverhalten ist eine weitere hiufige Nichtlinearitét, die aufler von e
auch von é abhéingt. Das Loseverhalten wird durch die in Bild 2.9 dargestellte

e<0

/>0

Steigung m
bl O~

e>0

Bild 2.8: Hysteresekennlinie. Bild 2.9: Losekennlinie.
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Bild 2.10: Beispielsysteme mit Loseverhalten.

Kennlinie beschrieben. Lose tritt, wie in Bild 2.10 gezeigt, bei mechanischen
Systemen als Spiel zwischen Zahnridern, Mitnehmern, Anlenkungen usw. auf.
Man beachte, dass die horizontalen Zweige im Bild 2.9 je nach Vorzeichen von
é in beide Richtungen durchlaufen werden. Die horizontalen Zweige kénnen
fiir jeden Wert u auftreten.

Die Beschreibungsfunktion N(A) bestimmt man auch fiir Hysteresekenn-
linien und Lose, indem man auf ihren Eingang eine Sinusfunktion schaltet
und das resultierende Ausgangssignal in einer Fourier-Reihe darstellt. Aus
der Grundwelle ergibt sich dann die Beschreibungsfunktion N(A). Fiir Hyste-
rese, Lose und weitere wichtige Kennlinien sind in Tabelle 2.1 die zugehorigen
Beschreibungsfunktionen N (A) angegeben.

Viele Kennlinien koénnen additiv aus einigen Standardkennlinien zusam-
mengesetzt werden. Diese Addition von Kennlinien entspricht einer Parallel-
schaltung. Ein Beispiel hierfiir sind punktsymmetrische Kennlinien in Trep-
penform. Sie kénnen durch Summation aus Dreipunktkennlinien gebildet wer-
den. Man kann so z.B. die treppenférmige Kennlinie eines A/D-Wandlers
nachbilden.

Aufgrund des linearen Charakters von Beschreibungsfunktionen setzt sich
die Beschreibungsfunktion Nges(A) von k parallelgeschalteten Kennlinien

k
u= Z fi(e, )
i=1

aus der Uberlagerung der Beschreibungsfunktion N;(A) der einzelnen Nicht-
linearitéten f; geméf

zusamimen.
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Tabelle 2.1: Kennlinien und ihre Beschreibungsfunktionen.

Nichtlinearitét Beschreibungsfunktion N(A) und Ortskurve —1/N(A)
Im 4
Zweipunktglied 1
. N(4)
T A — o0 A=0
b —>
Re
_
e
| =b
4b
= >
N(A) A A>0
Vorlast . Im 4
u T  N(4)
b ™ A= oo A=0
— —>
1 Re
——> _
€ m
-b
Ny = i a0
. TA
Steigung: m
Im 4
Dreipunktglied _ 1
N(A)
u A
A— o0 A=av?2
b >
: >
Re
. Asa _ma
— > 2b
a e
1 4b
a
= - >
N = U= (4) 4z
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Tabelle 2.1: Kennlinien und ihre Beschreibungsfunktionen - Fortsetzung.
Nichtlinearitét Beschreibungsfunktion N(A) und Ortskurve —1/N(A)
Totzone 1 Im &
U A T N(A)
m A—a A— o0
—
__a . 1 Re
a e “m
m
2 a 2a a\?2
: . - — in ¢ — — >
Steigung: m N(A)=m <1 L aresin = \/1 (A) >7 A>a
Begrenzungsglied ) Im 4
U A - N(A)
b A — o0 A<a
—
Re
> 1
—a a € _
m
1-=b
m ,0<A<a
b N(A) = . a a a2
m= arc51nA—|—A 1—(A) ,A>a
Potenzen 1 Im 4
U A - N(A)
A—0 A — o0
—>
I P Re
e
N(A)*SA, fir u=-ele] und A>0
u=elel, o
— 2 3 _ .3 >
w3 N(A) 4A , fir w=¢€¢" und A>0
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Tabelle 2.1: Kennlinien und ihre Beschreibungsfunktionen - Fortsetzung.

Beschreibungsfunktion N(A) und Ortskurve —1/N(A)

Nichtlinearitét
‘Wurzeln 1 TIm A
U A T N(A)
A— A=0
—>
I S Re
e
u = sgn(e) /e, N(A) =1.11A7Y2 fir w=sgn(e)y/|e|] und A >0
u= e N(A)=1.16A7%3, fir u= e und A >0
Trockene Reibung
” B 1 Im
I N(4)
b
A=0 Re
_—
é
b | A — 0
Reibkraft: b 4b
u = —bsgn (&) T
Lose 1 Im 4
“4 TN
| A — o0
—
—a | 1 | Re
‘ a e m
| A—a
| m m . .m 2
. N(A) = 9 —|—ﬂ_(arcsma+;1\/1—a2)—]7r (1—a?)
Steigung: m mit a =1— a7 A>a

A
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Tabelle 2.1: Kennlinien und ihre Beschreibungsfunktionen - Fortsetzung.

Nichtlinearitét Beschreibungsfunktion N(A) und Ortskurve —1/N(A)
1 Im
Harte Hysterese _
N(4)
“dp -
Re
S N I Y A— o0 A=a| ra
—a a e |~ b
—b
4b a\?2 4ab
N(A) = 1-— - A>
(4) TA \/ (A) Tppzr 459
. Im 4
‘Weiche Hysterese 1
o4 N
A — 00 A _ b + ma R‘e
> a
—a a o
m
- b b ab
_m + ma —ma . 4ba
N<A)_7r<ﬂ< mA )—'—M( mA )) I mAz
Steigung: m

w(x) = arcsin(z) + /1 — 22, A > b+ma

Im 4
Dreipunktglied mit 1
N A mTa a-+c
Hysterese (A4) —ma \/aﬁ_-c
U A 1 »
b Re
A — o0
—a —c a
— _> - —
c a e A=a 4b
4 _2b \/_<02 \/_<a2 _ 2b(a—¢)
N(4) 7TA< =) H-G) ) e
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FEin wichtiges Beispiel fiir eine zusammengesetzte Kennlinie ist eine stiick-
weise lineare, stetige Kennlinie, d. h. ein Polygonzug. Man kann diesen Poly-
gonzug aus einer Summe von Totzonen oder Begrenzungsgliedern konstruie-
ren. In den 2k Intervallen [+a;, +a;1+1), ¢ = 0,..., k, eines Polygonzuges liegt
jeweils eine Gerade mit der Steigung m; und der Polygonzug ist punktsym-
metrisch und geht durch null, d. h.

me, e € [0,+ay),
mae + (my — ma)ay, e € [tay, taz),
" mse = (my — ma)ay + (ma —mg3)as, e € [fas, tas),
k—1
mge £ Y (m; — myy1)ay, e € [tak—1,£00).
i=1

Dann setzt sich die zugehorige Beschreibungsfunktion aus Beschreibungsfunk-
tionen von Totzonen zusammen. Die entsprechende Beschreibungsfunktion der
Totzone findet sich in Tabelle 2.1. Es gilt fiir den Polygonzug

k-1
2 a;
Nges(A) =mq + ;(mi+1 —my) (1 - (A))
mit
wu(x) = arcsin(z) + V1 — 22

Hierbei muss A > a,_1 sein.

2.1.4 Stabilitidtsanalyse von Grenzzyklen

Aus den Verldufen der Ortskurve G(jw) und der nichtlinearen Ortskurve
—1/N(A) kann man nicht nur erkennen, ob ein Grenzzyklus existieren konnte,
sondern auch auf sein Stabilitdtsverhalten schliefen. Man kann also untersu-
chen, ob der Grenzzyklus stabil, semistabil oder instabil ist.

Fiir diese Untersuchung geht man davon aus, dass man einen Grenzzyklus
mit der Amplitude Ag bestimmt hat. Dann wird das Regelkreisverhalten in
einer Umgebung des Grenzzyklus niherungsweise durch den linearen Ersatz-
kreis aus Bild 2.3 beschrieben. Hierbei gilt fiir den Verstarkungsfaktor des
linearen Ersatzreglers

K =N(A).

Andert man nun die Amplitude geringfiigig um AA zu
A= Ag + AA,

so #indert sich auch K geringfiigig. Durch diese Anderung der Amplitude A
haben wir den Grenzzyklus verlassen und miissen uns nun die Frage stellen,
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ob die Trajektorie auf den Grenzzyklus zuriicklauft oder von ihm weg. Diese
Frage lasst sich durch die Untersuchung des Stabilitéitsverhaltens des linearen
Ersatzregelkreises, siehe Bild 2.5, bei Anderungen von K = N(Ag + AA)
kldren. Vier Félle sind moglich, siehe hierzu auch Bild 2.11.

Im Fall (a) gilt AA > 0 und der lineare Ersatzregelkreis wird instabil. Da
der lineare Ersatzregelkreis eine gute Naherung des nichtlinearen Regelkrei-
ses ist, konnen wir schlussfolgern, dass sich die Trajektorie vom Grenzzyklus
entfernt. Im Fall (b) gilt AA > 0 und der lineare Ersatzregelkreis wird stabil,
deshalb verringert sich die Amplitude A und als Folge strebt die Trajektorie
zum Grenzzyklus. Im Fall (¢) gilt AA < 0 und der lineare Ersatzregelkreis
wird instabil, deshalb wird die Amplitude A gréfler und die Trajektorie strebt
zum Grenzzyklus. Im Fall (d) gilt AA < 0 und der lineare Ersatzregelkreis
wird stabil. Als Folge verlisst die Trajektorie den Grenzzyklus.

Da sowohl der Fall AA > 0 als auch der Fall AA < 0 im Regelkreis auftre-
ten, ldsst sich aus den folgenden Situationen auf die Stabilitdt des Grenzzyklus
schlieffen:

Situation 1: Fall (a) und (c) : semistabiler Grenzzyklus,
Situation 2: Fall (a) und (d) : instabiler Grenzzyklus,
Situation 3: Fall (b) und (c) : stabiler Grenzzyklus,

Situation 4:  Fall (b) und (d) : semistabiler Grenzzyklus.

Ob der lineare Ersatzregelkreis durch eine Anderung AA und damit von
K = N(Ag + AA)

stabil oder instabil wird und welche der obigen Situationen daraus resultiert,
entscheiden wir im Folgenden anhand des vereinfachten Nyquist-Kriteriums

%

AA>0—

g

Fall (a): AA > 0 und linearer Fall (b): AA > 0 und linearer
Ersatzregelkreis instabil. Ersatzregelkrels stabil.
\
AA <O
Fall (c): AA < 0 und linearer Fall (d): AA < 0 und linearer

Ersatzregelkreis instabil. Ersatzregelkrels stabil.

Bild 2.11: Stabilitdtsverhalten bei Amplitudenédnderung AA des Grenzzyklus.
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[563]. Aus der linearen Systemtheorie wissen wir, dass das vereinfachte Nyquist-
Kriterium auf einen offenen Regelkreis mit der Ubertragungsfunktion K -G(s),
die ausschliefllich stabile Pole und hochstens zwei Pole bei s = 0 besitzt,
angewendet wird. Léasst dann die Ortskurve G(jw) den kritischen Punkt

1 1

K N(Ag + AA)

links liegen, so ist der geschlossene Regelkreis stabil. Andernfalls ist er insta-
bil. Somit kénnen die obigen vier Situationen anhand der linearen und der
nichtlinearen Ortskurve unterschieden werden, wie es das Bild 2.12 zeigt.

Betrachten wir beispielsweise Situation 3 in Bild 2.12, so ldsst die Orts-
kurve G(jw) fiir AA > 0 den Punkt —1/N(Ag+ AA) links liegen. Also ist der
lineare Ersatzregelkreis stabil und der Fall (b) aus Bild 2.11 liegt vor, d.h.,
die Trajektorie lduft von auflen auf den Grenzzyklus zu. Fiir AA < 0 dagegen
ist der lineare Ersatzregelkreis instabil, da die Ortskurve G(jw) den Punkt
—1/N(Ag + AA) rechts liegen ldsst. Der Fall (¢) aus Bild 2.11 liegt vor und
die Trajektorie 1duft von innen auf den Grenzzyklus zu. Der Grenzzyklus ist
also stabil.

G(jw)
AA<O

l

T N(A) N(A)

Situation 1: Félle (a) und (c) liegen
vor. Der Grenzzyklus ist semistabil.

Gl
AA>0 Ac ()

Vo

Situation 3: Félle (b) und (c) liegen
vor. Der Grenzzyklus ist stabil.

Situation 2: Félle (a) und (d) liegen
vor. Der Grenzzyklus ist instabil.

G(jw)

\/

N(A)

Situation 4: Félle (b) und (d) liegen
vor. Der Grenzzyklus ist semistabil.

Bild 2.12: Mogliche Situationen fiir die Stabilitdt von Grenzzyklen.
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Obige Untersuchungen motivieren folgendes Kriterium iiber die Stabilitit
von Grenzzyklen. Wie das Verfahren der harmonischen Balance selbst, liefert
es jedoch keine sichere Aussage, sondern gibt nur Hinweise auf die moglichen
Verhiltnisse.

Heuristik 2 (Stabilitit von Grenzzyklen). Ein Grenzzyklus ist im Falle
einer Regelstrecke G(s) mit ausschliefSlich stabilen Polen und héchstens zwei
Polen bei s = 0 vermutlich

(1) stabil, wenn die nichtlineare Ortskurve die lineare von rechts nach links im
zugehorigen Schnittpunkt kreuzt,

(2) semistabil, wenn die nichtlineare Ortskurve die lineare im zugehdrigen
Schnittpunkt tangiert,

(3) instabil, wenn die nichtlineare Ortskurve die lineare von links nach rechts
im zugehorigen Schnittpunkt kreuzt.

Die Richtungen links und rechts sind dabei als diejenigen anzusehen, die sich
beim Entlanglaufen auf der linearen Ortskurve, beginnend bei w = 0, ergeben.

Ein instabiler oder semistabiler Grenzzyklus ist fiir einen Regelkreis re-
lativ unkritisch, da die Trajektorie ihn bei kleinsten Stérungen verlidsst und
dann z. B. stabil nach & = 0 strebt. Kennlinien mit Funktionen —1/N(A), die
wie in Situation 2 des Bildes 2.12 in Richtung Ursprung laufen, sind also un-
gefihrlicher als die, bei denen das andersherum ist. Denn —1/N(A) schneidet
dann die Ortskurve G(jw) von links nach rechts, da die meisten Ortskurven
im Uhrzeigersinn drehend in den Ursprung laufen.

Fiir das Verfahren der harmonischen Balance gibt es eine Reihe von Erwei-
terungen fiir Regelkreise mit mehreren Kennlinien, unsymmetrischen Kennli-
nien und Abtastregelungen [50, 60].

2.1.5 Beispiel Servolenksystem

Wir betrachten ein Servolenksystem fiir Kraftfahrzeuge, das nach dem Win-
keliiberlagerungsprinzip arbeitet [92, 101, 102]. Bei diesem Prinzip wird ei-
ne hohe Lenkiibersetzung verwendet, um das Lenkmoment fiir den Fahrer
zu reduzieren. Nachteilig sind die groflen Lenkwinkel. Ein motorgetriebenes
Uberlagerungsgetriebe verringert daher den Lenkwinkel, den der Fahrer auf-
zubringen hat. Das Uberlagerungsgetriebe erzeugt hierfiir einen Zusatzwinkel
02, der dem Lenkradwinkel d; additiv iiberlagert wird. Beide zusammen er-
zeugen den Ausgangswinkel dy. Bild 2.13 zeigt den prinzipiellen Aufbau.

Servolenksysteme mit Winkeliiberlagerungsprinzip werden auch bei Ak-
tivlenkungen eingesetzt. Die Aktivlenkung reduziert den Lenkwinkelbedarf
bei niedrigen Geschwindigkeiten durch Mitlenken des Stellmotors. Der Fah-
rer kann so mit kleineren Lenkradbewegungen enge Kurven durchfahren. Bei
hohen Geschwindigkeiten lenkt der Uberlagerungsmotor gegen, so dass groBe
Lenkradbewegungen nur zu kleinen Lenkeinschligen fithren. Das erhoht die
Fahrsicherheit in diesem Geschwindigkeitsbereich.
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Bild 2.13: Servolenksystem mit Winkeliiberlagerungsprinzip.

Im Normalfall hélt der Fahrer das Lenkrad fest und gibt einen Lenkwin-
kel &1 vor. Bei losgelassenem Lenkrad fillt diese Lenkwinkelvorgabe weg und
es konnen Grenzzyklen im Lenksystem auftreten. Diese sind natiirlich un-
erwiinscht.

Zum Zwecke ihrer Analyse betrachten wir den in Bild 2.14 dargestellten
Aufbau der Regelung des Lenksystems bei losgelassenem Lenkrad. Stellmotor
mit Stromregelung und Uberlagerungsgetriebe bilden die Regelstrecke, deren
Eingangsgrofle der Drehmomentsollwert M des Stellmotors ist. Ausgangsgrofie
dieser Regelstrecke ist zum einen der Ausgangswinkel é, = 61 + d2. Zum
anderen ist aber auch der Lenkradwinkel §; Ausgangsgrofie, da ja das Lenkrad
nicht durch den Fahrer festgehalten wird. Der PD-Regler fiir den Zusatzwinkel
Jo besitzt die Parameter Kr = 3000 Nmrad—! und Ty = 0.02s.

Beschrieben wird der Stellmotor samt Stromregelung und Uberlagerungs-
getriebe durch das lineare Zustandsraummodell

0 0 1 0 0
: 0 0 0 1 0
9= —67.3568 —67.3568 —11.3988 —11.3988 d+ —4.0123-1072 M.
—24.1480 —24.1480 —4.0866 —4.0866 1.8977

Dabei ist der Zustandsvektor durch 6 = [51 5y b SQ]T gegeben.
Das Drehmoment M st auf Mp.x = £21 Nm begrenzt. Vom PD-Regler
Mp = KR (62,01 —02—Tvd2) vorgegebene Drehmomente Mg, die diese Grenzen
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PD-Regler Motor mit Getriebe 51
K 62,5011 KR((SZ,sol.l — 52 MR M R S — A5 + bM 6
’ - —Tvé2) - | oy =61+62 FEw
t d2 |02

Bild 2.14: Regelkreis des Lenksystems bei losgelassenem Lenkrad.

_MR a M, G(s) —Mr

Bild 2.15: Nichtlinearer Standardregelkreis des Lenksystems, der sich durch Umfor-
mung des Regelkreises aus Bild 2.14 herleitet.

iiberschreiten, werden durch eine Sattigungskennlinie

Mmaxa MR > Mmaxv
M = MRv |MR| S Umax
_Mmaxv MR < _MmaX7

begrenzt.

Der Lenkradwinkel §; gibt bei der betrachteten Fahrzeuggeschwindigkeit
iiber den Faktor Kp=1.5 den Sollwert 2 son des Zusatzwinkels d2 vor. Da das
Lenkrad nicht vom Fahrer festgehalten wird, wirkt das Uberlagerungsgetriebe
direkt auf den Lenkradwinkel §; ein, wie in Bild 2.14 gezeigt.

Der Regelkreis aus Bild 2.14 ldsst sich in einen nichtlinearen Standard-
regelkreis, wie ihn Bild 2.15 zeigt, umformen. Fiir die Ubertragungsfunktion
G(s) erhiilt man dabei unter Beriicksichtigung der Dynamik des stromgere-
gelten Stellmotors mit Uberlagerungsgetriebe

_ Mg(s) _ 113.95 4 7181s” + 1712005 + 965900

G(s) = M(s) 52(s2 4 15.495 + 91.50)

Die Anwendung der harmonischen Balance ergibt zwei Schnittpunkte der
Ortskurve G(jw) mit der Ortskurve —1/N(A) der Beschreibungsfunktion des
Séttigungskennliniengliedes, wie in Bild 2.16 dargestellt. Wir erwarten also
zwei Grenzzyklen mit den Frequenzen in der Ndhe von w; und wy. Bei dem in
Bild 2.16 links liegenden Schnittpunkt wird die Ortskurve G(jw) von rechts
nach links von der nichtlinearen Ortskurve durchstofen. Dieser Grenzzyklus
mit der Frequenz w; ist stabil.
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Bild 2.16: Ortskurven G(jw) und —1/N(A).
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Bild 2.17: Winkel- und Stellgroflenverliufe des Grenzzyklus.

Der zweite Grenzzyklus dagegen ist instabil. Er hat also keine prakti-
sche Bedeutung. Der stabile Grenzzyklus dagegen schon. Seine Perioden-
dauer ermittelt man durch Auswertung der Gleichung der harmonischen
Balance, G(jw) = —1/N(A), zu Tharm = 27/w; = 1.97s. Aufgrund des
Néaherungscharakters der harmonischen Balance ist dieser Wert ungenau. Aus
der Simulation des Systems, dargestellt in Bild 2.17, ldsst sich die Perioden-
dauer zu Ty, = 2.42 s ermitteln.
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Wie auch aus Bild 2.17 abzulesen ist, ergibt sich eine hohe Amplitude der
Schwingung, die natiirlich fiir ein Kraftfahrzeug indiskutabel ist. Beseitigt
werden kann der Grenzzyklus durch eine Erweiterung der Regelung [102].

2.2 Absolute Stabilitat

2.2.1 Der Begriff der absoluten Stabilitit

Im vorherigen Kapitel wurde der nichtlineare Standardregelkreis, den Bild
2.18 noch einmal zeigt, auf Grenzzyklen hin untersucht. Es ist natiirlich auch
von Interesse, wie das Stabilitétsverhalten geartet ist, wenn keine Grenzzyklen
vorliegen. Beispielsweise ist es von grofler praktischer Bedeutung, feststellen
zu konnen, fiir welche Kennlinien f der Regelkreis eine global asymptotisch
stabile Ruhelage besitzt.

Y
\/

w=f(e) G(s)

Kennlinie Regelstrecke

Bild 2.18: Nichtlinearer Standardregelkreis.

Dieser Frage soll im Weiteren nachgegangen werden, wobei wir uns auf
Kennlinien beschrinken, die in einem Sektor liegen, der durch zwei Gera-
den v = Kje und u = Kse begrenzt ist. In Bild 2.19 ist dieser Sektor dar-
gestellt und man bezeichnet ihn kurz, wie es bei Intervallen iiblich ist, mit
[K1, K3]. Passend zu diesem Sektor [K7, K] fiihrt man nun einen neuen Sta-
bilitatsbegriff ein.

Definition 7 (Absolute Stabilitéit). Der nichtlineare Standardregelkreis
Y(s) = G(s)U(s),
€= Y,
u=f(e)

heifit absolut stabil im Sektor
[Kh K2]7

wenn er fir jede eindeutige, stiickweise stetige und fiir alle Werte e definierte
Kennlinie

die in diesem Sektor liegt, eine global asymptotisch stabile Ruhelage besitzt.
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U A U A

Hurwitz-Sektor

u=Kse | u= f(e)

/
P %

/

u=Ke
Sektor absoluter
Stabilitéit
Bild 2.19: Kennliniensektor, begrenzt Bild 2.20: Hurwitz-Sektor und Sektor
durch u = Kje und u = Kse. absoluter Stabilitét.

Uber die Grofe des Sektors der absoluten Stabilitit lisst sich bereits eine
erste Abschitzung treffen. Betrachtet man ndmlich nur lineare Kennlinien

u= f(e) =K -e,

so kann z. B. mittels des Routh-Kriteriums oder des Wurzelortskurvenverfah-
rens der Parameterbereich o
[K1, K9] (2.4)

ermittelt werden, fiir den sich ein stabiler linearer Regelkreis ergibt. Der Sektor
(2.4) heilt Hurwitz-Sektor und offensichtlich ist der Sektor absoluter Stabi-
litdt immer kleiner oder gleich dem Hurwitz-Sektor. Bild 2.20 illustriert die
Situation.

2.2.2 Das Popov-Kriterium und seine Anwendung

Ein Kriterium zum Nachweis absoluter Stabilitéit wurde 1959 von V. M. Popov
entwickelt [116, 149, 150, 151, 152]. Fiir seine Formulierung muss man zuerst
noch den Begriff der Grenzstabilitdt definieren.

Definition 8 (Grenzstabilitiit). Ein lineares System mit der Ubertragungs-
funktion G(s) heifst grenzstabil, wenn es nur Polstellen p; mit

Re{pi} <0

besitzt, wobei mindestens fiir einen Pol Re{p;} = 0 gilt, und wenn der lineare
Regelkreis

_ G(s)
G=(9) =1 4 c(s)

fiir jedes beliebig kleine € > 0 stabil ist.
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A Im
Whurzelortskurve

N

Bild 2.21: Beispiel fiir die Wurzelortskurven eines grenzstabilen Systems.

Anschaulich bedeutet die Grenzstabilitét eines Systems, dass die Aste der
Wurzelortskurve, die auf der imagindren Achse starten, mit wachsendem e
nach links laufen, wie es Bild 2.21 exemplarisch illustriert.

Popovs Kriterium lautet nun wie folgt.

Satz 1 (Popov-Kriterium). Gegeben sei der nichtlineare Standardregel-
kreis

Y(s) = G(s)U(s),
€= Y,
u=f(e)

mit der stabilen oder grenzstabilen Regelstrecke G(s). Der Zihlergrad m von
G(s) sei kleiner als der Nennergrad n. Die Kennlinie u = f(e) sei stiickweise
stetig, eindeutig, fir alle e definiert und gehe durch null. Dann ist der obige
Regelkreis absolut stabil

(1) im Sektor [0, K|, wenn G(s) stabil ist,
(2)im Sektor [e, K| mit einem beliebig kleinen € > 0, wenn G(s) grenzstabil
15t,

falls sich eine reelle Zahl q finden ldsst, so dass die Popov-Ungleichung

1

Re{(L+g-jw) - Gliw)} > —

fiir alle w > 0 erfillt ist.

Zwei Sachverhalte in diesem Kriterium bediirfen der Erlduterung. Zum
einen die Einschrinkung des Anwendungsbereiches auf Sektoren [0, K| bzw.
[e, K] und zum anderen die Popov-Ungleichung.

Zuerst soll der Anwendungsbereich niher betrachtet werden. Die Unter-
scheidung in die Sektoren [0, K] fiir stabile G(s) und [e, K] fiir grenzstabile
G(s) erklirt sich daraus, dass eine grenzstabile Strecke G(s) und eine Kenn-
linie
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u=20-e

einen Regelkreis ergeben, der nicht global asymptotisch stabil ist. Es bedarf
mindestens einer Verstiarkung e, also

u=c-e,

um den Kreis zu stabilisieren.

Die Unterscheidung zwischen den Sektoren [0, K] und [e, K] hat des Wei-
teren Auswirkungen auf die behandelten Kennlinien u = f(e). So gibt es
Kennlinien, die zwar in [0, K] aber nicht in [¢, K] liegen. Dies ist auch der
Fall, wenn € > 0 beliebig klein sein darf. Zur Erlduterung betrachten wir zwei
Beispiele. Im ersten, dargestellt in Bild 2.22, strebt die Kennlinie u = f(e)
mit e — oo gegen null, erreicht den Wert null aber nicht. Offensichtlich gibt
es keinen Sektor [, K], dessen Gerade u = ¢ - e die Kennlinie nicht schneidet.
Im zweiten Beispiel, illustriert in Bild 2.23, strebt

u=sgn(e)y/le]

mit e — 0o gegen oo, jedoch schwicher als irgendeine Gerade u = € - e. So
wird auch hier die Kennlinie u = sgn(e)y/|e| in keinem Sektor [e, K] liegen.

/AN L

e e

Bild 2.22: Kennlinie, die fiir e — oo Bild 2.23: Kennlinie, die fiir e — oo
gegen null strebt. gegen oo strebt.

Die Einschriankung auf Sektoren [0, K] anstelle [K7, K3] ist nur scheinbar.
Denn durch eine Umformung des betrachteten Regelkreises aus Bild 2.18, bei
dem wir den Sektor [K7, K] betrachten, ldsst sich erreichen, dass Ky = 0 gilt.
Und zwar fiigt man zwei Faktorglieder mit der Verstirkung K7, wie in Bild
2.24 gezeigt, in den Regelkreis ein. Ersichtlich heben sich beide Faktorglieder
in ihrer Wirkung auf, so dass man den Regelkreis nicht veréindert hat. Man
fasst nun die Teilsysteme zusammen und erhilt den Regelkreis des Bildes 2.25.
Somit hat man fiir diesen umgeformten Regelkreis als Sektor

(K1 — K1, Ky — K] =1[0,K = Ky — K{]

zu betrachten. Durch diese Transformation kénnen des Weiteren instabile Re-
gelstrecken stabilisiert werden, so dass das Kriterium von Popov auch auf
solche Regelstrecken anwendbar ist.
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_e He) = o) = Kie - Cs) = 1+€<(18)G(s) :

Bild 2.25: In einen nichtlinearen Standardregelkreis umgeformter Regelkreis aus Bild
2.24.

Nachdem der Anwendungsbereich des Kriteriums von Popov geklért ist,
wenden wir uns seiner Anwendung zu. Und zwar ist zu priifen, ob sich eine
reelle Zahl ¢ finden lésst, so dass die Popov-Ungleichung

. . 1
Re{(1+q-jw) - G(jw)} > — -
fir alle w > 0 erfiillt ist.

Die Losung der Popov-Ungleichung lisst sich grafisch darstellen. Um das
zu erkennen, formt man sie erst einmal um in

Re {G(jw)} - @ Im {Gw)} > — .
X(w) Y(w)

Nun hat man eine in w parametrierte Ungleichung

X(w)—¢q Y(w)+ Il( > 0. (2.5)

Sie ist fiir alle Wertepaare (X,Y), die rechts der Geraden
X—-q¢-Y+1/K=0

liegen, erfiillt. Diese Gerade besitzt die Steigung 1/¢ und den Schnittpunkt
—1/K mit der reellen Achse. Bild 2.26 illustriert dies. Die Gerade wird Popov-
Gerade genannt.
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Steigung (1] ¥ v 1
\ K

Bild 2.26: Sektor (blau), in dem X — qY > —1/K erfiillt ist.

Allerdings sind nicht alle Werte von X und Y in Gl. (2.5) erlaubt, da sie
ja iiber

X(w) =Re{G(jw)}, (2.6)

Y(w) =w Im{G(jw)} '
parametriert sind. Die durch die Gl. (2.6) gegebene Kurve ist in einem Dia-
gramm darstellbar. Sie dhnelt einer Ortskurve, wenn man

G(jw) = X (@) +JY () = Re {G(jw)} + jw Im {G(juw)}

setzt. Man bezeichnet diese Ortskurve als Popov-Ortskurve. Sie geht aus der
Ortskurve von G(jw) durch Multiplikation des Imaginéirteils von G(jw) mit w
hervor. Grafisch betrachtet wird die Ortskurve G(jw) der Regelstrecke also in
Richtung der imagindren Achse veréndert. Der Realteil dagegen erfihrt keine
Veriénderung. Siehe hierzu Bild 2.27.

Die fiir X und Y moglichen Werte sind also durch Gl. (2.6) gegeben bzw.
liegen auf der Popov-Ortskurve. Damit erhélt man folgendes grafisch darstell-
bares Ergebnis. Die Popov-Ungleichung ist erfiillt, wenn die Popov-Ortskurve
rechts einer Geraden mit der beliebigen Steigung 1/¢ und dem Schnittpunkt
—1/K mit der X-Achse, d.h. reellen Achse, liegt.

Mit dem obigen grafischen Verfahren ist die Popov-Ungleichung also
16sbar. Offensichtlich erfiillen alle links der Popov-Ortskurve liegenden Gera-
den die Ungleichung. Aus ihnen sind der Wert —1/K und damit die Sektoren
absoluter Stabilitét

[0, K] bzw. e, K]

direkt ablesbar. Selbstverstéindlich ist man daran interessiert, den grofftmogli-
chen Sektor zu bestimmen. Zu diesem Zweck schiebt man die Popov-Gerade so
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C . A
beliebige TIm kritische f Im
Steigung ; Popov-Gerade
1 1
K Kp
Re Re
Popov- ' i g
Gerade /\
__ A GUw)
w=1
Popov- Popov-
Ortskurve Ortskurve
Bild 2.27: Die Ortskurve, die Popov- Bild 2.28: Die kritische Popov-Gerade
Ortskurve und eine mogliche Popov- tangiert die Popov-Ortskurve und lie-
Gerade. fert so den grofiten Popov-Sektor.

an die Popov-Ortskurve heran, dass sie diese tangiert und sich das grofitmogliche
K = Kp ergibt, so wie es Bild 2.28 zeigt. Der zugehorige Sektor

[07 KP]
heifit Popov-Sektor. Der Regelkreis ist dann fiir alle Sektoren
[O,K < Kp] bzw. [E,K < Kp]

absolut stabil. Fiir den Popov-Sektor [0, Kp] selbst ist absolute Stabilitét
durch das Kriterium von Popov nicht nachgewiesen, denn in der Popov-
Ungleichung steht ein Grofler-Zeichen und kein Grofler-gleich-Zeichen. Diese
Unterscheidung ist allerdings in der Praxis nicht von Bedeutung, denn man
wird im Falle einer Realisierung immer einen Sicherheitsabstand zum kriti-
schen Wert Kp einhalten.

Angemerkt sei, dass das Popov-Kriterium natiirlich auch anwendbar ist,
wenn der Regelkreis in der Form

&= Axz — bf(c'x)

vorliegt.
Schliellich seien noch zwei Erweiterungen des Popov-Kriteriums aufge-
fithrt. Das Popov-Kriterium ist auch dann anwendbar, wenn G(s) die Form

G(s) =G(s)- e Ts

hat und G’(s) stabil ist. Allerdings sind dann nur noch positive Werte ¢ in
der Popov-Ungleichung zuléssig und die Nichtlinearitit muss stetig sein. Fiir
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den Fall, dass die Nichtlinearitiit zeitvariant ist, d. h., u = f(e, t) gilt, ist das
Popov-Kriterium ebenfalls anwendbar. Allerdings gelten dann zuséitzlich fol-
gende Einschrénkungen:

(1) 0 < f(e,t) < Ke,

(2) G(s) besitzt hochstens einen Pol s = 0 und ansonsten nur Pole s; mit
Re{s;} < 0 und

(3) ¢=0.

Die Forderung ¢ = 0 impliziert, dass die Popov-Gerade senkrecht ist.

2.2.3 Aisermans Vermutung

Bei vielen Systemen ist die Anwendung des Popov-Kriteriums unnétig. Denn
fiir sie gilt Aisermans Vermutung, dass der groite Sektor absoluter Stabilitéit
dem Hurwitz-Sektor entspricht, der viel einfacher zu bestimmen ist. Wenn
die Vermutung auch im allgemeinen Fall nicht richtig ist, so stimmt sie doch
zumindest fiir folgende Regelstrecken:

(1) stabile und grenzstabile Systeme erster Ordnung,
(2) stabile und grenzstabile Systeme zweiter Ordnung mit

1+bs 1 1+bs
G(s) = bzw. G(s)= -
(s) 14+ a5+ ass? “w (s) s 1+4+as
mit jeweils b > 0,
(3) stabile Systeme dritter Ordnung mit
1+ bs
G(s) = b>0
() 1+ais+azs?+azsd’ ~ — 7
oder grenzstabile mit
1 14 0bs
G(s) = >0,

s 14+ais+ ags?’

(4) Systeme vierter Ordnung ohne Nullstellen mit héchstens einem Pol s = 0
und sonst nur reellen negativen Polen.

Zumindest fiir obige Regelstrecken kann man also den gréfiten Sektor absolu-
ter Stabilitdt durch Bestimmung des Hurwitz-Sektors einfach ermitteln.
Wir betrachten als ein die obigen Betrachtungen ergénzendes Beispiel die

Regelstrecke
1

(s2+40.1s 4 10)(s%2 + 0.25 + 20)
Im Bild 2.29 sind ihre Ortskurve und Popov-Ortskurve dargestellt, so dass
man den Popov-Sektor zu [0, Kp ~ 8.7] ablesen kann. Aus der Ortskurven-

darstellung erkennt man auch, dass der Hurwitz-Sektor mit der maximalen
Steigung Ky grofler ist als der Popov-Sektor, denn es gilt

G(s) =
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Popov-
Ortskurve

Im

Bild 2.29: Beispiel fiir ein System, bei dem der Hurwitz-Sektor [0, Ku| grofler ist als
der Popov-Sektor [0, Kp].

1012
Kp=~8T7< 45 = Ky.

Aus der Tatsache, dass der Popov-Sektor kleiner ist als der Hurwitz-Sektor,
konnen wir allerdings noch nicht schliefen, dass der Sektor absoluter Stabi-
litédt kleiner ist als der Hurwitz-Sektor. Denn der Beweis [171] des Popov-
Kriteriums sichert nur seinen hinreichenden Charakter und wir wissen nicht,
ob es den grofiten Sektor absoluter Stabilitéit geliefert hat. Aisermans Vermu-
tung konnte fiir das obige System also immer noch stimmen. Wie erwihnt,
stimmt sie nicht fiir jedes System [35, 48, 103, 146]. Dies ist aber im Einzelfall
schwer nachzuweisen. Es bleibt folgende generelle Abschitzung festzuhalten:

Popov-Sektor < grofiter Sektor absoluter Stabilitdt < Hurwitz-Sektor.

Mit dem Popov-Kriterium ist Aisermans Vermutung (fiir bestimmte Re-
gelstrecken) daher nur beweisbar, wenn der Popov-Sektor dem Hurwitz-Sektor
entspricht. Bis heute weder bewiesen noch widerlegt ist, ob der Popov-Sektor
immer gleich dem grofiten Sektor absoluter Stabilitét ist.

2.2.4 Beispiel Schiffsregelung

Als Anwendungsbeispiel wird eine Kursregelung des Schiffes Tampa der US-
Kiistenwache betrachtet, das in Bild 2.30 dargestellt ist. Die Regelung soll
so ausgelegt sein, dass bei einer Anderung des Kurswinkels ¢ von 10° eine
Ausregelzeit von maximal 50 s bei einer Stellgrolenbeschrinkung von +10° des
Ruderwinkels 9 erzielt wird. Die Gierrate ¢ wird iiber ein Gyroskop gemessen.
Bild 2.30 illustriert die Aufgabe.

Die Ubertragungsfunktion G(s) der Tampa zwischen Ruderwinkel 4 und
Gierrate ¢ wurde experimentell [55] zu
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Bild 2.30: Schiff Tampa.

ey — 2(s) _ —0.0184(s+0.0068)
()= 0(s) = (s +0.2647)(s + 0.0063)

ermittelt, wobei {2(s) und O(s) die Laplace-Transformierten von w = ¢ und
¥ sind. Geregelt werden soll . Daher wird die mittels des Gyroskops gemes-
sene Gierrate ¢ zu ¢ aufintegriert. Es wird eine Kaskadenregelung mit zwei
P-Reglern fiir Gierrate und -winkel verwendet. Der I-Anteil der Strecke stellt
sicher, dass es keine bleibende Regelabweichung gibt. Damit der Ruderwinkel
auf £10° beschriankt bleibt, wird ein Séttigungsglied vor die Strecke geschal-
tet. Den Regelkreis zeigt Bild 2.31. Die Regelungen sind so ausgelegt, dass
bei 10° Kursénderung die maximal auftretende Stellgrofie gerade 10° betragt.
Fiir diesen Fall ist der Regelkreis linear. Bei grofleren Kursdnderungen lduft
die Stellgréfe in die Sattigung, d. h., der Kreis wird nichtlinear.

Es stellt sich nun die Frage, ob der Regelkreis auch im nichtlinearen Fall
stabil ist. Um dies mittels des Popov-Kriteriums zu untersuchen, wird der
Regelkreis zunéchst in die Form des nichtlinearen Standardregelkreises um-
geformt. Bild 2.32 zeigt das Ergebnis dieser Umformung. Da die Regelstrecke
einen Integrierer beinhaltet und grenzstabil ist, kénnen nur Sektoren [, K] un-
tersucht werden. Der Sektor [, K > 1] schlieit jedoch die Sdttigungskennlinie
nicht mit ein, da sich ihre Parallele zur Abszisse immer mit jeder beliebigen
Geraden der Steigung € > 0 schneidet. Allerdings geschieht dies fiir kleine
Werte e erst bei sehr grofien Werten e. Die Sattigungskennlinie liegt also
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Ruderwinkel Kurswinkel
P-Regler P-Regler / Gierrate \
Psoll 9 10 SD [%2)
0.08 —14.29 | Tio; % as) .y 1 >

Bild 2.31: Kursregelung der Tampa.

0.0184(s+0.0068)

"1 (5+0.2647)(s+0.0063)

14.29(s + 0.08)

Bild 2.32: Regelkreis des Schiffes in Form eines nichtlinearen Standardregelkreises.

o ¥

Bild 2.33: Modifizierte Séttigungskennlinie.

nicht im Sektor [¢, K > 1], und das Popov-Kriterium ist deshalb eigentlich
nicht anwendbar.

Um es doch anwenden zu kénnen, verwenden wir den folgenden Kunstgriff.
Es ist zu beriicksichtigen, dass keine beliebig grofien Werte von e in einem
praktisch betriebenen Regelkreis auftreten. Daher kann die Sattigungskenn-
linie auch ab einem bestimmten Wert e., oberhalb dessen gesichert keine
Werte mehr im praktischen Betrieb auftauchen, wieder ansteigen. Auf das
Regelkreisverhalten hat diese geénderte Kennlinie, Bild 2.33 zeigt sie, keine
Auswirkung. Durch diesen Kunstgriff liegt die Kennlinie im Sektor [e, K > 1]
und die Stabilitdt 14sst sich dann doch sicherstellen.

Zu erwidhnen ist noch, dass eine Fithrungsgrofie pgson # 0 die Anwendung
des Popov-Kriteriums nicht beeintrichtigt. Denn die negierte Fithrungsgrofie
—son kann auch als Anfangswert ¢(0) des Kurswinkels interpretiert werden.

Die zugehorige Popov-Ortskurve des Regelkreises zeigt Bild 2.34. Ersicht-
lich kann eine Gerade von links so an die Popov-Ortskurve geschoben werden,
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Bild 2.34: Popov-Ortskurve des Bild 2.35: Kurswinkel ¢.
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Bild 2.36: Schiffskurs in Draufsicht. Bild 2.37: Stellgréfle Ruder-
winkel 9.

dass sie durch den Ursprung lduft. Das System ist also absolut stabil im Sektor
[, 00).

Die Bilder 2.35, 2.36 und 2.37 zeigen die simulierten Verldufe der Kurs-
regelung fiir eine Kurswinkelinderung von 10°, 45° und von 90°, die bei
t = 10s beginnt. Dabei wurde eine Geschwindigkeit des Schiffes von 10 ms~!
angenommen. Bild 2.37 illustriert, dass ab einer Kursinderung, die mehr als
10° betrigt, die Stellgrofe in die Sdttigung geht. Das Schiffsruder ist dann
am Anschlag. Aus den Bildern ist auch zu erkennen, dass grofie Kurswin-
keldnderungen aufgrund des Séttigungseffektes langsamer ausgefiihrt werden
als kleine. Das ist sinnvoll, denn grofie Kurven sollten nicht so schnell durch-
fahren werden wie kleine. Bild 2.36 zeigt die gefahrenen Kurven und Kurs-
verlaufe des Schiffes in Draufsicht, d. h. in der zy-Ebene.
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2.2.5 Das Kreiskriterium

Das Kreiskriterium ermoglicht wie das Popov-Kriterium die Untersuchung
nichtlinearer Standardregelkreise, wie sie Bild 2.38 zeigt, auf absolute Stabi-
lit&t.

IS
|
~
—~
o
~
=
Y
@
<
w
N
\

Bild 2.38: Nichtlinearer Standardregelkreis mit zeitvarianter Kennlinie.

Die nichtlineare Funktion

u:f(evt)

kann zeitvariant sein und liegt in einem Steigungssektor [K; + &, Ko — £] mit
0 < K; < K3 < oo und beliebig kleinem ¢ > 0, d. h., es gilt

(Ky+e)e< flet) < (Ky—e)e.

Insbesondere muss also f(0,¢) = 0 erfiillt sein. Bild 2.39 illustriert die Situa-
tion.

Das Kreiskriterium liefert eine Aussage, ob in einem Sektor [K;+¢, Ko —¢]
absolute Stabilitdt fiir den Standardregelkreis gewéhrleistet ist. Wie das

KQB

K1€

\

Bild 2.39: Steigungssektor [K1 + ¢, K2 — €] des Kreiskriteriums.
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Popov-Kriterium ist das Kreiskriterium allerdings nur hinreichend. Daher wis-
sen wir im Allgemeinen nicht, ob der maximal mogliche Sektor absoluter Sta-
bilitdt bestimmt wurde.

Satz 2 (Kreiskriterium). Gegeben sei der nichtlineare Standardregelkreis

e
|

flet).

Die Kennlinie u = f(e,t) liege im Sektor [K1+e, Koa—e] mit 0 < K1 < Ky < 00
und beliebig kleinem ¢ > 0. Es gelte f(0,t) = 0 fiir alle t € IR. Des Weite-
ren sei [ zeitinvariant und stiickweise stetig oder zeitvariant und stetig. Die
Ubertragungsfunktion G(s) sei stabil und ihr Zihlergrad m sei kleiner als ihr
Nennergrad n. Wenn unter obigen Voraussetzungen die Ortskurve G(jw) den
Kreis, der in der komplexen Ebene seinen Mittelpunkt auf der reellen Achse
besitzt und durch die Punkte
1 1

K und  — K,
geht, weder umfasst noch schneidet, dann ist der Regelkreis absolut stabil im
Sektor (K1 +¢, Ky — €.

Die Anwendung des Kreiskriteriums ist einfach. Man zeichnet die Ortskur-
ve G(jw) des offenen Regelkreises und den Kreis durch die Punkte —1/K; und
—1/Ks, wie es Bild 2.40 zeigt. Fiir alle Kreise und die zugehérigen Sektoren
[K1+¢e, Ko—e¢], die links der Ortskurve G(jw) liegen, ist der nichtlineare Stan-
dardregelkreis stabil. Offensichtlich erfiillen viele Kreise diese Bedingung. Der

A

grofiter Im

moglicher )

Kreis G(jw)

Re
‘ ‘ _ 1 \_/
K

_ 1 1

K Ko

AN
Popov-Gerade

Bild 2.40: Anwendung des Kreiskrite- Bild 2.41: Vergleich von Popov- und

riums. Kreiskriterium.
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grofBte von ihnen schneidet die reelle Achse in —1/K und hat einen unendlich
grofen Durchmesser. Wir erhalten in diesem Fall dann den Sektor [e, K — €].
Man beachte, dass der Kreis die Ortskurve zwar nicht schneiden, durchaus
aber tangieren darf.

Im Falle einer instabilen Regelstrecke fithrt man die im Abschnitt 2.2.2
schon beim Popov-Kriterium angewandte Sektortransformation durch. So
erhélt man eine stabile Regelstrecke und das Kreiskriterium ist wieder an-
wendbar.

Fiir den Grenzfall K; — K3 und € — 0 entartet der Sektor [K; +¢, Ko —¢]
zu einer Geraden, die Kennlinie zur linearen Funktion v = f(e) = Kje und
der Kreis zum Punkt —1/K5. In diesem Fall geht das Kreiskriterium in das
einfache Nyquist-Kriterium iiber.

Das Kreiskriterium ist einfacher in der Anwendung als das Popov-Kriteri-
um, da man nur die meist bereits vorliegende Ortskurve G(jw) benétigt und
nicht die Popov-Ortskurve G (jw). In bestimmten Féllen liefert das Kreiskrite-
rium allerdings einen anderen Sektor absoluter Stabilitiat. Bild 2.41 illustriert
einen solchen Fall. Ergénzende Informationen finden sich in [22, 50].

2.2.6 Das Zypkin-Kriterium fiir zeitdiskrete Systeme

Fiir den Fall von Abtastregelkreisen mit der Abtastzeit 7 und der z-Ubertra-
gungsfunktion G(z) kann der Begriff der absoluten Stabilitit ganz analog
zum zeitkontinuierlichen Fall definiert werden. Auch hier werden nichtlineare,
statische Kennlinien f betrachtet. Zur Untersuchung der absoluten Stabilitéit
solcher nichtlinearer zeitdiskreter Regelkreise, wie sie in Bild 2.42 dargestellt
sind, hat Ja. S. Zypkin dem Popov-Kriterium vergleichbare Sétze angegeben
[109, 185, 186, 204].

e u bnz™ + ...+ biz+bo| Y
u=fle) —a{G(z) = 7 Tt ET
_ 2"+ ... +a1z+ ao

Bild 2.42: Nichtlinearer diskreter Standardregelkreis.

Wie sich zeigt, sind diese Sétze dem Popov-Kriterium sehr &hnlich und
dhnlich einfach anwendbar. Allerdings sind auch die Kriterien von Zypkin,
genau wie das Popov-Kriterium, nur hinreichend. Man kann daher nicht sicher
sein, ob man den grofiten Sektor absoluter Stabilitdt mittels der Kriterien
ermittelt hat.

Wir betrachten zunéchst ein sehr einfach anwendbares Kriterium von Zyp-
kin.
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Satz 3 (Einfaches Zypkin-Kriterium). Gegeben sei der diskrete nichtli-
neare Standardregelkreis

mit einer Regelstrecke, die hochstens einen Pol bei z = 1 und sonst nur Pole
mit |z] < 1 besitzt. Die Kennlinie u = f(e) sei stiickweise stetig, eindeutig, fir
alle e definiert, gehe durch null und erfille f(e — oo) # 0. Dann ist obiger
Regelkreis absolut stabil

(1) im Sektor [0, K], wenn G(z) stabil ist,
(2) im Sektor [e, K| mit einem beliebig kleinen ¢ > 0, wenn G(z) hdchstens
einen Pol in z = 1 und sonst nur Pole mit |z| < 1 besitzt,

falls die Gleichung
. 1
_ pJwT _
Re{G(z =€)} > K

fir alle 0 < WT < 7 erfillt ist.

Geometrisch ist das obige Kriterium sehr einfach zu interpretieren. Man
zeichnet die Ortskurve zu G(z = ¢/“T") und schiebt von links in der komplexen
Ebene kommend eine senkrechte Gerade an die Ortskurve heran, bis sie diese
tangiert. Der Schnittpunkt —1/K mit der reellen Achse liefert den gefundenen
Sektor [0, K] bzw. [, K] absoluter Stabilitdt. Bild 2.43 illustriert dies.

Der Vorteil dieses Kriteriums ist seine sehr einfache Anwendung. Nachteilig
ist, dass es in manchen Fillen keine gute Abschitzung des Sektors absoluter
Stabilitét liefert. Ein erweitertes Kriterium, das eine bessere Abschéitzung
dieses Sektors liefert, ist das Folgende.

kritische A

. Im
Zypkin-
Gerade \

v

Jun

O‘rtskurve G(e?“T)

Bild 2.43: Anwendung des einfachen Zypkin-Kriteriums.
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Satz 4 (Allgemeines Zypkin-Kriterium). Gegeben sei der diskrete nicht-
lineare Standardregelkreis

mit der stabilen Regelstrecke G(z). Die Kennlinie u = f(e) sei stiickweise
stetig, eindeutig, fir alle e definiert, gehe durch null und sei monoton. Dann
ist obiger Regelkreis absolut stabil im Sektor [0, K], falls sich eine reelle Zahl
q > 0 findet, fiir die die Zypkin-Ungleichung

Re{(1+q(1 —e ")) - G(z = /“T)} > —Il(_

fir alle 0 < WT < 7 erfillt ist.

Obiges Kriterium ist analog zu Popovs Kriterium mit dem Unterschied,
dass die Kennlinie u = f(e) monoton sein muss. Dies ist allerdings keine
grofle Einschrinkung, da fast alle in der Praxis vorkommenden Kennlinien
diese zusiitzliche Bedingung erfiillen. Des Weiteren muss ¢ > 0 sein.

Das allgemeine Zypkin-Kriterium kann dhnlich grafisch ausgewertet wer-
den wie das Popov-Kriterium. Man formt die Zypkin-Ungleichung

Re {G(e“T) + q(1 — e=3T) . G(e7T} > — Il(

um zu

Re {G(e/*T)} —q (Re {e 7“TG(e/“T)} — Re {G(e/*T)}) > — ! .

K
U(w) V(w)

Wie im Fall des Popov-Kriteriums erhélt man eine parametrierte Ungleichung:

1
—qV .
Ulw)—gq (w)—i—K >0
Auch hier kann man einen kiinstlichen Frequenzgang bzw. seine Ortskurve,
die Zypkin-Ortskurve

G(eT) = U(w) +jV (),

definieren. Verlduft dann die Zypkin-Ortskurve rechts bzw. unterhalb einer
Geraden mit der Steigung 1/¢ und dem Schnittpunkt —1/K mit der reellen
Achse, so ist der Regelkreis absolut stabil. Bild 2.44 illustriert den Zusam-
menhang. Auch hier legt man die Gerade tangential an die Zypkin-Ortskurve,
so dass sich der grofitmogliche Stabilitidtssektor ergibt.



2.3. Hyperstabilitit 81

Im

kritische
Zypkin-
_1 Gerade

y Re
' Ortskurve

NG

G(jw)

Bild 2.44: Anwendung des allgemeinen Zypkin-Kriteriums.

2.3 Hyperstabilitit

2.3.1 Der Begriff der Hyperstabilitit

Der Begriff Hyperstabilitit wurde 1963 von V. M. Popov [153, 154] eingefiihrt.
Um einen Zugang zu diesem Stabilitéitsbegriff zu finden, wird zuerst das ein-
fache lineare System mit Widerstand R und Spule L in Bild 2.45 betrachtet.

U y=1
u L R —> —>

(a) (b)

Bild 2.45: RL-Schaltung: (a) Schaltplan, (b) Blockschaltbild mit Eingangsgréfie u
und Ausgangsgrofie y = i.

Die Energiebilanz dieses Systems hat die Form

t

—/u(r)i(r) dr = /Ri%(r) dr + ;Li%(t)— ;Lii(O).
0

0
zugefiihrte verbrauchte gespeicherte
Energie Energie Energie

Aus obiger Gleichung ergibt sich die Abschétzung
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t

—/U(T) Si(T)dT > ;L (i7,(t) — 7,(0))

0

fiir die zugefiihrte Energie. Hierbei ist anzumerken, dass die zugefiihrte Ener-
gie positiv ist, wenn Energie vom System aufgenommen wird. Ist sie negativ,
so gibt das System Energie ab.

Da die in der Spule gespeicherte Energie endlich ist, kann man sicher fiir
alle t > 0 auch die Abschéitzung

/u T)dr > 2L(2L( ) —i%(0)) > —¢d (2.7)
0

treffen. Diese Abschitzung bedeutet, dass die dem System zugefithrte Energie
beliebig (positiv) grof werden kann. Eben gréfler als —e3. Ist die zugefiihrte
Energie negativ, d. h., entnimmt man dem System gebpelcherte Energie, so ist
die Energieentnahme auf einen Wert grofier —e2 beschriinkt. Denn sonst hiitte
man ein Perpetuum mobile erster Art. Betrachtet man nun u als Eingangs-
grofle und y = ¢ als Ausgangsgrofle, dann erhélt man als Energieabschitzung
aus Gl. (2.7)

¢
/u T)dr <& firalle ¢>0. (2.8)
0

Es ist nun sicher sinnvoll, die Energieabschiitzung (2.8) auf beliebige li-
neare Systeme

© = Ax + Bu,
y=Cz+ Du

zu erweitern. Man benutzt sie also als Forderung an die Ein- und Ausgangs-
groflen linearer MIMO-Systeme. Sie ist dann nur noch im iibertragenen Sinn
eine Energieabschétzung.

Die Eingangs- und die zugehorigen Ausgangsgroflenvektoren sollen in der
verallgemeinerten Form der Abschéitzung

t
/uT(T) cy(r)dr <ef  firalle t>0 (2.9)
0
geniigen. Ersichtlich muss
dimy = dimu

gelten, da sonst in Gl. (2.9) das Skalarprodukt nicht gebildet werden kann.
Die Ungleichung (2.9) definiert eine Menge von Funktionen w(t), die fiir obiges
System als Eingangsfunktionen zugelassen werden. Bild 2.46 illustriert dies.
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T2 A Radius

- /,,———-\\8180+€1\5’3(0)‘
Funktionen wu(t) v x(t) \\\/
Menge aller / ! B :

Funktionen, ' \ ! ) 71
—~ die Gl. (2.9)
erfiillen R X
“~<._] _--""Radius |z(0)|

Bild 2.46: Die Menge aller zugelassenen  Bild 2.47: Stabilitdtsanforderung an hy-
Funktionen w(t). perstabile Systeme.

Interessant sind nun Systeme, die fiir alle diejenigen Eingangsfunktionen
u(t) stabil sind, welche die Integralungleichung (2.9) erfiillen. Stabil heifit hier,
dass der Zustandsvektor x(t) fiir jede zuldssige Funktion u(t) bei beliebigem
Anfangsvektor (0) gemif

lz(t)| < e160 +e1|x(0)], &1 > 0,60 >0,

beschrankt bleibt. Die beiden beliebigen positiven Konstanten €y und ¢; legen
den Radius des Gebietes fest, in dem «(¢) fiir alle ¢ > 0 verbleibt. Bild 2.47
illustriert die Situation. Systeme dieser Art nennt man hyperstabil. Zusam-
mengefasst lautet die Definition der Hyperstabilitét fiir zeitinvariante lineare
Systeme:

Definition 9 (Hyperstabilitit). Gegeben sei das steuerbare und beobacht-
bare zeitinvariante System

& = Ax + Bu,
y=Cx+ Du

mit dimw = dimy. Wenn dann fir alle Eingangsfunktionen w(t) und die
resultierenden Ausgangsfunktionen y(t), welche die Ungleichung

t
/“T(T) ~y(r)dr < 6(2) fiir alle t>0
0

erfiillen, und fiir alle Anfangsvektoren x(0) € IR™ die Abschitzung
|x(t)] < e1e0+e1]x(0)]  fir alle t>0

gilt, dann heifit das System hyperstabil. Dabei sind €9 und €1 positive Kon-
stanten.
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Es sei angemerkt, dass diese Definition auch fiir nichtlineare Systeme

& = f(xz,u),
y=g(z,u)

gilt.

In obiger Stabilititsdefinition geht x(¢) nicht zwingend fiir ¢ — oo gegen
null. Vielmehr verbleibt die Trajektorie z(¢) in einem bestimmten Gebiet. Das
erinnert an die Stabilitit im Sinne von Ljapunov. Und in der Tat gilt

Satz 5 (Ruhelage eines hyperstabilen Systems). Ist ein lineares System
hyperstabil, so besitzt es eine einzige Ruhelage in

x=0.
Diese Ruhelage ist stabil im Sinne von Ljapunov.

Man beachte, dass der Begriff der Hyperstabilitit als Systemeigenschaft
betrachtet wird und nicht als Eigenschaft einer Ruhelage. Das ist moglich, da
nur eine Ruhelage existiert und ihre Stabilitéit global ist. In der Praxis wird
man allerdings auch oft

x(t)— 0 fir ¢t— o0

fordern. Entsprechend definiert man die asymptotische Hyperstabilitit wie
folgt.

Definition 10 (Asymptotische Hyperstabilitéit). Fin hyperstabiles Sys-
tem heifit asymptotisch hyperstabil, wenn fiir jede Eingangsfunktion u(t), die
die Ungleichung

t
/“T(T) cy(r)dr < &3 firalle t>0
0

erfillt, fir den Zustandsvektor x(t) mit einem beliebigen Anfangsvektor x(0) €
R’ﬂ

lim x(t) — 0

t—o0
gilt.

Bild 2.48 illustriert die Definition anhand dreier Funktionen i, us und
usz aus der Menge der Funktionen, die die Integralungleichung erfiillen. Die
zugehorigen Trajektorien @ (t), x2(t) und x3(t) streben asymptotisch in den
Ursprung. Beziiglich der Stabilitéit der Ruhelage g = 0 gilt im Fall asymp-
totischer Hyperstabilitiat folgender Satz.
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\/

T1

IBQ(t)

Bild 2.48: Illustrationen zur Definition 10: Links ist die Menge der erlaubten Funk-
tionen wu(t) gezeigt, rechts sind drei Trajektorien x1(¢), z2(t) und x3(t) dargestellt,
die aus den Eingangsverldufen w1(t), uz(t) und us(t) resultieren.

Satz 6 (Globale Stabilitiit). Ist ein lineares System asymptotisch hyper-
stabil, so besitzt es die global asymptotisch stabile Ruhelage xg = 0.

Es scheint zuniichst wenig sinnvoll zu sein, obige Definitionen und Sétze
fiir lineare Systeme anzugeben. Fiir sie lidsst sich Stabilitdt natiirlich einfacher
feststellen. Betrachtet man aber Eingangsfunktionen

u(t) = —F{y(t), t},

die vom Ausgangsvektor y(t) abhéingen, wobei F' ein beliebiger Operator sein
kann, so erscheint die Situation in einem neuen Licht: Ein nichtlinearer Re-
gelkreis wie in Bild 2.49 liegt vor.

Der Operator F' kann z. B. eine nichtlineare zeitvariante Funktion

u(t) = —f(y,t)

oder eine Faltungsoperation

Fly,t} <=

Bild 2.49: Nichtlinearer MIMO-Regelkreis mit linearer Regelstrecke und nichtlinea-
rer Riickfiihrung.
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sein. Die Einhaltung der Integralungleichung

t
/uT(r) cy(r)dr <ef  firalle t>0
0

kann dann direkt anhand der Nichtlinearitét

u(t) = —v(t) = —F{y, t}

des Regelkreises iiberpriift werden. Im Regelkreis des Bildes 2.49 ist also fest-
zustellen, ob

¢
/’UT(T) cy(t)dr > —ef  firalle >0 (2.10)
0

gilt. GL. (2.10) wird als Popov’sche Integralungleichung bezeichnet.

2.3.2 Hyperstabilitit nichtlinearer SISO-Regelkreise
Beziiglich der nichtlinearen Riickfithrung betrachtet man als wichtiges Beispiel

ein SISO-System und alle Kennlinien im Sektor [0, 00), welcher in Bild 2.50
dargestellt ist. Offensichtlich gilt fiir alle Kennlinien in [0, c0) die Ungleichung

bzw.

<y

Bild 2.50: Kennliniensektor [0, c0), in dem alle Kennlinien die Popov’sche Integral-
ungleichung erfiillen.
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Bild 2.51: Die beiden Bedingungen fiir die asymptotische Hyperstabilitéit linearer
SISO-Systeme: (a) fiir alle Eigenwerte gilt Re{\;} < 0, (b) fiir die Frequenzen
w >0 gilt Re {G(jw)} > 0.

Also ist die Popov’sche Integralungleichung
t
/vy dr > —5(2) firalle ¢t>0
0

erfiillt. An diesem Beispiel erkennt man auch die Verwandtschaft zum Begriff
der absoluten Stabilitit.

Der Nachweis, dass die nichtlineare Riickfithrung die Popov’sche Integral-
ungleichung erfiillt, reicht allerdings noch nicht aus, um sicherzustellen, dass
der betrachtete nichtlineare Regelkreis stabil ist. Man hat ndmlich noch zu
iiberpriifen, ob die lineare Regelstrecke hyperstabil ist. Da man in der Praxis
meistens an einer asymptotischen Ruhelage g = 0 interessiert ist, wird im
Weiteren nur der Fall der asymptotischen Hyperstabilitéit betrachtet.

Es lédsst sich nun zeigen, dass steuer- und beobachtbare, zeitinvariante
SISO-Systeme

G(s)=d+c"(sI —A)~'b
genau dann asymptotisch hyperstabil sind, wenn die Ubertragungsfunktion
G(s) stabil ist und Re {G(jw)} > 0 fiir alle w > 0 gilt. Diese Bedingung
illustriert Bild 2.51. Eine Ubertragungsfunktion G(s), die beide Forderungen
erfiillt, nennt man streng positiv reell.

Es gilt fiir den Regelkreis des Bildes 2.49 im SISO-Fall folgender wichtiger
Stabilitéitssatz.

Satz 7 (Hyperstabilitit von SISO-Regelkreisen). Gegeben sei der nicht-
lineare Regelkreis
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mit der steuer- und beobachtbaren, zeitinvarianten Regelstrecke G(s). Erfillt
die lineare Regelstrecke die Bedingungen

(1) G(s) ist stabil und
(2) Re{G(jw)} >0 firalle w>0

und erfullt die nichtlineare Riickfiihrung die Popov’sche Integralungleichung

(3) /U(T)Q(T) dr > —eb  firalle t>0,
0

dann und nur dann ist der Regelkreis asymptotisch hyperstabil.

In den meisten praktischen Fillen wird die Bedingung (2) des obigen Satzes
nicht erfiillt sein. Man kann aber auch diesen Fall behandeln, indem man die
Ortskurve soweit nach rechts verschiebt, bis G(s) vollstandig in der rechten
Halbebene liegt. Bild 2.52 illustriert dies. Dies ist moglich, indem man d als
kiinstlichen Durchgriff zur Streckenbeschreibung geméfl

G(s) = d+ G(s)

addiert. Damit dabei der Regelkreis in seinem Verhalten unveréndert bleibt,
muss man den kiinstlichen Durchgriff der Strecke durch eine Riickkopplung
bei der Nichtlinearitidt wieder auftheben. Bild 2.53 zeigt im Teilbild (a) den
entsprechenden Regelkreis und die neue Nichtlinearitét im Teilbild (b), die
durch den kiinstlichen Durchgriff entstanden ist.

Man hat nun die nichtlineare Riickfithrung

v=F{jj+vd,t} (2.11)

zu untersuchen. Es entsteht also eine neue Nichtlinearitéit, die in die Po-
pov’sche Integralungleichung einzusetzen ist. Leider ist die nichtlineare Funk-
tion (2.11) implizit in v. Fiir die Auswertung der Popov’schen Integralglei-
chung benétigen wir den Zusammenhang zwischen v und g aber im Allgemei-
nen in expliziter Form. Leider ldsst sich Gl. (2.11) nicht in jedem Fall in eine
explizite Form bringen. Die Auswertung der Popov’schen Integralgleichung
kompliziert sich dann.

A

Im Im
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@
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®

d
P [

Bild 2.52: Verschiebung der Ortskurve G(jw) um d.



2.3. Hyperstabilitit 89

O
Y

G(s)

Y
IS

A

Y
IS

<
<

F{g,t}

<

(a)

Bild 2.53: (a) Regelkreis mit kiinstlichem Durchgriff d. (b) Nichtlinearitit F{g,¢} =
F{§+vd,t}.

2.3.3 Hyperstabilitit nichtlinearer MIMO-Systeme

Auch fiir MIMO-Systeme gibt es ein Stabilitidtskriterium im Frequenzbereich
[138, 154]. Es ist aber nicht ganz einfach anzuwenden. Deshalb betrachten
wir im Weiteren ein leichter handhabbares Kriterium auf Basis der Zustands-
raumdarstellung.

Es ldsst sich zeigen, dass steuer- und beobachtbare, zeitinvariante MIMO-
Systeme

@ = Ax + Bu,

y=Cx+ Du
mit der Riickfithrung

u = _F{yvt}7

dargestellt in Bild 2.54, genau dann asymptotisch hyperstabil sind, wenn fol-
gender Satz erfiillt ist.

Satz 8 (Hyperstabilitit von MIMO-Regelkreisen). Gegeben sei ein
nichtlinearer Regelkreis mit der steuer- und beobachtbaren Regelstrecke
@ = Ax + Bu,
y=Cz+ Du
und der Riickfiihrung
u=—-v=—F{y,t}.
Erfullt
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U t=Ax+Bu
_ y=Cx+Du
Y
v
v=F{y,t} ——|

Bild 2.54: Nichtlinearer MIMO-Regelkreis.

(1) die Regelstrecke die Kalman-Jakubovich-Gleichungen
ATR+ RA=—-LL",
LV =C” - RB,
D" +D=V"V
mit positiv definitem R, beliebig reguldrem L und beliebigem V' und
(2) die Riickfihrungsnichtlinearitit F die Popov’sche Integralgleichung

¢
/UT(T)ZI(T) dr > —e2  firalle t>0,
0

dann und nur dann ist der Regelkreis asymptotisch hyperstabil.

Die Popov’sche Integralungleichung iiberpriift man im MIMO-Fall dhnlich
wie im SISO-Fall. Aber wie 16st man die Kalman-Jakubovich-Gleichungen?
Wir betrachten im Folgenden verschiedene Losungsansétze.

Fiir ein System ohne Durchgriff, d. h. D = 0, vereinfachen sich die Kalman-
Jakubovich-Gleichungen zu

ATR+RA=-LL",
Cc” = RB.

Bei Systemen mit Durchgriff D # 0 ist die Situation komplizierter. Oft
kann man dann in den folgenden drei Schritten vorgehen:

Schritt 1: Man wahlt eine beliebige reguldre Matrix L, z. B.
L=1
und bestimmt aus dem linearen Gleichungssystem

ATR+ RA=-LL"
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die positiv definite Matrix R.

Schritt 2: Da L regulér ist, bestimmt man aus
LV =C" -RB
die Matrix
V=L '(C" - RB).
Schritt 3: Und schlieBlich setzt man D = D? voraus und erhiilt aus
D+D"=V'V
die Matrix

1
D= 2VTV. (2.12)
Es fallt nun sofort auf, dass die Matrix (2.12) im Allgemeinen nicht mit der
Durchgangsmatrix D der Systembeschreibung iibereinstimmt. Man verwendet
daher folgenden Trick. Man bildet die kiinstliche Durchgriffmatrix

Bild 2.55: Regelkreis mit zusétzlichem kiinstlichen Durchgriff.
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Ersichtlich heben sich die zusétzlichen Zweige mit %VTV — D gegenseitig auf.
Die Regelstrecke hat dann, wie in Gl. (2.12) gefordert, die Durchgangsmatrix

Lo r
ViVv.
2
Beziiglich der Popov’schen Integralungleichung ist jetzt die Nichtlinearitit
v=F{§+ Dv,t}

zu betrachten. Auch hier tritt, d&hnlich wie im SISO-Fall, eine implizite Glei-
chung fiir v auf. Dies kann bei der Auswertung der Popov’schen Integralun-
gleichung zu Schwierigkeiten fithren.

Manchmal kénnen die Kalman-Jakubovich-Gleichungen auch auf andere
Weise als durch obige drei Schritte gelost werden. So kann auch zuerst die
Matrix V' mittels einer Cholesky-Zerlegung aus

v'v=D"+D
ermittelt werden. Die verbleibenden zwei Kalman-Jakubovich-Gleichungen
A"R+RA=-LL" uwd LV =C"-RB

bilden dann ein nichtlineares Gleichungssystem in R und L. Dieses 16st man
und {berpriift, ob eine Losung mit positiv definitem R und reguldrem L
existiert.

2.3.4 Illustrationsbeispiele

Wir betrachten als ein einfaches Beispiel [86] das System
[ 0] [0
Tl o030 1"
1 0 1 0
y—{o Jw-l—{o Ju.

Von den Kalman-Jakubovich-Gleichungen l6sen wir zuerst die Gleichung
viv =D+ D" Es gilt in diesem Fall mit D = I die Gleichung

(2.13)

V =+V2I
Aus den beiden verbleibenden Kalman-Jakubovich-Gleichungen
A"R+RA=-LL" uwd RB=C"-LV

folgt hier, wenn wir der Einfachheit halber R und L als Diagonalmatrizen
ansetzen,
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o 1 0 _ l% 0
2{0 37"2]_ [o 13 (2.14)

und
[78 7(’)2} - [(1) ?] - V2 [ZS z(j : (2.15)

Die Gleichungen (2.14) und (2.15) bilden das nichtlineare Gleichungssystem

oy

7‘1—2— 15
13

=2 =1- Vo

Es besitzt die Losungen

r=3F2v/2>0, re =TF4V3 >0,
Lh=42—-V2#£0, ly=+2V6-3V2#0,

so dass die Matrix R positiv definit und die Matrix L regulér ist. Die Kalman-
Jakubovich-Gleichungen sind also erfiillt.

Aus der Zustandsraumdarstellung (2.13) und auch aus der zugehorigen
Ubertragungsmatrix

s+2 0
G(s)=C(sI-A)'B+D=|5+1
s+3

ist ersichtlich, dass die beiden Differenzialgleichungen bzw. Teilsysteme nicht
verkoppelt sind. Wir konnen in diesem Fall auch beide Teilsysteme mittels
Satz 7 getrennt voneinander daraufhin untersuchen, ob sie positiv reell sind.
Da die Ortskurven von

542 s+4
d G =
s+1 . 22(5) s+3

G11 (S) =
in Bild 2.56 rechts der imaginéren Achse liegen und beide Teilsysteme stabil
sind, ist das Gesamtsystem, wie erwartet, streng positiv reell.

Als Regler verwenden wir zwei P-Regler, die einer Stellgroflenbeschrankung
unterliegen. Das Regelgesetz hat dann die Form

—ZTmax; T < —Tmax,
} mit sat(z) =< =, |z] < Tmax, (2.16)

xl’IlaX7 x > xmaxv

_ |~ sat(Kriy1)
— Sat(KRQyQ)

wobei Kg1 > 0 und Ko > 0 die Parameter der P-Regler sind.
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Im4 Im4
s+ 2 s+4
= G =
Guls) = 1y 2(5)= 15
1 2 1 1.33
Re Re

Bild 2.56: Ortskurven der beiden Teilsysteme.

Fiir die Popov’sche Integralungleichung erhélt man

t t

/ o7 (r)y(r) dr = / (1(7) sat (K (7)) + ya(r) sat(Kpays () dr > —e3.
0 0

Diese Ungleichung ist sicher erfiillt fiir alle ¢ > 0, da
yi sat(Kriy;) > 0

fiir alle y; € IR und alle Kg; > 0, ¢ = 1,2, gilt. Der Regelkreis (2.13), (2.16)
besitzt also in & = 0 eine global asymptotisch stabile Ruhelage.

In einem weiteren Beispiel fiir die Anwendung von Satz 8 betrachten wir
eine Regelstrecke ohne Durchgriff

© = Ax + Bu,

y— Ca (2.17)

Wir gehen davon aus, dass fiir sie die Kalman-Jakubovich-Gleichungen
ATR+ RA = —-LL",
Cc" =RB
erfiillt sind. Uns interessiert nun, welche Regler
u=-v=—-K()y (2.18)

zu einem stabilen Regelkreis fithren. Um dies herauszufinden, setzen wir das
Regelgesetz (2.18) in die Popov’sche Integralungleichung ein und erhalten

t

/yTK(T)y dr > —5(2).
0
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Hinreichend fiir die Erfiillung dieser Ungleichung und damit auch fiir die
Stabilitét des Regelkreises (2.17), (2.18) ist die Forderung, dass die Matrix
K (t) positiv semidefinit fiir alle ¢ > 0 ist. Man beachte, dass die Reglermatrix
K(t) auch von x(t) oder y(t) abhéingen darf, d.h. die Form K (xz(t)) oder
K(y(t)) aufweisen darf.

2.4 Die Stabilitdtstheorie von Ljapunov

2.4.1 Die Idee und die direkte Methode

In den vorherigen Kapiteln wurden Verfahren zur Stabilitédtsanalyse nichtli-
nearer Regelkreise betrachtet, die bestimmten eingeschrankten Systemklassen
zuzuordnen sind. Dies waren u.a. das Verfahren der harmonischen Balance,
das Popov-Kriterium und das Hyperstabilitdtskriterium. Fiir die Regelungs-
technik sind oben genannte Verfahren wichtig, da sie in der Praxis oft vor-
kommende Regelkreisstrukturen behandeln.

Allgemeine Verfahren zur Stabilitdtsanalyse nichtlinearer Systeme sind
diese Verfahren aber leider nicht. Ein solches Verfahren wurde 1892 von A.
M. Ljapunovl!) angegeben [117, 118, 119]. Es hat eine Vielzahl von Erweite-
rungen erfahren [12, 64, 66, 157]. Prinzipiell sind mit Ljapunovs Verfahren
alle dynamischen Systeme auf ihre Stabilitdt hin untersuchbar. Es wird sich
allerdings zeigen, dass dies praktisch oft nicht moglich ist. Das Verfahren Lja-
punovs l6st das Problem der Stabilitdtsuntersuchung nichtlinearer Systeme
also auch nicht vollstéindig.

Um die Grundidee Ljapunovs zu skizzieren, betrachtet man verschiedene
Fille moglichen Stabilitédtsverhaltens anhand des Beispiels einer Kugel mit
Reibung unter Einwirkung der Erdbeschleunigung g. Bild 2.57 illustriert ent-
sprechende Anordnungen. Nur die linke weist eine stabile Ruhelage auf.

Bild 2.57: Stabilitdtssituationen einer Kugel im Gravitationsfeld.

[ Im Deutschen ist auch die Schreibweise Ljapunow, im Englischen Lyapunov oder
seltener Liapunov gebréuchlich.
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Die potenzielle Energie
E, =mgy

der Kugel mit der Masse m ist proportional zur Hohe y. Durch die jeweili-
ge Anordnung ist eine Zwangsbewegung auf einer bestimmten Bahn vorge-
schrieben, so dass die y-Koordinate eine Funktion f von z und z ist. Fiir die
potenzielle Energie gilt also auch

E, =mgf(z, z).

Offensichtlich ist eine Ruhelage nur stabil, wenn die potenzielle Energie in
der Ruhelage ein Minimum besitzt. D.h., dass im betrachteten Beispiel die
Funktion f ein Minimum besitzen muss.

Dies allein reicht allerdings noch nicht aus, um die Stabilitét sicherzustel-
len, wie folgende Erweiterung des Beispiels zeigt. Nun soll in der Kugel ein
Antrieb enthalten sein, der dazu fithrt, dass sie aufschwingt, wie es Bild 2.58
illustriert. Dann ist die Ruhelage nicht stabil, obwohl die potenzielle Energie

fr— - I

B

Bild 2.58: Kugel mit Energiequelle und Antrieb zum Aufschwingen.

ein Minimum aufweist. Dies ist darauf zuriickzufiithren, dass das System eine
innere Energiequelle besitzt.

Aufler der Forderung, dass die potenzielle Energie ein Minimum besitzt,
ist offensichtlich eine weitere Bedingung nétig, damit eine Ruhelage stabil ist.
Man fordert daher zusitzlich, dass die potenzielle Energie entlang aller Tra-
jektorien in der Umgebung der Ruhelage abnimmt oder zumindest konstant
bleibt.

Betrachtet man diese Uberlegungen genauer, so scheint man sich von der
Ausgangsposition einer potenziellen Energiefunktion 1ésen und obige Vorge-
hensweise verallgemeinern zu kénnen. Es scheint ausreichend zu sein, eine be-
liebige Funktion zu betrachten, die folgende zwei Forderungen erfiillt, damit
eine Ruhelage stabil ist:

(1) Die Funktion muss in der Ruhelage ein Minimum besitzen.
(2) Die Funktion muss in einer Umgebung der Ruhelage entlang aller Trajek-
torien abnehmen.
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Das ist die Grundidee der direkten Methode von Ljapunov, auch zweite Metho-
de genannt. Und A. M. Ljapunov hat den folgenden, fiir die Stabilitéitsanalyse
dynamischer Systeme zentralen Satz bewiesen.

Satz 9 (Direkte Methode von Ljapunov). Die Differenzialgleichung
& = f(x) mit der Ruhelage xr = 0 besitze fiir jeden Anfangswert aus einer
Umgebung U1(0) des Ursprungs eine stetige und eindeutige Lisung. Existiert
dann eine Funktion V(x) mit

(1)V(0) =0,

die in einer Umgebung U2(0) C U1(0) stetig ist, stetige partielle Ableitungen
besitzt und dort mit Ausnahme von x = 0 die Bedingungen

(2)V(x) >0, ,
(3)V(x) <0 (bzw. V(x) < 0)

erfillt, so ist die Ruhelage xr = 0 stabil im Sinne von Ljapunov (bzw. asym-
ptotisch stabil).

Die Bedingungen (1) und (2) stellen sicher, dass V' ein Minimum in = 0
besitzt. Die Bedingung (3) bedeutet, dass V entlang aller Trajektorien aus
U2(0) mit der Zeit abnimmt oder konstant bleibt. Es sei noch einmal darauf
hingewiesen, dass die Annahme einer Ruhelage in & = 0 keine Einschrinkung
der Allgemeinheit ist. Denn jede Ruhelage kann, wie in Abschnitt 1.1.3 fest-
gestellt, nach & = 0 transformiert werden.

Satz 9 ermoglicht es zu iiberpriifen, ob eine Ruhelage stabil im Sinne von
Ljapunov oder asymptotisch stabil ist. Abhiingig ist dies davon, ob V(x) < 0
oder V(x) < 0 ist. Bild 2.59 illustriert den Fall V() < 0. Im Fall, dass auch
V(x) = 0 gilt, kénnen Trajektorien z(t), die nicht in die Ruhelage &g = 0
laufen, die Ungleichung V(a:) < 0 erfiillen. D. h., die Ruhelage ist nur stabil
im Sinne von Ljapunov. In Bild 2.60 dagegen ist der Fall der asymptotischen
Stabilitit dargestellt. Er liegt vor, wenn V() entlang aller Trajektorien x(¢)
abnimmt, also fiir die zeitliche Ableitung V(z) < 0 gilt.

T2 A T2 1\
V(iz)=c

= J
= 4

T

1IN
L))

Bild 2.59: Stabilitdt im Sinne von Bild 2.60: Beispiel fiir asymptotische
Ljapunov. Stabilitét.
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Sind die Bedingungen (2) und (3) im gesamten Zustandsraum erfiillt und
gilt zusétzlich

V(z) — oo fir |z — oo, (2.19)

so ist die Ruhelage global stabil im Sinne von Ljapunov (bzw. global asym-
ptotisch stabil). Eine Funktion mit der Eigenschaft (2.19) bezeichnet man als
radial unbeschrankt.

Funktionen V(x), welche die Bedingungen des Stabilitétssatzes 9 erfiillen,
nennt man Ljapunov-Funktionen. Praktisch bildet man die Ableitung einer
Ljapunov-Funktion V(&) nach der Zeit mittels des Gradienten

. .7 OV
V(z) =2 gradV(x) = izzlacl O (2.20)

und setzt die Ableitung des Zustandsvektors
&= f(z)

in Gl. (2.20) ein. Dann hat man zu priifen, ob V(z) < 0 bzw. V() < 0 fiir
x # 0 gilt. Dies veranschaulicht Bild 2.61. Man benétigt bei der Anwendung
von Satz 9 also nicht die Losung der Differenzialgleichung, die im Falle nicht-
linearer Systeme oft auch gar nicht analytisch bestimmbar ist. Die direkte
Verwendung der Differenzialgleichung bei der Berechnung von V() gibt der
Methode ihren Namen.

Bild 2.61: Veranschaulichung der Gleichung V(x) = &% grad V (z) < 0.
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Wir wollen nun noch den Fall betrachten, dass wir eine Ljapunov-Funktion
V fiir ein System & = f(x) kennen, fiir die wir nur V(z) < 0 und daher
mit Satz 9 nur Stabilitdt im Sinne von Ljapunov und keine asymptotische
Stabilitéit nachweisen kénnen. Existiert nun keine Trajektorie x(t), die bei ir-
gendeinem Anfangswert «(0) beginnt und entlang derer die Ableitung V (a(t))
fortwéhrend identisch null ist, so nimmt V' entlang aller Trajektorien aus der
Umgebung der Ruhelage g = 0 ab. Folglich ist die asymptotische Stabi-
litdt der Ruhelage auch in diesem Fall nachweisbar [13]. Wir formulieren dies
préziser in

Satz 10 (Satz von Barbashin und Krasovskii). Die Differenzialglei-
chung & = f(x) mit der Ruhelage xr = 0 besitze fiir jeden Anfangswert aus
einer Umgebung Uy1(0) des Ursprungs eine stetige und eindeutige Lisung. Es
existiere eine Funktion V (x) mit

(1)V(0) =0,

die in einer Umgebung U2(0) C Uy (0) stetig ist, stetige partielle Ableitungen
besitzt und dort mit Ausnahme von = 0 die folgenden Bedingungen erfiillt:

(2)V(z) >0

(3)V(x) <0

(4) Die Menge von Zustinden x, fir die V(m) = 0 gilt, enthdlt keine Trajek-
torie x(t).

Dann ist die Ruhelage xr = 0 asymptotisch stabil.

Ist die Ljapunov-Funktion des obigen Satzes auBlerdem noch radial unbe-
schriinkt und ist U3(0) = IR™, so ist die Ruhelage global asymptotisch stabil.

Satz 10 erweist sich in der Praxis oft als niitzlich, wenn man nur eine
Ljapunov-Funktion mit V(z) < 0 finden kann. Die Bedingung (4) lisst sich
iiberpriifen, indem man die Menge der Werte & bestimmt, fiir die V(x) = 0
ist. Diese Werte setzt man in & = f(x) ein. Enthalten sie eine andere Losung
der Differenzialgleichung als @ = 0, so ist die Bedingung (4) nicht erfiillt.
Meistens ist sie allerdings erfiillt, denn nur in seltenen Fillen verlduft eine
Trajektorie x(t) fortwihrend auf einer Héhenlinie der Ljapunov-Funktion V,
was identisch mit V (z(t)) = 0 ist.

Das Problem bei der Anwendung obiger Stabilitéitssétze ist das Auffinden
einer Ljapunov-Funktion V(). Fiir das eine oder andere nichtlineare System,
wie das im nachfolgenden Abschnitt, und fiir lineare Systeme ist die Ermitt-
lung einer Ljapunov-Funktion aufgrund der Anschauung einfach. Im allgemei-
nen Fall stellt es sich allerdings als auerordentlich problematisch heraus, eine
Ljapunov-Funktion zu bestimmen. Zwar gibt es eine Reihe von Konstruktions-
methoden fiir Ljapunov-Funktionen [52, 144] wie die Methoden von Aiserman,
die von Schultz und Gibson, die von Ingwerson oder die Methode von Zubow.
Doch sind sie nur auf Spezialfille anwendbar und in vielen Fillen aufwendig
zu handhaben. Letztendlich ist man daher in der Mehrzahl der Félle auf das
Ausprobieren verschiedener Funktionsansitze fiir V(x) angewiesen.
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2.4.2 Tllustrationsbeispiel

Es folgt ein Beispiel. Und zwar betrachten wir das schon im Abschnitt 1.1.6
behandelte System

{tl = xl(xg — 1),

j?Q = 332(331 — 1)

mit den Ruhelagen xr; = 0 und xry = [I 1]7. Seine Trajektorien zeigt
Bild 2.62. Eine Kandidatin fiir eine Ljapunov-Funktion zum Nachweis der
Stabilitat der Ruhelage xg; = 0 ist

V(z) = af + a3,

denn es gilt V(0) = 0 und sonst V' (z) > 0. Die Hohenlinien von V haben die
Form von Kreisen. Die Ruhelage xr- ist, wir erinnern uns, instabil.
Es ist jetzt zu iiberpriifen, ob die Funktion

V(z) =2 + 23

entlang aller Systemtrajektorien «(¢) in der Niihe der Ruhelage abnimmt. Man
bildet zu diesem Zweck

V(z) = &7 grad V()

- 33 37

=222 (2o — 1) + 222 (21 — 1).

—

g3

S

Zustand zo
=)

\)

-2 -1 0 1
Zustand z1

Bild 2.62: Trajektorien x(t) und kreisformige Hohenlinien (blau) der Ljapunov-
Funktion V(z) = 27 + 3.
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Es gilt
V(z) <0 fir z; <1 und zy <1,

so dass die Ruhelage
TR = 0

asymptotisch stabil und
V(x) =22 + 23
eine Ljapunov-Funktion ist. Bild 2.62 illustriert diese Ergebnisse, wobei die

Héhenlinien von V (), wie gesagt, Kreise bilden.

2.4.3 Quadratische Ljapunov-Funktionen

Funktionen mit kreis- oder ellipsoidférmigen Hohenlinien scheinen, aus rein
anschaulichen Motiven heraus, geeignete Kandidatinnen von Ljapunov-Funk-
tionen fiir verschiedene Systeme zu sein. Ihre allgemeine Form ist durch positiv
definite quadratische Formen

V(z)=z"Rx

gegeben. Bild 2.63 zeigt die Hohenlinien einer solchen Funktion.
Die Bedingung (1) des Satzes 9,

ist ersichtlich erfiillt, und wenn R eine positiv definite Matrix ist, ist es auch
die Bedingung (2), d. h.

V(z) >0 fir « #0.

Bild 2.63: Hohenlinien einer quadratischen Funktion.
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Es bleibt die Uberpriifung der Bedingung (3), d.h.

V(z) <0 bzw. V(x)<O0,

fiir das jeweils betrachtete System.
Inwieweit sich der Ansatz quadratischer Formen x” R x fiir eine Ljapunov-
Funktion als tragfihig erweist, soll anhand linearer Systeme

&= Ax (2.21)

untersucht werden. Es gilt mit

V(z)=z"Rx
fiir V() die Gleichung

V(z)=x"Ri+i " Re.
Setzt man Gl. (2.21) hierin ein, so erhélt man
Viz)=2"RAz + 2" ATRx
—a" (RA+AR)w.
-Q
Fordert man fiir asymptotische Stabilitat
Viz)=-z"Qx <0,

so muss die Matrix @ positiv definit sein.
Ergibt sich also aus der Matrixgleichung

ATR+RA=-Q (2.22)

eine positiv definite Matrix @, dann ist V(x) = £ Rz eine Ljapunov-Funk-
tion und das System & = Ax asymptotisch stabil. Man kann auch umge-
kehrt vorgehen, eine beliebige positiv definite Matrix @ vorgeben und — wenn
das System (2.21) stabil ist — eine positiv definite Matrix R und damit
eine Ljapunov-Funktion bestimmen. Die Gleichung (2.22) heifit Ljapunov-
Gleichung. Es gilt der folgende Satz.

Satz 11 (Ljapunov-Gleichung). Die Ruhelage xr = 0 des linearen Sys-
tems & = Ax ist genau dann asymptotisch stabil, wenn fir eine beliebige re-
elle, symmetrische, positiv definite Matriz Q ein R existiert, so dass

ATR+RA=-Q

gilt. Die Funktion V = T Rx ist dann eine Ljapunov-Funktion des Systems.
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Fiir stabile lineare Systeme konnen also immer quadratische Ljapunov-
Funktionen gefunden werden. Zumindest in diesem Fall erweist sich der Ansatz
solcher Ljapunov-Funktionen als sehr geeignet.

Satz 11 hat eigentlich keine Bedeutung bei der Stabilitéitsanalyse linearer
Systeme. Diese kann man bekanntlich anhand der Systemeigenwerte einfa-
cher durchfithren. Seine Bedeutung liegt vielmehr in der Entwurfstheorie vie-
ler nichtlinearer Regelungen und auch in der Stabilitéitsanalyse linearisierter
nichtlinearer Systeme. Wir werden uns diesen Themen spéter noch widmen.

2.4.4 Die direkte Methode fiir zeitdiskrete Systeme

Ahnlich wie im Fall kontinuierlicher Systeme kann die direkte Methode von
Ljapunov auch bei zeitdiskreten Systemen

xpr1 = flxr)

genutzt werden. Die ersten beiden Bedingungen des Stabilitéitssatzes 9, V(0) =
0 und V(x) > 0 fiir alle © # 0, gelten unvermindert. Lediglich die dritte Be-
dingung,

V() <0 firalle x#0,

die wir hier nur fiir den asymptotisch stabilen Fall betrachten, ist durch die
Bedingung

AV = V(xgs1) — V(xg) <0 fiir alle x #0

zu ersetzen.
Im Fall linearer Systeme

Tpr1 = Py
und quadratischer Ljapunov-Funktionen
V(z) =z} Rxy,
erhélt man
AV, = schR:ckH — achack
=2l ®"Rdbx);, — xRy,
=zl (#"R® — R)z; < 0.

Die obige Ungleichung ist offensichtlich erfiillt, wenn die Matrix @ in der
Gleichung
"R - R=-Q (2.23)

positiv definit ist. Gl. (2.23) wird als diskrete Ljapunov-Gleichung bezeich-
net. Im Gegensatz zur Ljapunov-Gleichung im kontinuierlichen Fall ist die
Ljapunov-Gleichung (2.23) quadratisch von der Systemmatrix ¢ abhéngig.



104 Kapitel 2. Grenzzyklen und Stabilitétskriterien

2.4.5 Die indirekte Methode

Die obigen Ergebnisse fiir zeitkontinuierliche lineare Systeme sind der Aus-
gangspunkt fiir die Stabilitdtsbetrachtung nichtlinearer Systeme der Form

= Az + g(x) (2.24)

mit der Ruhelage g = 0. Dabei soll g(x) stirker gegen & = 0 streben als
|z|. Dies ist der Fall, wenn

lim 9(@) =
le|—0 ||

gilt.
Diese Klasse nichtlinearer Systeme (2.24) ist deshalb so interessant, weil
man ein nichtlineares System

@ = f(x)

in eine Taylor-Reihe entwickeln

:i::f(m)zi(gl—i— gi 70w+g(w)
A

und dadurch in die Form (2.24) bringen kann. Es ldsst sich dann mittels
der Ljapunov’schen Stabilitéitstheorie folgender Satz beweisen, den man auch
als Ljapunovs Methode der ersten Niherung!? oder indirekte Methode von
Ljapunov bezeichnet.

Satz 12 (Indirekte Methode von Ljapunov). Das System
&= Ax+ g(x)

besitze in x = 0 eine Ruhelage. Es gelte ferner

(1) g(x) ist stetig,
(2) g(x) ist so beschaffen, dass jeder Anfangswert in einer Umgebung von
x = 0 zu einer stetigen, eindeutigen Trajektorie fihrt,
- g(z)
3) lim =0.
(5) 2 |z|
Ist dann A stabil, so ist die Ruhelage xr = 0 asymptotisch stabil. Falls A in-
stabil ist, ist die Ruhelage instabil. Falls A keine Figenwerte A; mit positivem
Realteil, aber mindestens einen mit Re {\;} = 0 besitzt, dann ist die Ruhelage

I Die Methode der ersten Niherung ist nicht identisch mit der hier nicht behan-
delten ersten Methode von Ljapunov. Bei Letzterer basiert die Stabilitdtsanalyse
auf der Kenntnis der Systemlésungen.
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je nach Gestalt von g stabil oder instabil. Ist A stabil, so existiert immer eine

Ljapunov-Funktion
Vz)=z"Rzx

fiir & = Az + g(x), deren Matriz R sich aus
ATR+RA=-Q
mit beliebigem positiv definiten Q ergibt.

Der letzte Satz ist von auflerordentlicher Bedeutung. Denn er besagt, dass
man das Stabilitdtsverhalten der Ruhelage xg = 0 einer grofien Klasse nicht-
linearer Systeme anhand der zugehérigen linearisierten Systeme untersuchen
kann.

2.4.6 Einzugsgebiete

Bisher wurde eine Ruhelage auf ihre Stabilitdt hin untersucht. Fiir die Pra-
xis ist aber nicht nur von Bedeutung, ob eine Ruhelage stabil ist. Sondern
es interessiert uns auch die grofite Umgebung der Ruhelage, in der alle Tra-
jektorien, die in dieser Umgebung beginnen, in die Ruhelage streben. Diese
Umgebung nennt man mazimales Einzugsgebiet oder Attraktionsgebiet der
Ruhelage. In Bild 2.64 ist dieses Gebiet fiir das Beispielsystem aus Abschnitt
2.4.2 skizziert. Die Linie bzw. im Hoherdimensionalen die Fliche, die stabile
Trajektorienverldufe von instabilen trennt, bezeichnet man als Separatriz. In
Bild 2.64 ist die Separatrix durch den Rand des maximalen Einzugsgebiets
gegeben, der durch die instabile Ruhelage g2 = [1 1] verliuft.

Ist das maximale Einzugsgebiet einer stabilen Ruhelage sehr klein, so ist
die Ruhelage praktisch als instabil anzusehen. Der Nachweis der Stabilitéit

—_
T

R

S

Zustand xo
o

[\

-2 -1 0 1
Zustand x1

Bild 2.64: Maximales Einzugsgebiet (blau) des Beispielsystems aus Abschnitt 2.4.2.
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einer Ruhelage ist in der Praxis also nicht ausreichend. Vielmehr muss man
auch die Umgebung der Ruhelage betrachten und das maximale Einzugsgebiet
muss so grof sein, dass alle interessierenden Trajektorien in ihm starten.

Im Allgemeinen kann man das maximale Einzugsgebiet einer Ruhelage
nicht analytisch bestimmen. Es lassen sich aber Teilgebiete des maximalen
Einzugsgebietes ermitteln, wenn man eine Ljapunov-Funktion bestimmt hat.
Ein solches Teilgebiet ist dann ein Einzugsgebiet!!, d. h., alle in ihm starten-
den Trajektorien verlassen das Gebiet nie wieder und streben in die Ruhelage
xr = 0. Umgrenzt sind solche Einzugsgebiete z. B. durch die Hohenlinien
einer Ljapunov-Funktion. Genauer gilt:

Satz 13 (Einzugsgebiet). Ist V(x) eine Ljapunov-Funktion fir das System
& = f(x) mit der Ruhelage xr = 0, dann ist das Gebiet

G={xzeR"|V(z)<c},

falls es beschrdnkt ist, ein Einzugsgebiet der Ruhelage xg = 0, wenn tberall
in G .

V(xz) <0
gilt.

Ein Einzugsgebiet G mit den oben genannten Eigenschaften wird gemein-
hin als Ljapunov-Gebiet bezeichnet. Die Forderung V(w) < 0 sichert, dass V
entlang aller Trajektorien abnimmt. Also miissen, wie aus Bild 2.61 ersicht-
lich, alle Trajektorien in das Gebiet G laufen. Da auch dort iiberall V(z) < 0
gilt und G beschrénkt ist, streben sie auch nach null.

Die Forderung, dass das Gebiet G beschriankt sein soll, ist wesentlich. Ist
sie nicht erfiillt, so ist G nicht zwingend ein Einzugsgebiet, wie folgendes
Beispiel zeigt. Wir betrachten als Ljapunov-Funktion

x% 2
14 a2 + 2z5. (2.25)
1

Viz) =
Die Funktion ist nicht unbegrenzt, d. h., es gilt nicht V(x) — oo fiir || — oo,
und somit existieren auch Gebiete

G:{a:EZR2|V(w)<c},

die nicht beschriankt sind. D. h., die Hohenlinien sind nicht in jedem Fall ge-
schlossen, sondern laufen fiir Werte ¢ > 1 ins Unendliche. In Bild 2.65 sind
der Graph und die Hohenlinien dieser Funktion dargestellt.

Es existieren nun Systeme mit = 0 als Ruhelage, fiir die V(m) < 0 iiberall
in IR™\{0} gilt und bei denen Trajektorien sich entlang einer Hohenlinie von

Bl Im Englischen ist der Begriff contractive (positively) invariant set {iblich. Im Deut-
schen wird dagegen selten der Begriff kontraktive (positiv) invariante Menge ver-
wendet.
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Zustand 2

-1.5 : : :
-20 -10 0 10 20
Zustand z1

Bild 2.65: Hohenlinien von V(x). Das
Gebiet mit geschlossenen Hohenlinien
ist grau, eine instabile Trajektorie des

1.5

1
g 0.5
0
=]
N -0.5
-1
_1.5\—w<ﬁ f’—’\—/
-20 -10 0 10 20

Zustand z1

Bild 2.66: Trajektorienverldufe x(t)
des Systems (2.26). Das Einzugsgebiet
Gmax ist blau dargestellt. Alle Trajekto-

Systems (2.26) blau dargestellt. rien auBBerhalb von Gmax sind instabil.

V(2) mit ¢ > 1 ins Unendliche davonstehlen konnen, obwohl entlang der Tra-
jektorie ja V(x) < 0 gilt. Bild 2.65 zeigt eine solche Trajektorie. Offensichtlich
ist G dann kein Einzugsgebiet der Ruhelage g = 0.
Ein solches System [18] ist
T =—x1 + 2x3x2,
! P (2.26)

j?Q = —X2.

Seine Trajektorien zeigt Bild 2.66. Fiir dieses System mit der einzigen Ruhe-
lage xr = 0 gilt in der Tat mit der Ljapunov-Funktion (2.25)

_23:% + 42 (1 + Zx%) <0

V=)= (1+22)2

fiir alle z € IR*\{0}. Die Ruhelage zr = 0 ist also asymptotisch stabil. Sie
ist aber, wie wir gleich sehen werden, nicht global asymptotisch stabil. Man
beachte, dass Letzteres mit der Ljapunov-Funktion (2.25) auch nicht nach-
weisbar ist, weil sie nicht radial unbeschrankt ist. Radiale Unbeschrinktheit
ist aber eine notwendige Eigenschaft von V fiir den Nachweis globaler Stabi-
litit, wie in Gl. (2.19) gefordert.

Die Losungen des Systems (2.26) lauten

xloet
- 2 .2 2 02 ) o4t
Vadozdy + (1 —a3,a3) e

To (t) = :Cgoe_t

(f) (2.27)
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mit x19 = x1(0) und x99 = x2(0). Hieraus ist direkt ersichtlich, dass x(t)
fir 23,73, < 1 stabil in die Ruhelage g = 0 lduft und fiir 23,23, > 1 ins
Unendliche strebt. Die Anfangswerte, die die Gleichung 23,23, = 1, d. h.
1
T =+
10
erfiillen, bilden die Separatrix. Auf ihr ist die Grenze zwischen stabilen und

instabilen Trajektorien. Die Trajektorien auf der Separatrix selbst sind instabil
und durch

xl(t) = xloet,
To (t) = xgoeit

gegeben. Im Fall 22,23, > 1 laufen die Trajektorien in endlicher Zeit ins

Unendliche. Denn der Nenner in Gl. (2.27) wird in diesem Fall fiir eine endliche
Zeit identisch null und damit z; unendlich grof.
Das maximale Einzugsgebiet ist also durch

Gmax = {w e R? | x%x% < 1}

gegeben. Bild 2.66 illustriert auler den Trajektorienverldufen x(t) auch das
Gebiet Gax, dessen Rand die Separatrix des Systems bildet. In Bild 2.65
ist dariiber hinaus die instabile Trajektorie, die in x19 = x29 = 1.5 startet,
dargestellt. Sie illustriert, wie erwihnt, dass V(x) entlang der Trajektorie
abnimmt und diese trotzdem ins Unendliche entschwindet.

2.4.7 Beispiel Mutualismus

Wir betrachten ein dynamisches System aus der Okologie. In ékologischen Sys-
temen existieren verschiedene, teilweise ganz unterschiedliche Abhéngigkeiten
zwischen den Arten. Am bekanntesten sind Réuber-Beute-Beziehungen, die
oft durch die Lotka-Volterra-Gleichungen modelliert werden. Auch Wechsel-
wirkungen zwischen zwei Arten, bei denen beide Arten Nutzen aus der Be-
ziehung ziehen, werden durch Differenzialgleichungen beschrieben, die eng
mit den Lotka-Volterra-Gleichungen verwandt sind. Solch ein fiir beide Ar-
ten niitzliches Zusammenleben bezeichnet man als Mutualismus.

FEin Beispiel hierfiir ist der in Bild 2.67 dargestellte Mutualismus zwischen
Clownfisch (Amphiprion ocellaris) und Prachtanemone (Heteractis magnifi-
ca). Zum einen schiitzt die Anemone den Clownfisch mittels ihrer giftigen
Nesselzellen gegen Fressfeinde, zum anderen verteidigt auch der Clownfisch
die Anemone gegen Fressfeinde, z. B. Feilenfische. Ein weiteres Beispiel ist
der Mutualismus zwischen Mensch und Weizen. Modelliert wird ein solcher
Mutualismus durch die Systemgleichungen

. 2

Tr1 =axy —cx] +exixo,
, ; (2.28)
o = bxg — dzs + fri22,
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Bild 2.67: Mutualismus zwischen Clownfisch und Anemone.

in denen z; die Individuenzahl der einen Art und x5 die der anderen darstellt.
Die Werte a, b, ¢, d, e und f sind konstante Parameter.

Die Gleichungsanteile &1 = az; und o = bzo in Gl. (2.28) beschreiben li-
neare Wachstumsgesetze, bei denen die Populationen umso stérker wachsen, je
grofer sie sind. Der Term —ca? dagegen hemmt das Wachstum der Population
21 mit zunehmender Populationsgréfie, z. B. aufgrund von Nahrungskonkur-
renz innerhalb der eigenen Art. Dies wird auch als intraspezifische Konkurrenz
bezeichnet. Der Term —dx3 hat die gleiche Wirkung. Die Anteile ex;xo und
frixo bewirken eine gegenseitige Forderung des Wachstums beider Popula-
tionen. Diese beiden Anteile beschreiben also den Mutualismus innerhalb des
Systems.

Das Modell besitzt die Ruhelagen

TR = [8} TRz = [a(ﬂ’ e [b?d]'

Ist des Weiteren die Ungleichung ef < cd erfiillt, so existiert eine vierte Ru-
helage bei

be + ad

cd—ef

be+af |’

cd—ef

die durch den Mutualismus verursacht wird. Fiir den Fall ef > cd existiert
diese Ruhelage nicht, denn dann ist der Mutualismus viel starker als die in-

LR4 =
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traspezifische Konkurrenz und die Populationen x; und s wachsen ins Un-

endliche.
Wir betrachten den speziellen Fall

i =x1 — 107322 + 0.5 - 1032120,
e ! 2 (2.29)

To = To — 10_333% +0.5- 10_3.131.132

mit den Ruhelagen
2000]

0 1000 0
LR1 = {0} y LR2 = [ 0 } , LR3 = [1000] ;, LTR4 = {2000

Bild 2.68 zeigt beispielhaft die Trajektorienverldufe dieses tkologischen Sys-

tems.
Uns interessiert insbesondere die Ruhelage xr4 des Mutualismus. Um ihre
Stabilitdt nachzuweisen, transformieren wir g4 zuerst mittels
T =2z + TRa
in den Ursprung und erhalten fiir das System (2.29) nach der Transformation
21 = (21 +2000) — 1073(2; + 2000)% 4 0.5 - 1073(2; + 2000)(22 + 2000),
29 = (22 +2000) — 1073 (2 + 2000)% 4 0.5 - 1073(2; + 2000)(22 + 2000).
Die Trajektorienverldufe des transformierten Systems zeigt Bild 2.69.
Nun setzt man

V(z) =22 + 22

als Ljapunov-Funktion an und erhélt

3000

200071

10001

Zustand x2

0 1000 2000 3000
Zustand x1

Bild 2.68: Trajektorien des mutualistischen Systems. Fiir negative Individuenzahlen

z1 und z2 (blauer Bereich) existieren keine Trajektorien.
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V(Z) = 22121 + 22’222

= 4224 22) —2-1073(23 + 23) + 107321 20(21 + 22) + 421 20.
(2.30)

Um einfach feststellen zu kénnen, wann V(z) < 0 gilt, formulieren wir
zwei Polarkoordinaten

Z1 = T oS,

Zo = rsin .

Dabei ist r der Radius und ¢ der Winkel der Polarkoordinaten und r? ent-
spricht aulerdem dem Niveau einer Hohenlinie der Ljapunov-Funktion

V(z) =2} + 23 =12

Somit folgt aus Gl. (2.30)

Ve_ 72(16000 + 57 cos ¢ + 37 cos 3¢ + 5rsin ¢ — 8000 sin 2¢ — 37 sin 3¢) <0
N 4000 ’
was offensichtlich negativ ist, wenn
16000 — 8000 sin2¢ + r(5cos + 3 cos3p + 5siny — 3sin3p) >0 (2.31)
gilt. Gl. (2.31) ist dquivalent zur Forderung
1 - 3sin3yp —3cos3p —Hcosy — Hsing
r 8000(2 — sin 2¢) ’

2000

1000

Zustand zo
=)

-1000

V(z)z\r2

00
-2000 -1000 0 1000 2000
Zustand z1

Bild 2.69: Kreisférmiges Einzugsgebiet (blau) der mutualistischen Ruhelage, die hier
nach z = 0 transformiert ist, mit dem Radius r = 1924.
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die sicher erfiillt ist, wenn
3sin3dp —3cos3p —Hcosp —Hsing 1

1
p ~ X 8000(2 — sin 2¢) ~ 1924

gilt.

Fiir alle Werte r < 1924, d.h. innerhalb des Kreises mit dem Radius
r = 1924, ist V(2) < 0. Die Ruhelage @y ist also stabil und der Kreis mit
r = 1924 und seinem Mittelpunkt in g4 ist ein Ljapunov-Gebiet, d.h. ein
Einzugsgebiet. Allerdings bildet dieses Ljapunov-Gebiet, wie aus Bild 2.69 er-
sichtlich, durchaus nicht das maximale Einzugsgebiet. Letzteres besteht aus
der gesamten positiven Zustandsebene. Die Koordinatenachsen gehoren nicht
zu diesem Einzugsgebiet, da die hier beginnenden Trajektorien in die nicht-
mutualistischen Ruhelagen streben.

2.4.8 Instabilititskriterium

Alle betrachteten Methoden zur Stabilititsanalyse haben den Nachweis der
Stabilitédt einer Ruhelage zum Ziel. Gelingt der Stabilitdtsnachweis nicht, so
kann das darin begriindet sein, dass die Stabilitdtsanalysemethode nicht ge-
eignet ist oder die Ruhelage instabil ist. Letzteres ist zwar ein trivialer Grund,
aber oft kein direkt ersichtlicher.

Es kann also sinnvoll sein, eine Ruhelage auf Instabilitit zu priifen. Im
Prinzip ist das moglich, indem man um g = 0 herum

V(sr:) =g7 gradV(x) > 0

nachweist. Wir formulieren passend hierzu folgenden Satz, sozusagen als Um-
kehrung des Stabilitédtssatzes von Ljapunov.

Satz 14 (Instabilititssatz). Die Differenzialgleichung & = f(x) mit der
Ruhelage xr = 0 besitze fiir jeden Anfangswert aus einer Umgebung Uy(0) des

Ursprungs eine stetige und eindeutige Losung. Existiert dann eine Funktion
V(x) mit

(1)V(0) =0,

die in einer Umgebung U2(0) C U1(0) stetig ist, stetige partielle Ableitungen
besitzt und dort mit Ausnahme von x = 0 die Bedingungen

(2)V(z) >0,
(3)V(z) >0

erfillt, so ist die Ruhelage xgr = 0 instabil.

Bild 2.70 illustriert die Aussagen des obige Satzes. Mit diesem Satz kann
man allerdings nicht die Instabilitét einer Ruhelage nachweisen, wenn es aufler
Trajektorien, die von der Ruhelage weglaufen, auch Trajektorien gibt, die in
diese Ruhelage einlaufen. Sitze, die eine entsprechende Untersuchung erlau-
ben, finden sich in der weiterfithrenden Literatur [66, 157]. Sie werden in der
Praxis allerdings selten verwendet.
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Bild 2.70: Veranschaulichung der Gleichung V(x) = &% grad V() > 0.
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Nichtlineare Regelungen fiir lineare
Regelstrecken

3.1 Regler mit Antiwindup

3.1.1 Der Windup-Effekt

Jedes reale Stellglied eines Regelkreises besitzt eine Beschrankung der Stell-
grofe u, da seine maximale Stellleistung endlich ist. Bild 3.1 illustriert einen
entsprechenden Regelkreis mit Regelstrecke G(s), Regler K(s) und Begren-
zungsglied, wobei die beiden Letzten das Stellglied enthalten. Die Begrenzung
der Stellgréfie beschreibt man durch eine Séttigungskennlinie

umax7 uC > un]ax?
u = Sat(uc) =\ Uc, Umin < Ue < Umax,

Umin, Ue < Umin-

Beispiele fiir solche Begrenzungen der Stellgréfie sind das maximale Dreh-
moment eines Stellmotors, der maximale Ruderwinkel eines Schiffes und der
maximale Offnungsgrad eines Ventils. Dabei hat die Sittigungskennlinie oft
symmetrische Grenzen, d. h., es gilt oft

Umin = —Umax-

uc umax y
Yo al K(s) 7%' “al Gs)
- Umin

Bild 3.1: Regelkreis mit linearer Regelstrecke, linearem Regler K (s) und einer Be-
grenzung der Stellgrofe.

A 4
Y
\/




116 Kapitel 3. Regelungen fiir lineare Regelstrecken

Uberschreitet die Stellgrofie die Beschrinkungen, so ist der Regelkreis nicht
mehr linear, was im Allgemeinen nachteilig fiir seine Stabilitdt und sein Re-
gelverhalten ist. Wir wollen dies im Weiteren untersuchen.

Zu diesem Zweck betrachten wir die allgemeine Struktur eines PID-
Reglers, d. h.

1 K
T =K
Tns + Vs) po(s) + S

K(s) = Kgr (1 +
mit K1 = Kr/Tn. Der Regleranteil Kpp(s) kann je nach Typ des Gesamtreg-
lers ein P-, PD- oder D-Regler sein oder im Falle eines reinen I-Reglers auch
entfallen. Fiir den Fall u = u,, d. h. den ungeséttigten Fall, ist der Regelkreis
offensichtlich linear. Im geséttigten Fall dagegen gilt

U = Umax Oder U = Umin,

d.h., auf die Regelstrecke G(s) wirkt eine konstante Stellgrofie u.

Eine Regelung kann im Fall der Séttigung aufgrund der konstanten Stell-
grofe u nicht stattfinden. Der Regelkreis ist dann praktisch unterbrochen. Bild
3.2 illustriert dies. Offensichtlich fithrt die Unterbrechung dazu, dass der In-
tegrierer die Regelabweichung solange aufintegriert, bis die Regelabweichung
ihr Vorzeichen wechselt. Diesen Vorgang nennt man Windup!'. Die Aufinte-
gration ist nicht nur unniitz, da ein Wert von

Ue < Umin  DZW. Ue > Umax

nicht auf die Regelstrecke wirken kann, sondern auch schédlich, da der hohe
Integralanteil nach einem Vorzeichenwechsel der Regelabweichung e wieder
abgebaut werden muss, bis u. innerhalb der Sattigungsgrenzen liegt. Erst
dann ist der Regelkreis wieder geschlossen und eine Regelung moglich. Auch
nach dem Vorzeichenwechsel von e bleibt der Regelkreis also noch eine Zeit

Kpp(s
(s) Unterbrechung
I U = Umax
umax i
w e
K % > 1 G(s) Y,
- S Umin !

Uc > Umax

Bild 3.2: Regelkreis im Séttigungsfall.

1 engl.: wind up = aufwickeln, aufspulen, hochkurbeln.
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lang unterbrochen. Dies ist fiir das Regelverhalten ungiinstig und kann zu
erhohtem Uberschwingen oder sogar zur Instabilitit fithren.

Die Situation lésst sich auch wie folgt interpretieren: Ist die Stellgrofie in
Sattigung, der Regelkreis also unterbrochen, so bildet der Integralanteil des
Reglers ein instabiles Element im offenen Kreis. Diese Situation ist natiirlich
nicht erwiinscht.

3.1.2 PID-Regler mit Antiwindup

Die Vermeidung des oben beschriebenen Windups ist mittels einer Antiwind-
up-Struktur moglich. Diese verhindert, dass die Ausgangsgroéfie u. des Reglers
die Grenzen Uiy und umax iberschreitet. Bild 3.3 zeigt einen PID-Regler mit
Antiwindup. Die Kennlinie des Antiwindup-Elements ist eine Totzone

m(uc - umax)a Uc > Umax,
U= 07 Umin S Uc S Umax

m(uc - umin)7 Ue < Umin-

Dabei gilt fiir die Steigung der Totzone m > 0. Die Totzone realisiert eine
negative Riickkopplung des Reglerausganges auf den Eingang des I-Anteils.
Liegt der Ausgangswert u. des Reglers innerhalb der Stellgréenbeschrinkung
Upin UNd Umax, 50 ist die Riickkopplung nicht aktiv. D.h., der Regler arbeitet
als normaler PID-Regler. Uberschreitet u. eine der Begrenzungen uy,;, oder
Umax, S0 wirkt die Totzone als starke Gegenkopplung auf den I-Anteil. Da-
bei fithrt die Gegenkopplung den I-Anteil sofort auf einen so niedrigen Wert
zuriick, dass u. die Stellgroenbeschrankung nicht verletzt. Da die Steigung
m endlich ist, konnen die Grenzen i, und umax durch die Stellgrofle u.
geringfiigig iiberschritten werden. In der Praxis spielt das aber keine Rolle.

» Kpp(s)

e K Ue Umax u
— > EE—
- S Umin
m
Umin
umax

Antiwindup-Element

Y

Bild 3.3: PID-Regler mit Antiwindup.
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Kpp(s)

e K1 Ue  |Umax U
— >
- 8 Umin

v
m  |e <

Antiwindup-Element

Bild 3.4: Alternative Struktur des Antiwindups aus Bild 3.3.

Eine Realisierung, die dquivalent zur Antiwindup-Struktur des Bildes 3.3
ist, aber ohne Totzone auskommt, ist in Bild 3.4 dargestellt. Diese Realisie-
rung des Antiwindups hat den Vorteil, dass nur eine nichtlineare Kennlinie
erforderlich ist.

Neben obiger klassischer Antiwindup-Methode fiir PID-Regler existiert ei-
ne Reihe weiterer Verfahren und dazugehériger Erweiterungen. Ein Uberblick
hierzu findet sich in [198].

3.1.3 Beispiel Gleichstrommotor

Wir betrachten als Beispiel den Gleichstrommotor aus Bild 3.5, der als Servo-
antrieb arbeitet und zum Einstellen eines vorgebbaren Drehwinkels ¢, dient.
In solchen Servoantrieben werden oft Antiwindup-Systeme in der Regelung
verwendet.

Fiir die Ankerspannung u gilt mit der im Motor induzierten Spannung kw
und dem Ankerstrom i die Gleichung

Getriebe Last

G%

Bild 3.5: Gleichstrommotor mit Getriebe und Last.
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u= Ri+ Li + kw. (3.1)

Dabei ist R der Widerstand, L die Induktivitét, ¢ der Drehwinkel und w = ¢
die Winkelgeschwindigkeit des Ankers. Das erzeugte Drehmoment ist

M = kot

und dieses ist gleich
M = Jw + ksw

mit dem geschwindigkeitsproportionalen Reibungsterm ksw. Hieraus folgt
koi = Jw + k3w. (32)

Dabei gilt mit dem Trégheitsmoment Jo des Ankers und dem Trégheitsmo-
ment Ji, der Last, das iiber das Getriebe mit der Ubersetzung i auf die An-
kerwelle riickgerechnet wird, fiir das Gesamttréagheitsmoment

1
J=Ja+ i
u

Die Werte k1, k2 und k3 sind Motorparameter.
Aus den Gl (3.1) und (3.2) erhélt man mit den Laplace-Transformierten
U(s), 1(s), D(s) von u,i,¢

U(s) = RI(s)+ LI(s)-s+ kiP(s) - s,
J ks

o) =y, ey

D(s)- 52+ " D(s) s,
wenn alle Anfangswerte identisch null sind. Setzt man obige Gleichungen in-
einander ein, so ergibt sich die Ubertragungsfunktion

P(s) 1
Us)  [LJ, (RJ Lks Rks '
s[k2s +<k2+k2 s+ o + k1

Beriicksichtigt man noch ¢ = tipr,, so gilt

ko
G(s) = Pr(s) _ iLJ

n U(S) n 2 R k‘g ng klkg '
s{s +(L+ J 5+ LJ+ L]
Mit den Motor- und Lastdaten R =8.9Q, L = 0.1H, J = 0.1 Nms?rad !,
i =10, k1 = 1.7775Vsrad™', ks = 4NmA~! und k3 = 0.1 Nmsrad™!

ergibt sich
40

G1) = {(52 + 905 + 800)°
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Die Motorspannung u, d. h. die Stellgrole, unterliegt den Begrenzungen
—100 < u < 100.

Als Regler verwenden wir einen PI-Regler mit
1
H(S):KP+KI~ s

und den Parametern Kp = 90 und K7 = 150.

Die Simulationen in Bild 3.6 zeigen eine kleine Sprungantwort von ¢y, =
Orad auf ¢, = 1rad = 57.3° mit linearer Ausregelung und eine grofie von
o1, = Orad auf ¢r, = 10rad = 573.0 ° mit nichtlinearer Ausregelung. Fiir den
letztgenannten Fall eines PI-Reglers ohne Antiwindup, bei dem die Stellgrofie
in die Sittigung geht, sind die negativen Auswirkungen des Windups des I-
Reglers klar ersichtlich. Deutlich erkennbar ist auch die positive Wirkung des
Antiwindups, das die durch das unnotige Hochlaufen des Integrierers verur-
sachten Schwingungen beseitigt.

20 ‘
P --- linear
150 7 T - - ohne Antiwindup ||
3 L AN —— mit Antiwindup
= - \\
g 10f ~ —
g \\\///
5, -
0 //A\\7¥‘77\777777\ 77777 N A e [
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
100\ T 77\7777\777‘ T T T /r,,\‘ T T ]
50/ | b .
> Y i ! |
g 0 v T : , —
3 - l, i
-501 | ! E
1
-1001 I I I T I I I ]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Zeit t in s

Bild 3.6: Winkelverlauf ¢r, und Motorspannung u fiir den linearen Fall, den Fall mit
Antiwindup und den Fall ohne Antiwindup, bei dem der Regler in Sittigung ist.

3.1.4 Antiwindup fiir allgemeine Reglerstrukturen

Es stellt sich die Frage, was im Fall eines allgemeineren Reglers
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als dem PID-Regler an Antiwindup-Mafinahmen vorzusehen ist. Besitzt eine
Regleriibertragungsfunktion H (s) instabile Pole oder Pole mit einem Realteil
gleich null, so tritt im Falle der Stellgré8enbegrenzung ebenfalls ein Weglaufen,
d. h. Windup, der Reglerzustiande und damit der Reglerausgangsgrofie u. auf.
Bild 3.7 zeigt die Struktur dieses allgemeineren Regelkreises. Auch fiir diese
Regelkreise gibt es verschiedene Antiwindup-Methoden [41, 89, 99, 187].

Eine besonders plausible Antiwindup-Struktur fiir den allgemeinen Fall
erhélt man, wenn man einen kleinen Umweg macht, den wir auf den néchsten
Seiten verfolgen wollen. Er besteht darin, Zustandsregler mit Beobachtern zu
betrachten und fiir diese das Problem des Séttigungsfalles zu 16sen [71].

Wir betrachten den in Bild 3.8 dargestellten Zustandsregelkreis mit Be-
obachter, der auch Kontrollbeobachter genannt wird. Dabei ist die Stell-
groBenbeschriankung Teil der Regelstrecke und das Vorfilter V' dient der Kom-
pensation der bleibenden Regelabweichung.

Der geschitzte Zustandsvektor & entspricht nach einer gewissen Ein-
schwingzeit dem Zustandsvektor  der Regelstrecke, wenn tmin < te < Umax
gilt, d. h., wenn der lineare Fall vorliegt. Man beachte, dass bei Nichterfiillung
dieser Bedingung fiir u. der Regelkreis, wie oben beschrieben, nichtlinear ist.

e Uc Umax u ’y
< H(s) —» 7“l> > G(s)
- Umin

Bild 3.7: Regelkreis mit Séttigungskennlinie und beliebigem linearen Regler H(s).

vy

Regelstrecke

w Ue = Az + bu Y
—> 1% > >
A y=clz

Beobachter

\

T = A% + buc
+l(ych.'i')

L kT K

Bild 3.8: Zustandsregelkreis mit Kontrollbeobachter.
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Dabei besitzt obiger Zustandsregelkreis mit Beobachter im linearen Fall
2n Eigenwerte. Dies sind — wie aus der Theorie linearer Beobachter und dem
Separationstheorem bekannt [124] — sowohl die n Eigenwerte der mit u =
—kTx geregelten Strecke, d. h. die Eigenwerte der Matrix

A=A-bk",
als auch die n Eigenwerte der Beobachtermatrix
F=A-Ic".
Das charakteristische Polynom des Kontrollbeobachters ist also durch
P(s) =det (sI — A+ bk")det (sI — A +1c")
D(s) As)

gegeben, d.h., es setzt sich aus dem charakteristischen Polynom D(s) des
Regelkreises und dem charakteristischen Polynom A(s) des Beobachters zu-
sammen. Dabei sind die Eigenwerte des Regelkreises und die des Beobachters
aufgrund des Separationstheorems durch den Reglervektor k und den Beob-
achtervektor ! unabhéngig voneinander vorgebbar.

Verletzt die Stellgrole die Beschrankung, so sind u. und u verschieden. In
diesem Fall sind auch die Eingangsgrofien von Regelstrecke und Beobachter
verschieden, wie aus Bild 3.8 erkennbar ist. Beobachtungsfehler sind die Fol-
ge und die Ausregelqualitéit wird schlecht. Dieses Problem ldsst sich einfach
16sen, indem man die Eingangsgrofle u. des Beobachters ebenfalls durch die
Stellgroflenbegrenzung einschrankt. Dann haben Regelstrecke und Beobachter
immer dieselbe Stellgroie. Bild 3.9 zeigt die modifizierte Struktur.

Durch das zusétzliche Siattigungsglied sind Beobachtungsfehler ausge-
schlossen, die aus einer Verletzung der Stellgréfienbeschrinkung resultieren.
Obige einfache Struktur erméglicht im Allgemeinen auch dann eine gute Aus-
regelqualitéit, wenn der Regelkreis voriibergehend in der Séttigung betrieben
wird. Dies gilt vor allem fiir stabile Regelstrecken.

Wir betrachten nun den Beobachter

z=(A-1c")Z+butly=Fz+bu+ly
und erhalten mit den Laplace-Transformierten X (s), U(s) und Y (s)
sX(s)—&(0)=F-X(s)+b-U(s)+1-Y(s)
und mit £(0) = 0 die Gleichung
X(s)=(sI—F)"'b-U(s)+ (sI — F)"'1-Y(s).

Zusammen mit dem Zustandsregler
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Regelstrecke
w Ue u = Ax + bu Y
—» V0O > T >
i_ y=c'x
Beobachter

&= A% + bu
Uk > <

+1 (y — ch'r:)

A

Bild 3.9: Regelkreis mit zusétzlicher Begrenzungskennlinie zur Vermeidung negativer
Auswirkungen der Stellgrofienbegrenzung.

Ui(s) = kT X (s)
gilt
Ui(s) =k™ (sT = F)"'b-U(s) + k¥ (sI — F)"'L- Y (s).

Man erhilt also zwei Ubertragungsfunktionen,

und
ma(s) = S =T 1= B,

die den Zusammenhang zwischen uy und w bzw. y beschreiben. Hi(s) und
Hs(s) haben denselben Nenner

A(s) = det(sI — F).

Wir kénnen den Regelkreis mit Beobachter also auch mittels Ubertragungs-
funktionen darstellen, so wie es Bild 3.10 zeigt. Bei dieser Betrachtungsweise
interpretieren wir jetzt die zusétzliche Sattigungskennlinie

u = sat(uc)

als eine Art von Antiwindup-Element fiir die Ubertragungsglieder H; (s) und
Hs(s). Denn das Antiwindup-Element vermeidet auch hier unerwiinschte Aus-
wirkungen der Stellgrofenbegrenzung bei den als Regler wirkenden Ubertra-
gungsgliedern Hi(s) und Ha(s).
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Antiwindup-
Element Regelstrecke
w Uc u Yy
—» V(s) _>€B_> *—» G(s)=cT(sI-A)" >
Uk
Zl(S)
Yt— =
£ )
Zg(s)
H = -
2(s) Als)

Bild 3.10: Zustandsregelkreis mit Kontrollbeobachter, dargestellt durch Ubertra-
gungsfunktionen, und Antiwindup-Element.

Es sei angemerkt, dass Hi(s) und Hy(s) die Nennerordnung n, also die
Systemordnung von A, besitzen, da wir den Zustandsvektor x vollstéindig re-
konstruiert haben. Im Falle eines reduzierten Beobachters weisen Hi(s) und
Hs(s) eine niedrigere Systemordnung auf, ndmlich die des reduzierten Beob-
achters.

Wir haben des Weiteren die Struktur des Regelkreises in Bild 3.10 ver-
allgemeinert, indem wir anstelle des Vorfilters V eine Ubertragungsfunktion
V(s) als Vorfilter zulassen. Die Funktionsweisen des Antiwindups sowie des
Zustandsreglers mit Beobachter bleiben davon unbeeinflusst.

Wir betrachten nun wieder den klassischen Regelkreis mit einer Regelstre-
cke G(s) und einem Regler H(s) fiir den wir ein Antiwindup suchen. Dieser
Regelkreis, der in den Bildern 3.7 und 3.11 dargestellt ist, hat im linearen,
d. h. ungeséttigten Fall die Ubertragungsfunktion

Zw(s)Z(s)

)= Nu()N () + Zn(s)2(5)’

Die Regelkreisstruktur aus Bild 3.11 l&sst sich in die dquivalente Struktur des
Bildes 3.12 umformen. Dabei fithrt man zusétzlich das Polynom A(s) ein.
Denn dann entspricht die Struktur aus Bild 3.12 bis auf das Antiwindup-
Element vollstiandig der des Zustandsregelkreises mit Beobachter aus Bild
3.10. Das Antiwindup-Element fiigt man nun auch in den Regelkreis aus Bild
3.12 ein. Bild 3.13 zeigt den sich so ergebenden Regelkreis mit Antiwindup.
Man hat auf diese Weise aus den Uberlegungen zur Vermeidung von
Sattigungseffekten beim Zustandsregler mit Beobachter ein Antiwindup fiir
den Standardregelkreis mit beliebigem linearen Regler H(s) gewonnen. Die
zuletzt betrachtete Regelkreisstruktur des Bildes 3.13 bildet also die Losung
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Regelstrecke
w _e His) = ffz((z)) Ue -~ Gls) = f,((i)) Y

Bild 3.11: Regelkreis mit Stellgrofenbegrenzung und allgemeinem linearen Regler.

\

Regelstrecke
w ZR(S) Ue o o Z(S) v »
A(s) K_ T~ N(s) "
Nr(s)—A(s)
1 A
L ZR(S) <
A(s)

Bild 3.12: Aquivalente Regelkreisstruktur zur Struktur aus Bild 3.11.

Antiwindup-
Element Regelstrecke

W | Zg(s) Ue %5_ u %g_ Z(s) Y
AR(S) _ N(s)

Y

\/

Bild 3.13: Regelkreis mit Sattigung, allgemeinem Regler und Antiwindup.
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des Antiwindup-Problems des klassischen Standardregelkreises aus Bild 3.7
bzw. 3.11.

3.1.5 Dimensionierung des allgemeinen Antiwindup-Reglers

Es bleibt als Frage aus dem vorigen Abschnitt noch offen, wie das zusétzlich
in den Regelkreis eingebrachte Polynom A(s) zu wihlen ist. Zur Kldrung
dieser Frage vergegenwirtigt man sich, dass im linearen Fall die folgenden
drei Regelkreisstrukturen identisch sind:

(1) der Zustandsregelkreis mit Beobachter und Antiwindup aus Bild 3.9,
(2) der Standardregelkreis aus Bild 3.11,
(3) der Standardregelkreis mit Antiwindup aus Bild 3.13.

Fiir das charakteristische Polynom des Regelkreises mit Beobachter haben wir
bereits

D(s) - A(s) = det(sI — A)det (sI — F) (3.3)

bestimmt. Das charakteristische Polynom des Standardregelkrgises aus Bild
3.11 bzw. des Regelkreises aus Bild 3.13 ergibt sich aus seiner Ubertragungs-
funktion zu

P(s) = Nr(s)N(s) + Zr(s)Z(s). (3.4)

Damit beide Regelkreisstrukturen identisch sind, fordert man, dass ihre
charakteristischen Polynome (3.3) und (3.4) gleich sind. Es muss somit

P(s) = Nr(s)N(s) + Zr(s)Z(s) = D(s) - A(s)

gelten. Alle Nullstellen des gesuchten Polynoms A(s) miissen also Nullstellen
des charakteristischen Polynoms P(s) des Standardregelkreises aus Bild 3.11
sein. Zu bemerken ist, dass P(s) die Ordnung n + k besitzt, wobei n die
Ordnung der Regelstrecke und & die des Reglers ist. D(s) hat die Ordnung n
und A(s) die Ordnung k.
Fiir den Fall
n==k

reprisentiert A(s) das charakteristische Polynom eines vollstéindigen Beob-
achters fiir alle Zusténde x; der Regelstrecke. Fiir den Fall

k<n

hat das Polynom A(s) weniger als n, eben k Nullstellen und représentiert das
charakteristische Polynom eines reduzierten Beobachters. Der Fall £ < n ist
der Standardfall, da der Regler

Zr(s)

H(s) = Nia(s)
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nur in Ausnahmefillen die Ordnung n der Regelstrecke besitzen wird.

Man beachte, dass der Zustandsregelkreis mit Beobachter nicht entworfen
werden muss, um das gesuchte Polynom A(s) zu bestimmen. Die Aquivalenz
zwischen Zustandsregelkreis mit Beobachter und Standardregelkreis dient le-
diglich der Plausibilisierung des entworfenen Antiwindups.

Die Ergebnisse sind in folgendem Satz zusammengefasst.

Satz 15 (Allgemeines Antiwindup). Gegeben sei der nachfolgend abge-
bildete Standardregelkreis

w e Zr(s) Ue - _Z(s) Y
. H(s):NR(S) G(s) = N(s)

mit dem Regler Zr(s)/Nr(s) der Ordnung k und der Regelstrecke Z(s)/N(s)
der Ordnung n. Der unten abgebildete Regelkreis

w | Zn(s) e v Z(s) i
" Ak %o 7%’ 4 N

\

\/

A

besitzt dasselbe lineare Ubertragungsverhalten wie der Standardregelkreis und
dariiber hinaus ein Regler-Antiwindup. Die k Nullstellen des Polynoms A(s)
wdahlt man so, dass sie k Nullstellen des charakteristischen Polynoms des Re-

gelkreises
P(s) = Nr(s)N(s) + Zr(s)Z(s)

entsprechen.

Bei der Anwendung des obigen Satzes sind die k Nullstellen des Polynoms
A(s) zu wihlen. In ihrer Wahl ist man véllig frei, solange sie jeweils einer
der n + k Nullstellen des Polynoms P(s) entsprechen. Geschickterweise wird
man die Auswahl so treffen, dass das Regelverhalten moglichst gut ist. Leider
gibt es dabei keine Auswahlregel. Vielmehr ist man auf Ausprobieren und
simulatorische Uberpriifung angewiesen.

In bestimmten, eher seltenen Fillen kann die Wahl der k& Nullstellen von
A(s) schwierig sein. Das ist der Fall, wenn P(s) nur konjugiert komplexe
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Nullstellen besitzt und die Ordnung k von A(s) ungerade ist. Offensichtlich
besitzt dann A(s) eine reelle Nullstelle. Eine reelle Nullstelle ist aber unter
den ausschlieBlich komplexen Nullstellen von P(s) nicht vorhanden. Man 16st
dieses Problem, indem man das konjugiert komplexe Nullstellenpaar von P(s)
mit der grofiten Dampfung D auswéihlt. Zu diesem Paar gehort das Polynom
s? + 2Dwps + wi. Wir approximieren dieses Polynom durch (s + wp)? und
wihlen wg als reelle Nullstelle von A(s). Die verbleibenden k£ — 1 Nullstel-
len des Polynoms A(s), deren Anzahl gerade ist, wihlt man, wie in Satz 15
vorgegeben, aus der Menge der konjugiert komplexen Nullstellen von P(s).

3.1.6 Stabilitit
Abschlieflend ist zu diskutieren, wie es um die Stabilitét eines Regelkreises mit
Antiwindup-Vorrichtung bestellt ist. Geklart werden kann diese Frage, indem

man den Regelkreis fiir eine konstante Fithrungsgrofie w in einen nichtlinearen
Standardregelkreis umformt, wie er in Bild 3.14 dargestellt ist.

e Umax u - Yy
> G(s)
- Umin

Bild 3.14: Nichtlinearer Standardregelkreis.

\/

Die Ubertragungsfunktion G(s) ergibt sich dabei aus der Zusammenfassung
der Regler- und Streckeniibertragungsfunktion. In diese Standardstruktur ge-
bracht kann dann z. B. das Popov-Kriterium zur Stabilitéitsuntersuchung ver-
wendet werden.

3.2 Zeitoptimale Regelung und Steuerung

3.2.1 Grundlagen und der Satz von Feldbaum

Beim Entwurf nichtlinearer Regler geht man oft heuristisch vor. Dies gilt
insbesondere fiir den Entwurf von Reglern, die aus nichtlinearen Kennlinien-
gliedern bestehen. Beispiele hierfiir sind viele Zweipunktregler oder oftmals
auch Regler mit Antiwindup. Man entwirft solche Regelungen auf Basis der
Anschauung oder aufgrund von Kenntnissen oder Vermutungen iiber Regel-
strecke und Regelkreisverhalten mit einem ausgew&hlten Regler. Nach dem
Entwurf wird man dann in der Regel Simulationen durchfiithren, mittels ei-
ner der in Kapitel 2 betrachteten Methoden die Stabilitdt sicherstellen und
insbesondere auch die Regelgiite iiberpriifen. Dieses Vorgehen ist also in drei
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Schritte zu gliedern: heuristischer Reglerentwurf, Stabilitdtsanalyse des Re-
gelkreises und Simulation.

Die Griinde fiir dieses Vorgehen sind vor allem darin zu finden, dass fiir
viele Problemstellungen analytische Entwurfsmethoden fiir Regelungen feh-
len oder diese sehr komplex sind. Oder das Entwurfproblem ist sehr einfach,
z.B. bei der Temperaturregelung von Biigeleisen oder Kaffeemaschinen, die
im Allgemeinen mittels eines Hysteresekennliniengliedes (Bimetall) geschieht.

Auf obige Weise kommt man dann nicht zum Ziel, wenn hohe Anforde-
rungen an die Regelgiite oder komplexe Regelstrecken vorliegen. In diesen
Fillen benétigt man entsprechende Reglerentwurfsverfahren. Thr Ziel ist es,
eine bessere Regelgiite, als es mit linearen Reglern moglich ist, oder sogar die
beziiglich eines Giitekriteriums optimale Regelgiite zu erzielen. Eine Klasse
solcher optimaler Steuerungen und Regelungen sind zeitoptimale Steuerungen
und Regelungen. Bei diesen erfolgt, wie der Name schon sagt, eine Ausrege-
lung bzw. -steuerung in schnellstmoéglicher Zeit ¢, von einem Anfangszustand
xo in den Endzustand x. = 0.

Als Regelstrecken werden lineare SISO-Systeme

&= Az + bu (3.5)

betrachtet. Ausgangspunkt fiir den Entwurf ist die Forderung nach minimaler
Ausregelzeit to, d. h., man muss das Giitemaf

J =t (3.6)

durch eine geeignet gewihlte Steuerfunktion u(¢) minimieren. Dabei ist zu
beachten, dass die Stellgréfie Beschrankungen der Form

—Umax S u S Umax (37)

unterliegt. Es ist also folgende Optimierungsaufgabe zu losen: Suche die Steu-
erfunktion u(¢) fiir das System (3.5) mit der StellgréBenbeschrankung (3.7)
so, dass das Giitema$ (3.6) fiir die Anfangsauslenkung x( minimal wird.

Gelost werden kann obige Aufgabenstellung mittels des Maximum-Prinzips
von Pontrjagin [51, 72, 98, 181]. Die sich dabei im allgemeinen Fall ergeben-
den Regelgesetze u(t) sind oft sehr aufwendig zu bestimmen und aufleror-
dentlich komplex zu realisieren. In der industriellen Praxis sind zeitoptimale
Regelungen, von wenigen Ausnahmen abgesehen [114, 143, 194], daher auch
nicht oft zu finden. Zeitoptimale Steuerungen dagegen sind einfacher zu be-
rechnen und zu realisieren. Sie finden sich in verschiedenen Anwendungen
[11, 15, 26, 31, 56]. Im Weiteren werden wir auf das Maximumprinzip ver-
zichten, da sich viele fiir die Praxis relevante Félle, insbesondere zeitoptimale
Steuerungen, auch ohne dieses berechnen lassen.

Der prinzipielle Verlauf der StellgréBe u(t) einer zeitoptimalen Regelung ist
sehr einfach, denn u(t) wechselt sprungformig zwischen —umax und tmax, wie
es Bild 3.15 exemplarisch zeigt. Es findet also eine Reihe von Umschaltungen
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A
Umax ]
to=0 t1 to ts te=14
| >
0 t
—Umax 7|

Bild 3.15: Stellgroenverlauf einer zeitoptimalen Steuerung bzw. Regelung.

zwischen —umax und umax statt. Die Schwierigkeit des Entwurfes liegt in der
Bestimmung der Umschaltzeitpunkte

t17t27t37"'7te

fiir den Fall der Steuerung und in der Berechnung des Regelgesetzes u(x) im
Fall der Regelung.

Allerdings gibt es einen wichtigen Sonderfall, bei dem die Umschaltzeit-
punkte relativ einfach zu bestimmen sind. Dies sind Regelstrecken, die aus-
schliefflich reelle Eigenwerte besitzen. Bei ihnen kann man die zeitoptimale
Steuerfunktion u(t) ohne das Maximum-Prinzip ermitteln. Fiir sie gilt folgen-
der Satz.

Satz 16 (Satz von Feldbaum). Besitzt das steuerbare System
= Az +bu

der Ordnung n nur reelle Figenwerte, so besteht das zeitoptimale Steuergesetz
u(t) aus mazimal n Schaltintervallen, in denen u(t) abwechselnd —umax und
Umax 1St.

Bei einem System vierter Ordnung wird also maximal dreimal zwischen
—Umax Und Umax umgeschaltet, wie es Bild 3.15 zeigt. Im Fall eines Systems
mit konjugiert komplexen Eigenwerten kann die Anzahl der Schaltintervalle
auch grofler sein als n.

Zu beachten ist, dass die zeitoptimale Steuerfolge im Fall instabiler Re-
gelstrecken nicht fiir alle @ € IR™ existiert. Denn bei beschriankter Stellgrofie
u konnen nicht alle Anfangszustinde x(0) in die Ruhelage g = 0 ausge-
regelt werden. Die beschrénkte Stellleistung ist dafiir nicht ausreichend. Fiir
vollsténdig steuerbare Regelstrecken, die keine Eigenwerte mit positiven Re-
alteilen besitzen, existiert dagegen immer eine zeitoptimale Steuerfolge bzw.
Regelung fiir alle € IR™.

3.2.2 Berechnung zeitoptimaler Steuerfolgen

Fiir den Fall reeller Eigenwerte kénnen die Umschaltzeitpunkte ¢; wie folgt
ermittelt werden. Fiir die Losung der Systemgleichung
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&= Az +bu
gilt
t
(1) = Aty + / AT by () dr. (3.8)
0

Der Verlauf von u(t) hat im ersten Schaltintervall das Vorzeichen
a=1 oder oa=-1
Es gilt also firi=1,...,n
uw(t) = (=1 o upmay  filr t € [ti_1,t;).

Fiir die Berechnung der Schaltzeiten t; ldsst man vorerst die Frage, welchen
Wert o annimmt, offen. Somit erhélt man fiir Gl. (3.8)

i=1,7
und mit
z(te=1t,) =0
ergibt sich
n b
0 = e @) + QUmax Z / eAln=Tp(—1) "1 dr. (3.9)
=17

Man berticksichtigt

eA()‘,,,,—T) — eAtn e—A‘r

und erhilt aus Gl (3.9) nach Multiplikation mit e =4t~

To =~ Upax P (—1)"7? / e ATbdr. (3.10)
i=1 ti 1

—_———
w(tl) — ’w(tifl)

Hierbei ist w(7) der Stammfunktionenvektor von e=A7b. Gl. (3.10) fiihrt zu

x _
= B0 () —w(to)] — [w(t2) ~w ()] + o (1) o) 0 (1 1)
Aus dieser Gleichung folgt mit der Startzeit to = 0 der Steuerung das nichtli-

neare Gleichungssystem
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1 | - 1 o))
w(t) —w(ts) +w(ts) — ...+ 2(—1) w(ty) 2w(O) vty (3.11)
mit n Gleichungen und den n Unbekannten t1,t,...,t,.

Im Prinzip ist auch o eine Unbekannte. Da man jedoch im Voraus nicht
weifl, ob im ersten Schaltintervall umyax oder —umax gilt, also ob a =1 oder
a = —1 ist, probiert man beide Félle aus. Fiir einen der beiden Fille, die
in Bild 3.16 illustriert sind, hat das Gleichungssystem eine Losung, fiir den
anderen nicht. Das Gleichungssystem ist nur fiir Systeme niedriger Ordnung
analytisch l6sbar. Sonst ist es transzendent und muss numerisch gel6st werden.

u A u A
Umax Umax
a=1
» »
t a=-1 t
—Umax | —Umax |

Bild 3.16: Das erste Schaltintervall einer zeitoptimalen Steuerfolge beginnt mit wmax
oder —Umax-

Auch die zeitoptimalen Schaltzeiten von Systemen & = Ax + bu mit kon-
jugiert komplexen Eigenwerten erfiillen das Gleichungssystem (3.11). Aller-
dings weifl man dann nicht, ob man mit n Schaltintervallen auskommt. Findet
man keine Losung, muss man es mit n+1,n+2, ... Intervallen probieren. Da-
bei kénnen dann auch zusétzliche Losungen auftreten, die keine zeitoptimalen
Schaltzeiten liefern.

3.2.3 Beispiel 1/s2

Wir betrachten als klassisches Beispiel die Regelstrecke 1/s2. Sie liegt z.B.
dann vor, wenn eine Masse beschleunigt wird. Die zugehorige Zustandsraum-

darstellung ist
. |01 0
:c—[o O]QH—[JU’

und die Stellgréfe ist symmetrisch durch

—Umax S U S Umax
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Bild 3.17: Strukturbild des Doppelintegrierers.

beschrinkt. Dann ist u die Beschleunigung, xs die Geschwindigkeit und
der zuriickgelegte Weg. Bild 3.17 zeigt das zugehorige Strukturbild.

Das zeitoptimale Steuergesetz u(t) hat gemifi dem Satz von Feldbaum
maximal zwei Schaltintervalle bzw. eine Umschaltung zwischen —uy,x und
Umax- Die Schaltzeitpunkte ¢; und ¢ bestimmen sich aus

1 1 o

w(ty) — 2w(t2) = _w(0) (3.12)

20Umax

Hierbei ist

w(T) = /e‘AT dr-b und x= |:3310:| .

Z20

Man ermittelt zuerst mittels der Laplace-Riicktransformation £!

e A =L {(sT+A) =7 { [8 i]l} - B _ﬂ

und dann

w(r) :/e*AT dT-b:/ {_ﬂ dr = {‘%Tjacl}. (3.13)

Gl. (3.13) eingesetzt in Gl. (3.12) liefert

X
2243 =-2 10|
aumax
X
Uy —tyg=— 20
aumax

Dieses nichtlineare Gleichungssystem ist einfach 16sbar. Man erhlt

2
T 1 T T
= — 20 < 20 ) T 7 (3.14)
QUmax 2 \ QUmax QUmax
T 1 T 2 T
ty = — 20 4, < 20 ) _ T
QUmax 2 \ QUmax QUmax
Es stellt sich noch die Frage, wann o« = 1 und wann o« = —1 ist. D. h., wann

beginnt die Steuerfolge mit Umax, wann mit —umax? Um dies herauszufinden,
betrachtet man Gl. (3.14) etwas genauer. Ersichtlich muss
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= "0 4 1 ( 2 T >0 (3.15)
! QUmax 2 \ Umax QUmax '

sein. Zuerst soll herausgefunden werden, welche Werte x1¢ und x2g zu einem
t; > 0 fithren, wenn o = 1 ist. In diesem Fall hat Gl. (3.15), multipliziert mit
Umax, die Form

1
—I20 + \/2.13%0 — UmaxT10 Z 0. (316)

In dieser Gleichung muss notwendigerweise der Term in der Wurzel positiv
oder null sein, d. h., es muss

1
T10 < 3 3.17
105y T (3.17)
gelten. In Gl. (3.16) miissen wir des Weiteren nur den Fall des positiven Vorzei-
chens vor der Wurzel betrachten, denn die zugehtrige Losungsmenge beinhal-
tet alle Losungen, die sich fiir das negative Vorzeichen ergeben. Wir erhalten
so als weitere Bedingung

1
20 S \/2x%0 — UmaxL10- (318)

Nun sind zwei Félle zu unterscheiden. Im ersten Fall ist o9 < 0. Dann ist
Gl. (3.18) offensichtlich immer erfiillt, solange Gl. (3.17) gilt. Im zweiten Fall
ist zop > 0. Wir konnen dann beide Seiten der Ungleichung (3.18) quadrieren
und erhalten

1
2 2 ..
Ty < 21;20 — UmaxT1g fUr x99 >0

bzw. .
19 < —2umax]}§0 fir Tog > 0. (319)
Das Gebiet von Anfangswerten xy = [.1310 xQO}T, fiir die Gl. (3.14) mit
a = 1 lésbar ist, ist somit durch die Ungleichungen (3.17) und (3.19) gegeben.
Bild 3.18 illustriert diesen unterhalb der Parabelhilften liegenden Bereich, in

dem a = 1 ist. Im Bild ist er blau dargestellt. Fiir « = —1 kann man &hnliche
Uberlegungen anstellen mit dem Resultat, dass oberhalb der Parabeliiste, d. h.
im weilen Bereich des Bildes 3.18, © = —tmay ist.
Die Bereiche des Zustandsraumes, in denen a = 1 bzw. a = —1 gilt, d. h.
U = Umax DZW. U = —Umax gilt, sind durch die Parabeléste
2
T gy < 0,
2un1ax
T1o0 = 9
20 , Tog >0

2umax
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A

10
7umax;
a=-1
x20
.1‘2|ZL‘2|
Swz)=— 2u
max
umax, /
a=1

Bild 3.18: Durch die Schaltkurve z1 = S(z2) in zwei Hélften geteilter Zustandsraum.

getrennt. Diese Parabelédste bilden zusammen die Schaltkurve

_.132|J,‘2|

2Umax

Unterhalb von S(x3) gilt © = umax, oberhalb u = —umax. Bild 3.18 zeigt den
Sachverhalt.
Mit dem obigen Ergebnis sind die Schaltzeitpunkte

2
b T2 1 < T20 ) Z10
1= — - B
OUmax 2 \ QUmax OUmax

2
20 1 T2 T10
to = — +2 —
QU ax 2 \ QUmax QUmax

1, =< 5(332), 1, == 5(332) <0,
o= und o=
-1, =1 > S(xg), -1, = = S({EQ) >0,

mit

bestimmt. Die zeitoptimale Steuerung liegt somit vor. Auch das zeitoptima-
le Regelungsgesetz lisst sich jetzt ermitteln. Oberhalb der Schaltlinie S(z2)
verwendet man —umax, unterhalb wmax, d. h.

’U,(ZB) _ Umax, L1 — S(IEQ) < 07
| —tmax, @1 — S(x2) > 0.

Das lasst sich auch in der Form
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. Umax, Sgn(x; — S(z2)) <0,
—Umax, Sgn(xl - S(IEQ)) >0
= —Umax - Sg0(x1 — S(T2)) = Umax - sgn(S(z2) — 1)
darstellen. Das zeitoptimale Regelgesetz der Strecke 1/s? hat dann mit Gl.
(3.20) die Form
(o)
U = Umax - SN | — -z .

2umaX

Auf der Schaltlinie, d. h. fiir x; = S(z2), ergibt obiges Regelgesetz den Wert
u = 0. Korrekterweise miisste dort u = Fumay sein. In der Praxis spielt das
jedoch keine Rolle. Die zugehorige Regelung zeigt Bild 3.19.

20 10
Umax u 1 €2 1 x1
> > —>
1{ — —Umax S S
S(Iz)

Bild 3.19: Zeitoptimale Regelung fiir 1/s>.

Obiges Regelgesetz und weitere zeitoptimale Regelgesetze fiir Regelstre-
cken zweiter Ordnung mit reellen Eigenwerten lassen sich auch relativ einfach
durch Analyse der Trajektorien fiir © = Umax Und 4 = —Upayx in der Zustands-
ebene herleiten. Teile dieser Trajektorien bilden offensichtlich die Menge aller
Trajektorien des zeitoptimal geregelten Systems. Insbesondere die Schaltli-
nie S ist identisch mit Teilen der zwei Trajektorien, die fiir u = Umax bzZW.
U = —Umax durch den Ursprung & = 0 laufen. Es ist daher fiir die Herleitung
des zeitoptimalen Regelgesetzes ausreichend, diese beiden Trajektorien zu be-
rechnen und aufgrund von geometrischer Uberlegungen in der Zustandsebene
die Schaltlinie S aus Teilen dieser Trajektorien zusammenzusetzen.

3.2.4 Zeitoptimale Regler fiir Systeme niedriger Ordnung

Wir betrachten im Weiteren Systeme zweiter und dritter Ordnung und ihre
zeitoptimalen Regelgesetze. Als ersten Fall behandeln wir Regelstrecken

&= [8 _ﬂ z+ m u (3.21)
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mit einem Eigenwert bei null und einem Eigenwert A = —a < 0. Die Stell-
groBenbeschriankung ist, wie auch bei allen weiteren Regelstrecken, durch

|| < Umax

gegeben. Man beachte, dass alle steuerbaren Regelstrecken mit obiger Ei-
genwertkonfiguration in die Form (3.21), die Regelungsnormalform, gebracht
werden konnen.

Das zeitoptimale Regelgesetz lautet

U = Umax SgN(S(x2) — x1)

mit der Schaltlinie

1 Umax alx
S(z2) = — k2 + o2 sgn(z2) In <1 + | 2|) .

umax

Bild 3.20 zeigt das zugehorige Strukturbild.

x20 T10

Umax u 1 T2 1 T1
> —»
A _ —Umax s+ a S

Y

A 4

S(x2)

Bild 3.20: Zeitoptimale Regelung fiir 1/s(s + a).

Als zweiten Fall betrachten wir stabile Regelstrecken zweiter Ordnung mit
reellen, von null verschiedenen Eigenwerten A\; < A2 < 0. Dabei gehen wir
davon aus, dass die Systembeschreibung in der Form

. M0 A1

T = {0 )\J T+ L\J u (3.22)
vorliegt oder in diese transformiert wurde. Dann hat das zeitoptimale Regel-
gesetz die Form

U = Umax SgN(S(x2) — x1)

mit
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)\1/)\2
(Hal@') —11.

Auch fiir Systeme dritter Ordnung mit zwei Eigenwerten bei null und ei-
nem negativen Eigenwert A = —a, die in Regelungsnormalform vorliegen oder
in diese transformiert wurden, kann das zeitoptimale Regelgesetz angegeben
werden [10]. Wir transformieren zu diesem Zweck die Regelungsnormalform

S(z2) = Umax sgn(zs2)

) 01 0 [0
=100 1|Z+ |0|u
0 0—-a |1
mittels
. 1 1 0 1
= . 0 a—a |x
100 a?]
in die Form
0 a O —a
=100 O0O|lx+ | afu. (3.23)
0 0—a a

Fiir die zeitoptimale Regelung des Systems (3.23) gilt
U = Umax SgN(S (21, x2) — 3) (3.24)
mit

S(z1,T2) = Umaxd {ec (2 - e\/b) — 1] ,

d = san <$1 et x2|x2|) 7
2unlax

2

x5 d
b= 2u%nax + . (xl + {EQ),
d-
c= 2 +V/b.

umax

Lag die Regelstrecke urspriinglich nicht in der jeweiligen Zustandsraum-
darstellung (3.21), (3.22) oder (3.23) vor, sondern wurde in diese Form ge-
bracht, so muss das entsprechende Regelgesetz durch Riicktransformation auf
die Ursprungskoordinaten der Regelstrecke umgerechnet werden.

Fiir Regelstrecken hoherer Ordnung kénnen im Allgemeinen keine analy-
tisch angebbaren Regelgesetze mehr bestimmt werden. Im Fall stabiler Re-
gelstrecken mit ausschliefSlich verschiedenen reellen Eigenwerten erhilt man
dann ein Regelgesetz, bei dem ein nichtlineares Gleichungssystem fiir die Be-
stimmung von u zu losen ist [10]. Im Fall von Regelstrecken mit konjugiert
komplexen Eigenwerten ist bis auf Ausnahmefille, z. B. Regelstrecken zwei-
ter Ordnung [51, 121], eine Bestimmung und Realisierung unter praktischen
Gesichtspunkten nicht mehr moglich.
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3.2.5 Beispiel U-Boot

U-Boote koénnen dynamisch und statisch tauchen. Beim dynamischen Tau-
chen wird wihrend der Fahrt des Bootes das Tiefenruder so verstellt, dass
eine Abtriebskraft entsteht. Diese ldsst das Boot in tiefere Wasserschichten
fahren, obwohl das Boot nicht schwerer ist als das von ihm verdrangte Wasser.
Beim statischen Tauchen wird dagegen Meerwasser in die dafiir vorgesehenen
Tanks aufgenommen. Folglich wird das Boot schwerer und sinkt. Soll das Boot
steigen, so wird das Wasser wieder aus den in Bild 3.21 dargestellten Tanks
mittels Pressluft herausgedriickt. Wir wollen im Weiteren eine zeitoptimale
Tiefenregelung fiir das statische Tauchen entwerfen.

Ballasttank

Bild 3.21: U-Boot.

Nehmen wir an, dass das U-Boot so austariert ist, dass es in einer be-
stimmten Tiefe A schwebt und die Masse m aufweist. Die Tiefe h messen wir
beginnend von der Meeresoberfliache aus mittels des Wasserdrucks. Wird dann
zusétzlich Wasser der Masse Am in die Tanks verbracht oder ausgeblasen, so
entsteht die vertikal auf das Boot wirkende Kraft

F=Am-q.

Dabei gilt Am < m. Die Ballastwassermasse lisst das U-Boot, das insgesamt
die Masse m + Am aufweist, mit der Beschleunigung

A
929 Am (3.25)

m+Am  m
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steigen oder sinken. Ist Am < 0 steigt es, ist Am > 0 sinkt es.

Die vom U-Boot aufzunehmende bzw. auszublasende Ballastwassermasse
Amgon wird einer Regelung, die der noch zu entwerfenden Tiefenregelung
unterlagert ist, als Sollwert vorgegeben. Diese Regelung ldsst sich durch die
Differenzialgleichung

(Am) + aAm = aAmgon (3.26)

beschreiben.
Setzt man Gl (3.25) in Gl (3.26) ein, so ergibt sich

h +ah = @9, Amegolr.
m

Im Weiteren verwenden wir

~ g
u = : Amsoll
m

als StellgroBe fiir die Tiefenregelung. Wir wéhlen als Zustandsvektor

h

Des Weiteren wihlen wir die Parameter a und m sowie die Einheiten der Va-
riablen so, dass wir das Modell des schwedischen U-Bootes der Firma Kocku-
mation AB,

01 0 0
F=100 1 g+ | 0 |4
0 0 —0.005 0.005

und Gmax = 0.005 aus [65] erhalten.
Um das zeitoptimale Regelgesetz (3.24) als Tauchtiefenregelung verwenden
zu konnen, transformieren wir die Stellgréfie & mittels

u = 200u

und erhalten so die Systembeschreibung

o Jo1 0
F=100 1 &+ (0] u, (3.27)
00 1
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mit
[u| < tmax = 2.5-107°.

Wir kénnen nun das Regelgesetz (3.24) fiir die Regelstrecke (3.27) verwenden.
Dabei miissen wir allerdings die in Gl. (3.24) auftretenden transformierten
Zustandsgrofien

10 177" a3 0 —a
z=a>|0 a-a - &2=10 a® a|Z
0 0 a? 0 0 a

verwenden, um u zu berechnen. Es gilt a = 0.005. Obige Transformations-
gleichung eingesetzt in Gl. (3.24) ergibt fiir das zeitoptimale Regelgesetz des
U-Bootes in Originalkoordinaten

U = Umax Sgn(g(‘%lvj%fﬁ?)) - a{ig)

mit

S(F1, %o, F3) = tmaxd [ec S2-eYt) 1],
(aZo + T3)|azs + 533|)

d= sgn (aa?l + To +
2umaX
a*(aZs + 73)?  da?(a®; + i2)
2u12nax Umax ’

ad(aZs + Z3) Vb

b:

CcC =
umax
Wir betrachten als Beispiel das Auftauchen des U-Bootes aus 100 m Tiefe.
D. h., wir betrachten den Anfangsvektor

Bild 3.22 zeigt den Tiefenverlauf Z;(¢) und den StellgroBenverlauf, den die
zeitoptimale Regelung produziert. Zum Vergleich sind die Verldufe auch fiir
einen sehr guten linearen Regler,

i =200u = — [4.164-107% 2.128-10"% 2.592] Z,

dargestellt, der so entworfen wurde, dass er nicht iiberschwingt und gleichzei-
tig eine kurze Ausregelzeit aufweist. Klar ersichtlich ist die wesentlich schnelle-
re Ausregelgeschwindigkeit der zeitoptimalen Regelung. Diese wird allerdings
durch einen erhéhten Stellaufwand, d. h. Energieverbrauch, erkauft.
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Bild 3.22: Tauchtiefenverldufe 1 (t) = h(¢) und StellgréBenverliufe @(¢) der linearen
und zeitoptimalen Regelung des U-Bootes.

3.2.6 Zeitoptimale Vorsteuerung

In den betrachteten Féllen von Regelstrecken zweiter und dritter Ordnung mit
reellen Eigenwerten ist die Bestimmung des zeitoptimalen Regelgesetzes u(x)
relativ einfach. Im Fall von Regelstrecken héherer Ordnung kann im Allge-
meinen das zeitoptimale Regelgesetz nicht mehr analytisch bestimmt werden.
Entwurf und Realisierung sind dann, wie erwdhnt, nicht mehr oder nur mit
sehr hohem Aufwand moglich. Zeitoptimale Steuerungen sind dagegen meis-
tens noch mit vertretbarem Aufwand bestimmbar und praktisch realisierbar.
Insbesondere ist ihre Verwendung sinnvoll bei Systemen, die sich repetierend
nur von einem Punkt x; zu einem Punkt s bewegen. D. h. bei Systemen, die
immer wieder erneut dieselbe Trajektorie abfahren, wie in Bild 3.23 gezeigt.
Um dann eventuelle Stérungen oder kleine Abweichungen zu eliminieren, ver-
wendet man eine {iberlagerte Regelung, wie in Bild 3.24 dargestellt.

In der Praxis zeigt sich, dass die existierenden Algorithmen zur Berechnung
der Schaltzeiten zeitoptimaler Steuerungen [23, 45] bei Strecken hoherer Ord-
nung mit komplexen Eigenwerten numerische Probleme aufweisen. In diesen
Féllen kann ebenfalls oft keine zeitoptimale Losung sicher bestimmt werden.
Eine Losung dieser Problematik bietet die Berechnung der schrittoptimalen
Steuerfolge von zeitdiskreten Systemen. Hierbei wandelt man das zeitkonti-
nuierliche System in ein zeitdiskretes um. Die schrittoptimalen Steuerfolgen
zeitdiskreter linearer Systeme kénnen relativ problemlos mittels Verfahren der
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A

; t1 Zeitoptimale

2

X l Vorsteuerung

T1
Ysoll u Yy
. Y Regler Wl Regelstrecke >
3 _
ta K T2 >

Bild 3.23: Zeitoptimale Trajektorie  Bild 3.24: Regelkreis mit zeitoptimaler Vor-
mit den Schaltzeiten t1,t2, t3, t4. steuerung.

linearen Programmierung berechnet werden [14, 30, 166, 183]. Je kleiner dabei
die Abtastzeit gewihlt wurde, desto besser approximiert die schrittoptimale
Steuerfolge die zeitoptimale Steuerfunktion zeitkontinuierlicher Systeme.
Vergleicht man zeitoptimale Regelungen mit linearen, so erkennt man fol-
gendes Dilemma. Zeitoptimale Regelungen sind schnell in ihrem Ausregelver-
halten, aber sehr aufwendig zu entwerfen und zu realisieren. Lineare Rege-
lungen sind im Vergleich dazu langsam, aber sehr einfach zu berechnen und
zu implementieren. Gleiches gilt in abgemilderter Form auch fiir zeitoptimale
Steuerungen. Man kann offensichtlich nicht gleichzeitig ein sehr gutes Aus-
regelverhalten und die Einfachheit von Entwurf und Realisierung haben. Es
gibt allerdings einen zwischen beiden Extremen liegenden Kompromiss. Diesen
bilden die im néchsten Kapitel behandelten strukturvariablen Regelungen.

3.3 Strukturvariable Regelungen ohne Gleitzustand

3.3.1 Grundlagen strukturvariabler Regelungen

Bei strukturvariablen Regelungen koénnen verschiedene Typen unterschieden
werden. Eine wichtige Klasse sind parameter- und strukturumschaltende Rege-
lungen. Bei diesen wird zwischen verschiedenen Reglern in Abhéingigkeit vom
Zustandsvektor & umgeschaltet. Als Regelstrecken werden lineare Systeme

= Ax+bu
betrachtet, wobei die Stellgrofe u oft einer Beschrinkung
—Umax S Uu S Umax

unterliegt. Bild 3.25 zeigt den prinzipiellen Aufbau eines solchen Regelkreises.
Bei umschaltenden Regelungen sind zwei mogliche Fille von dynami-
schem Verhalten zu unterscheiden. Im Folgenden sollen sie an einem Beispiel
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——> Regler 1 4\
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Regler 2

|

——> Reglerl (—o

Auswahl-
strategie

ft

Bild 3.25: Strukturvariables Regelungssystem.
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s24+a1s+ap
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Umschaltstrategie

Bild 3.26: Regelkreis mit Umschaltung zwischen zwei P-Reglern mit k1 und ko.

erlautert werden. Wir betrachten eine Umschaltung mit zwei P-Reglern und
einer Regelstrecke zweiter Ordnung, wie in Bild 3.26 dargestellt.
Die Umschaltstrategie arbeitet wie folgt. Eine Schaltgerade

T

s(x)=r"'x=0

teilt den Zustandsraum. Rechts von ihr ist der Regler mit der Verstirkung &,
aktiviert, links der mit ky. Das Regelgesetz hat die Form

- {kle, s(x) >0,

kse, s(z) < 0.
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Bild 3.27: Unterschiedliche Trajektorienverldufe bei schaltenden Regelungen: links
ohne, rechts mit Gleitzustand. Die blaue Gerade kennzeichnet jeweils die Schaltge-
rade s(x) = 0.

Je nach Auslegung von k; und ko lassen sich unterschiedliche Trajektorien-
verldufe erzeugen. Dabei sind zwei prinzipielle Fille zu unterscheiden. Im ers-
ten wechseln die Trajektorien von einem Gebiet in das andere. Das linke Teil-
bild von Bild 3.27 illustriert dies.

Im zweiten laufen die Trajektorien x(t) von beiden Seiten auf die Schaltge-
rade s(x) zu, wie im linken oberen Quadranten in Bild 3.27 rechts dargestellt.
Dort angelangt wechselt die Trajektorie stdndig von einer Seite auf die an-
dere. Unter fortwiahrendem Schalten gleitet sie dann in die Ruhelage. Diesen
fortwidhrenden Schaltvorgang, den wir schon in Abschnitt 1.1.8 kennengelernt
haben, bezeichnet man als Gleitzustand. Gleitzustandsregler bilden eine spe-
zielle Klasse von strukturvariablen Reglern und werden nicht hier, sondern in
Kapitel 5.2 detailliert behandelt.

Strukturvariable Regelungen ohne Gleitzustand, denen wir uns in diesem
Kapitel widmen, liegen im Entwurfsaufwand und in der Regelgiite zwischen
den linearen und den zeitoptimalen Regelungen. Beispielhaft ist das in Bild
3.28 anhand typischer Sprungantworten dargestellt. Das Zuriickbleiben der
linearen Regelung hinter der zeitoptimalen ist dabei, wie in Bild 3.29 illus-
triert, auf das schlechte Ausnutzen der zur Verfiigung stehenden Stellgrofie
—Umax < U < Upax zuriickzufithren. Aufgrund der Linearitéit ist die ver-
wendete Stellgrofie u bei kleinen Auslenkungen & bzw. Regelabweichungen e
entsprechend kleiner als bei grofien Auslenkungen. Wiirde man auch bei klei-
nem x bzw. e grofie Stellgrofen u nutzen, so wire eine schnellere Ausregelung
moglich.

Der Grundgedanke strukturvariabler Regelungen ist es, die Stellgréfe in-
nerhalb des erlaubten Bereiches —tmax < 4 < umax besser auszunutzen, als
das bei der linearen Regelung der Fall ist. Zu diesem Zweck verwendet man
dann nicht mehr einen linearen Regler, sondern mehrere, zwischen denen man
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Y A zeitoptimal u A
umax -
linear linear
_— >
strukturvariabel t
zeitoptimal

t’ —Umax

Bild 3.28: Vergleich der Sprungant- Bild 3.29: Typische Stellgroflenver-

worten linearer, strukturvariabler und laufe von linearen und zeitoptimalen

zeitoptimaler Regelungen. Regelungen.

umschaltet. Dies geschieht so, dass im Verlauf einer Ausregelung auf immer
stiarkere Regler umgeschaltet wird. Das Ergebnis der Auswahlstrategie hingt
vom jeweils erreichten Systemzustand ab, wie in Bild 3.25 gezeigt.

Betrachtet werden dabei im Allgemeinen lineare Regelstrecken. Die ein-
zelnen Regler konnen linear oder nichtlinear sein. Meistens sind sie linear. In
jedem Fall ist der Regelkreis aufgrund der Umschaltung nichtlinear.

Die Giite einer parameter- oder strukturumschaltenden Regelung wird
durch drei Faktoren bestimmt: die Anzahl [ der Regler, die Art und Auslegung
der Regler und die Auswahlstrategie. Dabei ist die erzielbare Regelgiite prinzi-
piell umso grofler, je mehr Regler in zeitlich méglichst dichter Folge verwendet
werden.

Die Umschaltung muss nicht, wie in obigem einfachen Beispiel, an einer
Schaltgeraden erfolgen. Sie kann auch an anderen Kurven oder, im Hoher-
dimensionalen, an verschiedenen Flichentypen erfolgen. Beispielsweise ge-
schieht die Umschaltung bei der im n#chsten Abschnitt beschriebenen Re-
gelung auf der Basis von Ellipsoiden.

Wie schon erwéhnt, nimmt die erzielbare Regelgiite einer umschaltenden
Regelung ohne Gleitzustand mit der Anzahl ihrer Regler zu. Das legt den
Gedanken nahe, moglichst viele Regler und in letzter Konsequenz eine unend-
liche Zahl von Reglern zu verwenden. Dann erfolgt die Reglerinderung nicht
mehr durch Umschalten zwischen den Reglern, sondern durch eine stetige
Verstellung der Reglerparameter in dem Regelgesetz

u = k(z,p),
wobei iiber den stetig von @ abhingigen Auswahlparameter
p=p(x)

das Regelgesetz variiert wird. Diese Klasse von Regelungen bezeichnet man
auch als weiche strukturvariable Regelungen [3, 27, 54, 77, 113], die als syste-
matische Weiterentwicklung und Verbesserung schaltender Regelungen ange-
sehen werden koénnen. In Bild 3.30 ist die Struktur solcher Regelungen darge-
stellt.
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Regler

Y

|

u=k(z,p) = Az + bu

p=p(x) |Reglerverstellung

Bild 3.30: Weiche strukturvariable Regelung.

3.3.2 Regler mit abschnittweise linearer Struktur

Im Nachfolgenden wird eine umschaltende Regelung ohne Gleitzustand fiir
lineare Regelstrecken mit Stellgréfienbeschrinkung,

T = Ax + bu,

[u] < Umax,

betrachtet [97, 172, 196]. Man bestimmt eine Schar von [ Reglern

U= —k{w,
U= —kgw,
U= —lew,

die so entworfen werden, dass der geschlossene Regelkreis
i = (A - bk?) x= Az (3.28)
mit zunehmendem Index ¢ immer schneller wird. D. h., die Ausregelzeit nimmt

mit steigendem Index ¢ ab. Dies lésst sich erreichen, indem man k; als linear-
quadratischen Regler auf Basis des Giiteintegrals

7 1
J = / (pinPQJ—F pqu) dt
0 (2

entwirft. Die Matrix P ist dabei positiv semidefinit. Der Faktor p; ist so
zu wihlen, dass der Regelkreis (3.28) mit zunehmendem p; immer schnellere
Regler mit hoherem StellgrofSenverbrauch erhélt.
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Bild 3.31: Eigenwertlagen \j;; des parameterumschaltenden Regelkreises.

Es gibt eine weitere einfache Moglichkeit, die Reglervektoren k; zu wihlen.
Man legt sie mittels Eigenwertplatzierung so fest, dass die Eigenwerte Ajj,
j=1,...,n, des geschlossenen Regelkreises (3.28) mit zunehmendem Index 4
immer kleinere Realteile annehmen. Dies kann beispielsweise geschehen, indem
man die Eigenwerte \;; auf Strahlen mit zunehmendem ¢

AjGi+1) = a5t Nji, ;> 1,

verschiebt. Auch andere Eigenwertverlaufe sind moglich, wie es Bild 3.31 zeigt.
Fiir jeden der [ Regelkreise (3.28) bestimmt man ein Ljapunov-Gebiet

Gi={xec R"| ' Rix < ci

wobei R; aus der Ljapunov-Gleichung

(2

AR + RA = Q,

resultiert. Die Matrizen @, sind geeignet positiv definit zu wihlen.

Die Werte ¢; legen die Ausdehnung der Ljapunov-Gebiete G; fest. Man
berechnet mit der Lagrange’schen Multiplikatormethode den Skalierungsfak-
tor

2
Umnax

T KTR R
der das Gebiet G; so festlegt, dass der Rand von G; die Hyperebenen

Ci

|U| = |k;Tw| = Umax

der StellgroBenbeschrinkung tangiert, wie es Bild 3.32 zeigt. Auf diese Wei-
se ist gewihrleistet, dass jede Trajektorie x(t), die in G; beginnt, die Stell-
groenbeschriinkung |u| = |k | < wmax nicht verletzt, da G; ein Ljapunov-
Gebiet ist und deshalb von der Trajektorie (t) nicht verlassen wird.
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A A
T
—k3% = Umax

T
|ki @] < Umax G
T 1
7’62 T < —Umax T
kl',-l::umax

G3
G Gl

T
7’91 T > Umax

A

T
_kl L = Umax

T,
ka = Umax

Bild 3.32: Ljapunov-Gebiet G; und Bild 3.33: Reihe von ineinander ge-
StellgroBenbeschréankung. schachtelten Ljapunov-Gebieten G;.

In einem néchsten Schritt {iberpriift man, ob alle Ljapunov-Gebiete G;
ineinander geschachtelt sind, d.h., ob

GCcGi_1C...CcGyCGy

gilt. Bild 3.33 illustriert diese Schachtelung.

Falls die Schachtelung erfiillt ist, lduft jede Trajektorie von einem gréfieren
Gebiet G; stets in das kleinere Gebiet G;+1. Da dabei auf immer bessere, d. h.
schnellere Regler k;11, umgeschaltet wird, wird die Ausregelung von Gebiet
zu Gebiet schneller.

Die Schachtelung der Gebiete G; lisst sich leicht iiberpriifen. Denn die
Forderung G;41 C G; ist genau dann erfiillt, wenn

TR, x - 'R 1@
Ci Cit1

bzw.

R; R;

0<33T< (- Z)w

Ci+1 Ci
gilt. Letzteres ist der Fall, wenn die Matrix
Ri.1 R,
Cit1 Ci

S = (3.29)
positiv definit ist. Die Schachtelung aller Gebiete G; ist also gewéhrleistet,
wenn alle Matrizen S; fiir ¢+ = 1,...,0 — 1 positiv definit sind. Ist fiir eine
vorgegebene Schar von Reglervektoren k; und Ljapunov-Gebieten G; bzw.
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Matrizen R; die Schachtelungsbedingung nicht erfiillt, dann wahlt man neue
Vektoren k; und Gebiete G; mit einem grofieren Abstand voneinander, so dass
die Bedingung (3.29) fiir alle i = 1,...,1 — 1 giiltig ist.

Das Regelgesetz ist durch

uw=—klx
mit
1 falls ¢ € G1\Ga,

2 falls & € G2\Gs,
=9 :
-1 fallsz e Gi-1\Gi,
l falls ¢ € G

gegeben. Dabei bilden die Differenzmengen G;\G;+1 gerade die Zonen zwi-
schen zwei Gebieten G;. Ein Regler k; ist also immer gerade dann aktiv,
wenn der Zustandsvektor « in der ringformigen Zone G;\G;y1 liegt. Da mit
zunehmender Ausregelung die Trajektorie (t) in immer kleinere Gebiete G;
eintritt, werden so auch immer schnellere Regler k; aktiviert. D. h., die Ausre-
gelung wird im Verlauf der Trajektorie immer schneller im Vergleich zu einem
klassischen linearen Zustandsregler, z. B. u = —kfa:.
Zusammengefasst ergibt sich folgendes Entwurfsschema:

Schritt 1: Fiir die Regelstrecke
&=Azx+bu mit |u| < Umax
wahlt man eine Schar von Reglern
u=—klz, i=1,...,1
Schritt 2: Fir jeden Teilregelkreis
&= (A—bkf)x:fiiw, i=1,...,1,
bestimmt man aus
AR +RA=-Q, i=1,...1,

mit einer beliebigen positiv definiten Matrix Q, ein Ljapunov-
Gebiet

2
G, =< xz € R"| 2TRix < ¢; = Tumi’i .
ki R, k;
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Schritt 3: Man {iberpriift, ob fiir alle ¢ = 1,...,1 — 1 die Matrizen
Ry R;

Ci+1 Ci

Si=

positiv definit sind. Ist dies fiir einen Index 7 nicht der Fall, so muss
mit Schritt 1 ein neuer Entwurf begonnen werden.

Verwendet man nicht eine endliche Anzahl [ von Reglern k;, sondern un-
endlich viele mit unendlich vielen Gebieten G;, so entsteht eine weiche struk-
turvariable Regelung [3, 77, 96, 113, 197]. Die Gebiete G; sind dann infini-
tesimal dicht, also ohne Zwischenraum, geschachtelt. Hierdurch lésst sich die
Ausregelgeschwindigkeit weiter verbessern. Sie wird nahezu zeitoptimal. Des
Weiteren ist der Stellgroflenverlauf stetig, da keine Umschaltungen zwischen
Reglern stattfinden, sondern die Reglerparameter stetig in Abhéingigkeit vom
Systemzustand verdndert werden.

3.3.3 Beispiel Containerkran

Als Beispiel betrachten wir einen Kran [128], wie er in Héfen zum Be- und
Entladen von Containerschiffen verwendet wird. Der Container ist dabei tiber
ein Seilsystem unter einer Laufkatze aufgehéngt, die den Container, wie in
Bild 3.34 gezeigt, vom Kai zum Schiff oder umgekehrt transportiert.

Um eine moglichst schnelle Abfertigung des Schiffes im Hafen zu ermog-
lichen, sollen die Kréne so viele Container wie moglich pro Stunde be- oder

Bild 3.34: Containerkran.
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entladen. Das erfordert schnelles Hin- und Herfahren der Laufkatze, was Pen-
delungen der Container bewirken kann. Diese sind natiirlich unerwiinscht,
da sie ein gezieltes Absetzen der Container unmoglich machen. Mittels ei-
ner Regelung kann man eine hohe Geschwindigkeit der Laufkatze erzielen und
gleichzeitig vermeiden, dass der Container iiber seiner Absetzposition pendelt.

Die Dynamik der im Bild 3.34 dargestellten Krananlage lisst sich durch
folgendes Modell

0 1 0 0 0
—B30 v

0 0 0
ay — (3 ay — (2 0
=10 0 0 1 0 z+ |0 |u
—ad 8 0
0 0 0
ay — (3 ay — (2 K
0 0 0 0 —ws

beschreiben. Dabei bilden die Position s der Laufkatze, ihre Geschwindig-
keit $, der Pendelwinkel ¢, die Winkelgeschwindigkeit ¢ und die Kraft
F, die die Laufkatze beschleunigt, die Elemente des Zustandsvektors @ =
[s § ¢ ¢ F)T. Der Strom des Elektromotors der Laufkatze bildet die
Eingangsgroflie u. Fiir die Parameter des Krans gilt

a =mg + mg,

ﬂ:mL(f_e)v
v=mn(f —e)*+J,

d—b)d
6:mL'g'<e+d—bf+4l2(—(dzb)2f>’

2
s \/1_ 1 (d—b) |
d—b 4 l

Dabei ist myk die Masse der Katze, my, die Masse des Containers und sei-
ner Aufnahmevorrichtung, ! die Seillinge, b und d bilden die Abstinde der
Seilbefestigungen am Container und an der Katze, e ist der vertikale Ab-
stand der Seilbefestigung des Containers vom Containerschwerpunkt, J das
Trigheitsmoment des Containers und g = 9.81ms~2 die Erdbeschleunigung.

Siehe Bild 3.35. Die Konstanten K und wy sind Parameter des Antriebes.
Wir betrachten im Weiteren eine Ausfithrung mit

mk = 32t, my, = 18.8t, J =20.5tm?,
d=3m, b=2m, e=1.6m,
{=15m, we =0.91s7", K =0.94kNs A"

sowie einer Stellgrofenbeschrinkung von
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Bild 3.35: Katze und Container.

Umax = 100 A.

Mit obigen Parameterwerten erhalten wir

01 o0 0 0 0
0 0 —12.4949 0 0.0312 0

&=[0 0 0 1 0 z+| 0 |u (3.30)
0 0 —1.18950 0.0011 0
0 0 0 0 —0.9100 0.94

als Modell. Der Bereich moglicher Anfangsauslenkungen @y = x(0) ist
Xo={mo€R®| [s| <20m, [§| <3ms™', |p| <5° |¢| <2°s7', F =0KkN}.

Hierbei ist zu beachten, dass der Winkel ¢ und die Winkelgeschwindigkeit ¢
der Anschaulichkeit halber in Grad und Grad pro Sekunde angegeben sind.
In der Differenzialgleichung (3.30) sind dagegen als Einheiten Radiant und
Radiant pro Sekunde zu verwenden.

Fiir den Entwurf der umschaltenden Regelung wihlen wir zehn Zustands-
reglervektoren k; und bestimmen hierzu passend zehn Ljapunov-Gebiete

G; = {IDG]R5| wTRiw<ci}.

Das grofite dieser Gebiete, (1, ist so ausgelegt, dass es das Anfangsgebiet X
enthilt. Die Daten der Regler k; und der Matrizen R; finden sich im Anhang
A. Die Eigenwerte der Teilregelkreise

&= (A—bk])x
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Bild 3.36: Das linke Teilbild zeigt alle Eigenwerte der zehn Teilregelkreise. Das rechte
zeigt einen vergroflerten Ausschnitt des linken Teilbildes, so dass die Werte von A1,
und A2; sowie Ag; und As; detaillierter zu erkennen sind.

sind in Bild 3.36 dargestellt.
Wir betrachten als Anfangsauslenkung

rog =

e 6 »o»

Die Simulation der Zustandsgroflen 1 = s, 3 = ¢ und x5 = F sowie der
StellgroBie u zeigt Bild 3.37. Vergleichend ist auch eine Ausregelung mit dem
linearen Zustandsregler k1 und der zeitoptimalen Steuerung dargestellt. Wie
erwartet, weist der StellgroBenverlauf w(t), d.h. der Motorstrom, des schal-
tenden Reglers Spriinge auf. Diese sind hier tolerierbar, denn die Kraft F,
die sich aus dem Motorstrom u ergibt und den Kran antreibt, besitzt einen
stetigen Verlauf.

Die Simulation zeigt beispielhaft die deutlich schnellere Ausregelung des
schaltenden Reglers gegeniiber dem guten linearen Regler. Der lineare Reg-
lervektor ki, der auch der Anfangsregler der abschnittweise linearen Rege-
lung ist, wurde durch eine Parameteroptimierung so bestimmt, dass einer-
seits das Anfangsgebiet X innerhalb von (7 liegt und andererseits die Aus-
regelung moglichst gut verlauft. Eine weitere Verbesserung der Ausregelzeit
lasst sich durch die Verwendung von mehr als zehn Reglern erzielen. Aller-
dings steigt mit einer zunehmenden Zahl von Reglern der Entwurfsaufwand.
Es bleibt zu erwahnen, dass die gegeniiber der linearen Regelung verbesserte
StellgroBenausnutzung den Nachteil eines hoheren Stellenergieverbrauchs hat.
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Bild 3.37: Verldufe der Position 1, des Pendelwinkels x3, der Antriebskraft x5 und
der Stellgrofle u, d. h. des Motorstromes.

3.4 Sattigungsregler

3.4.1 Funktionsweise und Stabilitét

Wir betrachten wieder eine lineare Regelstrecke
&= Ax + bu

mit der StellgréBenbeschriankung

|u] < Umax- (3.31)
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u
% &= Az +bu

kT K

Y

Bild 3.38: Regelkreis mit Séttigungsregler u = — sat(k™ ).

Als Regler verwenden wir einen Zustandsregler —kT 2, dem es erlaubt ist, die
Begrenzung (3.31) zu verletzen. Es liegt also das Regelgesetz

T
Umax -k’ > Umax
—q T\ _ T T
u=sat(—k x) =< k' T, —Umax < —k T < Unax, (3.32)
T
—Umax; _k T < —Umax

vor. Bild 3.38 zeigt die Struktur des Regelkreises. Es zeigt sich, dass man mit
dieser einfachen nichtlinearen Reglerstruktur nicht nur die Stabilitidt des Re-
gelkreises sicherstellen, sondern auch eine schnelle Ausregelung erzielen kann.

Hierbei ist ein Gebiet Xy von moglichen Anfangsauslenkungen a(0) vorge-
geben. Alle diese Anfangsauslenkungen sollen stabil in die Ruhelage xg = 0
ausgeregelt werden. Bei instabilen Regelstrecken ist diese Ausregelung nicht
fiir jedes Gebiet Xy moglich. Der Grund hierfiir ist die Stellgréfienbeschrin-
kung. Ist umax zu klein oder Xy zu grof, so reicht fiir grofe Anfangsauslen-
kungen x(0) die zur Verfiigung stehende Stellgréfie umax nicht aus, um die
in x(0) startende Trajektorie x(¢) in die Ruhelage g = 0 auszuregeln. Das
Gebiet Xg soll in einem ellipsoidférmigen Ljapunov-Gebiet

G={xzeR" 2" Rz <c}

liegen, d.h. in einem Gebiet, aus dem keine Trajektorie herauslduft. Die
Matrix R, die dieses Gebiet festlegt, werden wir im Verlaufe der Stabi-
litdtsuntersuchung noch bestimmen.

Wir formen nun fiir die Stabilitidtsuntersuchung das Regelgesetz (3.32) in
die Gestalt

u=—sat(k’z) = —hTx — p(k’x — hx) (3.33)
mit
sat(k'x) — h'x

= 3.34
b El'e —h'x ( )
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um. Dabei ist h so ausgelegt, dass das Ljapunov-Gebiet G Teilmenge des
Gebietes

Zp = {CB S Bn| |hT$| < umax}

ist. Die zwei Hyberebenen —hTg = Fumax konnen dabei die Ellipse G tan-
gieren, sollen das Gebiet G aber nicht schneiden. Bild 3.39 illustriert die Si-
tuation.

Der Reglervektor k wird so gewéhlt, dass er zu einer deutlich schnelle-
ren Ausregelung fithrt als der Reglervektor h. Entsprechend groer ist sein
StellgroBenbedarf und das Gebiet

Zy = {ZB S Bn| |kT§U| < umax}

zerschneidet das Ljapunov-Gebiet G, so wie es Bild 3.40 zeigt.

Wir betrachten nun alle Zustandsvektoren « € G. Diese wollen wir stabil
mittels Gl. (3.32) bzw. (3.33) nach & = 0 ausregeln. Dabei treten verschiedene
Félle auf, von denen wir zuerst den betrachten, bei dem

rxeZ, und zxzedG

gilt. D.h., der Zustand « befindet sich in der grau dargestellten Zone des
Bildes 3.40. Offensichtlich gelten fiir solche Vektoren & die Ungleichungen

|hT:1:| < Umax  und |kTa:| < Umax,

so dass hier mit sat(k”x) = k™ z fiir den Faktor p aus Gl. (3.34)

T2 A T2 A

T
k' x= Umax

Zh Zk:

\hT< Umax
X1 G x1
G
_hTm = Umax

kT2 =umax

Bild 3.39: Gebiet G, Gebiet Zp und Bild 3.40: Gebiet G, Gebiet Z; und
die Hyperebenen |hTw| = Umax- die Hyperebenen |k:T$| = Umax-
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KTz —hTx
p= 6T — Wl =1 (3.35)

gilt. Das Regelgesetz (3.33) ist fiir diese Werte @ linear, d. h., es gilt
u=—klx.

Als néchsten Vektor x, den es auszuregeln gilt, betrachten wir einen be-
liebigen Vektor @, der in G aber nicht in Zj, liegt. Dieser Bereich G\ Zj, ist
in Bild 3.40 blau dargestellt. Fiir die Zustinde x € G\ Zg ist |kTa:| > Umax,
d. h., die Regelung befindet sich in Sattigung. Es gilt also

u=—sat(k’x) = —umaxsgn(k’x) fir e G\Zp
und somit ergibt sich in diesem Fall mit

E'x = |k"z|sgn(k” x),

h'x = |h"x|sgn(h” x)
fiir Gl. (3.34) die Beziehung

_ Umax sgn(k”x) — |h" x| sgn(h’ )
|k” x| sgn(k”x) — |hTz|sgn(hTx)

Wir multiplizieren Zéhler wie Nenner mit sgn(kTa:) und erhalten

_ Umax — |hTac|sgn(hTa:) sgn(k:Ta:) B umaxi|hTa:|
P KT = |hT x| sen(h ) sen(kTz) |k a| + |h 2|

fir x € G\Zk
Aufgrund dieses Ergebnisses und

| x| < umax < |kTx|  fiir & € G\ Zp
erhélt man
0<p<l1 (3.36)
fiir alle @ € G\ Zg. Mit G1.(3.36) und G1.(3.35) ergibt sich schlielich
0<p<1

fur alle ¢ € G.
Um die Stabilitdt des Regelkreises

&= Az — bsat(kTz) = [A —bhT —pb (kT - hTﬂ z
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fiir alle ® € G sicherzustellen und um G als Ljapunov-Gebiet auszulegen,
setzen wir

V(z)=2"Rx

als Ljapunov-Funktion an. Als zeitliche Ableitung von V' erhalten wir

V(z) =27 {(A—th—pb(sz—hT))TR—i—R (A—th—pb(sz—hT»} z < 0.
(3.37)

Offensichtlich ist V() eine in p lineare Funktion, so dass V(z) sein Maxi-
mum fiir p € [0, 1] entweder in p = 0 oder in p = 1 annimmt. Die Bedingung
(3.37) ist also fiir alle p € [0, 1] erfiillt, wenn fiir p =0

T (A— th)TR+R(A - th) & <0

und fir p=1

T (A—ka)TR+R(A—ka) x <0

€T

gilt. Wir erhalten so folgenden Stabilitdtssatz fiir die Zustandsregelung mit
Séttigung [76].
Satz 17 (Stabilititssatz von Hu und Lin). Der Regelkreis
& = Az — bsat(k” x)
besitzt die asymptotisch stabile Ruhelage xr = 0 mit dem FEinzugsgebiet
G={xzc R 2"Rx < ¢},
wenn es einen Vektor h gibt, so dass

GC{xecR" |h"x| < umax} (3.38)

gilt und die Matrizen
(A - th)TR +R (A - th) - Q,.
(A - ka)TR+ R (A - bk:T) =-Qy.

negativ definit sind.

Zu bemerken ist, dass der Reglervektor h im Regelgesetz u = — sat(k:Tac)
keine Rolle spielt. Fiir den Stabilitdtsnachweis im Satz 17 dagegen ist er von
zentraler Bedeutung. Die Bedingung (3.38) ist fiquivalent zur Ungleichung

c-h"R'h <2

max-*

Diese Ungleichung ist durch Einsetzen von h und R™! leicht zu iiberpriifen.
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3.4.2 Entwurf in mehreren Schritten

Wir wollen uns fiir den Entwurf eines Séttigungsreglers noch einmal die Ent-
wurfsaufgabe vergegenwirtigen. Der geschlossene Regelkreis besitzt die Ge-
stalt

& = Az — bsat(k” x),

wobei ein Reglervektor k gesucht wird, so dass alle Anfangsauslenkungen
x(0) € Xj stabil in die Ruhelage g = 0 ausgeregelt werden. Das Gebiet
moglicher Anfangsauslenkungen X ist dabei oft ein Hyperquader

Xo :{ZCERn | —o; <y Sﬁz,lz 1,...,n}.
Fiir den Entwurf gehen wir nun in mehreren Schritten vor:

Schritt 1: Bestimme einen Regelvektor h, so dass
i=(A-bh")a

stabil ist.

Schritt 2: Gib eine positiv definite Matrix Q,, vor und bestimme aus der
Ljapunov-Gleichung

T
(A - th) R+R (A - th) --Q,
die Matrix R des Ljapunov-Gebietes G = {x € R"| 2T Rz < c}.

Schritt 3: Setze )

unlax
c= .
hTR'h
Dann tangieren die beiden Hyperebenen |hT:c| = Umax gerade das
Gebiet G.
Schritt 4: Priife anhand der Eckpunkte x,; von Xy, ob Xy C G gilt. D.h.,
priife ob

T
TR <c

fur alle s = 1,...,2" gilt. Falls dies so ist, fahre mit Schritt 5 fort.
Falls dies nicht gilt, gehe zu Schritt 1 zuriick und wéhle einen Regler
h mit geringerem Stellgrof8enverbrauch oder gehe zu Schritt 2 und
variiere Qy,.

Schritt 5: Wéhle einen Regelvektor k und iiberpriife, ob die Matrix
T
(A _ ka) R+R (A - ka) -,

negativ definit ist. Ist dies nicht der Fall, so wiederhole Schritt 5.
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Schritt 6: Simuliere den Regelkreis & = Az — bsat(k” x). Ist das Regelver-
halten zufriedenstellend, so beende den Entwurf. Ist es das nicht,
so gehe zu Schritt 1 oder 5 und fithre den Entwurf erneut durch.

Der Nachteil des obigen Entwurfsschemas liegt in seinen heuristischen Ent-
wurfsanteilen. So miissen die Regelvektoren h und k sowie die Matrix Q,, auf-
grund von MutmafBungen gewihlt werden. Auch kann nicht von vornherein
sichergestellt werden, ob Xy C G gilt. Daher miissen unter Umstédnden ver-
schiedene Entwurfsschritte mehrfach durchgefiihrt werden und das Vorgehen
ist dabei durch Versuch und Irrtum geprégt.

Das Entwurfsvorgehen mittels obiger fiinf Schritte kann auch auf einem
Rechner implementiert werden und dann automatisiert ablaufen. Des Wei-
teren ist ein Entwurf in einem einzigen Schritt moglich [76], wenn alle Ent-
wurfsbedingungen in linearen Matrixungleichungen [25] zusammengefasst wer-
den. Die beschriebenen Nachteile des obigen Entwurfes in sechs Schritten tre-
ten dann nicht auf. Séttigungsregler der beschriebenen Art kénnen auch fiir
MIMO-Regelstrecken entworfen werden [76].

3.4.3 Beispiel Helikopter

Als Beispiel betrachten wir einen Rettungshubschrauber, wie ihn Bild 3.41
zeigt. Der Helikopter soll durch einen Autopiloten konstant iiber einem Ort
gehalten werden kénnen. D. h., im Fall von Windb6en und die durch sie ver-
ursachten Positionsabweichungen soll die Regelung des Autopiloten den Heli-
kopter zuriick auf die konstant zu haltende Position bringen. Fiir Rettungs-
einséitze bei stiirmischem Wetter ist eine solche Entlastung des Piloten von
grofler Bedeutung.

Wir betrachten hier die Positionsabweichung x4 des Helikopters, gemessen
in Metern, in Richtung seiner Léngsachse. Als Teil des Autopiloten wollen wir
diese Positionsabweichung durch eine Regelung bei null halten und sie im Falle
einer Stérung, z. B. durch eine Windbde, moéglichst schnell reduzieren und auf
null zuriickfithren. Die Positionsabweichung lésst sich mittels des Modells [38]

0415 0 —0.0111 0 6.27
s_| 1 0 0 0f .| 0
1 -1.43 9.8 —0.0198 0 98 |
0o 0 1 0 0
y=[0001]z

beschreiben, wobei x1 die Nickwinkelrate, x5 der Nickwinkel, z3 die Geschwin-
digkeit in Langsrichtung und z4 die Position bzw., wie erwéahnt, die Positions-
abweichung ist. Die Stellgrofle u ist der einstellbare Rotorwinkel, gemessen in
Radiant. Der Rotorwinkel ist durch

—0.11 <4 <0.11
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u

-

f
A

Bild 3.41: Rettungshubschrauber.

begrenzt. Als Gebiet moglicher Stor- bzw. Anfangsauslenkungen betrachten
wir

Xo={xeR"| |z1| 0.1, |22| 0.2, |z3| <1, |z4| < 10}.

Wir bestimmen als Séttigungsregler, der den Helikopter fiir alle Storauslen-
kungen aus Xy mit der StellgroBenbeschrankung |u| < 0.11 stabil ausregelt,

u = —sat(k”x)
mit
kT = [0.16226 0.20860 0.0089414 0.0020975].
Fiir die Storauslenkung
@i =[0.1 0.2 1 10]

zeigt Bild 3.42 den Verlauf der Ausregelung. Zum Vergleich sind auch die
Verliiufe eines linearen Reglers u = —k{ @ mit
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[1.7719 2.8852 0.15954 0.038056]

und der zeitoptimalen Steuerung dargestellt. Deutlich zu erkennen ist die ge-
geniiber dem linearen Regler schnellere Ausregelung des Sittigungsreglers.
Diese wird allerdings durch eine hohere Stellgeschwindigkeit u erkauft.
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Bild 3.42: Verlauf der Position y und der Stellgrofle u des Helikopters.
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Nichtlineare Regelungen fiir nichtlineare
Regelstrecken

4.1 Gain-scheduling-Regler

4.1.1 Grundlagen

Gain-scheduling-Methoden ermdéglichen es auf Basis der linearen Systemtheo-
rie, relativ einfache und in der Praxis bewéhrte Regelungen fiir nichtlinea-
re Regelstrecken zu entwerfen. Aus diesen Griinden haben Gain-scheduling-
Regler eine grofie Verbreitung gefunden. Typische Anwendungen sind Flug-
regelungen, Regelungen in der chemischen Prozessindustrie und Regelungen
in mechatronischen Systemen.

Man linearisiert bei dieser Klasse von Reglern die Regelstrecke fiir ver-
schiedene Arbeitspunkte. So ergibt sich eine Reihe von linearen Teilmodellen,
fiir die man jeweils einen Regler entwirft. Wiahrend eines Ausregelvorgangs
aktiviert man den Regler, dessen zugehoriges Streckenmodell der aktuellen
Situation am besten entspricht, oder interpoliert zwischen den Reglern. Auf
diese Weise wird es moglich, die Entwurfsmethoden der linearen Systemtheorie
auf nichtlineare Regelstrecken anzuwenden. Dies kann den Entwurf von Re-
gelungen fiir nichtlineare Systeme enorm vereinfachen, was sicher ein Grund
fiir die Beliebtheit dieser Entwurfsmethode ist.

Ausgangsbasis des Gain-schedulings ist die nichtlineare Regelstrecke

= f(x,d,u), xcR", decR° uclR™,
y=g(x), yeclR".

Dabei beschreibt der Vektor d mogliche duflere Einflussfaktoren oder Stérgro-
Ben. Die Ruhelage bzw. die Ruhelagen &y bestimmen sich aus der Gleichung

T = f(a:RvdeuR) =0

und héngen vom Eingangsvektor ug der Regelstrecke und eventuell vorhan-
denen #dufleren Einflussgrofen dr ab. Diese Ruhelagen oder Arbeitspunkte
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des Systems koénnen im Allgemeinen als Funktion eines Parametervektors p
dargestellt werden als

ur = ur(p),
xr = zr(p),
dr = dr(p)

und

yr = 9(zr(p)) = yr(p)-

Die Dimension des Parametervektors p bezeichnen wir im Weiteren mit [.
Aus der Menge

E = {ur(p), zr(p), dr(p). yr(p), p€M C R'} C R™*"
von Ruhelagen wird eine Anzahl von p Ruhelagen (bzw. Arbeitspunkten)
(uR(pi)va(pi)vdR(pi)vyR(pi))7 i = 17"'7p7
ausgewéhlt. Um diese herum wird jeweils ein linearisiertes Modell

A = A(p;)Az; + B(p;)Au; + S(p;)Ad;,
Ay; = C(p;)Az;

hergeleitet, wobei

und
of(x,dr(p;), ur(p;
A(p,) = f( R(apm) r(p;i)) :
z=zr(p;)
of(xr(p;), dr(p;), u
B(p,) = f( R(P;u Rr(P;), u) :
u=ur(p;)
of (x i 7d7u 7
S(p;) = f( R(P;d r(P;i)) :
d=dr(p;)
dg(x)
C(p;) =
Oz z=zr(p;)
gilt.

Im Weiteren wollen wir die Vektoren p; stellvertretend fiir
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T A
Menge aller Ruhelagen (ur(p),zr(p))

Giiltigkeitsbereich des
linearisierten Modells 5

»
u

Bild 4.1: Giiltigkeitsbereiche der parametrierten Linearisierungsfamilie.

(ur(p;) zr(p;): dr(p;), Yr(P;))

als Arbeitspunkte bezeichnen. Die Menge der linearisierten Modelle bezeich-
net man als parametrierte Linearisierungsfamilie der Regelstrecke. Diese p li-
nearisierten Modelle haben immer nur einen beschrinkten Giiltigkeitsbereich
um die jeweiligen Arbeitspunkte herum. Die Giiltigkeitsbereiche sollten dabei
liickenlos aneinander anschlieflen bzw. sich iiberlappen, wie es Bild 4.1 illus-
triert. Die parametrierte Linearisierungsfamilie deckt mit ihren Giiltigkeitsbe-
reichen oft nicht den gesamten Raum der Eingangs- und Zustandsgréfien ab,
so dass auerhalb dieser Bereiche diese Modellfamilie das Verhalten des nicht-
linearen Systems nicht mehr widerspiegelt.

Fiir jedes der p linearisierten Modelle mit dem Parametervektor p;, wird
ein Regler

7:51‘ = hi(zi, Adz, ASB@, Ayi? sz),
Aui = k:i(zi, ASB@, Ayi? sz)

bestimmt, dessen optionale Dynamik durch eine Differenzialgleichung mit den
Reglerzustinden z; festgelegt ist. Dabei ist

Aw; = w —wr(p,)

die Abweichung des SollgréBenvektors w vom Arbeitspunkt wg(p;). Bild 4.2
zeigt den i-ten dieser p Regelkreise, der aus dem i-ten Teilregler und der im
Arbeitspunkt p; linearisierten Regelstrecke besteht. Fiir die Regler kommen
verschiedene Reglertypen in Frage, z. B. lineare Zustandsregler, PID-Regler
usw.

Nach dem Entwurf der p Regler wird in einem letzten Entwurfsschritt
zwischen jeweils zwei benachbarten Reglern ¢ und j ausgew&hlt bzw. inter-
poliert. Die Auswahl bzw. Interpolation erfolgt dabei in Abhéingigkeit vom
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Aw; . Au; Ay,
w Z; = hi(zi, vy Awl) u) A:fci =A(pi)A£L‘i+B(pi)Aui Y

= Au; = ki(zi, ..., Aw;) Ay, = C(p,)Ax;

[ 1 J

Bild 4.2: Der i-te Regelkreis einer Gain-scheduling-Regelung.

i

Parametervektor p. Allerdings ist der Vektor p nicht in jedem Anwendungs-
fall bestimmbar oder messbar. Man ersetzt ihn dann durch einen Vektor 3(t),
Schedulingvektor genannt, wobei sich dessen Elemente S (¢) aus bekannten
Groflen zusammensetzen wie

(1) den Zustandsvariablen zy,
(2) den Ausgangsvariablen yy,
(3) den Stellgréfien ug,

(4) den Reglerzustinden zj oder
(5) den SollgroBen wy.

Dabei soll
[=dimp=dimpg

und im stationidren Fall

B, =Bt —o0)=p (4.1)

gelten.
Die einfachste Moglichkeit, die Stellgrofie w zu generieren, ist die Aktivie-
rung eines einzelnen Reglers ¢ mit der Stellgroie

u = ugr(p;) + Au,;. (4.2)
Dabei wird der Regler ¢ durch die Gleichung
i = argmin |18 — | (4.3)

bestimmt. Aktiv ist somit jener Regler i, dessen Parametervektor p, dem
aktuellen Schedulingvektor 3 am néchsten liegt.

Das Regelgesetz (4.2) ist zwar einfach, besitzt aber den Nachteil, dass zwi-
schen den Reglern i mittels des Auswahlgesetzes (4.3) umgeschaltet wird. Un-
erwiinschte Spriinge im Stellgréfenverlauf, die das Stellglied nicht ausfithren
oder verkraften kann, sind die Folge.

Sinnvoller ist es daher, ein Regelgesetz zu verwenden, das zwischen den
Reglern 4, d.h. ihren Stellgroffenwerten, interpoliert. Zusammengesetzt wird
die Stellgrofie dann anteilig aus den Werten ug(p;) und Awu;. Und zwar so,
dass zwischen den Reglern i, in deren Giiltigkeitsbereich sich der Scheduling-
vektor 3 befindet, interpoliert wird.
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Die Interpolation zwischen den Stellgréfien ug(p,;) + Au,; der einzelnen
Regler erfolgt z. B. auf Basis des gewichteten Mittelwertes, der die Gleichung
des Gain-scheduling-Reglers

> w(B) - (ulpy) + Auy)
w="" ) (4.4)
Z 1i(B)

liefert. Die Gewichtungsfunktionen 0 < p;(3) < 1 sind im Arbeitspunkt
B=p;

identisch eins und nehmen zum Rand des Giiltigkeitsbereiches, der zu diesem
Arbeitspunkt gehort, stetig bis auf null oder ndherungsweise null ab. Eine
Funktion, die diese Eigenschaft besitzt, ist beispielsweise die mehrdimensio-
nale Gauf}-Funktion

pi(B) = e~ 1ZB=PII”, (4.5)

Die | x | Matrix X' ist z. B. eine Diagonalmatrix

1
20% 0
2 = : .. :
1
0 20'l2

Durch die Matrix X' erhélt jede Koordinatenrichtung des Schedulingvektors
(3 eine eigene Skalierung mittels 1/ (20?). So kénnen nicht nur, wie in Bild 4.1,
Kreise als Niveaulinien der Funktion (4.5) ausgeformt werden, sondern auch
Ellipsen.

Normalerweise legt man die Funktionen pu;(3) durch geeignete Wahl von
ok so aus, dass sie fiir 8 = p; mit ¢ # j alle nahezu null und mit i = j
identisch eins sind. Dann reduziert sich fiir ¢ = j Gl. (4.4) auf

1i(pi)
d.h., im Arbeitspunkt ¢ wird nur der zu ihm gehorige Regler Aw,; aktiv.
Zwischen den Arbeitspunkten dagegen wird ein gewichteter Mittelwert der
einzelnen Reglerausgangsgrofien ug(p;) + Au; gebildet. Bild 4.3 illustriert
dies.
Das Interpolationsgesetz (4.4) besitzt die oftmals giinstige Eigenschaft,
dass fiir den Fall eines Vektors 3, der auflerhalb der betrachteten giiltigen
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Bild 4.3: Die Interpolation u der Reglerausgangswerte ur(p:) + Au; auf Basis des
gewichteten Mittelwertes ist als blaue Kurve exemplarisch dargestellt. Die schwarzen
Kurven entsprechen den Funktionen u;(8) - (ur(pi) + Au;) fiir i =1,...,3.

Arbeitsbereiche liegt, der Regler des zu (3 naheliegendsten Arbeitspunktes
aktiv bleibt. Dies ldsst sich aus Gl. (4.4) erkennen, denn fiir solche Vektoren
3 gilt

wi(B) < 1

fiir alle 7. Dann besitzt der grofite dieser Werte, d. h. derjenige mit dem kleins-
ten euklidischen Abstand ||B — p;||, den groBten Einfluss in Gl. (4.4). Auch
in diesem Fall gilt dann wieder Gl. (4.6). Bild 4.3 illustriert auch diese Eigen-
schaft.

Insgesamt gesehen ist der Entwurf eines Gain-scheduling-Reglers in vier
Schritten darstellbar:

Schritt 1: Berechne die parametrierte Linearisierungsfamilie.
Schritt 2: Entwerfe die linearen Teilregler mittels linearer Entwurfsmethoden.

Schritt 3: Lege das Auswahl- bzw. Interpolationsgesetz fiir die Teilregler in
Abhéangigkeit der Schedulingparameter fest.

Schritt 4: Simuliere den gesamten Regelkreis und priife Stabilitit und Re-
gelgiite.

Insbesondere Schritt 4 bedarf der Beachtung, denn die Stabilitdt kann
im Allgemeinen nicht analytisch gesichert werden. Die Stabilitdt der linearen
Teilregelkreise ist hier nicht ausreichend, da das gesamte System nichtlinear
ist.

Erweiterungen und zusétzliche Betrachtungen zu Gain-scheduling-Reglern
finden sich in [8, 37, 43, 111, 192, 202]. Einen Uberblick bieten beispielsweise
[1, 112, 159).
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4.1.2 Tllustrationsbeispiel

Es wird ein einfaches Beispiel betrachtet:

i=—23+u
Das System hat die Ruhelage
TR = JUR.
Als Parameter p wihlt man
p = UR.

So ergibt sich fiir die parametrierte Linearisierungsfamilie

Of (x,uR) Of (rr,u)
ox Az + ou

IR UR

Az = AAzx + bAu = - Au

= 303 Av + Au = -3 {/ui Az + Au.
Man w#hlt des Weiteren fiinf Arbeitspunkte aus mit

pL=1ur = —2, xRr1=—v2 ~ —1.26,

p2 =urz = —1, are=-V1 =-1,
ps=urz= 0, zrz= V0 = 0,
pr=urs= 1, zra= V1 = 1,
pP5 = URs = 2, TRy = \3/2 =~ 126

und
Au; =u—ugr; sowie Ax; =2 — TR;.

So ergeben sich fiinf linearisierte Modelle mit

pP1 = UR1 = —2 und Aitl = —4.76A!E1 + Aul,
p2 =urz = —1 und Aig = —3.00Axs + Aus,
p3=urz= 0 und Aisz = Aus,

pr=urs = 1 und Aiy = —3.00Ax4 + Auy,
pPs = Urs = 2 und Ais = —4.76 Axs + Aus.

Fiir jedes Modell wird nun ein P-Regler mit der Regelabweichung
Aei = Awl — Axl

und
Aui = ki Aei

entworfen, so dass die jeweiligen Regelkreise die Eigenwerte

A =—-12, A =-45, A3=-15, M\ =-45 As=-12
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aufweisen. Es ergeben sich folgende Teilregler Au; = k; Ae; mit
ki =724, ko =150, k3=150, ks=1.50, ks=7.24.

Als Regelgesetz, fiir das wir die umschaltende Variante wéhlen, ergibt sich so
insgesamt mit den Gl. (4.2) und (4.3)

u=ugr(pi) + Au; = ur; + Au; = ur; + k; - Ae;
mit
i =arg min |8 — urp]-
Wahlt man im obigen Regelgesetz als Schedulingparameter
f=p=u,

so ist das Regelgesetz implizit in w. Dies ist ungiinstig. Eine geeignetere Wahl
ergibt sich, wenn man, durch die Ruhelagengleichung

t=—-234+u=0 s u=g1°

motiviert,
p=2’
wihlt. Offensichtlich ist dann die Bedingung (4.1), d. h. 85 = p fiir den stati-

onédren Fall, erfiillt.
Bild 4.4 zeigt den kompletten Regelkreis. Es gilt

WR; = TRi

und
Ae; = Aw; — Ax; = w — x = Ae.

Bild 4.5 zeigt die Simulation des Regelkreisverhaltens fiir einen Fiihrungs-
groffensprung von w = 1.5. Da wir nur einen P-Regler verwenden, existiert eine
bleibende Regelabweichung. Die Unstetigkeiten im Verlauf von u kennzeichnen
einen Wechsel des Index ¢ und damit auch einen Wechsel von

u = ur; + Au,.

Wie erwihnt, ist das oftmals unerwiinscht, da nicht jedes Stellglied solche
Spriinge ausfithren kann. Aber auch die abrupte Anderung im Verlauf der
Zustandsgrofle x ist, wenn man z. B. an eine Flugregelung denkt, nicht erstre-
benswert. In vielen Féllen wird man sich glatte Verldufe von Stellgréfien und
Zustandsgroflen wiinschen.

Im néchsten Abschnitt betrachten wir ein Beispiel, bei dem zwischen den
Reglern interpoliert wird, so dass keine Spriinge im StellgréfSenverlauf auftre-
ten.
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w
—» Aw; = w — wri F»O—» u = ur; + k;Ae

A 4

\/

t=—-24u

A

arg min \x3—uRk e
k

Y

—— Az = 2 — JuRife

Bild 4.4: Strukturbild des kompletten Regelkreises.
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Bild 4.5: Simulation von Zustandsgrofle x und StellgroBe v der Gain-scheduling-
Regelung der Regelstrecke & = —x3 + .

4.1.3 Beispiel Solarkraftwerk mit Parabolrinnenkollektor

Wir betrachten das Parabolrinnenkraftwerk Acurex in Almeria im Siiden Spa-
niens [28, 85, 158]. Das Kraftwerk besitzt 480 Solarkollektoren, die bei einer
Sonneneinstrahlung von 900 Wm ™2 eine elektrische Leistung von 1.2 MW er-
zeugen. Hierbei fokussieren Parabolrinnen {iber ihre verspiegelte Oberfliche
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die Sonnenstrahlen in einer lichtdurchlissigen Leitung, in der Ol zirkuliert.
Durch die gebiindelten Sonnenstrahlen wird das Ol erhitzt und flieBt dann in
einen isolierten Speichertank mit einem Volumen von 140 m?3. Von hier aus
gelangt das Ol iiber eine Pumpe zu einem Dampferzeuger, in dem die Wirme
des Ols genutzt wird, um Wasserdampf zu erzeugen. Mit diesem wird schlief-
lich eine Turbine und ein elektrischer Generator betrieben. Das Ol wird nach
dem Verlassen des Dampferzeugers mit einer Rate von 2 bis 10 1s ™! zuriick
in die Leitungen des Kollektorfeldes gepumpt. Das Ol kreist also sténdig in
der Anlage. Bild 4.6 zeigt den prinzipiellen Aufbau des Systems.

Die Austrittstemperatur T, des Ols ist ein MaSB fiir die aufgefangene Ener-
gie. Beschreiben ldsst sich die Austrittstemperatur beim Verlassen des Kol-
lektorfeldes néherungsweise iiber die Leistungsbilanz

CTa = 7705J - qpcp(Ta - Te)~ (47)

Dabei ist T, die Temperatur des Ols beim Eintritt in das Kollektorfeld. Sie ist
konstant bzw. dndert sich nur sehr langsam und geringfiigig. Die Stérke der
Sonneneinstrahlung ist durch die Variable J beriicksichtigt, wobei 0 < J <
1 kW m ™2 gilt. Im Gegensatz zu J kann der Volumenstrom ¢ des Ols durch die
Pumpleistung zwischen 2 und 10 1s ! vorgegeben werden. Des Weiteren ist o
der optische Wirkungsgrad der Kollektoren, S die wirksame Kollektorfliche,
C die Wirmekapazitiit des Ols und Pep eine Systemkonstante. Fiir die Acurex-
Anlage in Almeria gilt

1S = 1322 m?,
C =2267kJ°C1,
pep=1924kJ°C1 171,

Tank

Turbine

Bild 4.6: Solarkraftwerk.
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Die Oltemperatur T, darf die Temperatur von 305°C nicht iiberschreiten
und insbesondere darf die Differenz zwischen der Eintrittstemperatur 7, und
der Austrittstemperatur 7T, nicht mehr als 100°C betragen. Normale Werte
fiir diese Differenz liegen um 70°C. Ist die Temperaturdifferenz T, — T, zu gro8,
so steigt der Oldruck in den Leitungen im Kollektorfeld stark an. Leckagen
konnen die Folge sein.

Man ist daher bestrebt, die Temperaturdifferenz

AT =T, - T,

auf dem konstanten Wert von 70°C zu halten. Dies geschieht mittels einer
Regelung, die iiber den Volumenstrom ¢ des Ols in Gl. (4.7) bzw. in der
Gleichung

C(AT) + CT, = 10SJ — qpep AT (4.8)

die Temperatur T, und damit AT beeinflusst. Da die Eintrittstemperatur T
néherungsweise konstant ist bzw. sich nur sehr langsam &ndert, d.h. T, ~ 0,
koénnen wir fiir Gl. (4.8) die Ndherung

C(AT) = n0SJ — qpep AT (4.9)

ansetzen.
Wir sind konformistisch und bezeichnen den Zustand AT des Systems
(4.9) mit = und seine Stellgrofe ¢ mit u. So gilt

& =aJ —bru (4.10)

mit @ = 179SC~! = 0.5831°C m?kJ ™! und b = p,C~1 = 0.8487- 1073 17",
Dabei wirkt die Stédrke J der Sonneneinstrahlung aus regelungstechnischer
Sicht als Storgrofle.

Die Ruhelagen zr des Systems (4.8) sind durch

CLJR

TR = (4.11)

buR
gegeben. Die Temperaturdifferenz xg ist also proportional zur messbaren
Stérke J der Sonneneinstrahlung. Im Falle einer konstanten Temperaturdiffe-
renz zg = 70°C gilt mit Gl. (4.11)

UR = 9.82JR.

Wir wollen das System (4.10), dhnlich wie in [85], mittels Gain-scheduling
regeln. Zu diesem Zweck ermitteln wir zuerst die parametrierte Linearisie-
rungsfamilie

_ OaJ

. Obrur
Ad — _
T o

Ap— Obrru

At ox ou

J=Jr T=IR U=UR

CAu,  (4.12)
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des Systems, wobei die Variablen
AJ=J—-Jr, Ar=z—2zr, Au=u—uR

die Abweichungen von den Ruhelagenwerten darstellen.
Aus Gl. (4.11) und Gl. (4.12) folgt

J
Az = aAJ — burAx — “ RAu,
UR
wobei fiir den Parametervektor p = [ug JR]T gilt.

Wir wihlen nun aus den moglichen Bereichen der Parameter,
21s7' <up <101s™" und 0kWm > < Jg <1kWm™?,

insgesamt sechs Arbeitspunkte

=[]l ) L 0.2

aus. Bild 4.7 illustriert diese Wahl. Dabei liegen im Bereich oberhalb der
Geraden

JR =0. 1455uR,

die sich aus Gl. (4.11) ergibt, Temperaturdifferenzen von AT > 100°C vor.
Dieser Bereich, in dem der Regelkreis nicht betrieben werden darf, ist in Bild
4.7 blau dargestellt. Die je nach Stérke J der Sonneneinstrahlung gewiinschten
stationdren Zustdnde mit zgo = AT = 70°C sind durch die Gerade

A
AT > 100°C
1 \
AT =70°C
C\‘l ] .
g 4 5 6
= |
4
g .
~ 1 2 3
0.2
T T T >
2 4 6 8 10
winls™t

Bild 4.7: Arbeitspunkte (1, 2, 3, 4, 5 und 6) und Giiltigkeitsbereiche der linearen
Teilmodelle, in denen die jeweilige Gau-Funktion eines Arbeitspunktes dominiert.
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JR = 0.1019UR

Fiir die linearen Teilmodelle gilt im i-ten Arbeitspunkt somit

gegeben.
i=1:
1 =2:
1 =3:
i1 =4:
1=25:
1=06:

Az = 0.58 -
Agy = 0.58 -
Az = 0.58 -
Agy = 0.58 -
Ags = 0.58 -
Agg = 0.58 -

AJy —3.39-
AJy —5.09-
AJ3 —6.79 -
AJy—3.39-
AJs —5.09-
AJg—6.79 -

1073 Az — 731073 - Auy,
1073 Azg — 491073 - Aug,
1073 Azg — 36-1073 - Aus,
1073 Azy — 117-1072 - Aug,
1073 Azs — 781072 - Aus,
1073 - Azg — 58 - 1073 - Aug.

Wir entwerfen fiir jedes der Teilmodelle einen PI-Regler

t

AUi = Kz (xsoll — ],‘) =+ Klwi / (xsoll - I) dTa

mit den jeweiligen Reglerkoeffizienten

Ky

K>
K3
Ky
Ks
K

= —1.3254,
= -1.9532,
= —2.5577,
= —0.8284,
= —1.2207,
= —1.5985,

0

wi = 0.0248,
ws = 0.0253,
w3 = 0.0257,
wy = 0.0248,
w5 = 0.0253,
we = 0.0257.

Die Regler sind so dimensioniert, dass die geregelten Teilmodelle immer Ei-

genwerte bei

s1 = —0.04 und

s3 = —0.06

besitzen. Um die Beschrankung der Pumpenleistung zu beriicksichtigen, be-
sitzen die PI-Regler Antiwindup-Elemente.
Als Schedulingvektor 3 # p verwenden wir

aJ

wobei B(t — oo0) = p gilt. Die Stellgrofien u; = ur; + Au; werden iiber die
gewichtete Mittelwertbildung (4.4) zum Gain-scheduling-Regler

u =

6

> e

=1
6
=

—1ZB=p)II?y,

e~ 1Z(B=p)I?
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zusammengefasst. Dabei gilt

2 0
= {0 0.3} '

Wir simulieren den Gain-scheduling-Regelkreis des Solarkraftwerkes fiir
den in Bild 4.8 angenommenen Tagesverlauf der Sonneneinstrahlung. Die
Verliufe des Pumpendurchflusses © und der Temperaturdifferenz x = AT zwi-
schen Austrittstemperatur und Eintrittstemperatur des Ols sind ebenfalls in
Bild 4.8 abgebildet. Wie erkennbar, werden die Beschrdnkungen des Pumpen-
durchflusses 2 1s ™! <u<10 1s7! eingehalten. Auch die Temperaturdifferenz
x wird auf dem gewiinschten Wert von z = 70°C gehalten. Im Falle einer
Sonneneinstrahlung J von weniger als 0.2 kWm™? fillt die Temperaturdif-
ferenz allerdings auf unter 70°C, da dann die Erwirmung des Ols durch die
Sonne zu gering ist, um bei einem minimal erforderlichen Olfluss von 2 1s™!
eine Temperaturdifferenz von 70°C zu erzeugen.

0.5F i

J in kW m™?

-1

=
£
]
0 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
80- i
O 60F i
£ 40 ]
S oot ]
0 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Zeit t in Stunden

Bild 4.8: Stéirke J der Sonneneinsﬂtrahlung, Volumenstrom u = ¢ der Pumpe und
Temperaturdifferenz x = AT des Ols zwischen Eintritt und Austritt in das Kollek-
torfeld.
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4.2 Reglerentwurf mittels exakter Linearisierung

4.2.1 Grundidee und nichtlineare Regelungsnormalform

In diesem Kapitel soll ein Verfahren betrachtet werden, mit dem es direkt und
nicht iiber den Umweg einer linearen Néherung der Regelstrecke moglich ist,
Regler fiir nichtlineare Regelstrecken zu entwerfen. Grundgedanke hierbei ist
es, einen nichtlinearen Regler so zu entwerfen, dass er die Nichtlinearitit der
Regelstrecke kompensiert und insgesamt ein linearer Regelkreis entsteht.

Als Regelstrecken werden SISO-Systeme der Form

& =a(x)+ blx) - u,
y = c(e)

betrachtet, also Systeme, die nichtlinear in x, aber linear in u sind. Daher
bezeichnet man sie auch als eingangslineare Systeme oder eingangsaffine Sys-
teme. Die Annahme einer linear wirkenden Stellgrole w ist keine grofie Ein-
schrinkung, denn viele technische Systeme sind linear in der Stellgrofie wu.
Die Systemordnung ist n = dima. Die Betrachtung von MIMO-Systemen
ist ohne groflen Aufwand und auf &hnliche Weise wie im SISO-Fall moglich
[83, 94, 163, 195]. Wir beschriinken uns hier nur deshalb auf SISO-Systeme,
um die Grundidee des Verfahrens moglichst gut verstéindlich herauszuarbei-
ten.

Fiir den angedachten Reglerentwurf hat sich die Form der obigen System-
beschreibung als ungiinstig herausgestellt. Man muss sie daher geeignet umfor-
men. Zu diesem Zweck verwendet man die Lie-Derivierte oder Lie-Ableitung,
die als Gradient einer skalaren Funktion h(x) multipliziert mit einem Vektor-
feld f(x) definiert ist, d. h. als

Oh(x
Lonta) = " f@) = grad”h(a) - 1),
Im vorliegenden Fall gilt z. B.
Lace) = "0 a(a),

wenn man die Lie-Derivierte auf die Ausgangsfunktion ¢ anwendet.
Man bildet nun die zeitliche Ableitung der Ausgangsgréfie y und erhélt

j— de(x)  Oc(x) PO 8c(ac)j3 _ 80(:{:)3,c

dt 0z T Ox,, ox

Ersetzt man darin
& =a(x) + b(x) - u,

so ergibt sich
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oder mittels der Lie-Derivierten die Gleichung
= Loc(x) + Lpc(x) - u.

Bei den meisten technischen Systemen ist in der letzten Gleichung

dc(x)
L = b(x) =0 4.13
wele) = 75 bi) =0, (113)
so dass
Y= Lac(zx)
gilt.
Ein Beispiel fiir Gl. (4.13) liefern lineare Systeme in Regelungsnormalform
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
E=Ax+bu=| : = o+ ||
o 0 o0 --- 1 0
—ap —ai1 —ag -+ —0p—1 1

y=cle = [bobl -~-bm0-~-0}a:
mit m < n — 1. Bei diesen Systemen gilt offensichtlich

ocTx

Lyc(x) = .

b(z) =c’b=0.

Es soll jetzt §j ermittelt werden. Man erhilt ausgehend von y = L,c(x) die
Beziehung

. dLgc(x)  OLgc(x), OLgc(x) OLgc(x)
Y5 T e T o alx) + ox b(x) u.
LoLac(x) LpLgc(x)

Fiir den ersten Term in der letzten Gleichung schreibt man abkiirzend
LoLac(x) = Lc(x),

da die Lie-Derivierte L, zweimal hintereinander angewandt wird. Fiir den
zweiten Term gilt oftmals wieder

_ OLgc(x)

LyLa(x) = P b(x) =0.

Man erhélt dann
ij = Lc(x).

Bildet man auch die hoheren Ableitungen, so ergibt sich schliefllich folgen-
des Ergebnis:
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y = c(zx),
Y= Lac(w)7
j = Lac(x),

yO ) = L (),
N OLS 'c(x)

©) = ¢ . 4.14
v = Lhe() + 770 o) (114)
Dabei gilt
. OL%c(x)
LyL? = @ =
Lictw) = 72 o) = 0
fiir alle Indizes
1=0,...,0 —2.

Erst fiir den Index i = § — 1 wird Ly L2~ c() ungleich null. Man bezeichnet
0 als Differenzordnung oder auch als relativen Grad des Systems. Der relative
Grad entspricht bei linearen Systemen der Differenz zwischen Nennergrad und
Zihlergrad der Ubertragungsfunktion.

Wir betrachten nun zuerst den Fall

6 =n,

also den Fall, bei dem die Systemordnung n = dima dem relativen Grad 9
entspricht. Dann lassen sich die folgenden neuen Zustandskoordinaten

21 Y c(x)
29 U Lac(x)

2=z = | ¥ | 2| Lac@) | = ga) (4.15)
Zn y(n=b Ly~ te(x)

einfithren. Ist dabei t(x) stetig differenzierbar und existiert die Umkehrfunk-
tion ¢t~ 1, d. h., gilt
t (t(x) =

und ist ! ebenfalls stetig differenzierbar, so nennt man
t: R" — IR"™,

wie schon in Abschnitt 1.1.10 beschrieben, einen Diffeomorphismus. Er trans-
formiert das System

a(x) + b(x) - u,
c(x)

T
)
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eineindeutig in die folgende neue Systemdarstellung

Z1 Z2 0
N : + : u,
Zn—1 Zn 0 (4.16)
Zn Llc(x) Ly L te(x)
Yy=z.

Diese Systemdarstellung wird als nichtlineare Regelungsnormalform bezeich-
net. Sie ldsst sich unmittelbar aus Gl. (4.14) und Gl. (4.15) herleiten.
Wenn man nun noch die Eingangsgrofle u transformiert, um sie in GI.
(4.16) durch eine neue Eingangsgrofie w geméif3
L K" 1%
_ _Lacle) tk 2 Cw (4.17)
LyLg “c(x) LyLg “c(x)
mit
k' =lag a1 an_1]
zu ersetzen, so ergibt sich das vollstindig linearisierte System in Regelungs-
normalform

2:“1 0 1 o --- 0 Z1 0
29 o o 1 -+ 0 29 0
= : = : S+ | w,
) . . . . . . . (4.18)
Zn—1 0 0 o --- 1 Zn—1 0
Zn —ap —a1 —Qg ** —Qp_1 Zn \%4
Yy=z.

Mittels der Transformationen (4.15) und (4.17) ist es uns gelungen, die
nichtlineare Systemdarstellung in eine lineare zu iiberfithren. Aus dieser Vor-
gehensweise leitet sich der Name exakte Fingangs-/Ausgangslinearisierung,
kurz exakte Linearisierung, ab. In der Wahl der Koeffizienten a; im Vektor k
sind wir frei, so dass wir dem transformierten System jede gewiinschte Eigen-
wertkonfiguration einpréigen kénnen. Auch der Wert V' ist frei wihlbar.

4.2.2 Nichtlinearer Regler und linearer Regelkreis

Wir kénnen die Transformationsvorschrift (4.17) der Eingangsgrofie v in die
neue Eingangsgrofie w auch als Regelgesetz

u(z, w) = —r(x) +v(z) - w (4.19)
mit

_ Lpc(x) + k' 2z
r(x) = Lol o(a) (4.20)



4.2. Reglerentwurf mittels exakter Linearisierung 183

—»  v(x) & =a(z)+blx) u c(x) >

r(x)

Bild 4.9: Strukturbild des Regelkreises mit insgesamt linearer Dynamik.

als Regler und

|4

@) = )

als Vorfilter interpretieren. Die Grofie w fungiert dabei als Fithrungsgrofie des
Regelkreises.
Fiir die Differenzialgleichung der Ausgangsgrofie y ergibt sich aus Gl. (4.18)

y™ +an 1y Y+t tay=V-w.

Bild 4.9 zeigt das zugehorige Strukturbild. Durch die frei wihlbaren Parameter
a; und V kann die Dynamik des Regelkreises offensichtlich beliebig ausgelegt
werden. In der Praxis begrenzt allerdings die Beschrankung der Stellgrofie,
|| < Umax, die freie Wahl der Parameter a; und V.
Um das Regelgesetz (4.19), (4.20) unabhiingig von z zu machen, setzt man
noch
c(z)

z=t(x)= Lac.(w)

Lo~ e(x)

in Gl. (4.20) ein und erhilt so die nichtlineare Ackermann-Formel

Lc(z) + an—1L7 te(x) + ... + a1 Lac(x) + apc(x) i 1%
LyLi te(x) Lyl te(x)

U = — w

als Regelgesetz, das nur noch vom Originalzustand x abhéngt.
Um alle Ergebnisse zu iiberblicken, fassen wir sie in folgendem Satz zu-
sammen.
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Satz 18 (Exakte Linearisierung bei maximalem relativen Grad). Be-
trachtet wird der Regelkreis

& =a(x)+ b(x) - u,
y = c(x),
u=—r(z)+v(x) w

mit dem relativen Grad 6 = n. Hat dann der Regler die Form

Ltc(x) + an_1 L2 te(x) + ... + a1 Lac(x) + apc(x)

r@) = Lyl le(x)

und ist das Vorfilter durch

v

= , VeR,
LyLa 'e(x)

v(x)

mit
Lyl te(x) # 0

gegeben, so hat der Regelkreis das lineare Ubertragungsverhalten
v a1y Y 4t agtay =V -w.

Wir bezeichnen das Vorgehen in Satz 18 als exakte Linearisierung bei ma-
zimalem relativen Grad, da es auf den hochsten moglichen Wert § = n zuge-
schnitten ist. Den Fall § < n behandeln wir in Abschnitt 4.2.4.

4.2.3 Beispiel Magnetlager

Wir betrachten ein aktives Magnetlager [130, 184], wie es in elektrischen Gene-
ratoren und Motoren, Pumpen und Turbinen eingesetzt wird. Es erméglicht
eine reibungsfreie Lagerung der Maschinenwelle und so die Einsparung von
Energie. Das prinzipielle Funktionsschema eines Magnetlagers mit einem Frei-
heitsgrad zeigt Bild 4.10. Die beiden Elektromagneten halten die Welle in der
Position h = 0.

Die von den Stréomen 47 und 75 verursachten magnetischen Fliisse ¢ und
@45 bewirken dabei die Kréifte F und F3, die auf die Welle wirken. Diese Kréfte
werden so eingestellt, dass die Lagerung beriihrungslos erfolgt. Dabei kann
man, um elektrische Energie einzusparen, die Elektromagneten wechselseitig
ein- bzw. ausschalten. Diese Betriebsart bezeichnet man als Zero-bias-Betrieb
oder Low-bias-Betrieb.

Die auf die Welle wirkenden Krifte

1
F, = P2, i=1,2, 4.21
oA (4.21)
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Maschinenwelle

io Elektromagnet

Bild 4.10: Prinzipielles Funktionsschema eines aktiven Magnetlagers mit einem Frei-
heitsgrad in Richtung von h. Weitere, nicht betrachtete Freiheitsgrade sind durch
zuséatzliche Elektromagneten angedeutet.

héngen variabel vom magnetischen Fluss @; des jeweiligen Elektromagneten i
ab. Dabei ist g die magnetische Feldkonstante und A die Fliche eines Pols
der Elektromagneten. Fiir den magnetischen Fluss gilt des Weiteren

;= Do+ ¢y,  i=1,2, (4.22)

wobei @9 < ¢; ist. Der Flussanteil @ ist konstant, d.h., er bildet einen
Gleichanteil, den Bias. Die Flussanteile ¢; enthalten die zeitlich veréinderlichen
Komponenten. Fiir den Zusammenhang zwischen der Spannung u; des Elek-
tromagneten ¢ und dem Fluss @; gilt

Uq

b, = ¢ = N =12 (4.23)

Dabei ist u; die am i-ten Elektromagnet anliegende Spannung und N die
Anzahl der Windungen des Elektromagneten. Man definiert nun

¢=¢1— 2 (4.24)
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und schaltet die Spannungen der beiden Elektromagneten geméifl

i
w =0 fre<o (4.25)
0 firg=>0
und
i
wp = 0 e <o, (4.26)
—v  fir¢>0

ein und aus. Die Spannung v ist variabel und bildet die StellgréBe v = ¢ = v /N
des noch zu entwerfenden Reglers.

Die auf die Welle wirkende Gesamtkraft ist mit Verwendung von Gl. (4.21)
durch

1

Fo=F —F =
g 1 2 ,UOA

(@] — ¥3)

gegeben. Fiir die in obiger Gleichung auftretende Differenz & — &3 ergibt
sich aus den Gleichungen (4.22), (4.23) und (4.24) unter Beriicksichtigung
der Schaltstrategien (4.25) und (4.26) nach einer Zwischenrechnung [184] die
Beziehung

D7 — D3 =200 + ¢|¢|

mit @0 = @y + min {¢1 (0), P2 (0)} .
Somit erhélt man fiir die Beschleunigung h der Welle mit der Masse m die
Beziehung
}:L =

ot 200+ 10 (1.21)

Definiert man als Zustandsvariablen des Systems z; = h, 29 = h und
r3 = ¢ sowie als StellgroBe, wie erwihnt, die Spannung u = v/N, so ergibt
sich mit @ = [z1 22 x3]7 und Gl (4.27) sowie ¢ = u als eingangslineares
Zustandsraummodell

X9 0
& = |aqxs + agzs|as|| + 0] w.
0 1
-~
a(x) b(z)

Fiir die Parameter gilt a; = 2®q/(upAm) und ap = 1/(ugAm). Als Aus-
gangsgroBe y des Magnetlagers ist die Auslenkung h, also

y =c(x) = 1,
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zu betrachten.

Wir entwerfen nun einen Regler mittels exakter Linearisierung gemafl Satz
18. Dabei beriicksichtigen wir, dass die Funktion f(z) = z|z| differenzierbar
ist und die Ableitung f’(x) = 2|z| besitzt. Wir gehen in den folgenden Schrit-

ten vor:

Schritt 1:

Schritt 2:

Schritt 3:

Schritt 4:

Die Lie-Derivierten L% c(x) lauten

i=0:  Lic@) = c(@) =,

i=1:  Lac(z) = ag(j)a(w) =29,

i=2: Lye(z) = 8Lg;(a:)a(x) = a173 + aox3|Ts,
i=3: Lic(x) = 8L§;(a:)a(m) =0.

Mit den Ergebnissen aus Schritt 1 ermitteln wir die Terme

o (9.231

i=0: Lpc(x) = e b(x) =0,
i=1:  LyLaclz) = %fj b(z) =0,
i=2: LyL2c(x) = Aenzs —252$3|$3|)b($) = a1 + 2|3

Also ist fiir i = 2 der Term LpL%c(x) ungleich null und § = 3 = n.

Es gilt
LbLiC(a}) =1 + 2042|.133| 75 0

fiir alle z € IR?, da a; > 0, ag > 0 und |x3| > 0 ist.

Da die Differenzordnung hier § = 3 ist, hat die Ubertragungsfunk-
tion G(s) des Regelkreises ebenfalls die Ordnung drei, man erhélt
daher

v

s3+ass? +a1s+ag

G(s) =

Man wéahlt drei y.eelle Pole s1 = s9 = s3 = —A mit A > 0 und erhélt
mit V = A3 die Ubertragungsfunktion

)\3

G(s) = .
(5) $3 +3Xs2 +3X2s + A3
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) O
)\3 U . Yy
V(z) o &= |o1x3 + cexs|zs| |+ (1) u

:a1+2a2\m3\ A_ 0

Yy=1a

3)\(0(11‘3 +a2x3|x3|)—|—3)\2x2+)\3x1

a1 + 2ae|x3]

—r(@)=

Bild 4.11: Regelung des aktiven Magnetlagers mittels exakter Linearisierung.

Schritt 5: Fiir den Regler gilt mit den Ergebnissen der Schritte 1, 2 und 4:

L3c(x) + agL2c(x) + a1 Lac(x) + apc(x)
LyL2c(x)
3wz + azxs|as|) + 3X2zs + A3y

r(z) =

[ i 2042|.133|
Schritt 6: Fir das Vorfilter erhilt man

\% A3

v(x) = = .
LbL%C(m) a1 + 20(2|$3|

Der so ermittelte Regelkreis ist in Bild 4.11 dargestellt. Mittels des noch

nicht spezifizierten dreifachen Pols bei A kann die Dynamik des Regelkrei-

ses und insbesondere sein Stellgroflenverbrauch beeinflusst werden. So ist es

moglich, den Stellgrofenverbrauch v innerhalb vorgeschriebener Grenzen, z. B.
—1 <wu <1, zu halten [90, 127, 142].

4.2.4 Regelstrecken mit interner Dynamik
Im Weiteren wollen wir den Fall
d<n

betrachten, also den Fall, in dem der relative Grad § gegeniiber der System-
ordnung n reduziert ist. Auch in diesem Fall kann mittels einer nichtlinearen
Transformationsvorschrift, eines Diffeomorphismus z = t(x), eine fiir den
Reglerentwurf giinstige Systemdarstellung gefunden werden.

Da § < n gilt, konnen nur die ersten § Komponenten tq, ..., ts in gleicher
Form angesetzt werden wie im Fall § = n. Es gilt
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21 c(x)
2 Loc(x)
z=| 2z | =t(x) = | LS e(x)|. (4.28)
2541 tsy1(x)
L Zn | ta(z) ]
Die Funktionen ¢s41,...,t, konnen beliebig gew&ahlt werden. Dabei ist aller-

dings die Einschrankung zu machen, dass t stetig differenzierbar sein muss
und die Umkehrfunktion

x=t"1(2)

existieren und ebenfalls stetig differenzierbar sein muss. Es sei angemerkt,

dass die Umkehrfunktion ¢! gem#f dem Hauptsatz iiber implizite Funktionen

[175] existiert, wenn die Jacobi-Matrix 0t(x)/0x nicht singulér ist.
Transformiert man dann die urspriingliche Systembeschreibung

a(x) + b(x) - u,
c(x)

mittels des Diffeomorphismus (4.28), so ergibt sich

T
Y

_ 2.:1 T B c(;c) 7] B Lac(:n) _
Lac() L2c()
Lo B 2 d L e(@)| Lo Ye(x)
zZ5 dt Lf;lc :1:) Lic(fﬂ) ‘f'.LbLi_lc(m) u
Z541 toy1(x) )
L Z'n, | L tn(w) i i tn(m) |
und somit
F T ~ . )
29 23
. g1 25
== s | |[Lic(x) ‘ELbLg_lc(sc) Sl (4.29)
é5+1 t§+1((1})
L Zn i L tn(w) |
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wobel weiterhin

y=x
gilt.
Mit
x=t"1(2)
bestimmt man fiir i =0 + 1,...,n die Ableitungen

ti(x) = 8%(;) T = at(;;a:) (a(x) + b(x) - u)
= Lati(x) 4+ Lpti(x) - u (4.30)
= Gi(@,u) = it (2),u) = (2, ).

Hat man die Funktion t; so gewéhlt, dass

_ Oty(=x)
T ox

ist, dann vereinfacht sich Gl. (4.30). Denn in diesem Fall entfiillt die Abhiingig-
keit von u, und es gilt

i(@) = Lati(@) = 4:(2) = 4:(2). (4.32)

Durch den Wegfall der Abhéngigkeit von u vereinfacht sich dann die transfor-
mierte Systemdarstellung wesentlich.

Gleichung (4.31) ist eine partielle Differenzialgleichung, deren Lésung ¢, (x)
in der Regel existiert, aber in vielen Fillen schwierig zu bestimmen ist. Im
Weiteren wollen wir — aus dem genannten Grund der Vereinfachung — davon
ausgehen, dass t; die Gleichung (4.31) fiir alle ¢ = § + 1,...,n erfiillt und
setzen die Funktionen #; aus Gl. (4.32) in Gl (4.29) ein. Wir erhalten dann
die so genannte Byrnes-Isidori-Normalform

Lyti(z) b(z) =0 (4.31)

R S
) externe Dynamik
Z5_1 25
Zs | = |e(zu) |,
Z5+1 q5+1(2) (4.33)
: interne Dynamik
L Zn L an(2) |
y=n } Ausgangsgrofie

als Systembeschreibung mit

o(z,u) = Lic(t_l(z)) + LbLéa_lc(t_l(z)) - U.
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Die Systemdynamik liisst sich, wie in Gl. (4.33) dargestellt, in einen exter-
nen und einen internen Anteil aufspalten. Die externe Dynamik des Systems,
die die Anderungen der Zustéinde z1,...,zs beschreibt, kann mittels einer
Transformation der Eingangsgrofie v in die neue Eingangsgrofie w, wie im
Fall 0 = n, linearisiert werden. Anhand von Gl. (4.29) bzw. (4.33) ermitteln
wir diese Transformation zu

B _Lgc(w) +kTz Vv

Sw 4.34
Ly Ly te(x) LyL Ye(x) (4.34)

mit
k' =lag -+ as_1 0 --- 0].

Setzt man dies in Gl. (4.33) ein, so erhélt man die Dynamikgleichungen des
transformierten Systems zu

z1 0 1 0 0 z1 0

z9 0 0 1 0 z9 0

S : e (3
251 o o o --- 1 251 0

Zs —ag —a1 —ag -+ —a§_1 25 1%

externe Dynamik

Z5+1 ¢5+1(2)
S : ) (4.36)
2 qn(2)

interne Dynamik

Yy = z1.

Durch die Transformation (4.34) der Eingangsgrofe ist die externe Dy-
namik von den Zustandsvariablen zsi1,...,2z, der internen Dynamik un-
abhéingig. Insbesondere haben die Zustandsvariablen der internen Dynamik
keinen Einfluss auf die Ausgangsgrofie y. Das hat zur Folge, dass die interne
Dynamik (4.36) nicht beobachtbar ist. Aus dieser Eigenschaft leitet sich auch
die Bezeichnung interne Dynamik ab.

Auch hier interpretieren wir die Transformationsgleichung (4.34) als Re-
gelgesetz, das im ersten Summanden einen Zustandsregler und im zweiten ein
Vorfilter fiir die FithrungsgroBe w besitzt. Um Gl. (4.34) unabhingig vom
kiinstlichen Zustandsvektor z zu machen, bilden wir

k'z =as_1 LS 'e(x) + ... + a1 Lac(x) + apc(x).
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Offensichtlich kann die interne Dynamik nicht linearisiert werden. Gliick-
licherweise beeinflusst sie, wie schon festgestellt, die Ausgangsgrofie y = 23
und die geregelte externe Dynamik nicht. Bild 4.12 illustriert dies. Wie er-
wéhnt, wird die interne Dynamik (4.36) durch das Regelgesetz (4.34) nicht
beobachtbar. Man verursacht durch die Linearisierung des Regelkreises also
seine Nichtbeobachtbarkeit.

Regelkreis mit geregelter externer Dynamik

3 0 1 0o --- 0 21 0
w 2o 0 0 1 0 z2| |0 y
_ ) + w —»
Zs —ap —a1 —az -+ —as—1 =2 v
y==

[ x

2541 q5+1(21,~~~72’n)

Z.'n qn(zl,...,zn)

interne Dynamik

Bild 4.12: Strukturbild des Regelkreises mit geregelter externer Dynamik und nicht
beobachtbarer interner Dynamik.

Die geregelte externe Dynamik, d. h. der Regelkreis (4.35) an sich, besitzt
dabei dieselbe Struktur wie im Fall § = n, d.h., wie in Bild 4.9 gezeigt. Die
Ausgangsgrofie ist hier dhnlich wie im Fall 6 = n durch eine lineare Differen-
zialgleichung

v +asy V4 tagtay =V w

gegeben. Allerdings mit der Ordnung § < n.

An dieser Stelle wird eine weitere Bedeutung des relativen Grades § fiir
das Regelkreisverhalten deutlich. Er legt die Ordnung der linearen Differenzi-
algleichung des Regelkreises fest.

Fiir die Dynamik des linearen Regelkreises spielt die interne Dynamik
zwar keine Rolle, fiir die Dynamik des Gesamtsystems allerdings schon. Es ist
offensichtlich, dass eine instabile interne Dynamik auch zu einem instabilen
Gesamtsystem fithrt. Man muss im Fall § < n beziiglich der Stabilitdt des
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Gesamtsystems also auch die interne Dynamik beachten. Auch sie muss stabil
sein, damit es das Gesamtsystem ist.
Wir fassen wieder alle Ergebnisse in einem Satz zusammen.

Satz 19 (Exakte Linearisierung bei reduziertem relativen Grad).
Betrachtet wird der Regelkrets

z=a(zx)+bx) - u,
y = c(x),
u=—r(x)+v(x) w
mit dem relativen Grad 6 < n. Hat dann der Regler die Form

Loc(x) 4+ as_1 L3 e(x) + ... + a1 Lac(x) + age(x)

xr) =
r@) LyLS e(x)
und ist das Vorfilter durch

\%4

= 5—1 , VeR,
LyLe " c(x)

v(x)

mit
LyL2 te(x) #0
gegeben, so hat der Regelkreis das lineare Ubertragungsverhalten

y(é) + ag,ly(‘s_l) +. ... tay+ay=V-w.

Des Weiteren besitzt der Regelkreis die interne Dynamik

2541 ¢5+1(2)
Zn qn(2)
mat
z = t(x).

Die interne Dynamik beeinflusst die Ausgangsgrifie y nicht. Wenn sowohl die
interne als auch die lineare Dynamik der geregelten Ausgangsgrofie y stabil
sind, dann und nur dann ist das Gesamtsystem stabil.

Satz 18 und Satz 19 sind sehr &hnlich und unterscheiden sich nur durch die
Beriicksichtigung der internen Dynamik in Satz 19. Es ist wichtig anzumerken,
dass zwar der Regelkreis die nicht beobachtbare interne Dynamik besitzt, dass
aber die Regelstrecke normalerweise beobachtbar ist. Daher kann auch der fiir
die Regelung benotigte Zustandsvektor & mittels eines Beobachters geschétzt
werden.

Im linearen Ubertragungsverhalten des Regelkreises
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v
T tas 18014+ +ais+ag

G(s)

sind die Koeflizienten as_1,...,a1,a9 und V fiir beide Fille, 6 = n wie auch
0 < n, frei wihlbar. Die Dynamik des Regelkreises kann also auch hier mittels
der Parameter ag,...,as—1 und V beliebig vorgegeben werden. In der Praxis
begrenzt allerdings wieder die Beschrinkung der Stellgroe, |u| < tmax, den
dabei zur Verfiigung stehenden Spielraum.

4.2.5 Entwurfsverfahren

Folgendes allgemeine Schema, das fiir § = n wie auch fiir § < n gilt, beschreibt
wie der Entwurf von Regler und Vorfilter durchgefiihrt wird. Fiir den speziel-
len Fall des Magnetlagers in Abschnitt 4.2.3 haben wir ein dhnliches Schema
schon genutzt.

Schritt 1: Man bestimmt die Terme

Schritt 2: Man bestimmt die Terme

LoLic(a) = Fac®) g (4.37)
ox
mit ¢ = 0,1,2,... in aufsteigender Reihenfolge. Der kleinste Index
1, fiir den obiger Term (4.37) ungleich null ist, liefert die Differenz-
ordnung
0=1+1.

Der zugehorige Term in Gl. (4.37) lautet

0L c(x)

LyLi te(x) = i

b(x) # 0.
Schritt 3: Es muss fiir alle auftretenden «
LoyL3 te(x) # 0
gelten.

Schritt 4: Man wihlt die lineare Dynamik des Regelkreises

v
T 04 a5 189 +...+ais+ag

G(s)

durch geeignete Festlegung der frei wihlbaren Parameter V' und
as—1,...,0a1, ao-
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Schritt 5: Man bestimmt mittels der Ergebnisse aus den Schritten 1, 2 und 4
den Regler

Loc(x) + as_ 1L e(x) + ... + apc(x)

r(@) = LyLy e(x)

Schritt 6: Man bestimmt das Vorfilter

v

v(@) = Lyl te(x)

Schritt 7: Fiir 6 < n ist zu testen, ob die interne Dynamik stabil ist.

Mit obigem Schema ermittelt man nur den Regler r(x) und das Vorfilter
v(x), jedoch nicht die interne Dynamik. Um sie zu erhalten, muss man noch
Gl. (4.29) bzw. Gl. (4.33) aufstellen.

4.2.6 Beispiel Mondlandefihre

Wir betrachten im Weiteren ein Beispiel mit interner Dynamik. Es handelt
sich um eine Landeféhre [131], wie sie z. B. das Landemodul Eagle der Apollo
11 Mission [9, 139], die Marssonde Phoenix oder die Altair-Mondlandefihre
des Constellation-Programms der NASA darstellen. Auch das Landemodul
einer moglichen bemannten Mars-Mission kénnte dhnlich aufgebaut sein. Bild
4.13 zeigt die Mondlandefihre Eagle.

Ziel einer Antriebsregelung fiir eine Raumfihre obigen Typs ist vor allem
die Sicherstellung einer weichen Landung. Zu diesem Zweck wird die senkrecht
wirkende Schubkraft des Triebwerks benutzt, um die durch die Gravitation
bedingte Anndherung an die Mondoberfliche abzubremsen.

Hierbei beschreibt

mh = —vin — my (4.38)

die Kriftebilanz. Dabei ist m die Masse der Fihre einschliellich des Treib-
stoffvorrates, h die Flughthe, v die Geschwindigkeit des aus dem Triebwerk
austretenden Gases und g = 1.62 ms~2 ist die Fallbeschleunigung des Mon-
des. Der Term wvrn reprisentiert die Schubkraft des Antriebs, wobei m < 0
gilt, da die Treibstoffmasse wihrend der Landung abnimmt. Der Eagle stand
in der Landephase eine Schubkraft von 4.56...45.04 kN zur Verfiigung. Die
Austrittsgeschwindigkeit betrug v = 3050 ms~*.

Zu beriicksichtigen ist des Weiteren, dass die Masse des Treibstoffes einen
erheblichen Anteil der Gesamtmasse m ausmacht. So betrug das Gesamtge-
wicht der Eagle m = 15.264 kg, wovon 8.165 kg Treibstoff allein fiir die Lan-
dephase vorhanden waren. Die Abnahme der Masse m durch den Verbrauch
des Treibstoffvorrates ist also fiir die Bewegungsgleichung (4.38) der Féhre
ein wesentlicher Gesichtspunkt.
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Mit den Zustandsvariablen
r1 = h, 1‘2:il und 3 =m
sowie der Stellgrofie
u=—-m

erhalten wir mit Gl. (4.38) das Modell

il ZTo 0
o| = |—g| + |v/x3]| u, (4.39)
T3 0 -1
—— N——
a(x)  b(z)
y=c(z) =m
fiir die Landephase der Fiahre. Man beachte, dass u = —r immer positiv ist.

Bild 4.13: Mondlandefahre Eagle der Apollo 11 Mission.
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Dem Entwurfsschema aus Abschnitt 4.2.5 folgend bestimmen wir

Loc(x) = c(x) =z,

0
Lhetw) = "0 afa) = .
Lefw) = P12 o) =
Des Weiteren berechnen wir
Loc(a) = 0P b(a) =
_ OLgc(x) o
LyLgc(x) = P b(x) = o

Da LyLgc(x) # 0 ist, besitzt das System den relativen Grad § = 2. Weil
die Systemordnung n = 3 > ¢ ist, verfiigt das System also iiber eine in-
terne Dynamik. Die Masse x3 = m der Féhre ist immer positiv und somit
gilt LyLoc(x) = v/x3 > 0. Wir konnen daher einen Regler mittels exakter
Linearisierung entwerfen. Dabei miissen wir auch die Stabilitidt der internen
Dynamik sicherstellen.

Wir schreiben fiir den Diffeomorphismus

c(x) x1
z=tx) = |Loc(z)| = | 22 |,
tg(:li) tg(w)

wobei die Funktion t¢3(x) noch zu wiihlen ist. Dies geschieht so, dass die par-
tielle Differenzialgleichung (4.31), d. h. im vorliegenden Fall

Lots(@) = atgf)b(m) 0,

erfiillt ist. Konkret gilt

_ Otz(x) v Otsz(x) _
Lpts(x) = Ory 23 Oy =0. (4.40)

Diese partielle Differenzialgleichung besitzt die Losung
ts(x) = a3 - ™/,

was leicht durch Einsetzen in Gl. (4.40) zu iiberpriifen ist. Der Diffeomorphis-
mus besitzt dann die Gestalt

z=tx)=| ao bzw. x=t"1'(2)= 29 : (4.41)
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Die Systembeschreibung mit externer und interner Dynamik errechnet sich
mit Gl. (4.39) und Gl. (4.41) zu

21 [ Laoc(x) Zo
Zs—o|=|Lic(x) + LyLac(z)u|=| —g+vu/z3
Z3 i i3(wa, 23) —v grger2/v
_ . |
. . externe Dynamik (4.42)
| v gz } interne Dynamik

Wir entwerfen nun das Regelgesetz gemifl Satz 19 zu

 Lac(®) + a1 Lac(x) + agc()
LpLgc(x)
__—9tarztan _ —gtmztan

= . 4.43
v s v s ( )

u =

Eine Fiithrungsgrofie w ist nicht erforderlich, da wir 1 = z; und 3 = 25 in
die Ruhelage [z1r zor]T = 0 ausregeln. Daher entfillt das Vorfilter v(x).

Das gesamte geregelte System wird nun mit den Gl. (4.41), (4.42), (4.43)
durch

2:“1 z9
,é’g = [—a122 — apz1 | > (444)
Z3 —v gz

Y=z

beschrieben. Wie man in dieser Darstellung sieht, sind interne und externe
Dynamik entkoppelt. Insbesondere bereitet die interne Dynamik keine Pro-
bleme, denn sie ist stabil. Man erkennt auch, dass die interne Dynamik nicht
beobachtbar ist, da z3 nicht auf y = z; wirkt.

Wir transformieren das Systemverhalten der Anschauung halber noch in
die Originalkoordinaten « zuriick und erhalten mit Gl. (4.44) und dem Dif-
feomorphismus (4.41) die Darstellung des Regelungssystems in der Form

1 )

To| = —a1T2 — Apx1

. 71 _
T3 v tas(arze + apzy — g)

Auch in dieser Gleichung erkennt man, dass die interne Dynamik die geregelte
externe nicht beeinflusst.
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Als konkretes Zahlenbeispiel betrachten wir die Mondfihre Eagle und si-
mulieren, siehe Bild 4.14, die Anndherungs- und Landephase auf dem Mond
mittels des entworfenen Reglers (4.43). Wir wihlen die Koeffizienten ag = 0.02
und a; = 1.1, so dass die Eigenwerte der geregelten externen Dynamik bei
A1 = —0.0185 und Ay = —1.0815 liegen. So ergibt sich mit ¢ = 1.62 ms~2
und v = 3050 ms~! als Modell der geregelten Fihre

T X2
{,tg - —1.1%2 - 002%1
is 23(3.61 10" %2y + 6.56 - 1076z, — 5.31-107%)

Wir starten die Anndherungs- und Landephase [9] in x1(0) = 2450 m
Hohe bei einer Sinkgeschwindigkeit von z2(0) = —45 ms~!. Der Treibstoff-

3000

£ 2000+ B
=

510001 1
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1

-20

T2 in ms
1
=~
=

xr3in t

Gewicht der Mondlandefihre ohne Treibstoff
6 L L L
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15

101 A

win kgs™?!
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Zeit t in s

Bild 4.14: Hohe z1, Geschwindigkeit x2, Gesamtmasse x3 und Stellgréfle u.
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vorrat betrigt zu diesem Zeitpunkt noch 1633 kg. Die Gesamtmasse ist somit
23(0) = 8732 kg. Wir gehen davon aus, dass die Bewegung der Fihre in dieser
Phase niiherungsweise vertikal zur Mondoberfliiche stattfindet. (In der Rea-
litdt war dieser Kurs der Féahre in der letzten Phase der Landung aufgrund des
um einen Teil des Mondes herumfiihrenden Abstiegsorbits noch nicht vollig
senkrecht.) Die Verldufe der Hohe z1, der Geschwindigkeit 2o und der verblei-
benden Gesamtmasse x3 zeigt Bild 4.14.

4.3 Control-Ljapunov-Funktionen

4.3.1 Grundlagen

Die direkte Methode von Ljapunov wird neben der Stabilitdtsanalyse auch
fiir die Reglersynthese verwendet. Ein solches Reglersyntheseverfahren ba-
siert zum Beispiel auf Control-Ljapunov-Funktionen V' (x), abgekiirzt CLF,
bei denen mittels des StellgroBenvektors w einer nichtlinearen Regelstrecke

&= f(xz,u)
mit der einen Ruhelage g = 0 die Ableitung
V() = f"(z,u) - grad V()

einer Ljapunov-Funktion V() so minimiert wird, dass

Vie)<0

fiir alle & # 0 ist. Man bestimmt also z. B. u so, dass das Infimum
inf {V(a:) = fT(z,u) - grad V(w)},
u

d.h. die untere Grenze von V(x), fiir alle  # 0 kleiner als null ist. Die
ermittelte Stellgréfie u(x) bildet dann ein Regelgesetz, das zu einem Regelkreis

@ = f(z, u(x))

mit der global asymptotisch stabilen Ruhelage g = 0 fiihrt.

Um die Stabilitit des Regelkreises sicherzustellen, muss man nicht un-
bedingt dasjenige u(x) als Regelgesetz wihlen, das das Infimum von V(m)
erzeugt. Vielmehr reicht ein u(x), das zu V(x) < 0 fiir alle @ fiihrt. Die
Wahl des Reglers u(x), der zum infimalen V fiihrt, hat allerdings den Vorteil,
dass V(x) entlang der Trajektorien &(t) schnell abnimmt und somit auch die
Ausregelung schnell ist. Aus der Tatsache, dass wir mittels einer Ljapunov-
Funktion einen die Stabilitit sichernden Regler u(x) festlegen, leitet sich der
Name Control-Ljapunov-Funktion ab.

Fiir zeitinvariante nichtlineare Systeme ist der Begriff der Control-Ljapu-
nov-Funktion wie folgt definiert.
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Definition 11 (Control-Ljapunov-Funktion). Gegeben sei das System
z=f(x,u), z€R", uweclR™,

mit der Ruhelage xr = 0 fiir uw = 0. Dann heifit eine stetig differenzierbare
Funktion V(x) Control-Ljapunov-Funktion, wenn sie die folgenden Bedingun-
gen erfillt:

(1) V(0) =0

(2)V(x)>0 fir alle © #0

(3) V(x) — o0 fiir |x| — oo

(4) Es gibt ein u(x), so dass V(x) < 0 fiir alle x # 0 gilt.

Wenn wir den Satz von Barbashin und Krasovskii, d. h. Satz 10, nutzen,
konnen wir den Begriff der Control-Ljapunov-Funktion etwas weniger restrik-
tiv definieren. Wir erhalten so die erweiterte

Definition 12 (Erweiterte Control-Ljapunov-Funktion). Gegeben sei
das System
&= f(x,u), z€R", wueclR™,

mit der Ruhelage xg = 0 fiir uw = 0. Dann heifit eine stetig differenzierbare
Funktion V (x) erweiterte Control-Ljapunov-Funktion, wenn sie die folgenden
Bedingungen erfillt:

(1) V(0)=0

(2)V(x)>0 fir alle © #0

(3)V(x) — fiir |x] — oo

(4) Es gibt ein u(x), so dass V(x) <0 fir alle x # 0 gilt.

(5) Die Menge von Zustinden x des mit u(x) geregelten Systems, fir die
V(xz) = 0 gilt, enthilt keine Trajektorie x(t).

Definition 12 weicht die Forderung V(z) < 0 aus Definition 11 auf. Nun
konnen wir auch den Fall V(z) < 0 fiir  # 0 nutzen, solange gemif Bedin-
gung (5) entlang keiner Trajektorie x(t) des geregelten Systems V (x(t)) = 0
gilt.

Aufgrund der beiden Stabilitdtssitze von Ljapunov und von Barbashin und
Krasovskii kann mittels obiger Definitionen folgender Satz direkt abgeleitet
werden.

Satz 20 (Existenz eines Regelgesetzes). Gegeben sei das System
&= f(x,u), z€R", wueclR™,

mit der Ruhelage xg = 0 fiir w = 0. FExistiert dann eine Control-Ljapunov-
Funktion oder eine erweiterte Control-Ljapunov-Funktion V (x) fir das Sys-
tem, so kann immer eine Regelung u(x) gefunden werden, so dass die Ruhe-
lage xr = 0 global asymptotisch stabil ist.
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Ist Bedingung (3) der Definitionen 11 und 12 nicht erfiillt, so kann nur lokale
asymptotische Stabilitdt sichergestellt werden.

Wie schon im Fall der Stabilitdtsanalyse mit der direkten Methode, besteht
auch bei obigem Satz zur Reglersynthese die Hauptschwierigkeit in der Auffin-
dung einer geeigneten Ljapunov-Funktion V(x). Ein generelles Verfahren zur
Konstruktion einer solchen Ljapunov-Funktion existiert nicht. Man ist also
in vielen Fillen auf seine Intuition oder auf das Ausprobieren verschiedener
Kandidatinnen fiir Ljapunov-Funktionen V (x) angewiesen.

4.3.2 Control-Ljapunov-Funktion fiir lineare Systeme

Als einfaches Beispiel betrachten wir zum Zwecke der Veranschaulichung die
Regelstrecke
& =Ax +bu, |u| < umax,

mit einer stabilen Matrix A und
V(z)=2'Rx
als Kandidatin fiir eine Control-Ljapunov-Funktion. Es ergibt sich

V(z) =T (ATR—i— RA) z+20"R x - u.

Offensichtlich ist V(x) = 7 Rx eine Control-Ljapunov-Funktion, wenn
die Matrix
AR+ RA

negativ definit ist, denn mit
U = —Umax SEN (bTR ac) (4.45)
und
sgn (bTR ac) 'Rz =|b"R x|

ist die Bedingung (4) der Definition 11

NN

V(z) = f(x,u) grad V()

_ (ATR+ RA) & — 2umax|b’ R 2| < 0

erfiillt.

Bei stabilen linearen Systemen ist eine Control-Ljapunov-Funktion also
einfach zu ermitteln. Allerdings hat dieses Regelgesetz den Nachteil, dass zwi-
schen —umax und +umax hin und her geschaltet wird. Nur wenige Stellglieder
konnen die dafiir nétige Stellgeschwindigkeit aufbringen. Des Weiteren kénnen
unerwiinschte Gleitzustéinde entstehen.
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4.3.3 Regler fiir eingangslineare Systeme

Nach diesem einfachen Beispiel betrachten wir einen allgemeineren Fall. Die
nun betrachteten Regelstrecken sind eingangslineare Systeme

t=a(x)+ B(z) - u. (4.46)
Die Bedingung (4) der Definition 11 nimmt in diesem Fall die Form
a®(x) Vyp(x) +u’ BT (x) - Vy(z) <0 (4.47)
an. Dabei schreiben wir der Ubersicht halber den Gradienten der Control-
Ljapunov-Funktion V(x) abgekiirzt mit
Ve(x) = grad V(x).
Aus der Ungleichung (4.47) ldsst sich direkt folgender Satz herleiten.

Satz 21 (Control-Ljapunov-Funktion fiir eingangslineare Systeme).
Fiir ein System & = a(x)+ B(x)u ist V(x) eine Control-Ljapunov-Funktion,
wenn eine der Bedingungen
(1) BY ()Vy(x) # 0  fiir alle x € R™\ {0},
(2) a” (z)Vy(z) <0 fir e{w |z € R™\ {0} mit BT(x)Vm(m)zﬂ},
a’(x)Vy(x) =0 firxz=0

erfullt ist.
Die Bedingung (2) in obigem Satz beinhaltet auch die Situation

T . n

a ()Ve(x) <0 fir zelR 0},

"(eVa(a) \{0) s

a' (x)Ve(z)=0 fir =0,

die den wichtigen Fall abdeckt, dass V' bereits fiir das autonome System & =
a(x) eine Ljapunov-Funktion ist.

Fiir den Fall, dass eine Control-Ljapunov-Funktion V() fiir die Regel-
strecke & = a(x) + B(x) - u bekannt ist, hat E. D. Sontag ein Regelgesetz
angegeben, das die Ruhelage g = 0 des Systems global asymptotisch stabi-
lisiert [171]. Es gilt
Satz 22 (Sontags Regelgesetz). Sei V(x) eine Control-Ljapunov-Funk-
tion fir das System & = a(x) + B(x) - u mit dem Regelgesetz

(@) = {—ks@)BT(w)vw(w) fir B (x)Va(x) # 0,
0 fiir BT (x)Vy(z) =0

mait

o (2)Ve (@) + /(a7 (2)Ve (@) + h2()
o= @) |

h(z) = Vo' (x)B(z)B" (z)Va (),
dann besitzt der Regelkreis die global asymptotisch stabile Ruhelage g =0.
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Setzt man Sontags Regelgesetz in die Ungleichung (4.47) ein, so ist leicht
festzustellen, dass diese erfiillt ist.

Wir betrachten nun noch zwei Regelgesetze fiir den Fall, dass die Control-
Ljapunov-Funktion die Bedingung (4.48) und damit die Bedingung (2) des
Satzes 21 erfiillt. In diesem Fall ist der autonome Teil & = a(x) des Systems
(4.46) stabil. Wir stellen das System (4.46) in der Form

dar, wobei die Vektoren b;(x) die Spaltenvektoren der Matrix B(z) sind.
Wir wollen annehmen, dass es uns gelungen ist, eine entsprechende Control-
Ljapunov-Funktion zu finden. Dann gilt

V(z) = a” (z)Ve(z) +§: Vel (2)bs(2) - u,. (4.49)
<0 =t

Es ist sinnvoll, damit die Ausregelung einer Trajektorie (t) in die Ruhe-
lage £r = 0 schnell geschieht, alle u; in Gl (4.49) so zu wihlen, dass V(x)
moglichst hohe negative Werte annimmt. Im Falle von Stellgréfienbeschréin-
kungen |u;| < i max ist das der Fall, wenn man als Regelgesetz

Uj = —Uj,max Sgn(VwT(w)bi(iB))

fir i = 1,...,m wéihlt. Denn dann gilt
V(z) = a" (@)Ve (@) = > timax |Va' (@)bi()] <0.
i=1

Allerdings hat dieses schaltende Regelgesetz einen unstetigen Stellgrofien-
verlauf und moglicherweise unerwiinschte Gleitzustéinde. Beides sind Nachtei-
le, die auch schon im Fall des Regelgesetzes (4.45) auftraten.

Man vermeidet die obigen Nachteile, wenn man die Stellgréfie mittels einer
Sattigungsfunktion zu

vmax? v > vmaX7
w; = — sat(VmT(a:)bi(w)), sat(v) = < v, || < Vimax,

~VUmax, U < ~Umax,

wahlt. Somit erhilt man

V(z) =a’ (x)Ve(z) — i VT ()b () sat (VT (x)b;(x)) < 0

i=1

und V nimmt auch in diesem Fall entlang einer jeden Trajektorie schnell ab.
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4.3.4 Illustrationsbeispiel

Wir betrachten das Beispielsystem

—x1 (1 — e‘m%_'ﬁ) + xge_”’f_mg 10
T = + u
—xle’w%*Ig — X2 (1 — e*ﬁ*Ig) 01
——
a(x) B(z)

mit der Ruhelage xr = 0. Bild 4.15 zeigt die Trajektorienverldufe des Systems
fiir w = 0. Als Kandidatin fiir eine Control-Ljapunov-Funktion setzt man

1
V(@) =, (#1 +3)
an. Fiir den Gradienten erhilt man
VmT(SC) = [!El LCQ}

und somit

BTV (x) = Bj .

Da BTVm(w) # 0 fir alle « # 0 gilt, ist V gemif Satz 21 eine Control-
Ljapunov-Funktion. Dies ist auch direkt aus

Vix)=— (2% + 23) (1 - e*w%*wg) + U1 + Toug

2 2
1t 1k
g o0 g0
-1t -1r
) -2

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

1 1
Bild 4.15: Trajektorien des ungeregel- Bild 4.16: Trajektorien des geregelten

ten Systems. Systems.
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T T T
02K S —— geregelt 4
5 3 o \\ SN s ungeregelt/,
e N ) \ // AN L/
% U \ / N ’ N ’
S N /// \\»// SNt
-0.21 ]
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Zeit t

Bild 4.17: Verlauf der Zustandsgrofle z1 im geregelten und ungeregelten Fall.

erkennbar.
Es ergibt sich aus Satz 22

fo(x) = — (1 - e—”’f—”’g) + \/(1 —e—t-93)? 41

und Sontags Regelgesetz hat dann hier die Form

u(w) = ((1 —eeioed) - V1 - emt=)? 1 ) x.

Das Bild 4.16 zeigt die Trajektorien des geregelten Systems und Bild 4.17
zeigt beispielhaft den Verlauf von x; fiir das ungeregelte und das geregelte
System bei einem Anfangswert von x(0) = [0.2 O.Z]T. Gegeniiber dem stark
schwingenden System besitzt der Regelkreis praktisch keine Schwingneigung
mehr.

4.3.5 Beispiel Kraftwerk mit Netzeinspeisung

Wir betrachten ein Kraftwerk zur Erzeugung elektrischer Energie, das iiber
eine lange Hochspannungsleitung mit dem Energieversorgungsnetz verbunden
ist, und sein Verhalten nach einem Leitungskurzschluss [108, 133]. Das Ener-
gieversorgungsnetz wird dabei als starr angenommen, d.h., seine Frequenz
ist konstant und die Stabilitdt des Netzes wird durch das betrachtete Kraft-
werk nicht beeinflusst. Wasserkraftwerke in entlegenen Regionen werden iiber
solche langen Hochspannungsleitungen an das Energieversorgungsnetz ange-
schlossen. Auch Braunkohlekraftwerke, die in der N#he der Kohleforderung
liegen, konnen so an das Netz angebunden sein, wie es Bild 4.18 illustriert.
Die Leitung kann dabei in Serie mit einem kapazitiven Widerstand X¢
geschaltet werden [62, 120, 176]. Diese Schaltung wird vor allem als Ersatz-
modell fiir die Kopplung von Netzen benutzt. Die Summe aus transientem
induktiven Generatorwiderstand, induktivem Transformator- und Leitungs-
widerstand ist X;. Und E = Eel® ist die Generatorspannung und V = Ve?°
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Bild 4.18: Kohlekraftwerk mit langer Verbindungsleitung zum starren Netz.

©

Bild 4.19: Generator mit Verbindungsleitung zum Energieversorgungsnetz.

E=E-¢” X, Xc V=v.e"
: | | starres Netz

die Spannung des starren Netzes. Bild 4.19 zeigt das Ersatzschaltbild des Sys-
tems. Der Winkel § setzt sich aus dem Polradwinkel des Synchrongenerators
und der Phasenverschiebung, die aus der Leitung resultiert, zusammen.

Die iiber die Leitung transportierte Wirkleistung ist

E-V

P =
X —Xc

sin 4. (4.50)
Nun wird auch die Bedeutung des zusétzlich in das System eingebrachten Kon-
densators deutlich. Er erhoht die iiber die Leitung transportierbare Leistung
P, da er den Nenner X — X¢ in Gl. (4.50) verringert.

Die Kapazitéit hat eine weitere Funktion. Legt man sie veréinderlich mit

Xo=Xe, + AXe, (4.51)

aus, so kann man sie benutzen, um Systemstorungen nach einem Leitungs-
fehler, z. B. einem Kurzschluss, méglichst schnell auszuregeln. Mit Gl. (4.51)
erhilt man fiir GL. (4.50)

E-V

P:
XL - XCO

(1+u)siné (4.52)
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mit
AXc

YT X, - X, — AXe

Im stationdren Betrieb gilt fiir die mechanische Winkelgeschwindigkeit wy,
des Polrades der Synchronmaschine mit der Polpaarzahl p und fiir die Fre-
quenz w, der Polradspannung F sin (wet + 0) die Beziehung

We = PWm-

Treten zeitliche Anderungen des Winkels § auf, z. B. aufgrund eines Leitungs-
kurzschlusses, so dndert sich gezwungenermafen die Frequenz der Polradspan-
nung E'sin (wet + 6) und damit auch die mechanische Frequenz des Polrades
geméf

We + 8 = p(wm + Awpy).
Hieraus resultiert fiir die Anderung der mechanischen Frequenz des Polrades
B)
Awm = .
p

Wir betrachten nun die Leistungsbilanz des Systems. Die Turbinenleistung
Pr, vermindert um die ddmpfende Verlustleistung

D .
DAw, = 4§
p

und vermindert um die den Rotor beschleunigende bzw. bremsende Leistung

Jwe
T (@ + Awm)(Awm)’ & Jwm(Awn) = 58,
p
ist gleich der vom Generator erzeugten und iiber die Leitung transportierten
elektrischen Leistung P aus Gl. (4.52). Dabei ist D eine Démpfungskonstante
und J das Trégheitsmoment aller rotierenden Teile von Turbine und Genera-
tor. Somit gilt

E-V

Pr — DAwy — Jwm(Awm)" = Pe(l + u)sind, Pg = X —Xe,’

fiir die Leistungsbilanz, woraus
D. Jwe

Pr— 6

» 2 6= Pg(1+u)sinéd

bzw.
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.. p? D.
0= o <PT ~ 0 — Pr(1+4u) sind) (4.53)
folgt. ) .
Der stationére Betriebspunkt des Systems ergibt sich mit 6 = 0 und § =0
sowie u = 0 aus Gl. (4.53) zu
P
Sg = arcsin "
E
Der Winkel § bewegt sich typischerweise in engen Grenzen um den Betriebs-
punkt or herum. Nur bei groferen Stérungen konnen auch grofiere Werte
d € [—m, 7] auftreten. Anderungen des Winkels ¢ sind unerwiinscht, denn
geméf Gl. (4.52) schwankt (iann die iibertragene elektrische Leistung P. Des
Weiteren kann bei grofien Anderungen des Winkels 6 der Synchrongenera-
tor aufler Tritt geraten, d.h., das Polrad lduft nicht mehr synchron mit dem
Drehfeld des Stators.
Wir definieren als Zustandsvektor

s

0 — p*Pr 4 — pD
! Jwe ' 27 Jwe

und des Weiteren

p*Pg

und az = .
Jwe

So erhalten wir aus Gl. (4.53) das Modell des an ein starres Netz angekoppel-
ten Kraftwerkes zu

[ﬁj - |:a1 — awy — a3(1x ) sin(a + 5R)} ~ (4.54)

Dabei ist u die StellgréBe des Systems. Das System (4.54) hat fir u = 0 die
Ruhelagen

+2¢ +(2i+ 1) — 26 .
IBRzi:[ OW], 33R(2¢+1):[ ( 0)7r R} firi=0,1,2,...

Da sich die Ruhelagen und die zugehorigen Trajektorienverldufe fiir Indizes
i > 0 periodisch aufgrund der Sinusfunktion in Gl. (4.54) wiederholen, ist es
ausreichend die Ruhelagen

0 — 24
LRO = |:0:| und LR1 = |:7T 0 R]

zu betrachten. Mittels der indirekten Methode von Ljapunov, d.h. Satz 12,
lasst sich anhand des linearisierten Modells des Systems (4.54) leicht nachwei-
sen, dass die Ruhelage xr( stabil und die Ruhelage xg; instabil ist.
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Ziel ist es, Storungen, die z. B. aufgrund von Leitungsfehlern entstehen, das
bedeutet hier & # 0, schnell auszuregeln. D.h., man méchte Abweichungen
von der Ruhelage xro schnell mittels einer Regelung eliminieren.

Zur Herleitung eines Regelgesetzes fiir das System (4.54) setzen wir die
Control-Ljapunov-Funktion

1
V(x) = 23:3 — a1 + as(cos g — cos(dr + x1)) (4.55)

an. Es gilt V(0) = 0 und V(x) > 0 in einer Umgebung der Ruhelage xro =
0. Die Control-Ljapunov-Funktion erfiillt allerdings nicht fiir gréflere Werte
xz1 > 0 die Bedingung V(x) > 0. Dies ist auch nicht erforderlich, da grofle
Werte von 1 = § — dgr nicht auftreten. Bild 4.20 illustriert exemplarisch den
Verlauf der Funktion V(z). Dabei beschrénken wir uns auf den Fall z5 = 0,
denn nur fiir die von 7 abhéingige Komponente ist der Verlauf von V' (x) nicht
direkt ersichtlich. Der Anteil 0.523 dagegen hat die Form einer Parabel.

80 A

xr1 = 5 — 6R
Bild 4.20: Verlauf der Control-Ljapunov-Funktion V (z) fiir den Fall z2 = 0 sowie
O0r = 60.41, a1 = 43.196 und as = 49.676.

Wir erhalten mit Gl. (4.54) und Gl. (4.55) fiir die Ableitung der Control-
Ljapunov-Funktion
V(z) = —asx2 — u - agxo sin(dg + 1). (4.56)
Wir wihlen u in Gl (4.56) zu
u = kxy - sin(dr + x1), (4.57)
so dass
V(x) = —agz2 — agkx2sin®(or + 1) <0

ist. Es gilt nur V(x) < 0, da V(x) = 0 fiir die Menge {x | z; € R,z; = 0}
gilt. Da aber von den interessierenden Zustdnden nur der Punkt = 0 aus
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dieser Menge die Differenzialgleichung (4.54) erfiillt, ist V (z) entlang keiner
Trajektorie identisch null. Die Funktion V() ist also gemifl Definition 12
eine erweiterte Control-Ljapunov-Funktion und damit ist die Stabilitdt der
Ruhelage xr = 0 gesichert. Der Wert k& > 0 ist ein frei wihlbarer Parameter.

In Originalkoordinaten hat das Regelgesetz (4.57) mit x; = 0 — dr und
zo = 0 die Form

u = ko sin(). (4.58)

Wir betrachten ein Beispiel mit Pr = 540 MW, P = 621 MVA, D =
4.6889 MWs, we =27 - 505~ ", p=1 und J = 39792 kg m? und erhalten so

Pr
= = 43.196
“ Jwe ’
D
= = 0.375,
@2 Jwe
Pg
= = 49.676.
3 Jwe

Ein dreiphasiger Kurzschluss, der von t = 4 s bis t = 4.06 s andauert, wird als
Testfall betrachtet. In diesem Fall ist die tibertragene Leistung P = Pgsind =
0 fiir t € [4,4.06]. Als Reglerkonstante in Gl. (4.57) wéhlen wir den Wert
k =0.075.

Bild 4.21 zeigt die Verldufe des Winkels § = 1 + dgr und die Trajektorien
[6(t) 6(t)]T fiir das mit Gl. (4.57) geregelte System (4.54) bzw. das mit Gl.
(4.58) geregelte System (4.53) und das freie System. Man erkennt, dass sowohl
das freie als auch das geregelte System nach Ende des Kurzschlusses wieder

1.8 3
1.6¢ 2
1.47 - 1
¢
=19l ﬂﬂﬂ To
w /\ /\ Ann Ay g
(I L LEAKKSAN IS
0.8¢ -2
0.6 : : : -3 : : : : :
0 5 10 15 20 0.6 0.8 1 1.2 14 16 1.8
Zeit t in s Polradwinkel § in rad

Bild 4.21: Verlaufe des Polradwinkels § = z1 4+ dr im Fall des ungeregelten Systems
(schwarz) und des geregelten Systems (blau) und die entsprechenden Trajektorien-
verlaufe [6(t) 0(2)]7.
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in die Ruhelage, d.h. den Betriebspunkt dg = 1.05 = 60.41°, laufen. Durch
die Regelung wird erreicht, dass im Gegensatz zum freien System der Winkel
d und somit die iibertragene Leistung P = Pg sin(d) kaum noch schwingt.

4.4 Das Backstepping-Verfahren

4.4.1 Idee des Verfahrens

Das Backstepping-Verfahren erméglicht es, Regler und Ljapunov-Funktionen
fiir nichtlineare Regelstrecken vom Typ

1 = fi(z1) + hi(zy) - 22,
Zo = fo(@1,22) + ha(x1, x2) - 23,
i3 = f3(x1, x2,23) + hs(x1, T2, 23) - T4,

j:k‘ = fk(m17x27"'7xk) +hk($1,x2,...,$k) U

zu bestimmen. Dabei gilt 1 € R", xs,...,2k,u € IR. Die Gestalt obiger
Systeme bezeichnet man als strenge Riickkopplungsform (engl. strict feedback
form). Sie bilden eine Unterklasse der eingangslinearen Systeme. Bild 4.22
illustriert die Systemstruktur der Regelstrecke.

Da man eingangslineare Systeme mittels der exakten Linearisierung sehr
gut regeln kann, stellt sich die Frage, warum ein weiteres Verfahren, wie das
Backstepping-Verfahren oder auch die Regelung mittels Control-Ljapunov-
Funktionen aus dem vorherigen Kapitel, niitzlich sein kénnte. Die Antwort
ist zum einen darin zu sehen, dass die exakte Linearisierung auf ein genau-
es Modell der Regelstrecke angewiesen ist. Zum anderen linearisiert dieses
Verfahren oft niitzliche Nichtlinearitéiten der Regelstrecke mit unnétig hohem

Systemteil k Systemteil 2 Systemteil 1
b !
1 1
u ! ! X3 :
— 1 1
_—y Jr N f2 ] To fi 1 z1
- < > H— - s ! »> — < I
hy L ha i h1
r L |
1 1 1
1 1 1
1 1 1
Te—1 | |
. 1 ! 1
R R T2 ||
T, | z1
=
1 1 1

Bild 4.22: Struktur eines Systems in strenger Riickkopplungsform.
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Stellaufwand. Das Backstepping-Verfahren wie auch die Control-Ljapunov-
Funktionen bieten hier Moglichkeiten, geeignete Nichtlinearitéiten der Strecke
fiir die Regelung nutzbar zu machen und auflerdem Robustheit der Regelung
gegeniiber Ungenauigkeiten des Regelstreckenmodells zu erzielen [106].

Zur Bestimmung des Reglers u(z) und der Ljapunov-Funktion V() be-
trachtet man vorerst nur den Spezialfall

&1 = f(x1) + h(z1) - 22, (4.59)

Bild 4.23 zeigt die Struktur des Systems.
Die Zustandsgrofie zo wird nun als Eingangsgrofie des Systems (4.59) an-
gesehen. Es sei ein stetig differenzierbares Regelgesetz

xo = afx1) mit «(0) =0 (4.61)

bekannt, so dass ; = 0 eine asymptotisch stabile Ruhelage des mit o gere-
gelten Systems ist. Hierbei ist xo natiirlich nicht die reale Stellgréfle. Der Zu-
stand xo wird vielmehr zur Herleitung des eigentlichen Regelgesetzes u(x1, 22)
voriibergehend als virtuelle Stellgréfie angesehen.

Des Weiteren soll eine Ljapunov-Funktion V' (z;) fiir das mit dem virtuel-
len Regelgesetz (4.61) geregelte System (4.59) bekannt sein, d. h., es gilt

V(o) = o) (Fl@)+hiz) - ale) <0

Um eine solche Ljapunov-Funktion V(1) und einen Regler a(x1) zu finden,
kann man z. B. die Methodik der Control-Ljapunov-Funktionen aus dem vor-

herigen Abschnitt anwenden.
Das System (4.59), (4.60) wird nun in der Form

1 = f(x1) + h(z1) - a(x1) + h(z1) (22 — (1)), (4.62)

iy =u 4.63)
N i 0 h(@) il iI 2
f(z1) <—

Bild 4.23: Struktur des Systems &1 = f(x1) + h(z1)z2 mit &2 = u.
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dargestellt. Das zugehorige Strukturbild zeigt Bild 4.24. Man beachte, dass
die Systemdarstellungen (4.62) und (4.59) dquivalent sind.
Wir iiberfithren mittels der Transformation

z =9 — afxy)
die Systemgleichungen (4.62) und (4.63) in die Form

1= f(w1.)+h(331)04(331)+h(331) ‘2, (4.64)
Z2=u—d(xy),

deren Struktur Bild 4.25 zeigt. Durch die Transformation wird das virtuelle
Regelgesetz ax1) vor den Integrator geschoben, was der Methode den Namen
Backstepping bzw. Integrator-Backstepping gibt.

Wir setzen nun eine Ljapunov-Funktion fiir das Gesamtsystem (4.64) mit-
tels der als bekannt vorausgesetzten Ljapunov-Funktion V' (x1) an und erhal-
ten

1

Vges($17x2) = V(:I:l) + 9

22 =V(xy) + ; (22 — a(x1))>.

Es gilt mit Gl. (4.64) fiir die Ableitung der Ljapunov-Funktion

SN 4?_»“ h(@1) i i o
a(z1)
fz1)+h(z)a(z)

Bild 4.24: System mit virtuellem Regelgesetz a(x1).

A.T_»“ - i * o h(my) il iI al
a(z)
f(zx1)+h(z)a(z)

Bild 4.25: Systemstruktur aus Bild 4.24 mit verschobenem Integrator.
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Vies(®1,22) = T1+2%

8.’1}1
oV oV .
= o (Pl th(eat@n) + ) hl@)s+z (0 - de).
<0
Man wihlt
w—d(x) = -2V h@) k-2 k>0, (4.65)
8:131
so dass fiir alle
. oV 5
Vges(wlva) = (92131 (.f(wl) + h(wl)a(wl)) —kz" <0
gilt. Des Weiteren folgt mit @1 = f(x1) + h(x1)z2 aus Gl. (4.65)
) oV
u=d(x) — O, h(z1) —k-z
oo ov
= 8:131 r1 — 8:131 h(.’l)l) —k (332 — a(wl))
0 ov
= " (flay) +hl@)m) — o h(x:) — k(22— a(@)).

o 8:131 8:131

Hierbei ist & ein frei wiahlbarer positiver Parameter, mit dem die Dynamik des
Regelkreises beeinflusst werden kann. Grofle Werte k fithren zu einer schnellen
Abnahme von Ve und somit meistens zu einer schnelleren Ausregelung.

Man hat also mit Vges eine Ljapunov-Funktion, iibrigens eine Control-
Ljapunov-Funktion, und mit obigem u ein Regelgesetz fiir die Regelstrecke
(4.59), (4.60) gefunden. Fasst man die obigen Ergebnisse zusammen, so ergibt
sich

Satz 23 (Einfaches Backstepping). Gegeben sei das System

&1 = f(x1) + h(z1) - 22, (4.66)

Es sei ein virtuelles Regelgesetz xo = a(x1) mit o(0) = 0 fir das Teilsystem
(4.66) bekannt, das zu einer asymptotisch stabilen Ruhelage x1g = 0 des
Teilsystems (4.66) fihrt. Ferner sei fiir das geregelte Teilsystem (4.66) eine
Ljapunov-Funktion V (x1) bekannt. Dann stabilisiert das Regelgesetz

" Oa(xy) aVv

921 (f(z1) + h(z1) 22) — 8:c1h(w1) — k(22 — a(x1))

mit beliebigem k > 0 die Ruhelage [wlTR ng]T: 0 asymptotisch und

Vies(@1,22) = V(@) + - (22 — a(@1))?

5 (

ist eine Ljapunov-Funktion fir das geregelte System.
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Gilt aulerdem V(1) — oo fiir |&1| — oo im obigen Satz, so ist die Ruhelage
des Regelsystems global asymptotisch stabil.

Obiges Ergebnis ist in der bisherigen Form nur bedingt niitzlich, da man
das Regelgesetz a(x1) und die Ljapunov-Funktion V(x1) fiir das Teilsystem
(4.66) finden muss und das Teilsystem (4.66) bildet ja den wesentlichen Teil
des bisher betrachteten Systems (4.66), (4.67). Das Ergebnis liefert jedoch,
vorausgesetzt man kennt V und «, die Ausgangsbasis fiir ein wertvolles Er-
gebnis, das nun hergeleitet werden soll.

Wir betrachten das System

T, = fl(:lil) + hl(:Bl) - o,

iy = fa(@1,22) + ha(1,22) - u (4.68)

und transformieren es mittels

U2 — Ja(x1, 22)
U = hg(wl,xg) ) hQ(mlva) #07

zu

&y = f(z1) + ha(x) - 2o,
j?Q = U2.
Fiir dieses transfomierte System sind das Regelgesetz ua(x1,22) und die

Ljapunov-Funktion V(x1) gemé Satz 23 bekannt. Daher ldsst sich das Re-
gelgesetz u auch fiir das System (4.68) durch folgenden Satz sofort angeben.

Satz 24 (Backstepping). Gegeben sei das System

T = fl(:lil) + hl(wl) - X, (469)
iy = fa(@1, 2) + ho(®1, 22) - u.
Es sei ein virtuelles Regelgesetz xo = a(x1) mit o(0) = 0 fir das Teilsystem
(4.69) bekannt, das zu einer asymptotisch stabilen Ruhelage x1g = 0 des

Teilsystems (4.69) fihrt. Ferner sei fiir das geregelte Teilsystem (4.69) eine
Ljapunov-Funktion V (x1) bekannt. Dann stabilisiert das Regelgesetz

1 (804(331)

B ho(®y,22) \ O

_ ngl ha(zy) — k (22 — a@1)) — fQ(wl,@))

(fi(z1) + hi(z1)22)

u

mit beliebigem k > 0 die Ruhelage [z1r” xor]|T = 0 asymptotisch und

Vges(:Blny) = V(ml) + ! T2 — a(wl))Q

5 (

ist eine Ljapunov-Funktion fir das geregelte System.
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4.4.2 Rekursives Schema fiir den Reglerentwurf

Auf Basis obiger Sétze konnen nun fiir die zu Beginn des Kapitels betrachteten
Systeme vom Typ

&1 = fi(z1) + hi(zy) - 22,

&o = fo(@1,x2) + ho(x1, x2) - 3,

Tk = fru(®1,...,2k) + he(xr,. .., 28) - u

Regelgesetze u(x) und Ljapunov-Funktionen V(x) bestimmt werden. Zu die-
sem Zweck gehen wir schrittweise mit dem folgenden rekursiven Entwurfs-
schema vor:

Schritt 1: Man entwirft mittels des Satzes 23 oder des Satzes 24 fiir das Teil-
system T7

&1 = f1(z1) + hi(z1) - 2,
By = fa(®1, ) + ha(T1, 72) - 23

einen virtuellen Regler

z3(1,72)
sowie eine Ljapunov-Funktion V; (x1, z2).

Schritt 2: Man fasst das Teilsystem T3 zu einer Differenzialgleichung

G = [“’1] _ {fQ(fl(smth(wl) . ]

T x1,22) + ho(x1,22) - 3

zusammen und erginzt es dann zum Teilsystem T5:
& = [fl(wl)+h1(m1).x2} + [hg( 0 } - T3,

fa(x1, x2) x1,T2)

&3 = f3(1, 2, x3) + ha(x1, 22, 23) - 24.

Dieses Teilsystem T besteht aus den ersten drei Differenzial-
gleichungen des Gesamtsystems. Es weist aber die Darstellungs-
form aus Satz 24 auf. Da aus dem ersten Schritt ein virtueller
Regler x3(x1,x2) und eine Ljapunov-Funktion Vi (a1, z2) bekannt
sind, kann mittels Satz 24 auch eine weitere virtuelle Regelung
z4(x1, 22, x3) und eine Ljapunov-Funktion Vs (@1, z2, x3) fiir T her-
geleitet werden.
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Schritt 3: Man fasst das Teilsystem 75 zu einer Differenzialgleichung

) i Fi(@1) + ha(z) - 22
1= |22| = fa(xr, x2) + ho(z1,22) - 3
x3 f3(x1, 22, 23) + ha(x1, w2, 23) - T4

zusammen und ergidnzt es dann zum Teilsystem T3:

. fi(x1) + h(z1)z2 0
&1 = | fa(@r, 22) + ho(x1, x2)23 | + 0 T4,
fa(x1, 22, 23) hs(x1, 2, x3)

&4 = fa(x1, 22,23, 24) + ha(T1, T2, 23, 24) - T5.

Teilsystem T3 weist wieder die Darstellungsform aus Satz 24 auf.
Des Weiteren sind aus Schritt 2 ein virtueller Regler z4(x1, 2, x3)
und eine Ljapunov-Funktion Va(x1, 2, x3) bekannt, so dass mittels
Satz 24 ein Regelgesetz x5(x1,x2,23,24) und eine Ljapunov-
Funktion V3(@1,xa, x3, x4) fiir T3 herleitbar sind.

Schritt 4: ...

Schritt k —1: ...

Die Schritte 2 und 3 sind nahezu identisch und auch Schritt 4, der hier
nicht aufgefiihrt ist, entspricht seinen Vorgéngern, so dass man sich rekursiv
vom Teilsystem T7 zum Teilsystem 75, von diesem zu T3, dann zu Ty usw.
hangeln kann. Nachstehendes Schema illustriert dies:

1 = fi(x1) + hi(x1) - 22 e

. LT

iy = fa(@1,22) + ho(21, 22) - 73 >

. 3

T3 = fg(wl,...,xg) +h3(w1,...,x3) - T4
9'64:f4(w1,...,x4)+h4(w1,...,x4)-x5 Ty
Ty = fk(:lll,...,xk)—|—hk(f£1,...,xk) “U .

Nach k — 1 Schritten hat man schlussendlich das gesuchte Regelgesetz u ge-
funden und auch eine Ljapunov-Funktion des geregelten Gesamtsystems.

Die Vorteile des Backstepping-Verfahrens liegen in seiner systematischen
Entwurfstechnik, die zu einem stabilen Regelkreis fithrt. Nachteile sind die
eingeschriankte Klasse von behandelbaren Strecken sowie die nur bedingt vor-
hersagbare bzw. beeinflussbare Regelgiite. Erweiterungen und Ergénzendes
zum Backstepping-Verfahren finden sich in [106, 107, 167, 203].
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4.4.3 Illustrationsbeispiele
Wir betrachten in einem ersten Beispiel die Regelstrecke

i1 = a2 — 1 + 9, (4.70)
iy = u. (4.71)

Fir den Entwurf einer Regelung w(zi1,z2) und einer Ljapunov-Funktion
Vees(1, 22) wird Satz 23 genutzt. Zuerst wird eine Regelung zo = «(z1) fir
das Teilsystem (4.70) entworfen:

Ty = a(zy) = —27 — 1.

Offensichtlich stabilisiert dieser Regler das Teilsystem (4.70), denn setzt man
ihn in Gl. (4.70) ein, so gilt

L.C1 = —2%1.
Des Weiteren ist 1
Vizy) = 23:%

eine Ljapunov-Funktion des virtuellen Regelkreises, die die globale asympto-
tische Stabilitéit des Kreises nachweist. Denn es gilt

V(xl) =121 = —2%% <0

fiir alle z; # 0.
Aus Satz 23 folgt dann unmittelbar das Regelgesetz fiir das Gesamtsystem
(4.70), (4.71) zu

Oa ov
U= g (27 — 21 +22) — ozy k(zo — a(x1)),

wobei k > 0 gilt. Mit

oo O(—2% —11)

0x1 - 0x1 =-@n+l
und
ov
0x1 -
erhélt man mit £ = 1 das Regelgesetz
u=—(221 4+ 1)(2? — 21 + 22) — 221 — 27 — T»

4.72
= —r — 23:% — 219 — 21 29. ( )

Als Ljapunov-Funktion ergibt sich fiir das Gesamtsystem (4.70), (4.71), (4.72)
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Va1, 22) = Vi(@1) + - (22 — afa1))’?

5 (

1
=, 1+, (z1 + 2% —|—x2)2.

Bild 4.26 zeigt die Trajektorien des geregelten Systems und die Form der
Ljapunov-Funktion Vies.

Im zweiten Beispiel geht man von der Regelstrecke des ersten Beispiels aus
und erweitert sie um einen Integrierer zu

T = x% — 1 + 22, (473)
{tg = x3, (474)
j?g = U. (475)

Fiir den Entwurf einer Regelung u(x1, x2, x3) kann erneut Satz 23 verwendet
werden. Zum Zweck des Reglerentwurfes teilt man das System (4.73), (4.74),
(4.75) in zwei Systeme auf. Und zwar in das Teilsystem T4, bestehend aus den
Gleichungen (4.73) und (4.74), und das Gesamtsystem T3, bestehend aus Gl.
(4.73), (4.74), (4.75):

. 2

1| @i — 21+ 20 0 )

S R R T
j?gz’u,.

Man kennt aus Gl. (4.72) des ersten Beispiels fiir das Teilsystem T3 schon
einen Regler

Bild 4.26: Trajektorien des geregelten Systems und Ljapunov-Funktion Vges aus dem
ersten Beispiel.
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x3 = a(x1,22) = —21 — 23::1)’ — 229 — 22122

und auch eine Ljapunov-Funktion

1
(x1 + x% + xg)Q.

1
V(z1,22) = 2x% + 5

Dabher folgt wieder aus Satz 23 unmittelbar das Regelgesetz

_ Oa(ry, 1)
= Oz )T (f(z1,22) + h(z1,22) - 23)
8V(x1,x2)
= Oy w]T h(z1,z2) — k (z3 — a(z1, x2))
_ Oa 4 foJe aVv
= oay (27 — 21 +a2) + 8x2x3 Dy k(zs — a(x1,x2))

fiir das Gesamtsystem T» mit den Systemgleichungen (4.73), (4.74), (4.75).
Mit £ =1 und

Oa(xy,x2)
P —6x7 — 2x5 — 1,

0

al@nes) _ oy

8x2

ov
(w1, 22) =x2+ T+ {E%
(9.132

ergibt sich
u=—x1 — 227 + 423 — 6] — 4wy — Sxiry — 205 — 33 — 27173,

Als Ljapunov-Funktion des Gesamtsystems erhilt man

1
Vges (21, 22, 23) = V(x1,22) + _ (23 — a(zr,2))?

2
1 1
= 233%4— 9 (331 +Z‘%+$2)2

1
o (2342142070 4 225+ 20125)"

Bild 4.27 zeigt die Verldufe der Zustandsgréfen und der Stellgrofie fiir den
Anfangsvektor
xy=[1 1.5 1)7.

Zum einen sieht man den integrierenden Charakter der Regelstrecke. Ist x3
noch konstant, so steigt z2 bereits linear und z; stérker als quadratisch an. Das
System ist also instabil. Wie aus der Simulation erkennbar und wie aufgrund
des Entwurfes auch erwartet, stabilisiert die Regelung das System. Dabei wird
eine gute Regelgiite erzielt.



222 Kapitel 4. Regelungen fiir nichtlineare Regelstrecken

3 /
ol /) |
// — geregelt
K - - - ungeregelt|]
or
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ |
0 1 2 3 : 5 6 |
8 __I-—-
6 _‘7/>><//‘7//4’/ |
I 47 »7"‘—>/‘47"‘7>/ |
8 277/—/4‘747 7
ok
ok ‘ | | ‘ ‘ ‘ |
0 1 2 3 . 5 6 |
&
10 7
or
3-10+ |
=20 |
-30 | | | ‘ ‘ ‘ |
0 1 2 3 : : : |

Zeit t

Bild 4.27: Verldufe der Zustandsgroéfien x1, z2 und xs sowie der Stellgrofie u aus dem
zweiten Beispiel.

4.4.4 Beispiel Fluidsystem mit chaotischem Verhalten

Wir betrachten ein experimentelles Fluidsystem [32, 169, 193], das aus einem
wassergefiillten torusformigen Rohr besteht. Dieser Torus wird in seiner unte-
ren Hilfte iiber einen Heizdraht elektrisch erwérmt. Der Heizdraht ist dabei
in engen Wicklungen um den Torus gelegt und mit isolierendem Material so
umgeben, dass die untere Torushilfte iiberall gleichméBig erwarmt wird. Die
obere Torushalfte ist ringformig mit einem Kiihlmantel umgeben, durch den
Kiihlwasser fliefit. Die Temperatur der Toruswand wird so iiber die gesamte
obere Hilfte auf einer konstanten Temperatur gehalten. Bild 4.28 zeigt die
Anordnung. Der Torus hat einen Radius von r; = 38 cm und das Torusrohr
einen von ro = 1.5 cm.
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Bild 4.28: Fluidsystem mit chaotischem Verhalten. Im inneren torusférmigen Rohr
befindet sich Wasser. Die obere Hiélfte des Torus wird gekiihlt, die untere erhitzt.

An den Stellen A, B, C und D sind jeweils Sensoren angebracht, mit de-
nen die Temperatur des im Torus eingeschlossenen Wassers an diesen Stellen
gemessen wird. Bei einer niedrigen Heizleistung, die kleiner als 190 W ist,
bildet sich ein stetiger Fluss des Wassers innerhalb des Torus aus. Abhingig
von den Anfangswerten flieit das Wasser im Uhrzeigersinn oder andersherum.
Erhoht man nun die Heizleistung auf z. B. 600 W, so 16st sich dieser stetige
Wasserfluss innerhalb des Torus auf. Nun wechselt die Strémung bestéindig
ihre Richtung. Mal fliefit das Wasser im Uhrzeigersinn, mal andersherum.
Dabei sind die Richtungswechsel der Stromung nicht vorhersehbar, sondern
chaotisch.

Dieses chaotische Verhalten ldsst sich wie folgt plausibilisieren. Verringert
die Stromung aufgrund einer kleinen UnregelméBigkeit ihre Geschwindigkeit,
so bleibt das Wasser ldnger als vorher im Heiz- bzw. Kiihlbereich des Torus.
Dadurch steigt die Temperaturdifferenz zwischen dem kalten Wasser in der
oberen und dem heiflen Wasser in der unteren Torushilfte. Folglich steigt auf-
grund der erhthten Temperaturdifferenz die Stromungsgeschwindigkeit. Dies
fithrt zu einer schnelleren Vermischung des heiflen Wassers aus der unte-
ren Torushiilfte mit dem kalten Wasser aus der oberen. So sinkt die Tem-
peraturdifferenz zwischen kaltem und heilem Wasser wieder, so dass die
Stromungsgeschwindigkeit wieder abnimmt und sich in manchen Féllen auch
umkehrt.
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Obiges Verhalten fithrt zu Oszillationen und schlieflich zu besagtem chao-
tischen Verhalten. Dieses kann durch die Lorenz-Gleichungen

i = p(ZQ - Z1)7
,é’g = —Z1k3 — %2, (476)

2322122—23—]%

beschrieben werden. Dabei ist 21 ein Ma$ fiir die mittlere Stromungsgeschwin-
digkeit, z5 ein Maf fiir die Temperaturdifferenz Ty —T4 zwischen den Punkten
A und B und z3 eines fiir die Temperaturdifferenz Tc — Tp. Ferner ist p > 0
die Prandtl-Zahl!™ und R ist die Rayleigh-Zahl[?.

Die Rayleigh-Zahl R ist proportional zur Heizleistung, so dass wir iiber

R=Ry+u

einen Stelleingriff auf das System besitzen. Der Parameter Ry ist dabei propor-
tional zu einer konstanten und u zu einer {iberlagerten, variablen Heizleistung.
Fiir u = 0 besitzt das System die Ruhelagen

\/Ro—l —\/Ro—l 0
zr1i = [VRo—1|, zro=|—-VRo— 1|, zrs=| 0
-1 -1 —Ry

Wir wollen das System (4.76) nun so regeln, dass in zr; eine stabile Ru-
helage vorliegt. Zu diesem Zweck transformieren wir in einem ersten Schritt
die Koordinaten des Systems so, dass die Ruhelage zr; nach null verschoben
ist. Dies geschieht mittels der Koordinatentransformation = z — zr, d. h.
mittels

I Z1 — \/RO —1

To| — |R2 — \/RO —1

xs3 23+ 1

Das so transformierte System besitzt die Ruhelage g = 0 und mit 8 =
Vv Ry — 1 die Gestalt

j?l = p(.l?g — 331), (477)
To = X1 — To — (!El + ﬁ)xg,, (4.78)
T3 = T129 + ﬂ(a:l + 332) — X3 — U. (479)

U Die Prandtl-Zahl p = v /a ist eine konstante dimensionslose Kennzahl von Fluiden
und entspricht dem Quotienten von kinematischer Viskositéit v und Temperatur-
leitfahigkeit a.

2l Die temperaturabhingige dimensionslose Rayleigh-Zahl ist ein Indikator fiir die
Art der Warmeiibertragung in einem Fluid. Unterhalb einer kritischen Rayleigh-
Zahl erfolgt die Wérmeiibertragung im Fluid vorrangig durch Wirmeleitung,
oberhalb durch Konvektion. Die Rayleigh-Zahl kennzeichnet dabei die Stabilitéit
thermischer Fluidschichtungen.
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Das System liegt in strenger Riickkopplungsform vor und wir kénnen deshalb
direkt die Entwurfssidtze des Backstepping anwenden.
Wir beginnen mit der Wahl eines virtuellen Regelgesetzes

To = 051(331) = 0,
welche das Teilsystem (4.77) stabilisiert. Als Ljapunov-Funktion wihlen wir

1

V1 (:El) = 9

22,
Es gilt mit 9 = a3 (x1) =0 und Gl. (4.77)

Vi(z1) = —pa? < 0.
Wir wenden nun Satz 24 auf das Teilsystem (4.77), (4.78), d. h.

Ty = —pr1 + p -z,
—_— =~
fi(w1)  ha(x)
By = m1— w3 —(21+ )3,
— —,—
fa(z1,02) ho(z1,22)
an und erhalten als virtuelles Regelgesetz

1

— —px1 — kixo —x1 +x2) .
$1+5(p1 122 1 2)

3 = (21, 22) =

Wir wéahlen k; = 1 und erhalten so

(1+p)z1

T3 = 042($1,332) = 1+ 8
1

und als Ljapunov-Funktion
L o 2
Va(z1,22) = 2(961 + x3).

Im néichsten Schritt wird Satz 24 erneut angewendet, wobei jetzt das Ge-
samtsystem (4.77), (4.78), (4.79) in unserem Fokus ist. Mit den in Satz 24
verwendeten Bezeichnungen gilt fiir die Systembeschreibung

1| _ |—pr1+px 0
b e e e O

Fi(z1,22) hi(z1,72)
T3 = X129 + ﬁ(xl + {EQ) — I3 -1 -u.
—

fg(xl,xg,]}g) h2($1,$2,$3)



226 Kapitel 4. Regelungen fiir nichtlineare Regelstrecken

Somit erhélt man fiir das Regelgesetz mit

e 000y

Olwy xo]T | (1 + B)?

und
A
8[%1 LCQ]T e

die Gleichung

(L+p)z ~ p(L+p)B(z2 — 1)
T+ + o (z1+ B)?

Mit ko = 1 gilt schliellich fiir das Regelgesetz

u = —x3+ koxs — ko

(L+p)z1  Bp(l+p)(z2 — 1)
1+ (21 + B)?

Wir simulieren den ungeregelten Prozess und auch die Regelung fiir p = 10
und 8 = 6. Die Anfangswerte sind hierbei 1 = 5, o = 5 und x3 = 5. Die
sich ergebenden Verlaufe fiir die Stromungsgeschwindigkeit x; zeigt Bild 4.29.
Deutlich erkennbar ist, wie die Regelung das chaotische Verhalten unterdriickt
und der Prozess auf den stationdren Wert ausgeregelt wird.

u=fPBr; —

10 6
50 1 i
ol L1l Ll
NN )
-5
— é—‘ 2,
-10t
1,
-15¢ ot
-20¢ 1 1t
-25 : : : : -2 : : : :
0 5 10 15 20 25 0 0.5 1 1.5 2 2.5
Zeit t in min Zeit t in min

Bild 4.29: Verldufe der Abweichung x1 der Stromungsgeschwindigkeit von der Ruhe-
lage des ungeregelten chaotischen Prozesses (schwarz) und des geregelten Prozesses
(blau). Im rechten Teilbild ist der Ausregelverlauf in vergrofiertem MafBistab noch-
mals dargestellt.
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Nichtlineare Regelungen fiir lineare und
nichtlineare Regelstrecken

5.1 Modellbasierte pridiktive Regelung

5.1.1 Grundlagen und Funktionsweise

Modellbasierte pridiktive Regelungen (MPR) sind die am h#ufigsten in der
Industrie eingesetzten fortgeschrittenen Regelungsverfahren [29, 78, 125, 155,
156]. In der Prozessindustrie, insbesondere in Raffinerien und der Chemie-
industrie, sind MPR etablierte Standardverfahren. MPR sind nichtlineare
Regelungsverfahren, die universell sowohl fiir lineare Regelstrecken mit Be-
schrankungen von Stell- und Zustandsgréflen als auch fiir nichtlineare Regel-
strecken geeignet sind.

Die Funktionsweise von MPR basiert dabei im Wesentlichen auf den Ei-
genschaften mathematischer Prozessmodelle. Diese haben in der Regelungs-
technik im Allgemeinen zwei Aufgaben. Zum einen soll ein Modell ein tieferes
Verstidndnis des Prozesses und seiner Funktionsweise ermoglichen. Diese Ei-
genschaft wird zum Beispiel fiir den Entwurf von Reglern genutzt. Zum an-
deren erlaubt ein Modell die Prédiktion zukiinftigen Verhaltens. Genau diese
Moglichkeit nutzen modellbasierte priadiktive Regelungen, indem sie online
anhand eines Prozessmodells den Ausgangsgrofienverlauf mittels des Stell-
grofenverlaufs optimieren. Der optimierte Stellgrofenverlauf wird dann zur
Regelung des eigentlichen Prozesses verwendet. Bild 5.1 illustriert den Vor-
gang.

Sowohl kontinuierliche wie auch diskrete Prozessmodelle kénnen dabei zum
Einsatz kommen. In der Mehrzahl der Félle werden allerdings diskrete oder
diskretisierte Modelle

z(k+1) = f(zk), u(k)),
y(k) = g(z(k),

verwendet, denn im Fall kontinuierlicher Modelle gestaltet sich die Optimie-
rung des StellgroBenverlaufes deutlich komplexer.
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Bild 5.1: Struktur eines modellbasierten pridiktiven Reglers.

Wir gehen aus vom Zeitpunkt k — 1 mit bekannter Stellgrofie u(k — 1) und
beginnen ab diesem Zeitpunkt mit der Optimierung. Die Optimierung variiert
den zukiinftigen StellgroBenverlauf w(k +¢) ab dem Zeitpunkt & fiir eine end-
liche Zahl i =0, ...,n. — 1 von Stellgréfenschritten so, dass ein vorgegebenes
Giitemafl J minimal wird. Der Wert n. wird Stellhorizont genannt. Haufig
verwendet wird das iiber n, Zeitschritte ermittelte quadratische Giitemaf

J = ZIIQ (k+0) —yr(k +))° +r- D lluk+i—1)]? (5-1)

=1

mit der positiv definiten Matrix @, die oft eine Diagonalmatrix ist, oder

J= ZIIQ (k +1) yR(k+¢))||2+r.f:||u(k+z'—1)—u(k+z’—2)||2.
i=1
(5.2)

Der Wert n, heifit Prddiktionshorizont, da das zukiinftige Verhalten tiber n,
Zeitschritte vorausberechnet wird. In obigen Giitemafien wird im ersten Sum-
menterm die Differenz zwischen der Ausgangsgrofienfolge y(k + ) und einem
Soll- oder Referenzverlauf yg (k+1i) bewertet. Im zweiten Summenterm werden
die quadrierten Stellgréffen bzw. die StellgroBlendifferenzen addiert und mit
dem Faktors r gewichtet. Bei der Minimierung von J sorgt dieser zweite Term
dafiir, dass die Stellgrofien w(k +4) in Gl (5.1) bzw. StellgroBenénderungen
in Gl. (5.2) keine zu grofien Werte annehmen.

Die Pradiktion von y(k + 4) erfolgt im GiitemaBl J iiber nj, Zeitschritte,
wobei n, > n. gilt. Der Préadiktionshorizont ny, ist also groBer als der Stellho-
rizont n. oder gleich grof}. Damit auch fiir den Zeitbereich ¢ > n. Stellgréfien
u(k+1) vorliegen, um y(k +1) priadizieren zu kénnen, werden alle Stellgréfien
jenseits des Stellhorizontes auf w(k + n. — 1) gesetzt. Bild 5.2 illustriert den
Ablauf.
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Bild 5.2: Prinzipieller Ablauf einer modellbasierten pradiktiven Regelung (MPR).

Nachdem die Optimierung die StellgréBenfolge wop (k + ) mit ¢ =0, ...,
nc—1 ermittelt hat, wird nur der erste Wert dieser Folge, d. h. uop (k) = u(k),
auf die reale Regelstrecke gegeben. Es wird also nicht die ganze Folge w(k +1)
fiir die Regelung verwendet, sondern nur ihr erster Wert w(k). Sofort nach der
Aufschaltung von u(k) wird der oben beschriebene Pridiktions- und Optimie-
rungsprozess um einen Schritt in die Zukunft verschoben. Daher spricht man
auch von einem gleitenden Horizont. Der gleitende Horizont und die jeweils
nach einem Zeitschritt neu einsetzende Optimierung der Stellfolge w(k + i)
erlaubt eine Reaktion der MPR auf Prozessstérungen.

Man kann die Funktionsweise der MPR mit der Vorgehensweise eines
Schachspielers vergleichen. Dieser spielt gedanklich verschiedene Zugfolgen
durch, wobei er drei, vier oder mehr Ziige im Voraus betrachtet. Den ersten
der ihm optimal erscheinenden Kombination spielt er dann in der Realitét.

Die nach jedem Zeitschritt neu einsetzende Pridiktion erfolgt, wie schon
beschrieben, auf Basis des Prozessmodells und der durch die Optimierung
errechneten Stellgrofenverldufe. Die Stellgrofenverldufe w(k+1) allein reichen
jedoch fiir die Préidiktion nicht aus. Vielmehr muss auch der Zustand x(k)
zum Beginn des Pradiktionszeitraumes bekannt sein. Denn nur auf der Basis
des Zustandes x(k) — sozusagen dem Anfangszustand des Systems fiir die
Pradiktion — und der StellgréBenfolge w(k + i) kann die Ausgangsgrofienfolge
y(k + i) und damit das GiitemaBl J berechnet werden. Im einfachsten Fall
bestimmt man @ (k) durch Messung von (k — 1) und einem Rekursionsschritt
x(k) = f(x(k — 1),u(k — 1)). Ist die Messung nicht moglich, so muss x(k)
anhand der historischen Verldufe

ulk —1),u(k—2),...
und
yk—1),ylk—2),...

durch einen Beobachter geschéitzt werden. Fasst man alle Elemente einer MPR
zusammen, so ergibt sich der in Bild 5.3 gezeigte Aufbau.
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Bild 5.3: Struktur einer MPR mit Beobachter, Modell und Optimierer.

5.1.2 Lineare modellbasierte priadiktive Regelung

Die am héufigsten in der industriellen Praxis eingesetzten MPR basieren auf
linearen Prozessmodellen. Solche MPR bezeichnet man als lineare modellba-
sierte pradiktive Regelungen, abgekiirzt LMPR.

Verwendet man dabei das quadratische Giitemaf (5.1) oder (5.2), so ergibt
sich ein linearer Regler, wie wir im Folgenden sehen werden. Lineare Regler
konnen bekanntlich auch mit anderen, einfacheren Verfahren entworfen wer-
den. Der wahre Nutzen einer LMPR ergibt sich daher auch erst dann, wenn
man Nebenbedingungen in das Optimierungsproblem miteinbeziehen muss.
Dies kénnen z. B. Stell-, Ausgangs- oder Zustandsgréfienbeschréankungen sein.
In diesem Fall ergibt sich ein nichtlinearer Regler. Die MPR wird allerdings
aufgrund des linearen Prozessmodells trotzdem als LMPR bezeichnet.

Wir betrachten den Fall einer linearen zeitdiskreten Regelstrecke

z(k+1) = Az(k) + Bu(k),

y(k) = Ca(k) (5:3)

mit ¢ € IR", u € IR™ und y € IR". Vorerst beriicksichtigen wir hierbei keine
Beschréinkungen von u, « oder y, d. h., wir betrachten nur den rein linearen
Fall. Spéater werden wir sehen, dass wir die hierbei erzielten Ergebnisse auch
fiir den Fall mit Beschrédnkungen nutzen koénnen. Die Betrachtung des rein
linearen Sonderfalls erméglicht uns im Besonderen einen einfachen Zugang
zum detaillierten Verstdndnis modellbasierter pradiktiver Regelungen.
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Der Stellgréfienvektor (k) wird nun aus der vorherigen Stellgréfie w(k—1)
und die im Schritt k stattfindende sprungformige Verinderung Au(k) gemifl

u(k) =u(k — 1) + Au(k) (5.4)
zusammengesetzt. Man erhilt so fiir die obige Systembeschreibung (5.3)
z(k+1) = Ax(k) + Bu(k — 1) + BAu(k),
y(k) = Ca(h).

Wir betrachten im Weiteren alle Ausgangsvektoren y(k+14) beginnend mit
Schritt £ + 1 bis zum Schritt £ + np, d.h. bis zum Préadiktionshorizont ny.
Wir erhalten aus Gl. (5.4) und Gl. (5.5) zuerst fiir ¢ < n. die Beziehungen

(5.5)

y(k+1) = CAx(k)+ CBu(k — 1) + CBAu(k),

y(k+2) = CA*z(k) + C(A+ I)Bu(k — 1) + C(A + I)BAu(k)
+ CBAu(k+1),

. (5.6)

y(k+i)=CA'z(k)+C (A" ' +...+ A+1I)Bu(k 1)

+Y C(A™ ...+ A+T)BAu(k+j—1),

j=1

y(k+ne) =CA™z(k)+C (A" ' +...+ A+I)Bu(k—1)
+Y C(A™ 7+, + A+I)BAu(k+j—1).
j=1

Obige Gleichungen beschreiben die Ausgangsgréfien bis zum Stellhorizont n..
Hinter dem Stellhorizont ¢ > n. &ndert sich die Stellgréfle nicht mehr, d. h.
Au(k+i—1) =0 fiir i > ne. Dann gilt

yk+n.+1)=CA™ g(k)+ C(A™ +...+ A+ I)Bu(k — 1)
+Y C(A™M T4 4 A+ T)BAu(k+j—1),
j=1
: (5.7)
y(k+np) =CA™z(k) +C (A™ ' +...+ A+1I)Bu(k—1)
+Y C(A™ 7+ ..+ A+I)BAu(k+j—1).
j=1

Man fasst die Vektoren y(k + 1) bis y(k + np) im rn, x 1 - Vektor
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yk+1)
k
Gk 1) y(k+2)

y(k +np)
und die Stellgréfienéinderungen Au(k) bis Au(k+n.—1) im mn. x 1 - Vektor
Au(k)
Au(k+1)
Aa(k) = :
Au(k +ne —1)

zusammen. Man beachte, dass der Vektor A@(k) im Allgemeinen eine niedri-
gere Dimension als der Vektor g(k + 1) besitzt, da ne < n, gilt.
Fiir die Gl (5.6) und Gl. (5.7) erhilt man zusammen

gk +1) = Fa(k) + Gu(k — 1) + HAa(k), (5.8)
wobei
[CA CB
CA? C(A+1I)B
F=| CA® | G—| CA*+A+I)B 7
|CA™ C(A™ '+ . . +I)B
r CB 0 0 1
C(A+I)B CB 0
C(A*+A+1I)B C(A+I)B 0
H=\c(A™'y.. +1)B C(A™%1..+I)B --- CB
C(A™+..+I)B C(A™'+. . +I)B --- C(A+1I)B
C(A™ '+ +1)B C(A™ *+..+I)B --- C(A™ " +...+I)B]

mit F € R™e*" G € R™»*™ und H € IR"™»>*™" gilt. Dabei ist der Anteil
g(k) = Fx(k) + Gu(k — 1)

in Gleichung (5.8) durch die schon erfolgten Schritte 0, ...,k —1 der Regelung
vorgegeben. Wihrend der Term g(k) also konstant ist, enthilt der Anteil
H Aua(k) in Gl. (5.8) die zu optimierende Stellgrofienfolge Au(k), . .., Au(k+
ne — 1). Man verkiirzt Gl. (5.8) daher zu
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gk + 1) =g(k) + HAu(k). (5.9)
Minimiert werden soll nun das konvexe Giitemaf3

J(Aa(k)) = Gk +1) - gr(k+1)" Q (g(k +1) - gr(k + 1))

+ Aa” (k)RAG(k), (5.10)

wobei @ eine positiv definite rn, X rn, - Matrix und R eine positiv definite
mne X mne - Matrix ist. Der rn, - dimensionale Vektor

yr(k+1)

k2

gy = | O
yr(k +np)

beinhaltet den Verlauf der ReferenzgroBe yg (k+4). Man setzt Gl. (5.9) in das
Giitemaf (5.10) ein und erhélt mit der Abkiirzung

e(k) = g(k) —gr(k+1)
die Darstellung
J(Au(k)) = (e(k) + HAu(K))" Q (e(k) + HA@(k)) + Au” (k) RAG(k)
— Au” (k) (HTQH + R) Au(k)
+2Aa" (k)H" Qe(k) + ' (k)Qe(k). (5.11)

Die Bedingung fiir ein Minimum dieser konvexen Giitefunktion,

liefert die lineare Gleichung
(HTQH + R) Aa(k) + HTQe(k) = 0.
Hieraus ergeben sich die gesuchten Stellgrofien zu
T T
Au(k) = — (H QH+R) H” Qe(k).

Von den im Vektor
Au(k)
Au(k +1)
Au(k) = .

Au(k +ne — 1)
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_gR(k+1) e(k) A’U.(k) 1 u(k) :c(k+1):Aa:(k)+Bu(k) y(k)
:{>?:(> —K l—ZflI y(k) = C(k) —
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Bild 5.4: MPR fiir eine lineare Regelstrecke ohne Beschriankungen.

zusammengefassten Stellgroffen wird allerdings, wie bereits erwéhnt, nur der
erste StellgroBenschritt Au(k) zur Regelung genutzt. Wir betrachten daher
nur das erste Element

Au(k) = —Ke(k)

dieses Vektors mit
K=[I0---0] {(HTQH+R)_1 HTQ]7

wobei I € IR™*™ ist. Das Regelgesetz ist linear, besitzt eine Dynamik und
lautet zusammengefasst

u(k) =ulk — 1) + Au(k) = u(k — 1) — Ke(k),
e(k) = Fz(k) + Gu(k — 1) — gr(k + 1).

Bild 5.4 zeigt die zugehorige Struktur der linearen MPR ohne Beschran-
kungen. Auf einen Beobachter wurde dabei verzichtet. Ein solcher kann aber
ohne Weiteres zur Bestimmung des zur Regelung notigen Zustandsvektors
(k) in den Regelkreis eingefiigt werden.

5.1.3 LMPR mit Beschrinkungen

Wie schon erwéhnt, hat die lineare MPR ohne Beschrinkungen keine grofle
praktische Relevanz und wurde hier vor allem beschrieben, um einen einfach
verstandlichen Zugang zur Thematik zu finden und die prinzipielle Funktions-
weise zu erldutern.

In der industriellen Praxis findet die lineare MPR Verwendung, wenn
die zu optimierenden Variablen beispielsweise im StellgroBenvektor u(k) Be-
schriankungen
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Umin,1 ul(k) Umax,1
Umin,2 u2 (k) Umax,2
< <
Umin,m um(k) Umax,m
—_———

Umin u(k) Umax

unterliegen. Diese Beschrinkungen der Stellgréfien lassen sich auch in Abhén-
gigkeit der Stellgrofenéinderungen darstellen. So schreibt man

Umin S ’LL(IC)
Umin < u(k + 1)
Umin < u(k +2)

u(k — 1) + Au(k) < Umax,
u(k — 1)+ Au(k) + Au(k + 1) < Umax,
u(k — 1)+ Au(k) + Au(k + 1) + Au(k + 2) < Umax,

Umin < w(k+ne—1)=ulk —1)+Au(k)+ ... +Aulk+ne—1) < Umax-
(5.12)
Wir definieren @min = [ul, ... ugﬂn}T und Umax = [ul,, ... ugaX}T als

Vektoren der Linge mn.. Gl (5.12) ldsst sich dann in der Matrixform

Umin < E-u(k—1)+ D - Au(k) < Umax (5.13)
mit der mn. x m - Matrix
I
I
E=.
I

und der unteren mn. X mn. - Dreiecksmatrix

I00---0

Iro---0
D =

rrr---1I

darstellen. Die Matrizen I sind Einheitsmatrizen der Dimension m x m.
Von Bedeutung sind des Weiteren Beschrinkungen der Anderungsrate der
StellgroBen, d. h. Beschrinkungen der Art

Afinin < AU(k) < Aliax. (5.14)

Die Vektoren Ay, und Aty ax sind dhnlich aufgebaut wie die Vektoren @i
und Up,ax und besitzen auch deren Dimension.

Aufler StellgroBien kénnen auch ZustandsgroBien x; oder Ausgangsgrofien
y; Beschrankungen
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Ymin,1 Y1 (k) Ymax,1
Ymin,2 Y2 (k) Ymax,2
. < < .

ymin,r yr(k) ymax,r
—— —— ——
ymin y(k) ymax

unterliegen. Diese lassen sich im Fall der betrachteten linearen Systeme in
Beschrénkungen der Stellgréfiendnderung umrechnen. So gilt fiir

Umin S Yk +1) < Yax
mit Gl. (5.9)
Umin < g(k) + HAG(E) < G- (5.15)
Dabei ist §in = (Ui = yﬂin}T € R™*! und fiir g, gilt Entsprechen-
des. Beschrankungen von x; sehen dhnlich aus.

Zusammengefasst lassen sich die Ungleichungen (5.13), (5.14) und (5.15)
in die Form

WAu(k) <w
mit
—-D —Umin + Eu(k —1)
D Umax — Bu(k —1)
-1 _Aﬁmin
W = I und w = Aty
—-H _gmin + g(k)
H gmax - g(k)
bringen. So erhélt man ein beschrinktes Optimierungsproblem der Form
in J(Au(k 5.16
Juin, (Au(k)) (5.16)

mit den linearen Restriktionen
W - Au(k) < w. (5.17)

Ist die Giitefunktion durch eine positiv definite quadratische Form gege-
ben, wie im vorherigen Abschnitt 5.1.2, so kénnen wir die Giitefunktion (5.11)
verwenden und es liegt ein konvexes quadratisches Optimierungsproblem mit
linearen Restriktionen vor. In diesem Fall besitzt das quadratische Optimie-
rungsproblem (5.16), (5.17) nur ein Minimum. Dieses Minimum kann in der
Regel nicht analytisch, sondern nur numerisch bestimmt werden. Es existieren
allerdings sicher konvergente Standardverfahren der quadratischen Program-
mierung, kurz QP-Verfahren genannt, mit denen das Minimum berechenbar
ist [16, 29, 125]. An dieser Stelle werden die Nachteile der modelbasierten
pradiktiven Regelung deutlich: Das Regelgesetz ist nicht explizit angebbar
und seine Auswertung zeitaufwendig.



5.1. Modellbasierte pridiktive Regelung 237

5.1.4 Beispiel Entwisserungssystem

Zur Entwésserung von Gebieten mit hohem Grundwasserspiegel, wie sie z. B.
in den Niederlanden oder den Everglades der USA vorkommen, werden Kanal-
systeme eingesetzt. Insbesondere bei oder nach starken Regenfillen muss Was-
ser aus den Entwésserungskanélen in benachbarte Fliisse oder das Meer abge-
pumpt werden. Ansonsten wiirde ein zu hoher Wasserstand Deich, Dorfer und
landwirtschaftliche Flidchen gefihrden. Ein zu niedriger Wasserstand in den
Kanaélen ist allerdings auch problematisch, da hierdurch Béschungsrutsche ver-
ursacht werden kénnen. Auch grofie Schwankungen des Wasserstandes kénnen
durch Pumpeffekte eine Auflockerung des Erdreiches in den Kanalwandungen
bewirken, die eine Beschiddigung der Kanile nach sich zieht.

Man mochte den Wasserstand in den Kanélen daher weder zu niedrig noch
zu hoch werden lassen. Vielmehr soll sich der Wasserstand innerhalb eines vor-
gegebenen Toleranzbandes bewegen. Zu diesem Zweck setzt man Regelungen
ein, mit denen die aus den Kanélen abgepumpte Wassermenge festgelegt wird.
Bild 5.5 zeigt den Aufbau eines solchen Entwésserungssystems. Bei meeres-
nahen Anlagen werden zusétzlich Speicherkanéle genutzt, in die das Wasser
bei Hochwasser gepumpt wird. Bei Niedrigwasser flieit das Wasser dann ohne
zusétzliche Pumpleistung ins Meer ab.

Der Wasserstand h im Kanalsystem ist abhéingig vom Regenwasser, das in
die Kanile flieBt, und der Menge des abgepumpten Wassers [140] gemifl der
Beziehung

Bild 5.5: Entwésserungssystem.
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T

Ak +1) = h(k)+

(qre(k) — qp(k — ka)). (5.18)
Dabei gibt gre die Wassermenge pro Sekunde an, die aufgrund von Regenfillen
oder eventuell nachstromendem Grundwasser in die Kanéle flieit, und gp die
abgepumpte Wassermenge pro Sekunde. Die Flache A umfasst die gesamte
Fliche der Kandle, T ist die Zeitspanne in Sekunden zwischen den Zeitpunkten
kund k + 1 und kq ist die Anzahl der Zeitschritte, nach denen die Stellgréfie
gp auf den Wasserstand in den Kanélen wirkt.

Wir betrachten das Entwésserungssystem des Delflandes in den Nieder-
landen. Es weist die Parameterwerte

A = 7300000m? = 7.3 km?, T =900s, ka=1
auf. Wasserstand A und Pumpvolumenstrom gp sind durch
—0.55m < h < —-0.30m
und
0m3s~! < qp <75 m3s!

begrenzt. Der Sollwert des Wasserstandes h betrigt hgon = —0.40m. Der
Wasserstand h der Kanile wird beziiglich des Meeresspiegels angegeben, d. h.,
im Fall h = 0 entspricht der Wasserstand der Kanéle dem Meeresspiegel. Er
liegt im Delfland ungeféihr einen halben Meter unter dem Meeresspiegel.

Die Zustandsgrofien des Systems aus Gl. (5.18) sind die Wasserstandshohe

z1(k) = h(k) und die um einen Zeitschritt k4 = 1 verzogerte Stellgrofle
x2(k) = gp(k — 1). Mit obigen Parameterwerten und der aktuellen Stellgrofie
u(k) = gp (k) erhalten wir aus Gl. (5.18) als Modell
z1(k+1) = 21(k) — 1.23- 10 29 (k) + 1.23 - 10~ *qre(k),
w2 (k +1) = u(k),
y(k) = 1 (k).

Dabei wirkt gre als Stérung.

Ziel einer Regelung ist es nun, Stérungen gg. aufgrund starken Nieder-
schlages so auszuregeln, dass der Wasserstand x; unter Einhaltung der Be-
schrankungen —0.55 < x7 < —0.30 auf den Sollwert x7; = —0.4 gefithrt wird.
Dabei soll die Stellgrofie u die Beschriankungen 0 < w < 75 nicht verletzen.

Offensichtlich ist obige Regelungsaufgabe gut geeignet fiir eine modellba-
sierte priadiktive Regelung. Denn zum einen steht mit 7" = 900s zwischen
zwei Regleraktionen ausreichend Rechenzeit zur Verfiigung und zum anderen
konnen mit einer modellpriadiktiven Regelung die Beschréinkungen von y = x4
und u gut beriicksichtigt werden.

Fir die Auslegung der MPR wihlen wir als Prédiktionshorizont n, = 97
und als Stellhorizont n. = 2. Der lange Prédiktionshorizont von 24 h und
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Bild 5.6: Ausgangsverlauf y und Stellgréflenverlauf u.

15 min erlaubt u. a. die Einbeziehung einer prognostizierten Regenmenge auf-
grund einer Wettervorhersage. Diese Regenmenge kann iiber gr. in der Rege-
lung Beriicksichtigung finden.

Fiir das Giitemafl wihlen wir

J=@Gk+1)—grk+1)" Gk +1) — gk +1)) + rAﬁT(k)Aﬁ(k(), |
5.19

wobei fiir den Referenzwert des Wasserstandes ygr = hsoy = —0.4 m gilt. D. h.,
es gilt g (i) = [-0.4m —0.4m --- —0.4m|7 fiir allei =0,1,...

Als praktischen Beispielfall betrachten wir einen erhéhten Wasserstand
von z1(0) = —0.3 m nach einer Schlechtwetterfront. Der zweite Anfangswert
ist £2(0) = 0. Bild 5.6 zeigt die Verldufe der StellgréBe v und des Wasser-
standes y. Dabei sind drei verschiedene Regler verwendet worden, die sich
aus verschiedenen Gewichtungsfaktoren r im Giitemaf} (5.19) ergeben. Erwar-
tungsgemaf ist die MPR fiir » = 0 am schnellsten und wird fiir » = 0.000002
und 7 = 0.0001 langsamer. Von  hiingt auch die Anderungsrate der Stellgrofe
u ab. Spielt ein abruptes Hoch- und Runterfahren des Pumpvolumenstromes «
keine Rolle, so kann r = 0 gewihlt werden. Mochte man lieber weniger starke
Anderungen Au im Pumpenvolumenstrom v realisieren, so wihlt man einen
grofleren Wert 7. Oder man fithrt zusétzlich eine Beschrankung von Aw ein.
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Bild 5.7: Illustration der zu lésenden Optimierungsprobleme in den Zeitschritten
k=1 k=05, k=10 und k = 40 fiir den Fall » = 0.000002. Dargestellt sind die
Hohenlinien von J und das zuldssige Optimierungsgebiet (blau). Ein Kreuz markiert
das jeweilige Minimum.

In Bild 5.7 ist die wiahrend der Regelung zu minimierende Giitefunktion
(5.19) dargestellt. Die Hohenlinien von J haben die Form von sehr langge-
streckten Ellipsen. Dargestellt ist des Weiteren das zuléissige Gebiet fiir die
Optimierungsvariablen Au; und Aus, wie es sich aus den Beschriankungen
ergibt. Die Form der Hohenlinien der Giitefunktion und das zuldssige Gebiet
héngen vom Zeitschritt k& ab, d.h., sie verdindern sich wahrend eines Ausre-
gelvorganges.

5.1.5 Nichtlineare modellbasierte pridiktive Regelung

Bei nichtlinearen Regelstrecken
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T = f(a:,u),
o oo (5.20)
oder
x(k+1) = f(z(k), u(k)), (5.21)

y(k) = g(z(k))

lassen sich MPR, dhnlich anwenden wie bei linearen Regelstrecken. Allerdings
sind Implementierung und Ablauf meistens deutlich komplizierter und auf-
wendiger als im linearen Fall. Dies ist darauf zuriickzufiithren, dass das Op-
timierungsproblem aufgrund der nichtlinearen Systemdynamik (5.21) keine
einfache Form mehr aufweist. Insbesondere ist es im Allgemeinen nicht mehr
konvex. Die Nichtlinearitiit der Systemlésung von Gl. (5.21) verursacht eine
komplexe Abhéngigkeit des Giitefunktionswertes J von den zu optimierenden
Stellgréfienwerten w(k + ). Ein solches nicht konvexes Optimierungsproblem
besitzt oft mehrere lokale Minima und es existieren keine sicher konvergenten
Losungsverfahren. Das prinzipielle Vorgehen entspricht trotz der komplexeren
Numerik dem Ablauf der LMPR.

Zur Losung des beschrinkten Optimierungsproblems verwendet man nu-
merische Optimierungsverfahren [5, 36, 100], wobei eines der Hauptprobleme
oft darin besteht, das Optimierungsproblem in Echtzeit zu 16sen. Als beson-
ders zeitaufwendig stellt sich dabei heraus, dass fiir jeden Stellgrofenverlauf
und jede Giitewertberechnung die Losung des Systems (5.20) bestimmt wer-
den muss. In der Regel geschieht das im zeitkontinuierlichen Fall (5.20) mittels
eines Integrationsverfahrens, z. B. des Runge-Kutta-Verfahrens. Im Fall dis-
kreter Systeme erfolgt die Berechnung der Systemlésung unmittelbar iiber die
Rekursionsgleichung (5.21).

Die Echtzeitproblematik hat zur Folge, dass MPR nur bei relativ langsa-
men Regelstrecken, z. B. in der Prozessindustrie, zum FEinsatz kommen. Ein
weiteres Problem nichtlinearer MPR, abgekiirzt NMPR, ist die Sicherstellung
der Stabilitdt des Regelkreises. Aufgrund der Nichtlinearitit der Regelstrecke
und des nicht explizit angebbaren Regelgesetzes kann diese im Allgemeinen
nicht garantiert werden.

Wir betrachten die Stabilitéitsproblematik im Folgenden genauer. Aus-
gangspunkt unserer Betrachtungen ist das System (5.21), wobei der Eingangs-
groflenvektor u geméf

uecW CR™

und der Zustandsvektor & gemif
rxe X CR"
beschrankt sind. Fiir die NMPR gelte im Weiteren n, = n.. Als zu minimie-

rende Giitefunktion setzen wir die Funktion
k4+ne.—1

J(k) =Y Qi) uli))

i=k
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an. Dabei kann die Funktion @) z.B. quadratische Bewertungsterme, #hnlich
denen in Gl. (5.1), besitzen. In jedem Fall muss Q(x,u) > 0 fiir alle  # 0
und u # 0 gelten. Des Weiteren soll das geregelte System in

xz(k)=0
fiir u(k) = 0 eine Ruhelage besitzen und es soll

Q(0,0) =0

gelten. Aufgrund dieser Forderung gilt insbesondere auch J(k) = 0 fiir x(k) =
0 und fiir u(?) =0, i =k, k+1,...

Wir beachten, dass das Giitemafl J mittelbar nur vom Zustandsvektor
abhéingt, da der Stellgroflenvektor w iiber die NMPR von x abhingt. Somit
scheint uns die Giitefunktion J eine Kandidatin fiir eine Ljapunov-Funktion
des pradiktiv geregelten Systems zu sein. Denn sie ist im Ursprung @ = 0
identisch null und sonst iiberall positiv. Als dritte Bedingung einer Ljapunov-
Funktion (siehe Abschnitt 2.4.4) muss J noch die Forderung

J(k) — J(k—1) <0 (5.22)

erfiillen, d. h., J(k) muss im Verlauf jedes Ausregelvorganges abnehmen.

Die Bedingung (5.22) ist auch erfiillt, wenn J(k) nur wenig kleiner ist als
J(k —1). Dann erfolgt die Ausregelung aber sehr langsam. Scokaert, Mayne
und Rawlings [165] verschérfen die Bedingung (5.22) daher zu

J(k) — Ik —1) < —pQ(z(k — 1), ulk — 1)), (5.23)

wobei p € (0,1) gilt.

Fiir Werte p nahe null wird die Optimierungsprozedur leichter eine Losung
u(k),...,u(k + n. — 1) finden als fiir grofie Werte p, weil es in diesem Fall
mehr Losungen gibt. Der Preis, der hierfiir zu zahlen ist, besteht in einer oft
nur geringen Abnahme des Giitewertes J. Folglich ist die Ausregelung dann
wieder langsam.

Wihlt man p nahe bei eins, so ist die Abnahme von J von einem Schritt
k — 1 zum néchsten grofer. Allerdings ist nun der Losungsraum stérker einge-
schrinkt, so dass die Berechnung einer Losung komplizierter wird und ldnger
dauern kann.

Wiéhrend der Ausfithrung der MPR muss sténdig iiberpriift werden, ob
die Ungleichung (5.23) eingehalten wird. Sobald die Optimierungsprozedur
eine entsprechende StellgréBenfolge w(k), . .., u(k+n. — 1) gefunden hat, sind
zwei Félle denkbar. Im ersten steht noch Optimierungszeit zur Verfiigung.
Sie kann benutzt werden, um das Ergebnis zu verbessern. Im zweiten ist die
zur Verfiigung stehende Optimierungszeit verbraucht und die StellgréBe w(k)
wird auf die Regelstrecke geschaltet. Die Optimierung startet dann erneut
mit & = k + 1 und sucht eine neue Kombination von Werten w(k), ..., u(k +
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ne — 1). Giinstigerweise benutzt man dabei den alten Satz von Stellgréfen
u(k),...,u(k +nc. — 1) als Startpunkt der Optimierung.

Die Giitefunktion J ist zwar als Ljapunov-Funktion geeignet, jedoch
konnen wir ihre Abnahme entlang einer Trajektorie, d.h. die Erfiillung der
Ungleichung (5.22), nur numerisch wihrend eines Ausregelvorganges feststel-
len. Der Stabilitdtssatz von Ljapunov fordert aber fiir den Nachweis der Sta-
bilitit die Uberpriifung der Bedingung (5.22) in einer Umgebung U(0) der
Ruhelage g = 0, d.h. fir alle € U(0) \ {0} und nicht nur fiir einzelne
Trajektorien. Da wir die Abnahme von J jedoch nur fiir einzelne Trajektorien
und nicht in der gesamten Umgebung von & = 0 priifen kénnen, ist die obige
Vorgehensweise nicht hinreichend fiir den Stabilititsnachweis.

Obige Problematik lésst sich an einem Gedankenbeispiel veranschaulichen.
Wir betrachten einen nichtlinearen modellpradiktiven Regelkreis zweiter Ord-
nung. Er besitzt eine Ruhelage bei £ = 0 und einen kreisformigen stabilen
Grenzzyklus mit einem Mittelpunkt bei & = 0. Wir starten den Ausregelvor-
gang mittels des priadiktiven Reglers, wie wir ihn oben beschrieben haben, in
einem Punkt x¢ auBerhalb des Grenzzyklus. Die Trajektorie (k) des Regel-
kreises lduft nun vom Punkt (0) asymptotisch in den Grenzzyklus hinein.
Dabei nimmt das Giitema$l J bestéindig ab, so dass die Ungleichung (5.22)
oder (5.23) erfiillt ist. Die Trajektorie x(k) lduft also trotz der Abnahme von
J nicht in die Ruhelage g = 0. Bild 5.8 illustriert diesen Sachverhalt.

x2

»
!

\,

Niveaulinie von J

Grenzzyklus

Bild 5.8: Beispiel fiir die kontinuierliche Abnahme des Giiteintegrals J entlang einer
Trajektorie, ohne dass die Trajektorie (k) gegen null strebt.

Halten wir als Resiimee fest, dass wir nicht feststellen kénnen, ob das
Giitemafl J eine Ljapunov-Funktion ist. Die Abnahme von J wihrend einer
Ausregelung bildet lediglich eine praxisorientierte Bedingung fiir die Stabilitét
des pradiktiven Regelungssystems. Um nun sicherstellen zu kénnen, dass die
Ruhelage g = 0 auch wirklich erreicht wird, d. h. Stabilitit vorliegt, fordern
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wir zuséatzlich zur Abnahme von J noch
z(k+n.)=0 (5.24)

in jedem Zeitschritt k.

Gleichung (5.24) ist eine weitere Nebenbedingung in der Optimierungsauf-
gabe. Um sie zu erfiillen, muss der Stellhorizont n. ausreichend grof} sein. Dies
kann sehr grofle Werte n. erfordern, wodurch die Anzahl der zu optimierenden
ne Stellgrofenwerte w(k), ..., u(k + n. — 1) ebenfalls sehr grof wird.

Die letztere Problematik wird abgeschwicht, wenn man anstelle der Re-
striktion (5.24) fordert, dass

x(k+n.) € U(O)

gilt, wobei U(0) eine Umgebung der Ruhelage g = 0 ist. U(0) kann dabei
ein Toleranzgebiet sein, dessen Zustandswerte @ € U(0) man als Zielwerte
der Regelung akzeptiert, weil ihre Abweichung von & = 0 hinreichend klein
ist. Die Umgebung U(0) kann aber auch ein Gebiet sein, in dem man anstelle
der pradiktiven Regelung w;(x) einen anderen Regler us(x) verwendet. In
diesem Fall legt man den Regler uy () so aus, dass er fiir alle z € U(0) zu einer
stabilen Ausregelung in die Ruhelage g = 0 fiihrt. Die Umgebung U (0) wird
dabei als Ljapunov-Gebiet ausgelegt. Keine Trajektorie (k) verldsst U(0)
dann wieder. Eine Ausregelung fiir ein ¢ ¢ U(0) beginnt mit der pridiktiven
Regelung w1 (x) und schaltet auf den zweiten Regler us () um, sobald z(k) €
U(0) gilt. Bild 5.9 illustriert dieses Regelgesetz.

Das Regelgesetz ug(x) kann man z. B. linear auslegen, wobei man eine um
« = 0 linearisierte Streckenbeschreibung zugrunde legt. Regelungen dieser Art
mit zwei Regelgesetzen w1 und us bezeichnet man als Dual-mode-Regler. Obi-
ge Uberlegungen kénnen wir in dem von Scokaert, Mayne und Rawlings [165]

T24
Zo

~__ Pradiktive
Umschaltung Regelung u1

auf uo \/\ ‘
N

Bild 5.9: Pradiktive Dual-mode-Regelung.
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vorgeschlagenen nachfolgenden Dual-mode-MPR-Algorithmus zusammenfas-

sen:

Schritt 1:

Schritt 2:

Schritt 3:

Wihle ein p € (0,1).

Sei k = 0. Wenn x(0) € U(0), dann setze u(0) = uz(x(0)).
Andernfalls finde durch Optimierung von J eine Stellgrofienfolge

u(0),u(l),...,u(n. —1)
mit einer zugehorigen Zustandsgréfenfolge
z(0),z(1),...,xz(ne),
so dass

u(i) e W firalle i=0,...,n.—1,
xz(i) € X firalle :=0,...,n,
x(n.) € U(0)
gilt. Verwende als aktiven StellgroBenwert u(0).

Sei k # 0. Wenn x(k) € U(0), dann setze u(k) = uz(x(k)).
Andernfalls finde durch Optimierung von J eine Stellgréfienfolge

u(k),...,u(k+n,—1)
mit einer zugehorigen Zustandsgrofienfolge

x(k),...,x(k+ ne),

so dass
u(@) e W furalle i=k,....,k+n.—1,
x(i)e X furalle i=k,...,k+ne,
x(k +n.) € U(0)
und

Jk) — Ik —1) < —pQ(z(k — 1), u(k — 1))

gilt. Bei der Optimierung von J wéhlt man die Stellgréflenfolge
des vorherigen Schrittes als Startpunkt. Verwende als aktiven Stell-
grofenwert w(k). Wiederhole Schritt 3.

Es soll an dieser Stelle nicht verschwiegen werden, dass Stabilitédtsuntersuch-
ungen bei nichtlinearen MPR in der industriellen Praxis oft vernachléassigt
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werden. Oder die Stabilitdt wird nur simulatorisch fiir ausgewéhlte Falle un-
tersucht.

5.1.6 Beispiel Eindampfanlage

Wir betrachten als Beispiel eine Eindampfanlage, wie sie z. B. zur Herstel-
lung von Sirup in Zuckerfabriken verwendet wird [136, 188]. Wie in Bild
5.10 dargestellt, besteht die Anlage aus einem Verdampfer, einem Abschei-
der und einem Kondensator. Der Eingangsstoff, Rohsaft aus Zuckerriiben,
wird dem Verdampfer zugefiihrt, der als Wirmetauscher ausgelegt ist. Der
Wirmetauscher wird mit Dampf des Druckes Pp beheizt. Der im Verdampfer
unter dem Druck Py erhitzte Ausgangsstoff verlisst diesen als Gemisch aus
Dampf und Fliissigkeit und gelangt dann in den Abscheider. In ihm wird der
Dampf abgetrennt und in einen Kondensator geleitet. Gekiihlt durch Was-
ser, das mit der Zuflussrate gc in den Kondensator stromt, kondensiert der
Dampf und wird aus der Anlage abgefiihrt. Das im Abscheider gesammelte
Konzentrat hat dort den Fiillstand h. Ein Teil dieses Konzentrates mit der

Verdampfer Abscheider Kondensator

verdarnpfte Dampf

Stoff

-

Eingangs- p
stoff

Kondensat

Produkt mit uz = gp und z2 = Kp

Bild 5.10: Eindampfanlage mit Verdampfer, Abscheider und Kondensator.
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Konzentration Kp wird dem Prozess nun mit der Volumenrate gp als Produkt
entnommen. Der weitaus groflere Teil wird jedoch, mit dem Eingangsstoff ver-
mischt, dem Verdampfer erneut zugefiihrt.

Das System lisst sich durch ein nichtlineares Modell dritter Ordnung be-
schreiben. Dabei sind 1 = h, xo = Kp und x3 = Py die Zustandsvariablen
und u; = Pp, us = gp und uz = gc die Stellgroflen des Systems. Wir messen
1 in m, x2 in %, 3 und u; in kPa und uy sowie ug in kg min~!. Das Modell
hat die folgende Auspriagung:

1 = a1x3 + axx2 — biuy — baug — ki,
T = —azwausz + ko, (5.25)

. agxs3 + by
= — — b — ky.
T3 a4T3 — a5x2 + 03U bsus +k3U3+ 4

Die Parameter des Systems sind

a1 = 0.00751, by = 0.00192, ki = 0.01061,
az = 0.00418, by = 0.05, ko = 2.5,

az = 0.05, by = 0.00959, ks = 6.84,

ag = 0.03755, by =0.1866, ks = 2.5531,
as = 0.02091, bs = 0.14,

ag = 0.00315.

Die Zustandsvariablen sind auch gleichzeitig die Ausgangsvariablen y; = x1,
y2 = x2 und y3 = x3 des Prozesses. Sowohl die Zustandsvariablen als auch die
Stellgroflen unterliegen Beschréinkungen der Form

Om<z; <2m,

0% < xo <50%,
0kPa < xz3 < 100kPa,
0kPa <y <400kPa,

Okgmin_1 <ug < 4kgmin_1,
Okg min~! < ug < 400 kgmin_l.

(5.26)

Die Ruhelage &g des Systems (5.25) kann iiber die Stellgréfienwerte

1 bak
ulR = <a1$3R tagmor — k1 — o ° )7
1 a3T2R
ko

asror’
k3(—aaxsr — asror + k4 + b3uir)
(ag + asbs)rsr + asbsxar — bsks + by — b3bsuir

U2R, =
U3R

vorgegeben werden. Im Folgenden wéhlen wir
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xr =[1 15 70]7,
woraus sich

up = [214.13 3.33 65.40]"
ergibt.

Um eine modellpriadiktive Regelung verwenden zu kénnen, legen wir den
Regler zeitdiskret aus. Dabei betrigt die Dauer eines Stellgrofienschrittes
T = 1 min.

Wir wéhlen fiir den Pradiktions- und den Stellhorizont n, = n. = 5 und
als Giitefunktion

k44
J(k) =" (@) —zr)" Q (i) — xr) + 7 (u(i) — ur)" (u(i) — ur).
i=k
Dabei ist
100 0 O
Q= 01 0
0 0 10

und r = 0.1. Die Giitefunktion mit den Nebenbedingungen (5.26) wandeln wir
mittels einer Barrierefunktion so um, dass die nicht beschrinkte Giitefunktion

- J(k), wenn alle x(i),u(i),i=1,...,4, die G1.(5.26) erfiillen,

00, wenn ein (i), u(i),i =1,...,4, die GL.(5.26) nicht erfiillt,
zu minimieren ist. Das Giitemaf J léisst sich aufgrund der kartesischen Begren-
zungen durch Gl. (5.26) effizient mit dem Optimierungsverfahren von Hooke
und Jeeves [74, 164] minimieren. Die dabei nétige numerische Losung der Sys-
temgleichung (5.25) fithren wir mittels des Verfahrens von Euler-Cauchy mit
einer Schrittweite von 2.4 s aus.

Eine Stabilitdtsuntersuchung fiir diese NMPR wiire kompliziert und sehr
aufwendig. Daher verzichten wir auf sie. Theoretisch ist das unbefriedigend,
in der Praxis aber, wie erwahnt, hdufig anzutreffen.

Wir betrachten den auszuregelnden Anfangszustand

Die Ausregelverldufe und StellgroBenverlaufe, die die MPR bewirkt, zeigt Bild
5.11. Neben der guten Ausregelung erkennt man des Weiteren, dass alle Be-
schrinkungen (5.26) fiir z1, 2, T3, u1, ue und ug eingehalten werden. Insbe-
sondere gilt das fiir die Durchfliisse uo und ug, die jeweils 4 min und 7 min
auf ihrem maximalen und minimalen Wert von us = 4 kg min~! und us = 0
kgmin~! gehalten werden.
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Bild 5.11: Eindampfanlage mit pradiktiver Regelung mit Abtastzeit 7' = 1 min.

5.2 Strukturvariable Regelungen mit Gleitzustand

5.2.1 Funktionsweise und Eigenschaften

Gleitzustandsreglerl, auch Sliding-mode-Regler genannt, schalten zwischen
zwei Regelgesetzen in Abhéingigkeit vom Zustandsvektor hin und her. Da-
bei treten Gleitzustéinde auf, die als Vorteil die Robustheit der Regelung ge-
geniiber Parameterschwankungen der Regelstrecke aufweisen. Nachteilig ist

' In der englischsprachigen Literatur werden Gleitzustandsregler meistens als
»variable-structure-controls® bezeichnet. Strukturvariable Regelungen umfassen
allerdings, wie in Kapitel 3.3 beschrieben, eine viel groflere Klasse von Regelun-

gen als nur Gleitzustandsregler.
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das hochfrequente Schalten des Stellgliedes. Dies fiihrt hédufig zu vorzeitigem
Verschleif3.

Urspriinglich zur Regelung linearer Systeme gedacht, wurden spéter Er-
weiterungen fiir nichtlineare Regelstrecken vorgenommen. Wir betrachten im
Weiteren zuerst lineare Regelstrecken, da anhand dieser Systeme die wesentli-
chen Grundlagen der Gleitzustandsregelung erfassbar sind. Darauf aufbauend
werden im Abschnitt 5.2.6 dann auch nichtlineare Regelstrecken in die Be-
trachtungen einbezogen.

Um das Prinzip der Gleitzustandsregelung zu erliutern, wird zu Beginn
als einfaches Beispiel die Regelstrecke

&1 = T2,

. (5.27)
To=a-u, a>0,

mit dem Regler
U = —Umax SgN (T2 + mxz1) (5.28)

betrachtet. Hierbei sind up,ax und m reelle Konstanten des Reglers. Betrachtet
man obigen Regelkreis in der Zustandsebene, so ldsst sich feststellen, dass das
Regelgesetz die Zustandsebene durch die Schaltgerade

To = —MT (5.29)
in zwei Bereiche teilt. Unterhalb der Schaltgeraden gilt

U = Umax,

oberhalb

U = —Umax-

Bild 5.12 zeigt beispielhaft die Schaltgerade (5.29) und die Trajektorien der
Regelstrecke fiir die StellgroBen u = Fumax, die der Regler (5.28) ausgeben
kann.

Fiir die Trajektorien z(t) = [z1(¢) z2(t)]T des Systems ergeben sich Para-
beldste. Um sie zu bestimmen, ermittelt man fiir u = umayx die Losungen der
Differenzialgleichungen (5.27) zu

t

x2 = 22(0) + /aumax dT = aUmaxt + 22(0), (5.30)
0
/ 1
x1 =21(0) + /.232 dr = 2aumaxt2 + x2(0)t 4+ 21(0). (5.31)
0

Aus Gl. (5.30) resultiert
To — T2 (0)

aumax

t =
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Bild 5.12: Systemtrajektorien fiir Bild 5.13: Trajektorien des Regelkrei-
U = —Umax (durchgezogen) und fiir ses mit blau dargestelltem Gleitzu-
U = Umax (strichpunktiert) sowie die stand. Oberhalb der Schaltgeraden ist
blau dargestellte Schaltgerade. U = —Umax, unterhalb gilt ¥ = umax.

Eingesetzt in Gl. (5.31) ergibt sich

e 3 22(0)?
L= _
20Umax  20Umax

+ 21(0).

Die Parabeliste sind also symmetrisch zur xo-Achse, d.h., sie haben ihre
Scheitelpunkte auf der xs-Achse. Fiir den Fall u = —upax ergibt sich analog

3 2(0)?

20Umax  20Umax

T, = + 331(0)

Das Regelgesetz (5.28) bewirkt, dass die Trajektorien von beiden Seiten
auf die Schaltgerade x93 = —max; zulaufen. Bild 5.13 illustriert dies fiir den
Wert m = 0.06. Dieser Trajektorienverlauf verursacht nach dem Auftreffen
auf die Schaltgerade ein stédndiges Hin- und Herschalten zwischen —u 5, und
Umax- Dabei gleitet die Trajektorie (t) auf der Schaltgeraden in die Ruhelage
xr = 0. Beschrieben wird die Dynamik des Gleitens durch die Schaltgerade
(5.29) selbst, die iiber

To = j?l = —MNI (532)
eine Dynamik vorgibt. Theoretisch wechselt die Trajektorie dabei unendlich
schnell mit infinitesimal kleiner Auslenkung von einer Seite der Schaltgeraden
zur anderen.

Dabei tritt ein Schalten zwischen —umax und wmax mit unendlich hoher
Frequenz auf, das als Rattern bezeichnet wird. In der Praxis ist die Schaltfre-
quenz natiirlich nicht unendlich gro, sondern héngt von der Geschwindigkeit
des Stellglieds ab. Das Rattern ist, wie schon erwéhnt, ein eklatanter Nach-
teil der Gleitzustandsregelung, denn mechanische Stellglieder verschleifien da-
durch schnell.
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Die Regelung hat aber auch einen Vorteil, denn im Gleitzustand ist die
Regelung robust gegen Variationen der Regelstrecke. D. h., die Regelkreisdy-
namik ist immer dieselbe, auch wenn sich die Regelstrecke &ndert. So liegt
beim vorangegangenen Beispiel im Gleitzustand mit Gl. (5.32) die Dynamik

{tl = —mx,

j?Q = ﬁfl = —mjsl = m2x1 = —MT2

vor. Diese Dynamik ist also unabhéngig vom Parameter a der Regelstrecke
(5.27).

5.2.2 Entwurf fiir lineare Regelstrecken

Der Ausregelvorgang einer Gleitzustandsregelung kann in drei Bereiche un-
terteilt werden:

(1) die Eintreffphase, in der die Trajektorien auf die Schaltgerade bzw. Schalt-
hyperebene zulaufen und sie in endlicher Zeit erreichen,

(2) die Gleitzustandsphase, in der die Trajektorie auf der Schalthyperebene
in die Ruhelage gleitet und

(3) die Ruhelage xr = 0, in der das System stabil verbleibt.

Fiir eine global stabile Ruhelage g = 0 muss sichergestellt sein, dass alle
Trajektorien des Systems in endlicher Zeit auf die Schaltebene und dann im
Gleitzustand in die Ruhelage g = 0 laufen.

Wir betrachten, wie erwdhnt, lineare Regelstrecken

= Ax +bu

mit einer Schaltflache

und dem Regelgesetz

u() = {u+(a:) fir s(z) > 0,

u_(x) fir s(x) < 0.

Die StellgroBe wu ist hierbei nicht fiir s() = 0 definiert. In den meisten Fillen
verwendet man als Schaltfunktion

s(x) =r"x,

also eine Schaltfliche r”a = 0.

Als erstes soll die Erreichbarkeit der Schaltfldche fiir alle Trajektorien des
Zustandsraumes sichergestellt werden. Eine notwendige Bedingung hierfiir ist,
dass die Trajektorien des Regelkreises von beiden Seiten auf die Schaltfliche
zulaufen, so wie es Bild 5.13 zeigt. D. h., es muss
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$<0 fir s(x)>0
und
$>0 fir s(x)<0

gelten. Fasst man beide Bedingungen zusammen, so erhélt man
s§ <0
als Bedingung fiir einen Gleitzustand. Hierbei gilt

$ = grad’s(x) - &

und fiir den Fall s(z) = rTx ergibt sich dann $ = rT%. Leider sichert die

Bedingung ss < 0 nicht fiir jeden denkbaren Fall, dass die Trajektorien die
Schaltebene s(x) = 0 in endlicher Zeit erreichen. Die Bedingung ist also not-
wendig, aber nicht hinreichend fiir eine funktionsfihige Gleitzustandsregelung.

Es gibt verschiedene Ansiitze, die Erreichbarkeit der Schaltfliche fiir alle
Trajektorien in endlicher Zeit zu gewéhrleisten. Ein sehr verbreiteter Ansatz
ist der von Gao und Hung [58]. Hier wird die Abnahme $(x) der Schaltfunktion
entlang der Trajektorien x(t) vorgegeben. Es gilt

s(x) = —gsegn(s(x)) — ks(x) (5.33)

mit positiven Konstanten ¢ und k. Offensichtlich erfiillt im Falle der Gl. (5.33)
die Schaltfliche s die notwendige Bedingung

55 =—q|s| —k-s*<0.

Da s aufgrund der Wahl von $ in Gl. (5.33) auch fiir sehr kleine Werte von

|s| eine Abnahmerate § < —g bzw. eine Zunahmerate von § > ¢ aufweist,

erreichen die Trajektorien x(t) die Schaltfliche auch in endlicher Zeit.
Beriicksichtigt man, dass

$(x) = grad’s(zx) - & = grad’s(x) - (Az + bu)
ist, so erhiilt man aus Gl. (5.33) fiir das Regelgesetz

_grade(w) - Az + gsgn(s(x)) + ks(a:)

u(@) = grad’s(z) - b

Fiir den Fall einer Schalthyperebene als Schaltfliche

ergibt sich

rT Az + gsgn(rTx) + kr'x

u(@) = rTh
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Durch die frei wihlbaren positiven Parameter ¢ und k kann die Regeldynamik
glinstig beeinflusst werden.
Es sei angemerkt, dass Gleitzustandsregler auch fiir Systeme mit mehreren
Eingangsgroflen, also fiir
© = Ax + Bu,

entworfen werden kénnen [80, 160, 189].

5.2.3 Dynamik im Gleitzustand

Wenn die Trajektorien x(t) die Schaltfliche erreichen und der Gleitzustand

einsetzt, stellt sich die Frage, welche Dynamik der Regelkreis im Gleitzustand

besitzt. Problematisch bei der Betrachtung dieser Frage ist die Unstetigkeit
der Differenzialgleichung

b= Az bu, ulz) = {u+(a:) fElI' s(x) > 0,

u_(x) fir s(x) <0,

des geschlossenen Regelkreises auf der Schaltfléiche

Ty =0.

s(x)=r
Die Differenzialgleichung ist offensichtlich auf der Schaltfliche nicht defi-
niert, d.h., die Existenz und Eindeutigkeit ihrer Losung ist dort nicht gesi-
chert. Es existieren verschiedene Verfahren [80] dieses Problem zu l6sen, wie
z. B. die Methode von Filippov [47].
Wir bestimmen die Dynamik des Systems im Gleitzustand hier nach der
folgenden, haufig verwendeten Methode. Man transformiert die Regelstrecke
in die Regelungsnormalform

j?l = T2,
(5.34)
:tnfl = Tn,
Ty = —QoT1 — A1X2 — ... — 1Ty + U.
Des Weiteren 16st man die Gleichung der Schaltfliche
rTe=rizi+ ...+ "p1Zpt + Tntn =0 (5.35)
nach x,, auf, d.h., es gilt
Ty = —T1T1 — ... — Pp—1Tp—1- (5.36)

Der Koeffizient r,, wurde dabei, r,, # 0 vorausgesetzt, ohne Einschrinkung
der Allgemeinheit zu r, = 1 gewéhlt werden.
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Nun substituiert man in der Regelungsnormalform (5.34) der Strecke die
ZustandsgroBe x,, durch Gl (5.36) und erhilt das Differenzialgleichungssys-
tem

1 = @2,

(5.37)

Tp—2 = Tn—1,

Tp—1= —T1x1 — .. —Tn—-1Tn—-1,

das die Dynamik des Regelkreises im Gleitzustand beschreibt. Man beachte,
dass die Zustandsgrofe x,, in diesem Fall durch die algebraische Gleichung
(5.36) gegeben ist und die Gleichung fiir &, daher entfillt. Die Differenzial-
gleichungen (5.37) sind nicht mehr von den Parametern a; der Regelstrecke
abhingig. D. h., der Regelkreis (5.37) ist robust gegeniiber Parameterschwan-
kungen der Regelstrecke. Beachtenswert ist dariiber hinaus, dass sich die Sys-
temordnung um einen Grad auf die Ordnung n — 1 verringert hat und die Ko-
effizienten r; der Schaltfliche (5.35) die Koeffizienten des charakteristischen
Polynoms der linearen Dynamik (5.37) im Falle des Gleitzustandes bilden.

5.2.4 Nachweis der Robustheit

Der wesentliche Vorteil von Sliding-mode-Reglern ist ihre Robustheit ge-
geniiber Variationen AA der Regelstreckenparameter oder &uleren Storungen
d(t), wenn diese in der Systembeschreibung

i=(A+AA)z+bu+d

auftauchen. D. h., die Dynamik des geschlossenen Regelkreises hingt, wie in
Gl. (5.37), im Gleitzustand nur von den Parametern r; der Schaltfliche s(x) =
rTx ab. Die Dynamik ist unabhingig von AA und d.

Wenn die folgenden Bedingungen beide erfiillt sind [39], stellt sich die oben
beschriebene Robustheit auch wirklich ein:

(1) Es gibt einen Vektor p, so dass AA = b - p” gilt.
(2) Es gibt ein «(t), so dass d(t) = b - «a(t) gilt.

Wenn das System beispielsweise in Regelungsnormalform

0 1 O 0 0
0 0 1 0 0
o 0 o0 .- 1 0
—ap —a1 —az - —Ap_1 1

vorliegt, ist die Bedingung AA = b - pT offensichtlich erfiillbar, falls nur die
Koeffizienten a; variieren.
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5.2.5 Beispiel DC-DC-Wandler

Ein DC-DC-Wandler, auch Gleichstromsteller oder getakteter Spannungsstel-
ler genannt, dient dazu, eine Gleichspannung in eine niedrigere bzw. hohere
Spannung umzuwandeln. Dabei soll er moglichst verlustarm arbeiten. Wir be-
trachten einen Abwértswandler [178], also einen Wandler, der eine Spannung
U in eine niedrigere Spannung u, umwandelt. Bild 5.14 zeigt einen solchen
Wandler einschlielich des zugehorigen Reglers.

1L iR
Yic
Ry
+
o —— R Dl“a
Strom- 45— Ry
messung
Z2 B Bua
Regl <
egler | 4. v
< \ﬂ__uref

Bild 5.14: DC-DC-Wandler.

Aufgabe der Schaltung ist es, die Ausgangsspannung u, auf Basis einer
konstanten Referenzspannung u,.¢ so einzustellen, dass

— R2 U
Ri+Ry *

gilt. Zu diesem Zweck wird ein Leistungs-MOSFET, im Bild 5.14 mit T ge-
kennzeichnet, als Schalter benutzt und iiber den Regler ein- bzw. ausgeschal-
tet. Eine Schaltvariable z kennzeichnet den Schaltzustand des Transistors 7.
Ist z =1, so leitet der Transistor. Ist z = 0, so ist der Transistor gesperrt. Da-
bei wird eine Pulsweitenmodulation (PWM) durchgefiihrt. Diese bewirkt in
der Induktivitdt L einen kontinuierlichen Stromfluss i;, so, dass die Spannung
Bu, iiber Ry der Referenzspannung u,er entspricht, d. h., Gl. (5.38) erfiillt ist.

Fiir die Ableitung 1, der Spannung iiber dem Lastwiderstand Ry, bzw.
dem Glattungskondensator C' gilt

Bua = Uref (5.38)
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. 1. 1 . . 1 UeZ — Ugy Uy
ua—Czc—C(zL—zR)—C</ I dt—RG). (5.39)
Dabei ist
Re — (R1 +R2)RL
“ T R+ Ry+ R

Man erhilt aus Gl. (5.39)

1 1 . UeZ

Uy = — Uy — Uy + . (5.40)

LC

Wir definieren als Zustandsvariablen

T1 = Uy — Uref, (541)

To = j?l = ﬂda.

Mit den Gl. (5.40) und (5.41) ergibt sich das Zustandsraummodell

. 0 1 0
[?1} = 1 1 [xl} 11 |, (5.42)
To — — xTo
LC ReC LC
wobei sich die Stellgrofle v aus
U = PUeZ — Upef (5.43)

ergibt.

Das System (5.42), (5.43) ist ideal fiir die Anwendung einer Gleitzustands-
regelung. Denn zum einen ist durch die digitale Stellgré8e z schon ein Schalt-
vorgang vorgegeben. Zum anderen vertrigt der Leistungstransistor ein hoch-
frequentes Schalten, wie es bei Gleitzustdnden auftritt. Ziel der Regelung ist
das Erreichen des Arbeitspunktes

21 = Bus — Uper = 0, (5.44)

d.h. uy = tger/ 5.
Das System (5.42) besitzt jeweils eine stabile Ruhelage g fiir z = 1 und
z=0.Im Fall z =1 ist
Bue - uref:|

wR1:|: 0

was nach Gl. (5.41) einer Ausgangsspannung von u, = . entspricht. Im Fall

z =0 gilt
T | T Uref
R2 — 0 Y

woraus nach Gl. (5.41) eine Ausgangsspannung u, = 0 resultiert. Man be-
achte, dass der zu erreichende Arbeitspunkt (5.44) des Regelkreises nicht mit
einer der beiden Ruhelagen der Regelstrecke identisch ist.
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Wir wollen nun auch die Trajektorien x(t) des Wandlers betrachten. Fiir
z = 1 ergeben sie sich aus Gl. (5.42) und sind in Bild 5.15 dargestellt. Fiir
z = 0 ergeben sich die Trajektorien ebenfalls als Losungen von Gl. (5.42),
solange iy, > 0 gilt. Ist die in der Spule gespeicherte Energie verbraucht, so
wird iy, = 0. Dann sperrt die Diode und der Kondensator C entliddt sich
geméf

Ua + uy =0,
woraus mit u,g = u,(0) die Beziehung
—t/(RcC)

Ua = Uap€

folgt. Fiir die Trajektorien x(t) gilt dann mit Gl. (5.41)

21(t) = Buage™ " FD) — ey, (5.45)
—Puao _1/(re0)
t) = G 4
x2(t) RaC e (5.46)

und somit durch Einsetzen von Gl. (5.45) in Gl. (5.46)

1 Uref

xr1 — RGC (547)

Im Fall z = 0 setzen sich die Trajektorien x(t) also aus zwei Teilstiicken
zusammen. Solange iy, > 0 gilt, resultieren die Trajektorien aus den Losungen
von Gl. (5.42). Wird iz, = 0, so laufen die Trajektorien auf die Gerade (5.47)
und auf ihr gemifl den Gl (5.45) und (5.46) in die Ruhelage xrs. Bild 5.16

zeigt die Trajektorien hierzu.
\ 2—=0

Man wéhlt nun eine Schaltgerade

Zustand xo
=

@)

Zustand 2
=)

\\ i =0
z=1
0 0
Zustand z1 Zustand z1
Bild 5.15: Ruhelage xr1 und Trajek- Bild 5.16: Ruhelage xr2 und Trajek-

torien fiir den Fall z = 1. torien fiir den Fall z = 0.
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s(x) =rax1 +22=0 (5.48)

mit 71 > 0 und teilt so den Zustandsraum in zwei Bereiche. In einem Bereich
gilt z =0, im anderen z = 1, geméf

L 0 fir s(x) >0,
)1 fiir s(x) < 0.

Bild 5.17 zeigt beide Bereiche und die jeweiligen Trajektorien. Bild 5.17 ist
dabei jeweils zur Hélfte aus den Bildern 5.15 und 5.16 zusammengesetzt. An
der Schaltgeraden tritt ein Gleitzustand auf.

Wir wollen im Weiteren aus der notwendigen Bedingung fiir die Existenz
eines Gleitzustandes, s$ < 0, den Parameter r; der Schaltgeraden (5.48) be-
stimmen. Aus

sé = s(z) - grad’s(xz) - & <0

und den Systemgleichungen (5.42) und (5.43) folgt

1 1 e~ = Ure
ss = s(x) [(rl—RGC) To — chl—i—ﬂu ZLCU fl <o. (5.49)
Man wihlt 1
™ = RGC‘”

denn dann ist die Existenzbedingung (5.49) unabhéngig von zo = [i,. Es
ergibt sich mit dieser Wahl von r; fiir Gl. (5.49) unter Nutzung der Gl. (5.41)
die Bedingung

Lﬁc (uez — uy) < 0. (5.50)

BN \
RN
AN

ss = s(x)

Zustand z2
o

-

Bild 5.17: Trajektorien, Schaltgerade (blau) und Gleitzustand des DC-DC-Wandlers.
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Aus dieser Bedingung erhalten wir im Fall s(z) <0 und z =1

Ue > Uy, (5.51)
Im Fall s(z) > 0 und z = 0 erhéilt man aus der Bedingung (5.50)

Ua > 0. (5.52)

Da die Gl. (5.51) und (5.52) offensichtlich erfiillt sind, ist es die notwendi-
ge Bedingung (5.50) fiir die Existenz des Gleitzustandes ebenfalls. Weil des
Weiteren

_ B
- LC

$ (Uez — Un)

immer eine Abnahmerate von —u,0/LC < 0 fiir s(z) > 0 und z = 0 bzw. eine

Zunahmerate von (ue —uy)3/LC > 0 fir s(z) < 0 und z = 1 aufweist, streben

die Trajektorien der Regelung auch in endlicher Zeit in den Gleitzustand.
Die Dynamik des geregelten Wandlers im Gleitzustand ergibt sich aus

s(x) =rix1 + 22 =0 und 29 = 1 zu

x1(t) = 21(0)e™ ", (5.53)

d.h., die Dynamik im Gleitzustand ist unabhingig von Anderungen des Last-
widerstandes Ry, oder Schwankungen der Eingangsspannung, d. h. der Batte-
riespannung .

Wir betrachten eine konkrete Ausfithrung mit den Parametern u, =24V,
C =100pF, L =110pH, R =69, u, = 12V und 4o = 3.3 V. Somit
ist 8 = Uper/ua = 0.275. Aus Ro = BR1/(1 — ) und R; = 870 ergibt sich
Ry = 3309Q. Die Zeitkonstante 1/r im Gleitzustand betréigt 0.6 ms.

In Bild 5.18 ist der Verlauf einer Ausregelung fiir den Fall einer plotzlichen
Abnahme der Eingangsspannung u, um 3V dargestellt. Wie erwartet, indert

> >

= 12.5 = 14

s 12

S S

D) 10

=] j=] 8

= g

= g

: x

2115 7z,

ap 5

: :

% % 2

9} 1)

= 11 ‘ ‘ ‘ 20

< 0 0.0025 0.005 0.0075 0.01 < 0 0.0025 0.005 0.0075 0.01

Zeit t in s Zeit t in s

Bild 5.18: Ausregelung der Ausgangs- Bild 5.19: Verlauf der Ausgangs-
spannung u, nach einem Abfall der Ein- spannung u, nach Einschalten des

gangsspannung Ue. Wandlers.
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sich die Ausgangsspannung u, nicht. In realen Geréten ist ein Spannungsabfall
von einigen 10mV zu beobachten. Bild 5.19 zeigt den Einschaltverlauf. Der
Ausgangswert von u, = 12V ist nach einer Zeit von ungefiihr 5/r; = 3ms
erreicht.

5.2.6 Entwurf fiir nichtlineare Regelstrecken

Der Entwurf von Gleitzustandsreglern fiir nichtlineare Regelstrecken ist in
bestimmten Fillen nicht schwieriger als der fiir lineare Regelstrecken. Dies
gilt beispielsweise fiir eingangslineare Regelstrecken

(5.54)

mit einem relativen Grad von § = n. Fiir 6 < n ist der Entwurf d&hnlich.

Die obige Systemdarstellung iiberfithren wir, wie in Abschnitt 4.2.1 im
Fall des Reglerentwurfes mittels exakter Linearisierung, in die nichtlineare
Regelungsnormalform. Zu diesem Zweck verwenden wir die Lie-Derivierte

_ Oh(x)

Lih(x) =", ~flx)= grad’h(z) - f(x).
Wir berechnen
y = c(z),
= 83;? & = Lac(®),
j= e g = p2eta)

orn?
T = “a;(x) @=Ly c(w),

Lnfl
y™ = OLg™ clx) @ = L'c(x) + LyL" 'c(x) - u
ox
und erhalten mit den neuen Zustandskoordinaten z; =y, 20 = 9, ..., 2n =

y™=1 und der daraus folgenden Transformation z = ¢(z) die Darstellung des
Systems (5.54) in nichtlinearer Regelungsnormalform

Z1 Z2 22 0
_ | |+ w55
Zn—l Zn Zn 0
Zn Ltc(z) + Ly L2 le(x) - u a(z) 8(z)
—_——  ———
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mit a(z) = L2c(t!(z)) und B(2) = Ly L2 Le(t™(2)).
Der Entwurf eines Gleitzustandsreglers mit der Schaltfliiche s(z) = 0 ge-
schieht dhnlich wie im linearen Fall. Wir verwenden wieder den Ansatz

$(z) = —gsgn(s(z)) — ks(2) (5.56)

von Gao und Hung. Dieser, wir erinnern uns, stellt sicher, dass die Trajektorien
z(t) die Schaltfliche in endlicher Zeit erreichen. Es gilt ¢ > 0 und & > 0.

Unter Verwendung von $(z) = grad’s(z)- 2 und Gl (5.55) sowie GL. (5.56)
ergibt sich fiir das Regelgesetz

_grade(z) -a(z) + gsgn(s(z)) + ks(z) .

ulz) = arad”s(z) - b(z)

T

Fiir den Fall einer Schalthyperebene s(z) = r* z = 0 vereinfacht es sich zu

rTa(z) +qsgn(r’z) + krlz

u=) =~ rTb(z)

(5.57)

Setzen wir nun 7 = |

ry Ty e rpop 1], so gilt fir Gl (5.57)
_rmzzt..tTo12n t+ krTz + a(z) + gsgn(r?2)

uz) = 5(=)

. (5.58)

Eingesetzt in die Regelstrecke (5.55) ergibt sich so fiir den Regelkreis

,é’l Z2 0

znfl Zn
Zn —kriz1 — (r1 +kre)za — ... — (rno1 + k)zn gsgn(rT z)

Dieser Regelkreis ist frei von Nichtlinearitéiten der Regelstrecke. Weiterfithren-
des, z.B. fiir nichtlineare MIMO-Systeme, findet sich in [33, 58, 145, 170].

5.2.7 Beispiel optischer Schalter

Wir entwerfen im Weiteren einen Gleitzustandsregler fiir einen optischen
Schalter. Dieser ist als mikro-elektro-mechanisches System, abgekiirzt MEMS,
ausgelegt und dient dazu, die Lichtbahn zwischen verschiedenen Lichtwellen-
leitern umzuschalten [24, 141]. So ist es méglich, ein optisches Signal ohne
Wandlung in ein elektrisches und wieder zuriick von einem Lichtwellenleiter
in einen anderen zu leiten.

Das Bild 5.20 zeigt den Aufbau eines solchen optischen Schalters. Der
Kammantrieb wandelt eine elektrische Spannung v, die das Eingangssignal
des Schalters bildet, in eine translatorische Veréinderung der Position x; eines
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Kammantrieb Dampfung Spiegel

Bild 5.20: Optischer Schalter in mikro-elektro-mechanischer Ausfithrung.

Stabes um. An dem Stab ist ein Spiegel befestigt, der auf diese Weise in den
optischen Pfad hinein- und herausgeschoben werden kann. Das Modell des
optischen Schalters ist in nichtlinearer Regelungsnormalform

i1 = T2,

. (5.59)

To=— X1 — ! (dix1 +do) - 22 + keu—l-d
m m m
gegeben. Dabei ist v = v?, fiir die AusgangsgroBe des Systems gilt y = 2,
und d ist eine z. B. mechanisch einwirkende, zeitabhiingige Stérung. Die zur
Verfiigung stehende Spannung v ist beschrankt. Es gilt 0 <v < 35V.

Die Parameter sind die bewegte Masse m = 2.35 - 10~ ? kg, die Stei-
figkeit der Aufhingung, x = 0.6Nm™!, die Dimpfungskoeffizienten d; =
0.0363kgs 'm~! und dy = 5.45 - 10" "kgs~! sowie die Wandlerkonstan-
te ke = 17.8 - 107N V~2 des Kammantriebes. Die Dampfungskoeffizienten
dop und d; miissen hierbei als unsichere Schéitzung angesehen werden. Der
Ubersichtlichkeit halber kiirzen wir

4= " =255-10Nm kg1,
m

ap = h_ 5. 1075 m 1,
m

=T 939 s,
m

ke i
b= °=757Nkg V2
m
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ab.
Wir wollen verschiedene Positionen z1g des Spiegels vorgeben konnen.
Diese Sollpositionen x1g korrespondieren mit den Ruhelagen
b
TR = | ao , (5.60)

wobei ug die Stellgréfe ist, die im Falle der Ruhelage g benétigt wird. Wir
erhalten so unter Verwendung von Gl. (5.60) und

b
xlleR—i—Axl:a ur + Axq
0

fiir das Modell (5.59) die Darstellung
Ay = xq,
S (5.61)
&g = —(ag + a1 z2)(z1r + Az1) —as x2 +bu+d.

Als Schaltgerade betrachten wir
s()=r -Axy+x2=0

mit einem noch zu bestimmenden Parameter r. Mit dem Ansatz von Gao und
Hung aus Gl. (5.56) gilt

$(x) = —gsgn(s(x)) — k s(x).

Hieraus folgt durch Gleichsetzen mit $(z) = grad’s(z) - (a(z) + b(z)u) das
Regelgesetz, das wir schon in Gl. (5.58) allgemein hergeleitet hatten, zu

_rea—(ao + a122)(z1R + A1) —azwa+gsgn(s(x)) +ks(x)

) (5.62)

u(x) =

Dabei sind ¢ und k noch zu wihlende Konstanten. Setzt man das Regelgesetz
(5.62) in die Systemdynamik (5.61) ein, so ergibt sich fiir den Regelkreis

Aj:l = T2,
o = —rxe — gsgn(s(x)) — ks(x) +d
bzw. nach Einsetzen von s(x) = rAz; + x2

Ai‘l = T2,

9.63
o = —krAx; — (r + k)ze — gsgn(rdAz; + x2) + d. (5.63)

Dieser Regelkreis besitzt, wenn man den nichtlinearen Teil einmal aus-
blendet, d.h. ¢ = 0 gilt, eine lineare Dynamik mit dem charakteristischen
Polynom
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15 =

dl - dnom
di =0
dl =10 dnom

g 10 d1 = 100 dnom

=

E

HH l\’\,

< 5k N . i

0 I | I
0 100 200 300 400

Zeit t in ps

Bild 5.21: Ausregelung der Ausgangsspannung u, nach einem Abfall der Eingangs-
spannung u. fiir verschiedene Dampfungswerte di. Bei blauen Kurventeilen ist das
System im Gleitzustand, bei schwarzen nicht.

P\) =X+ (r+ k)\ +rk.

Das Polynom hat die Nullstellen Ay = —r und Ay = —k, die mit den Eigen-
werten der linearen Systemdynamik des Modells (5.63) identisch sind.

Wir simulieren den Regelkreis (5.63) fiir die Parameter k£ = 20000, r =
20000 und ¢ = 1000 fiir verschiedene Dampfungswerte

di1 = dpom = 0.0363,

d; =0,
dl = 1Odnonm
dy = 100dnom.-

Dabei betrachten wir eine Anfangsauslenkung von z1(0) = 25 pm und z2(0) =
Opms~!. Die Ruhelage zr; liegt bei 10 pm. Somit ist Az1(0) = 15 pm. Fiir
die Storung gilt hier d = 0. Bild 5.21 zeigt die Ausregelverldufe fiir die vier
verschiedenen Démpfungswerte. Man erkennt das in allen vier Féllen gute
Regelverhalten. Bei blau gezeichneten Verldufen befindet sich der Regelkreis
im Gleitzustand, bei schwarz gezeichneten Verldufen bewegt sich das System
noch auf die Schaltgerade zu. Bei den Werten d; = dy0m und dy = 0 sind die
Verliufe nahezu identisch.

Angemerkt sei auch, dass eine Gleitzustandsregelung immer nur dann ro-
bust ist, wenn sie sich im Gleitzustand befindet. Verdndert sich die Regelstre-
cke so, dass der Gleitzustand nicht mehr existiert oder nicht mehr erreicht
wird, so ist der Regelkreis auch nicht mehr robust im beschriebenen Sinne.
Fiir den obigen Regelkreis reduziert sich die Robustheit erst fiir sehr grofie
Werte di > dyom-
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5.3 Fuzzy-Control

5.3.1 Einfiihrung

Einfache nichtlineare Regler, wie z. B. Zwei- und Dreipunktregler, werden oft-
mals auf Basis menschlicher Erfahrung entworfen. Ein gutes Beispiel hierfiir
ist eine einfache Temperaturregelung, etwa die eines Ofens, wie sie Bild 5.22
zeigt. Zwei einfache Regeln beschreiben das Reglerverhalten dieses Regelkrei-
ses:

(1) Wenn die Regelabweichung e negativ ist, dann schalte die Heizung aus.
(2) Wenn die Regelabweichung e positiv ist, dann schalte die Heizung ein.

Beschreibt man die Regelabweichung e durch eine Boole’sche Variable ¢ mit
J9=0 fir e<0

und
9=1 fir e>0

und den Zustand der Heizung durch z = 0 fiir Heizung aus und z = 1 fiir
Heizung ein, dann sind obige Regeln auch durch einfache Verkniipfungen der
Boole’schen Logik gemif

z=1

beschreibbar.

Obige Regelung besitzt einige vorteilhafte Eigenschaften: Sie ist einfach
und kostengiinstig zu realisieren. Fiir ihren Entwurf ben6tigt man kein Pro-
zessmodell. Der Entwurf basiert auf einfach formulierbaren Regeln, die aus
dem menschlichen Erfahrungswissen resultieren.

Die Vorteile dieses Entwurfs sind so attraktiv, dass sich die Frage stellt, ob
wir eine allgemeine Entwurfsmethodik fiir Regler mit den oben genannten Vor-
teilen angeben kénnen. Eine solche Entwurfsmethodik wire offensichtlich sehr
niitzlich, denn mit ihr kénnte man auf der Basis menschlichen Erfahrungswis-
sens, d. h. anhand von sprachlich formulierbaren Regeln, einfach zu realisieren-
de Regler entwerfen. Zu Ende gedacht bedeutet dies, dass man menschliches
Verhalten oder Kausalwissen mathematisieren und auf einem Rechner imitie-
ren konnte, z. B. um das Verhalten eines Prozessbedieners nachzubilden.

Tson e a Tist
~ Y s+4a >

Zweipunktregler Temperaturstrecke

Bild 5.22: Regelung mit einem Zweipunktglied.
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Die von L. A. Zadeh 1965 entwickelte Fuzzy-Logik [19, 40, 84, 87, 132, 199]
ist eine Verallgemeinerung der Boole’schen Logik und ermdoglicht die oben
skizzierte Vorgehensweise. Die durch Fuzzy-Logik nachzubildende menschli-
che Verhaltensweise muss dabei durch ,, Wenn-dann-Regeln“ beschreibbar sein,
beispielsweise der folgenden Art:

Wenn die Kesseltemperatur T ‘:s‘ehr hoch ist oder der Kesseldruck P
sehr hoch ist, dann stelle die Offnung des Gaszufuhrventils auf ganz
2

oder

Wenn die Kesseltemperatur T' hoch ist und der Kesseldruck P niedrig,
dann stelle die Offnung des Gaszufuhrventils auf halb auf.

Das wirft die Frage auf, wie man solche sprachlich formulierten Regeln mittels
Fuzzy-Logik mathematisieren kann. Dies wird im Folgenden erldutert, wobei
in den folgenden fiinf Schritten vorgegangen wird:

Schritt 1: Man mathematisiert Begriffe wie sehr hoch, oder niedrig oder ganz
2u.

Schritt 2: Verkniipfungen wie Und bzw. Oder werden durch mathematische
Operatoren definiert.

Schritt 3: Die ,, Wenn-dann-Schlussfolgerung” wird mathematisiert.

Schritt 4: Die Ergebnisse aller Schlussfolgerungen, d. h. aller Regeln, werden
verkniipft.

Schritt 5: Das logische Verkniipfungsergebnis ist in einen technisch verwend-
baren Zahlenwert zu verwandeln.

Schritt 1 bezeichnet man als Fuzzifizierung, die Schritte 2, 3 und 4 als In-
ferenz und Schritt 5 als Defuzzifizierung. In den néchsten drei Kapiteln wird
detailliert auf sie eingegangen.

5.3.2 Fuzzifizierung

Es wird nochmals die folgende Regel betrachtet: Wenn die Kesseltemperatur
T hoch ist und der Kesseldruck P mniedrig ist, dann stelle die Ventil6ffnung
der Brennstoffzufuhr auf halb auf. In einer solchen Regel bezeichnet man
verdnderliche Groflen wie die Kesseltemperatur, den Kesseldruck oder die
Ventildffnung als linguistische Variablen. Begriffe wie hoch, niedrig oder halb
werden als linguistische Werte bezeichnet. Linguistische Werte beschreiben im
Gegensatz zu Zahlenwerten nicht einen einzelnen Wert, sondern einen ganzen
Wertebereich.

Ein solcher Wertebereich ist im Fall der klassischen Logik bzw. klassischen
Mengenlehre z. B. eine Menge der Form

Mpoen = {T € IR | 300°C < T < 500°C}.
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w(T) 4 w(T) 4
1 1
— | — —> S E——
300 500 Tin°C 300 500 Tin°C
Bild 5.23: Beispiel einer unstetigen Zu- Bild 5.24: Beispiel fiir eine stetige Zu-
gehorigkeitsfunktion der Menge Mpoch, - gehorigkeitsfunktion der Menge Mpoch, -

D.h., ein Temperaturwert T gehort entweder zu dieser Menge oder nicht. Im
Bild 5.23 ist die Menge My, dargestellt, wobei als Ma$ fiir die Zugehorigkeit
zu einer Menge wie My, eine Zugehorigkeitsfunktion p benutzt wird. Fiir
die Zugehorigkeitsfunktion p gilt in diesem Fall
,U(T) _ {O fur T € Mhochv
1 fir T € Mpoeh.

Die obige scharfe Trennung in Wertebereiche, zu denen eine Tempera-
tur gehort oder nicht, entspricht allerdings nicht der Vorstellung des Men-
schen, wenn er den Begriff hoch benutzt. So wiirde der Mensch es als un-
sinnig bezeichnen, wenn die Temperatur T = 299.99°C die Zugehorigkeit
11(299.99°C) = 0 besitzt, im Gegensatz dazu aber T = 300.01°C die Zu-
gehorigkeit 1£(300.01°C) = 1.

Offensichtlich stellt der Mensch sich hier keinen sprungformigen Ubergang
der Zugehorigkeit zu einer Menge vor, sondern einen stetigen. Bild 5.24 zeigt

ein Beispiel fiir eine stetige Zugehorigkeitsfunktion. Durch die Verwendung
einer stetigen Zugehorigkeitsfunktion p gibt es nun auch Werte T' mit

0<p(T) <1,

die zu einem linguistischen Wert wie hoch gehoren. Beispielsweise wird T =
300 °C nur zu 1(300°C) = 0.5 als hoch eingestuft.

Die Zuordnung zu einer Menge ist dann nicht mehr vollig klar und p weist
Werte zwischen null und eins auf. Man sagt, die Zuordnung ist unscharf oder
fuzzy (engl. fuzzy = verschwommen, unscharf). Man spricht dann von Fuzzy-
Mengen und definiert diese wie folgt.

Definition 13 (Fuzzy-Menge). Fine Menge
F={(e.u(x)) | 7€ G und p(x) € [0,1]}

von Paaren (x,u(x)) heifft Fuzzy-Menge in G. Die Abbildung
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p o G—0,1]

wird als Zugehorigkeitsfunktion von F bezeichnet. Sie ordnet jedem Element
x der Grundmenge G den Zugehdorigkeitsgrad p(z) zu.

Die Verkniipfung einer Variablen x mit einem Zugehérigkeitsgrad pu(x) zu
einem linguistischen Wert bezeichnet man auch als Fuzzifizierung von x. Die
Grundmenge G ist oft identisch mit der Menge der reellen Zahlen IR.

Der interessierende Wertebereich einer linguistischen Variablen, wie der
Temperatur 7" in obigem Beispiel, wird im Allgemeinen in mehrere linguisti-
sche Werte unterteilt, wie es Tabelle 5.1 beispielhaft zeigt. Zu den einzel-
nen linguistischen Werten gehort jeweils eine Fuzzy-Menge bzw. eine Zu-
gehorigkeitsfunktion. Bild 5.25 illustriert eine mogliche Auswahl, die durch
den Menschen aufgrund seiner gefithlsméfigen Einschéitzung des Sachverhaltes
getroffen wird. Dabei werden als Zugehorigkeitsfunktionen oft dreieckférmige,
trapezférmige oder rampenférmige Funktionen verwendet. Aber auch ande-
re Funktionen, wie die Gau-Funktion oder die cos?-Funktion, kommen zum
Einsatz.

Wenn-dann-Regeln werden oft in der standardisierten Form

Wenn x1 = LWy ; und ... und v, = LW, ;, dann y = LW,

dargestellt. Dabei sind 1, x>, ..., 2, die n EingangsgroBen der Regel, LW; 1,
..., LW; 4 die ¢ linguistischen Werte der Eingangsgro8en z;, die linguistische
Variable y die Ausgangsgroflie der Regel und LW, ..., LW, die r linguisti-
schen Werte der Ausgangsgrofie y. Die linguistischen Werte LW ; sind iiber
die zu ihnen gehdrigen Zugehorigkeitsfunktionen p; ; zahlenméBig definiert.
Der Ausdruck x; = LW; ist daher gleichbedeutend mit der Angabe des
Zugehorigkeitswertes von z; zu LW j, d.h. mit p; g (x;).

Tabelle 5.1: Beispiele fiir linguistische Werte.

Linguistische Variable ‘ Linguistische Werte
Temperatur T ‘ null ‘ niedrig hoch sehr hoch
w(T) &
1 —
Mnull Hniedrig Hhoch Msehr hoch
T T T T T T >
100 200 300 400 500 600 Tin°C

Bild 5.25: Beispiele fiir Zugehorigkeitsfunktionen.
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5.3.3 Inferenz

Im Weiteren sollen die Und- bzw. Oder-Verkniipfungen in den Regeln durch
mathematische Operatoren, d.h. durch Fuzzy-Operatoren, realisiert werden.
7Zu Beginn wird wieder der Fall der klassischen Logik betrachtet. Hier gibt es
nur die Zugehorigkeitswerte null und eins. Die Und-Verkniipfung und Oder-
Verkniipfung sind aus der Boole’schen Schaltlogik bekannt und in den Ta-
bellen 5.2 und 5.3 dargestellt. Offensichtlich kann man die Boole’sche Und-
Verkniipfung durch

pry = min{pta, pip } (5.64)

und die Boole’sche Oder-Verkniipfung durch

fy = max{fa, o} (5.65)
realisieren.
Tabelle 5.2: Boole’sches Und. Tabelle 5.3: Boole’sches Oder.
Ha o | iy Ha  Ho | iy
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1
My = Ha N\ [y My = Ha V [b

Fiir den Fall der Fuzzy-Logik verallgemeinert man nun die logischen Ver-
kniipfungen in den Gl. (5.64) und (5.65) und lisst fiir die Zugehorigkeitswerte
neben den Werten 0 und 1 auch alle Zwischenwerte zu. Entsprechend definiert
man das Fuzzy-Und und das Fuzzy-Oder.

Definition 14 (Fuzzy-Und und Fuzzy-Oder). Die Fuzzy-Und- Verkniip-
fung zweier Zugehdrigkeitswerte fiq, py € [0,1] ist durch

fans = min{fia, ps }
gegeben. Die Fuzzy-Oder-Verkniipfung durch
Have = Max{fiq, [y}

Mit den bisherigen Ergebnissen kann der Wenn-Teil einer Regel, Prdmisse
genannt, bereits in einen mathematischen Ausdruck umgesetzt werden. Be-
trachten wir beispielsweise den Wenn-Teil der Regel

Wenn die Kesseltemperatur T' hoch ist und der Kesseldruck P niedrig
ist, dann stelle die Ventildffnung auf halb.
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/ur A

;Ulh'och 0.5 | Mniedrig

- T T T > - : T T >
300 400 500 Tin°C 1 2 3 Pinbar

Bild 5.26: Zugehorigkeitsfunktionen der Temperatur hoch und des Druckes niedrig.

Aus diesem Wenn-Teil ergibt sich die Gleichung

HhochAniedrig (T, P) = min{,uhoch (T), Hniedrig (P)}

Dazu nachfolgend ein Beispiel. Fiir die Temperatur T' = 400 °C und den
Druck P = 1bar in obiger Regel erhilt man z.B. aus den Zugehorigkeits-
funktionen des Bildes 5.26 die Werte

Hhoch(T =400 OC) =1

und
Mniedrig (P =1 bar) = 0.6.

Somit ergibt sich fiir diesen einzelnen Punkt (400 °C, 1bar) als Ergebnis der
Und-Verkniipfung

Whochaniedrig(T = 400 °C, P = 1bar) = min{1,0.6} = 0.6.

Die mathematische Auswertung des Wenn-Teils einer Regel, Aggregation ge-
nannt, lautet, wenn sie nur Und-Verkniipfungen aufweist,

Pagg(T1, - Tn) = min{prw x(21), -, prwni(zn) }-

Anzumerken ist, dass es noch eine Reihe von weiteren Operatoren neben
dem min- und dem max-Operator gibt, mit denen die Fuzzy-Und-Verkniipfung
bzw. die Fuzzy-Oder-Verkniipfung realisiert werden kann [40, 84, 87]. In der
industriellen Praxis werden der min- und der max-Operator am haufigsten
eingesetzt. Gebriuchlich sind des Weiteren als Fuzzy-Und-Operator das alge-
braische Produkt pq(z) - pup(z) und als Fuzzy-Oder-Operator die algebraische
Summe pg () + pp(x) — o () o (). Gegeniiber den Operatoren min und max
haben diese beiden den Vorteil, differenzierbar zu sein. Die Differenzierbar-
keit der Operatoren ist z.B. von Bedeutung, wenn man die Parameter der
Zugehorigkeitsfunktion mittels des Gradientenverfahrens optimieren mochte.

Im folgenden Schritt ist nun festzustellen, wie der Dann-Teil einer Regel,
den man auch Konklusion nennt, mathematisch beschrieben werden kann.
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Den Schlussfolgerungsvorgang vom Wenn-Teil auf den Dann-Teil der Regel
bezeichnet man als Implikation. Hierbei wird der Wenn-Teil mit dem Dann-
Teil tiber einen Fuzzy-Operator verkniipft.

Fiir die Wirkung des Wenn-Teils auf den Dann-Teil ist es sinnvoll, voraus-
zusetzen, dass der Wahrheitsgehalt der Schlussfolgerung nicht gréfier sein soll
als der Wahrheitsgehalt der Préamisse.

Wire dies nicht so, konnten falsche Schlussfolgerungen gezogen werden.
Wir veranschaulichen uns dies an folgender Regel: Wenn die Tomate rot ist,
dann ist sie reif. Nehmen wir nun an, dass die Tomate griin ist, also die
Pramisse den Wahrheitsgehalt page = 0 besitzt. Dann wére es offensichtlich
falsch daraus abzuleiten, dass die Tomate doch reif ist, d. h. die Schlussfolge-
rung, dass eine reife Tomate vorliegt, den Wahrheitsgehalt von p = 1 aufweist.

Fiir die Umsetzung obiger Forderung gibt es folgende einfache Moglichkeit.
Man begrenzt den Dann-Teil, d. h. seine Zugehorigkeitsfunktion

pw, (Y),

auf das Ergebnis des Wenn-Teils

Hagg (Z1, ..., Tn).

Auf einfache Weise ist das iiber den Minimum-Operator moglich. Die Fuzzy-
Implikation wird also z. B. mittels des Minimum-Operators realisiert. Fiir eine
Regel k ergibt sich dann das Ergebnis

pr(T1, . T, y) = min{ flagg k(71 - .-, Tn), pow, (¥) }-

Anzumerken ist auch hier, dass anstelle des min-Operators auch andere Ope-
ratoren fiir die Fuzzy-Implikation genutzt werden kénnen. Gebréuchlich ist
z.B. das Produkt plage x(21,...,%0) - prw, (y).

Zur grafischen Veranschaulichung wird nochmals die Regel

Wenn die Kesseltemperatur T' hoch ist und der Kesseldruck P niedrig
ist, dann stelle die Ventiloffnung V' auf halb

betrachtet. Umgesetzt in Fuzzy-Logik gilt mit obigen Ergebnissen

12 H o
1-+----- T 1 1
i Hhatv \ , Hagg
Hhoch 0.54 /i Hnicdrig — o054 / T\ 7
' | ke
-ttt 77> T
300 500 Tin°C 1 2 3 Pinbar i 50 100 Vin%

Bild 5.27: Auswertung einer Regel mit dem Ergebnis u (blau unterlegte Zugehorig-
keitsfunktion).



5.3. Fuzzy-Control 273

12253 (Ta P7 V) = min{,uhoch (T)7 Hniedrig (P)7 Hhalb (V)}

Fiir alle moglichen Wertekombinationen (7, P, V') ergébe sich ein vierdi-
mensionales, grafisch nicht darstellbares Kennfeld. Bei zwei konstanten Wer-
ten T, P, z.B. T = 400°C und P = 1 bar, reduziert sich die Darstellung auf
den zweidimensionalen Fall, wie er in Bild 5.27 dargestellt ist. Das Beispiel
illustriert die Begrenzung von py auf das Ergebnis der Pramissenauswertung.
Das Resultat ist die auf p.ge abgeschnittene Zugehorigkeitsfunktion pepan .

Die Beschreibung einer menschlichen Verhaltensweise wird im Allgemei-
nen mehrere Regeln beinhalten. Im n#chsten Schritt wird daher ermittelt,
wie die Ergebnisse mehrerer Regeln miteinander zu verkniipfen sind. Diese
Verkniipfung wird Akkumulation genannt.

Angegeben wird die Gesamtheit aller Regeln, die Regelbasis, entweder in
Tabellenform oder in Matrixform. Tabelle 5.4 und Tabelle 5.5 zeigen Beispie-

Tabelle 5.4: Regelbasis in Tabellenform.
| Regel 1: Wenn 1 = LW, 3, und ... und &, = LW,,;, dann y = LW,
| Regel 2: Wenn 1 = LW1; und ... und z, = LW, ;, dann y = LW,

|Regel m: Wenn 1 = LWj, und ... und x, = LW, 5, dann y = LW,,.

Tabelle 5.5: Regelbasis in Matrixform. Fiir leere Felder existieren keine Regeln.

€2

LWso 1 LWa o LWo 3 LW 4

LWs3 1| LWy | LW3 | LWy | LW,
xr1 = LW171 X3 LW3,2 LWl LW2
LW3 3| LWy | LW3

€2

LWso 1 LWa o LWo 3 LW 4

LWs 1| LWy | LWs | LW, | LW,

X1 :LWLQ xrs3 LW3,2 LWl LW3 LWl LW1
LWs3 3| LWs3 | LWy | LWy | LW,

€2

LWa LWays LWas LWa

LWs 1| LWy | LW3 | LW, | LW3

1‘1:LW173 X3 LW3,2 LW2 LWl LW2
LWss| LWy | LWs | LWs | LW,
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le. Die Tabellenform eignet sich insbesondere fiir Regelbasen mit sehr vielen
Eingangsgrofien.

Die Matrixform ist d&hnlich aufgebaut wie das Karnaugh-Diagramm der
Boole’schen Logik. Sie ist iibersichtlicher als die Tabellenform, eignet sich
allerdings nur fiir Regelbasen mit wenigen Eingangsgrofien x;. Ein Vorteil
der Matrixform liegt in der Tatsache, dass die Regelbasis automatisch wi-
derspruchsfrei ist. Denn jedes Feld innerhalb der Matrix entspricht genau
einer bestimmten Préamisse. Keine Pramisse kann mehrfach vorkommen und
so durch unterschiedliche Schlussfolgerungen zu einer widerspriichlichen Re-
gelbasis fithren. Vorteilhaft ist des Weiteren, dass direkt ersichtlich ist, fiir
welche Pramissen keine Regeln existieren.

Die Akkumulation kann auf verschiedene Weisen erfolgen. Die gebréuch-
lichste ist die Bildung der Vereinigungsmenge aller Regelergebnisse. Das ist
gleichbedeutend mit der Oder-Verkniipfung, d.h., alle Regeln der Regelbasis
werden mit Oder verkniipft.

Die Fuzzy-Oder-Verkniipfung kann, wie bereits beschrieben, durch den
max-Operator realisiert werden. Als Akkumulationsergebnis erhilt man dann
die Beziehung

tres(Z1y ooy Ty y) = max{ 1 (T1,. ., TnyY)yene .- s lm(T1, T, y)
(5.66)

Dieses Ergebnis lédsst sich wieder grafisch veranschaulichen. Man betrach-
tet die beiden Regeln

Wenn die Kesseltemperatur T' hoch ist und der Kesseldruck P niedrig
ist, dann stelle die Ventiloffnung V' auf halb

und

Wenn die Kesseltemperatur T sehr hoch ist und der Kesseldruck P
niedrig ist, dann stelle die Ventildffnung V auf zu.

Mit den entsprechenden Zugehorigkeitsfunktionen kénnen diese Regeln
dann fiir eine Eingangssituation (7', P) ausgewertet werden. Hier wird (T, P) =
(450°C, 3bar) gewihlt. In Bild 5.28 ist die sich ergebende Situation darge-
stellt. Es illustriert, wie aus den Fuzzy-Mengen bzw. den Zugehorigkeitswerten
der zwei Regelergebnisse, die als blaue Flachen dargestellt sind, durch den
Oder-Operator die Vereinigungsmenge pios der Akkumulation gebildet wird.

Als Ergebnis der Akkumulation erhilt man also eine Uberlagerung der
Ergebnisse, die sich aus den einzelnen Regeln ergeben. Fiir eine bestimmte
Situation (z1,..., %) ist das Akkumulationsergebnis (5.66) eine Funktion in
y. Die Auswertung aller Regeln durch Aggregation, Implikation und Akku-
mulation bezeichnet man als Inferenz.

Aufgrund der Uberlagerung vieler Regelergebnisse hat die Fuzzy-Menge
tres die Form eines Gebirges, das durch einen Polygonzug umrissen ist, wie
in Bild 5.29 zu sehen. Als Endergebnis der gesamten Regelauswertung ist die-
ses Gebirge im Allgemeinen nicht brauchbar. Man denke z.B. daran, dass
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Aggregation E Akkumulation
Regel 1 '
“oA oA . oA
14— . 1- 1 -
Hhach | 054 fHmednl = 10,5 - Hhaty \
- : - 1 > E N S
300 500 Tin°C 1 2 3 Pinbar: 50 100 Vin %
Regel 2 E
7 Y : oA
1 . 1
Msehr hoch 0.5/ /f Zlic_d;ri_g__: — 505_ T
— T Tt 1 >
300 500 Tin°C 1 2 3 Pinbar, 50 100 Vin %
TN
e
10.5
: Mres
i T >
' 50 100 Vin %

Bild 5.28: Auswertung einer Regelbasis mittels Aggregation und Akkumulation.
1

Mres

S
] T T TT T T T >
Yres Yy

Bild 5.29: Uberlagerung aller Reglerergebnisse und Flichenschwerpunkt (S) der re-
sultierenden Fuzzy-Menge. Der Wert yres gibt die y-Koordinate von S an.

es die sich ergebende Ventilstellung V' des betrachteten Beispiels beschrei-
ben soll und man vor der Aufgabe steht, die Ventilstellung mittels eines
Offnungsgrades einstellen zu miissen.
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5.3.4 Defuzzifizierung

Das Ergebnis p,qs der Inferenz ist, wie oben festgestellt, nicht direkt nutzbar.
Man benétigt in der Praxis im Allgemeinen einen Zahlenwert. Somit steht
man vor der Aufgabe, aus der Fuzzy-Menge fis einen Zahlenwert, der fiir
das Auswertungsergebnis repréisentativ ist, zu bestimmen. Sozusagen einen
Kompromiss- oder Mittelwert. Dieser Vorgang heifit Defuzzifizierung.

Der Flachenschwerpunkt, genauer seine y-Koordinate

oo

/y'ﬂres(x17~~~»xn7y)dy
— 00
Yres = 00 5
/Mres(xly-“)xnvy)dy
—0o0

ist ein solcher Wert. Er bildet das Endergebnis, d.h. den Ausgangswert der
gesamten Regelbasisauswertung. Bild 5.29 zeigt ein Beispiel hierfiir. Dieses
Verfahren der Defuzzifizierung, dass die bekannteste Defuzzifizierungsmethode
bildet, wird als Flichenschwerpunktsmethode oder COA-Verfahren bezeichnet
(engl. Abk. fiir ,,center of area®).

Die Bestimmung des Flidchenschwerpunktes ist allerdings aufwendig, da
die betrachtete Zugehorigkeitsfunktion pes die Form eines vielteiligen Poly-
gonzuges aufweist. Man kann die Berechnung des Flichenschwerpunktes yyes
aber wesentlich vereinfachen, indem man fiir die Zugehorigkeitsfunktionen der
linguistischen Werte LW; von y keine Trapeze oder Dreiecke wihlt, sondern
Singletons. Singletons prw, (y) nehmen nur an einer Stelle y; den Funktions-
wert eins an und sonst iiberall den Funktionswert null, d. h.

1 firy =ys,

pLw, (y) = {

0  sonst.

Bild 5.30 zeigt exemplarisch einen Singleton.

Das Ergebnis der Akkumulation nimmt dann die in Bild 5.31 beispiel-
haft dargestellte Form an. Die Einzelergebnisse der Akkumulation iiberlagern
sich in diesem Fall also nicht mehr zu einem Polygonzug. Und man kann die
Zugehorigkeitsfunktion pies zerlegen in

Hres = Mres,1 + Hres,2 + Hres,3 + ...

Dabei sind die Zugehorigkeitsfunktionen pi,es; die akkumulierten Ergebnisse
all derjenigen Regeln, die auf den Singleton i wirken.

Fiir den Fall, dass alle m Ausgangszugehorigkeitsfunktionen Singletons
sind, ist der Fléchenschwerpunkt, der dann korrekterweise kein Flachenschwer-
punkt mehr ist, sondern ein Mittelwert, einfach zu berechnen. Man erhéilt
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) 1 zu [halb Hauf
Mres Mres — lhres,2
R / Hres,1 — Hres,3 N
I = T T T »
Ys Y ‘ 50% 62.5% 100% \%
Bild 5.30: Singleton. Bild 5.31: Defuzzifizierung im Fall von Singletons.

m
E ys,i . ,Ures,i(xly 7xn)

_ =1
Yres =

m
Z Nres,i(xlv ceey xn)
i=1

Dieser Abkémmling der Flachenschwerpunktsmethode COA wird allgemein
als COS-Verfahren bezeichnet (engl. Abk. fiir ,,center of singletons*). Das Bei-
spiel einer Ventilstellung aus Bild 5.31 mit den drei Zugehorigkeitsfunktionen
zu, halb und auf illustriert die Defuzzifizierungsmethode. Als Ergebnis erhilt
man mit fires;1 = 0, fires,2 = 0.75 und fires,3 = 0.25 in diesem Fall

50-0.75+ 100 - 0.25

res — = 62.
¥ 0.75 1025 0= 025%

als Ergebnis der Defuzzifizierung.

5.3.5 Fuzzy-Systeme und Fuzzy-Regler

Mittels Fuzzifizierung, Aggregation, Implikation, Akkumulation und Defuzzi-
fizierung konnen wir mit den Ergebnissen der vorherigen Abschnitte sprach-
lich formulierte Regeln in eine mathematische Funktion umformen. Bild 5.32
illustriert dies.
Diese Funktion
Yres = f(X1, .0y Ty)

ist mehrfach verkettet, wobei im Detail die Verkettung aus folgenden Teil-
funktionen resultiert:

Wenn ..., dann ... u1(x1,y .oy pn) = min{...}

Wenn ..., dann ... Fuzzy-Logik > pres(Z1, ..., Tn,y) = max{...}

' poos = U7}y
Wenn ..., dann ... - fﬂres (y)dy

Bild 5.32: Umwandlung von Regeln in Gleichungen mittels Fuzzy-Logik.
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Fuzzifizierung: Bestimmung aller Zugehorigkeitswerte prw, ; (2:),

Aggregation: Pagg k(L1 oy Tn) = min{prw, (21), ..., prw, , (Tn)},
k=1,..,m,

Implikation: P (L1 ey Ty y) = Min{ flagg 1 (T1, -, Tn ), izw, ()}
k=1,...,m,

Akkumulation: tres(Z1y oy Ty y) = max{ 1 (T1, ooy Ty Y)s ooy

Nm(xlv "'7xn7y)}7

oo
/ Y fres(T1, ooy Ty y) dy
Defuzzifizierung:  Yres = oo
/ tres(T1, oy T, y) dy
“oo

Bei der Berechnung von s fiir eine Situation (z1, ..., z,) arbeitet man obige
Liste ab. Man kann die Variablen z1, ..., z, als Eingangsvariablen und y als
Ausgangsvariable eines Systems auffassen, wie es Bild 5.33 zeigt.

Fuzzy-System "

Tn —> y:f(‘rlw"ax’ﬂ)

Bild 5.33: Fuzzy-System.

Die Anwendungsméglichkeiten von Fuzzy-Systemen sind sehr groff. Dies
ist darauf zuriickzufithren, dass mittels Fuzzy-Logik viele menschliche Verhal-
tensweisen durch eine mathematische Funktion beschreibbar sind. Wichtige
Anwendungsgebiete sind, wie bereits erwihnt, Steuerungen und Regelungen.
Dieser Zweig der Fuzzy-Logik heifit Fuzzy-Control [46, 69, 201]. Bild 5.34 zeigt
einen solchen mit einem Fuzzy-Regler ausgestatteten Regelkreis.

In vielen Anwendungsbereichen kann menschliches Verhalten nachgebildet
werden. Beispiele sind die Regelung von Kldranlagen [134], ABS-Bremssysteme
[129], die Regelung von U-Bahnen [179], die Regelung von Papiermaschinen
[2], ein Alarmsystem fiir die Anésthesie [190], die Autofokussteuerung bei
Kameras [110], eine Waschmaschinensteuerung [177] usw. [179, 190].

Beim Entwurf von Fuzzy-Reglern wird wie folgt vorgegangen:

Schritt 1: Man bestimmt die interessierenden linguistischen Variablen z;, y;,
die die Eingangs- und Ausgangsgrofien des Fuzzy-Reglers bilden.

Schritt 2: Jeder linguistischen Variablen z;, y; wird eine Reihe von linguisti-
schen Werten LW; ; zugeordnet.
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Fuzzy-Regler ——> Prozess

Bild 5.34: Regelkreis mit Fuzzy-Regler.

Schritt 3: Zu den LW; ; werden Zugehorigkeitsfunktionen pi; ; gewahlt.

Schritt 4: Die Regeln werden ermittelt.

Dabei imitiert man mittels des Fuzzy-Reglers in den meisten Féllen einen
Menschen, der die Regelung vornimmt oder vornehmen koénnte. Dies kann
z. B. der Prozessbediener eines chemischen oder biotechnologischen Prozesses
oder der Fahrer einer U-Bahn sein.

Mit obigem Entwurf kann der Regler oder eine Steuerung nur in seltenen
Fillen auf Anhieb so ausgelegt werden, dass er bereits das gewiinschte Verhal-
ten zeigt. Denn der erste Entwurf wird die menschliche Verhaltensweise nicht
genau genug nachzeichnen konnen. Folglich fithrt man den Entwurf solange
erneut mit verdnderten Parametern und Regeln durch, bis sich ein zufrieden-
stellendes Verhalten ergibt. In Bild 5.35 ist diese Vorgehensweise dargestellt.

Erstellung des
Fuzzy-Reglers

'

Erprobung in
Simulation oder Praxis [

Verbesserung von
Regeln, Zugehorig-
keitsfunktionen etc.
3

Gewilinschtes Nein
Verhalten erreicht?

Ja

Ende

Bild 5.35: Vorgehensweise bei der Auslegung eines Fuzzy-Reglers.
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Der Entwurf basiert auf Versuch und Irrtum und wird mehrfaches Optimieren
erfordern.

Es ist zu beachten, dass der Fuzzy-Regler ein rein statischer Kennfeldregler
ist. Er ist nichtlinear, aber ohne Dynamik. Seine Nichtlinearitit zieht die
Problematik nach sich, dass die Stabilitdt des Regelkreises nicht oder nur
mit groflerem Aufwand nachweisbar ist. Dies ist einer der Griinde dafiir, dass
Fuzzy-Regler hauptséchlich in Fillen eingesetzt werden, bei denen man mit
klassischen Reglern und der mit ihnen einhergehenden Stabilitédtssicherung
des Regelkreises keine befriedigenden Ergebnisse erzielt.

5.3.6 Beispiel Abstandsregelung fiir Automobile

Als Anwendungsfall fiir einen Fuzzy-Regler soll eine Abstandsregelung fiir Au-
tomobile betrachtet werden, wie sie in dhnlicher Form in [61, 73] beschrieben
wird. Ziel ist es, die Geschwindigkeit v bzw. Beschleunigung a eines Automo-
bils so zu bestimmen, dass der Abstand zu einem vorausfahrenden Fahrzeug
dem gesetzlich vorgeschriebenen Wert (halber Tacho), d. h.

Tsoll =  Vist

2
mit zgo in Metern und vig; in Kilometern pro Stunde, entspricht. Bild 5.36
illustriert die Situation.

Folgende Groflen sind fiir die Abstandsregelung relevant:

Vleit : Geschwindigkeit des vorausfahrenden Fahrzeuges,
Vist : Geschwindigkeit des geregelten Fahrzeuges,

VUrel = Vleit — Vist : Relativgeschwindigkeit,

Trel : Abstand,

AZpe] = Tyel — Tsoll  : Abstandsabweichung,

Gsoll : Wunschbeschleunigung des geregelten Fahrzeuges,
Qist : Beschleunigung des geregelten Fahrzeuges.

Als Messwerte stehen fiir die Regelung neben vist auch vy und xpe zur
Verfiigung. Gemessen werden Letztere mittels Radarsensor oder Laser. Die
Regelstrecke ist eine Beschleunigungs-Weg-Strecke, d. h., sie ist durch einen

Trel

Bild 5.36: Abstandsregelung.
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ettt ettt Vleit

i A:L'rel FuZZy_ Asoll 1 Qist 1 Vist i l Urel 1 Trel

i Abstands- > > > > »
E regelung (14+T1s)(1+T2s) s P s

| + Beschleunigungs- i

i regelkreis |

i Tsoll geregeltes Fahrzeug |

Bild 5.37: Abstandsregelkreis.

Doppelintegrierer zu beschreiben. Hinzu kommen noch zwei Verzégerungs-
glieder erster Ordnung fiir einen unterlagerten Beschleunigungsregelkreis. Die
Ubertragungsfunktion des Regelkreises lautet also

1

G = 201 4 Tys)(1 + Tus)

mit 773 = 0.074s und T = 0.14s. Es ergibt sich dann der in Bild 5.37 darge-
stellte Regelkreis.

Es liegt nahe, fiir den Abstandsregler die Verhaltensweise des Menschen
mittels eines Fuzzy-Reglers nachzuahmen. Auch der Mensch benutzt Az,
Urel Und vjst als Orientierungsgrofien, um die Beschleunigung age)y seines Fahr-
zeuges zu verringern oder zu erhéhen. Prinzipiell konnte solch eine Abstands-
regelung auch durch einen linearen Regler realisiert werden. Jedoch garantiert
ein linearer Regler kein ausreichend sicheres Fahrverhalten bei einscherenden
Fahrzeugen oder langsamen Fahrzeugen, die nach Kurven auftauchen. Der
Fuzzy-Abstandsregler leistet dies und hat dann die Form, wie sie in Bild 5.37
dargestellt ist.

Im ersten Entwurfsschritt legt man linguistische Werte und die Zugehorig-
keitsfunktionen von Axye), vist, Vrel Und agep fest. Fiir die Eingangsgrofien erge-
ben sich die Zugehorigkeitsfunktionen geméf Bild 5.38, fiir die Ausgangsgrofie
die Zugehorigkeitsfunktionen geméf Bild 5.39.

Im n#chsten Schritt werden die Regeln festgelegt, wobei man die Matrix-
form in Tabelle 5.6 benutzt. Dabei sind die linguistischen Werte geeignet ab-
gekiirzt. Die Matrixeintrage geben die Beschleunigung ago; an.

Als Operatoren nutzt man fiir Aggregation und Implikation den min-
Operator und fiir die Akkumulation den max-Operator. Fiir die Defuzzifizie-
rung verwenden wir die COS-Methode. Obige Festlegungen haben den Vorteil,
dass eine kostengiinstige und einfache Realisierung, z. B. mit einem Festkom-
maprozessor, moglich ist. Insbesondere bei der Verwendung von anderen Zu-
gehorigkeitsfunktionen als Singletons und der Flichenschwerpunktsmethode
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Bild 5.38: Zugehorigkeitsfunktionen der Eingangsgrofien.
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Bild 5.39: Zugehorigkeitsfunktionen der Ausgangsgrofle.

COA als Defuzzifizierungsmethode wiirde die Auswertung wesentlich komple-
xer und auch kostenintensiver. Im hier vorliegenden Fall ergéiben sich aufer-
dem keine Vorteile, denn das Regelverhalten ist bei beiden Varianten sehr
ghnlich.

Insgesamt erhélt man 50 Regeln. Dabei bildet der Fuzzy-Regler einen
Kennfeldregler, dessen Kennfeld vierdimensional ist. Fiir die Fahrzeugge-
schwindigkeiten visy = 10ms~ !, d.h. fir langsam, und vigy = 30ms™', d.h.
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Tabelle 5.6: Fuzzy-Regeln der Abstandsregelung mit den Eingangsgrofien visy, Axyrel
und vyl sowie der Ausgangsgrofle ason-

AXrel Abk. Bedeutung
vist =langsam
zk | ezk | ok | ezqg | zg [ langsamer
l gsv| v |v| v |n el etwas langsamer
el vl v lolevleb gs gleich schnell
Vrel gs ev | ev|nleb|sb es etwas schneller
es ev | ev |eb| sb |sb 8 schneller
s n | n |eb| sb|sb zk zu klein
ezk etwas zu klein
hell Arel ok ok
ist =schne
Vist n zk |ezk | ok |ezg|zg ezy etwas zu grofl
l v|v|v|v|n =9 zu grof
el vl v lwlev|eb gsv | ganz stark verzdgern
Vrel gs ev |ev|n|eb|sb v verzogefn
s ev | ev leb !l sb | sb ev etwas verzogern
s n n |eb| sb |sb " null .
eb | etwas beschleunigen
sb | stark beschleunigen
Vi = 10ms™" Yiep = 30M g
2 2
24 2
™ ’Tl
z () ) w 0
= - 1 5 g S 1 5
2 -2y g -2y
3 -4] E 41
-6 6l 3
ZE i Pl o
20 b 10 . 10
o By 0 P
o 3l 0 et 0
Aty inm 10 Vel in ms” Ariainm  -10 Tl inm 57

Bild 5.40: Kennfelder des Fuzzy-Abstandsreglers bei den Geschwindigkeiten wvist =
10ms™" und viss =30ms™ ' des geregelten Fahrzeuges.

fiir schnell, sind die entsprechenden Teil-Kennfelder in Bild 5.40 grafisch dar-
stellbar. Fiinf wesentliche Bereiche sind in diesem nichtlinearen Reglerkenn-
feld zu erkennen. Im Bereich 1 entspricht das Reglerverhalten annihernd ei-
nem linearen Regler. Dieser Bereich kennzeichnet den stationidren Zustand mit
Vrel &~ 0ms—! und korrektem Abstand e & Zsoll, d. h. Azye =~ 0. Im Bereich
2 kann der Wagen mit maximaler Beschleunigung aufholen, da der Abstand
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grof} ist und sich der vorausfahrende Wagen entfernt. Im Bereich 3 muss ma-
ximal gebremst werden, denn der Abstand ist viel zu gering. Im Bereich 4
ndhert man sich mit geringer Relativgeschwindigkeit aus groffem Abstand.
Hier wird die Geschwindigkeit nicht versindert. Also gilt ason = 0ms™2, bis
der Wagen aufgeholt hat. Im Bereich 5 fihrt der vorausfahrende Wagen bei
zu geringem Abstand davon. Daher wird nicht beschleunigt oder gebremst,
bis der richtige Abstand erreicht ist.

Aus den Kennfeldern ist auch erkennbar, dass nur in den relativ kleinen
Bereichen 4 und 5 weder beschleunigt noch gebremst wird. Folglich wird bei
einer Abstandsregelung bei dichtem Verkehr stiéndig beschleunigt oder ge-
bremst. In der Praxis ist eine Abstandsregelung mit einem Tempomat kombi-
niert, so dass bei geringer Verkehrsdichte die Geschwindigkeitsregelung durch
den Tempomat ausgefithrt wird. Die Brems- und Beschleunigungsvorgéinge
entfallen dann.

©
o

Sollabstand
— Istabstand

Abstand in m
R O
S &5 3

T T T
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=]

vorderer PKW
— geregelter PKW|

N W
o O O
T T

==
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l\.’)
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Stop—and—g(;‘ flieBender Verkehr | Stop-and-go
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Zeit t in s
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Beschleunigung in m s~ Geschwindigkeit in ms™!
[ew]

o

Bild 5.41: Messungen auf einer simulierten Autobahnfahrt.
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In Bild 5.41 sind die Beschleunigung agon, die Geschwindigkeiten wvig
und vyt und der Abstand x,, sowie der Sollabstand xg) zweier Fahrzeuge
wihrend einer Fahrt auf der Autobahn von ca. 8 min bei sehr dichtem Verkehr
dargestellt. Deutlich erkennbar ist das in allen Bereichen gute Regelverhalten.
Das nachfolgende, geregelte Fahrzeug hélt den gesetzlich vorgeschriebenen
Abstand fast exakt ein. Das gilt auch fiir den Vorfall bei ¢ = 200s, als ein
Fahrzeug mit einem zugehorigen Abstand von ca 18.5m bei einer Geschwin-
digkeit von 38 ms~! &~ 137kmh ™! vor dem geregelten Fahrzeug einschert. Die
Regelung stellt danach innerhalb von ca. 10s wieder den korrekten Abstand
her.

Beachtenswert ist auch der Zeitraum zwischen den Sekunden 320 und 350,
in dem der Verkehr vollig zum Erliegen kommt. Es gelingt der Regelung auch
hier, einen sicheren Abstand einzuhalten, der beim Stillstand der Fahrzeuge
allerdings nur noch im Zentimeterbereich liegt. Fiir den praktischen Einsatz
wird man den Sollabstand durch einen einzuhaltenden Wert von z. B. 2y, =
2m nach unten begrenzen. Man ersetzt dann die Gleichung zg,1 = 0.5vist
durch zson = 0.5Vist + Tmin-
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Beobachter fiir nichtlineare Systeme

6.1 Beobachtbarkeit nichtlinearer Systeme

6.1.1 Definition der Beobachtbarkeit

Im Fall nichtlinearer Regelkreise mit Zustandsregler stellt sich die Frage, wie
man die Zustandsgréfien x; der Regelstrecke ermittelt, wenn man sie nicht
messen kann oder will. Die Situation ist also vergleichbar mit dem Fall linearer
Systeme in Zustandsraumdarstellung, bei denen auch oft die Zustandsgroen
x; nicht messbar sind oder die Messung zu kostenintensiv ist.

Im linearen Fall setzt man zur Losung dieses Problems Beobachter ein,
mittels derer die Zustandsgrofien x; geschitzt werden. Bild 6.1 zeigt einen
solchen Zustandsregelkreis mit Beobachter. Insbesondere gilt im linearen Fall
das Separationstheorem, d.h., man kann die Dynamik des Beobachters und
die des Regelkreises unabhéngig voneinander iiber die Beobachtermatrix L
und die Reglermatrix K festlegen.

Beobachter sind auch im Fall nichtlinearer Systeme einsetzbar. Allerdings
ist dies nicht so einfach wie im linearen Fall moglich. Die Stabilitdt von nicht-
linearen Regelungssystemen mit Beobachter ist ndamlich oft nicht oder nur

w _ u t=Ax+ Bu Yy
y=Czx

£=(A-LC)&
+Bu+ Ly

Bild 6.1: Linearer Zustandsregelkreis mit Beobachter.
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w - u T = .f(w7 u) Y
> u=K(w,I)
=g(z,u)
Beobachter
T

Bild 6.2: Nichtlinearer Zustandsregelkreis mit Beobachter.

schwer nachweisbar. Und im Allgemeinen gilt das Separationstheorem nicht.
Die prinzipielle Struktur eines solchen Regelkreises mit Beobachter zeigt Bild
6.2.

Welcher Natur der nichtlineare Beobachter im speziellen Fall ist, hangt
vom Charakter der Regelstrecke ab. Die nachfolgenden Kapitel beschreiben
einige der géingigen Typen. Ergénzende Literatur bieten [17, 20, 42, 43, 70, 93].
Bevor aber ein Beobachter entworfen werden kann, muss sichergestellt werden,
dass das nichtlineare System auch wirklich beobachtbar ist [20, 59, 70, 195].
(In der Praxis wird dieser Schritt auch schon mal vernachléssigt.) Zu diesem
Zweck muss der Begriff der Beobachtbarkeit zuerst einmal definiert werden.
Dabei muss zwischen globaler und lokaler Beobachtbarkeit unterschieden wer-
den.

Definition 15 (Globale Beobachtbarkeit). Ein System

= f(x,u) mit x(to) = o,

y=g(z,u)
sei fir € € Dy C R™ und u € Cy C O™~ ! definiert und es sei y € R".
Sind dann alle Anfangsvektoren xg € Dy aus der Kenntnis von u(t) und y(t)

in einem Zeitintervall [to,t; < oo] fiir alle uw € Cy, eindeutig bestimmbar, so
heifst das System global beobachtbar.

Dabei ist C"~1 der Raum der (n — 1) - mal stetig differenzierbaren Vek-
torfunktionen, hier der Funktion w(t). Ahnlich, aber schwicher in der Anfor-
derung an das System, definieren wir den Begriff der lokalen Beobachtbarkeit.

Definition 16 (Lokale Beobachtbarkeit). Fin System
&= f(x,u) mit x(tp) = o,
y=g(xu)

sei fir x € Dy C IR™ und u € Cy C C™~ 1 definiert und es sei y € IR". Sind
dann alle Anfangsvektoren xg € Dy in einer Umgebung
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U={zo € R" | ||lzo —mp|| < p}

eines Punktes ©, € Dy aus der Kenntnis von u(t) und y(t) in einem Zeitin-
tervall [to, t1 < oo] fir alle u € Cy, eindeutig bestimmbar, so heifit das System
lokal beobachtbar, wenn dies fiir alle x, € Dy méglich ist.

In vielen Féllen sind lokal beobachtbare Systeme auch global beobachtbar.
Bei linearen Systemen ist dies immer so. Als ein Beispiel, das lokal beobachtbar
ist, aber nicht global, betrachten wir das nichtlineare autonome System

-1, =<0
b= —x+ ’ ’ 6.1
v v {1, x>0, (6.1

y =z

Der Definitionsbereich von z ist D, = IR\{0}.

Offensichtlich kann man aus der Kenntnis von y(¢) nicht eindeutig den
Anfangswert o bestimmen, denn die Ausgangsgleichung y = 22 besitzt die
zwei Losungen

r1=—yy und 2 =./y.

Daher ist das System (6.1) nicht global beobachtbar. Es ist aber lokal be-
obachtbar. Denn fiir alle Werte = aus einer geeignet gewiihlten Umgebung
U= {xo € R| |ro— zp| < p} eines jeden Punktes z, € D, ist aus y = x?
eindeutig der Wert z, also g, bestimmbar. D. h., es gilt

z0 = —/y(to) fir =z, <0, p<|zpl,

und

o = Vy(to) fir oz, >0, p<|apl.

Bei nichtlinearen Systemen ist gemifi den obigen Definitionen zwischen
globaler und lokaler Beobachtbarkeit zu unterscheiden. Lineare Systeme da-
gegen sind, wie gesagt, wenn sie lokal beobachtbar sind, auch immer global
beobachtbar und natiirlich umgekehrt. Bei nichtlinearen Systemen kann es
des Weiteren vorkommen, dass ihre Beobachtbarkeit vom Eingangsvektor u
abhéingt. Die Beobachtbarkeit eines linearen Systems ist dagegen immer vollig
unabhéngig vom Eingangsvektor u.

6.1.2 Beobachtbarkeit autonomer Systeme

Wir betrachten zunéichst einmal autonome Systeme

& = f(x),
y=g(z),
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d.h. zeitinvariante und von keinem Eingangsvektor w abhingige Systeme.
Um ein Beobachtbarkeitskriterium fiir sie zu entwickeln, nutzen wir die Lie-
Derivierte

_ Og(=)

L =
und die mehrfache Lie-Derivierte

OLE 1 g(x)
k _ k—1 _ f
Lhg(@) = LyLy g(@) = 7

zur Bestimmung von

f(z)

y = Lg(x) = g(z),

~ Og(z)

y" Y = L g(@) = Lyl g(x).

Man fasst nun die obigen Lie-Derivierten in einem Vektor

[ L$g(x)
q(z) = :
-1
Ly g()
zusammen. Mit dem Vektor
[y
Y
z= )
_y(n.—l)
gilt
z =gq(x).
Existiert die Umkehrfunktion ¢~1(z) = z, so kann = mit der Kenntnis
von v,7, ...,y bestimmt werden. Aus der Kenntnis von y(t) in einem

Intervall [to, ¢1] folgt also die Kenntnis des Zustandsvektors x(tg). Somit gilt:

Satz 25 (Globale Beobachtbarkeit autonomer Systeme). FEin auf
Dy, C IR™ definiertes System

& = f(z),

y=yg(x)
ist global beobachtbar, wenn die Abbildung

z=q(z)

fir alle * € Dy eindeutig nach x auflosbar ist.
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Bei vielen nichtlinearen Systemen ist die Umkehrfunktion g~! nicht oder

nur sehr aufwendig zu ermitteln. Wir wollen daher nun ein einfacher hand-
habbares Kriterium fiir die lokale Beobachtbarkeit herleiten. Zu diesem Zweck
entwickeln wir ¢ um einen Punkt @, herum in eine Taylor-Reihe

dq(x)

9 - (x — zp) + Restglied.

T=Tp

z=q(zp) +

Unter Vernachlédssigung des Restgliedes erhélt man die Gleichung

saw) = 1P @oay)

T=Tp

Aus dieser Gleichung ist direkt ersichtlich, dass aufgrund der Kenntnis von
z — q(xp) der Zustand x rekonstruierbar, d.h. beobachtbar ist, wenn die
Jacobi-Matrix

8L'}g(w)
ox
T oLy ()

ox =,

den Rang n besitzt. Denn nur dann kann das lineare Gleichungssystem

z—q(xp) = Q(zp)(x — )

eindeutig nach x aufgelost werden. Wir kénnen in diesem Fall in einer Umge-
bung

U={zo € R" | [|lzo —mp|| < p}

feststellen, ob das betrachtete System beobachtbar ist. So erhalten wir auch
einen Satz {iber die lokale Beobachtbarkeit.

Satz 26 (Lokale Beobachtbarkeit autonomer Systeme). Ein auf D, C
IR™ definiertes System

& = f(x),
y=yg(z)
ist lokal beobachtbar, wenn fiir alle x € D, die Bedingung
dLGg(x)
<aq<w>) _ o _
rang = rang : =n
Oz nf.l
oL g(x)
ox

erfullt ist.
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Die Matrix dq(x)

q(x
wird auch als Beobachtbarkeitsmatrix bezeichnet. Die Anwendung des Krite-
riums kann durchaus kompliziert sein, da die Matrix @Q von x abhingt. Al-
lerdings ist die Rangbestimmung von @ in der Regel einfacher durchzufithren
als die Bestimmung der Umkehrfunktion g—! in Satz 25.

Satz 26 ldsst sich auch direkt aus der Transformationsgleichung z = q(x)
herleiten. Geméafl dem Hauptsatz {iber implizite Funktionen existiert die in-
verse Funktion ¢! in einem Punkt z, wenn die Jacobi-Matrix Q(z) dort den
Rang n besitzt.

Um Satz 26 zu illustrieren, betrachten wir den Fall linearer Systeme

T = Ax,

y=clx.

Wir erhalten mit g(x) = ¢’ = die Beziehung

[ Lig(x) | cl'z
L}g(w) c’Ax
q(q;) = Lfeg(w) = cT A%z
Lnfl. TA.nfl
L g(x) | c x
und somit die Jacobi-Matrix
T
dq(z) cTA
q(x T A2
Q)="7"=|°¢ AT . (6.2)
CTA"71

Besitzt die Matrix in Gl. (6.2) den Rang n, so ist das lineare System beob-
achtbar. Diese Forderung ist im linearen Fall nicht nur hinreichend, sondern es
ldsst sich zeigen [123], dass sie auch notwendig ist. Sie bildet das bekannte Be-
obachtbarkeitskriterium fiir lineare Systeme, das offensichtlich ein Sonderfall
des obigen Kriteriums fiir die Beobachtbarkeit nichtlinearer Systeme ist.

6.1.3 Beispiel Synchrongenerator

Wir betrachten das Modell eines Synchrongenerators [135], wie es Bild 6.3
zeigt. Der Polradwinkel x; ist sowohl Zustands- als auch Ausgangsgrofie. Wei-
tere Zustandsgrofien sind die Frequenzabweichung zo des Polrades gegeniiber
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Drehrichtung

Bild 6.3: Synchrongenerator mit blau dargestelltem Magnetfeld und Polradwinkel
ZT1.

dem Netz und die Flussverkettung z3 des magnetischen Feldes. Die Flussver-
kettung 3 ist nicht oder nur sehr aufwendig messbar. Man ist daher daran
interessiert, sie mittels eines Beobachters zu schitzen. Voraussetzung hierfiir
ist die Beobachtbarkeit des Systems, die wir im Weiteren analysieren.

Fiir das Zustandsraummodell gilt

Ii?] = T2,
. . by .
To = by — a120 — agr3sinT — 5 sin 2z,

&3 = —c1x3 + ca CcO8T1 + C3,
Yy=2=a1.
Dabei sind a1, as, b1, ba, ¢1, co und c3 konstante Grofien. Wir ermitteln
y - 1‘:1 = T2,

. . by .
Yy =xo = bl — A1Tx2 — ax38INT1 — 9 sm23:1

und erhalten so
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T
21 Y 1
— |l = x2 _
22 =19 = bQ - q(w)
Z3 Y b1 — a1r9 — asx3sinxy — 5 sin 2z

Fiir den hier interessierenden Definitionsbereich
Dy ={xc R®|21€ (0,7), 20 € R, 23 € IR}

ist die Synchronmaschine geméifl Satz 25 global beobachtbar. Denn die Abbil-
dung z = g(x) kann durch

21
T
1 z
T2 | = .
3 b1 — a1zo — 0.5by8in 227 — 23

a9 sin z1

immer fiir x € D, eindeutig nach x aufgelést werden.

6.1.4 Beobachtbarkeit allgemeiner nichtlinearer Systeme

Wir wollen nun nichtlineare Systeme
z = f(xz,u),
y=yg(x u)

mit einem Eingangsvektor u betrachten. Auch hier berechnen wir, wie im Fall
autonomer Systeme, die n — 1 zeitlichen Ableitungen

_Og ag . .
amf(m7u)+ auu_hl(mvuvu)a
oy Ohy .  Ohy .. -
Yy= ox f(m)u)+ 8uu+ aﬂu_hQ(m7u7u7u)a
Ona M2 %1 2 = o, i, ),

:8wf(ac,u)+8uu ou " ow

Oh oh ,
R s n=2 . G) _ . (n—1)
Y P +Za (i) U =hp_1(z,u, 1, ..., u ).

Ahnlich wie im Fall der Beobachtbarkeit autonomer Systeme, definieren wir

y 9(x, u)
y hl(m7u7ﬁ’)
z= y = ho (2, u, @, i) = q(z,u, 1, ..., u"V).

y("_l) hnfl(mvuvﬁw"?u(n_l))
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Auch in diesem Fall ist die eindeutige Auflosbarkeit der Abbildung z =
q(x,u,w,...,u"Y) nach & ausschlaggebend fiir die Beobachtbarkeit des
Systems. Es gilt folgendes hinreichendes Kriterium.

Satz 27 (Globale Beobachtbarkeit nichtlinearer Systeme). FEin auf
D, C R™ und Cy C C™ ! definiertes System

&= f(z,u),
y = g(z,u)
ist global beobachtbar, wenn die Abbildung
z=q(z,u,u,... ,u(”*l))
fiir alle x € Dy und u € Cy, eindeutig nach x auflosbar ist.

Auch hier ist die praktische Anwendung des Satzes schwierig. Denn nur in
einfachen Fillen lasst sich die Umkehrfunktion

x=q '(z,u,1,... ,u("*l))

bestimmen.

Einfacher als die Uberpriifung der globalen Beobachtbarkeit kann wieder
die Uberpriifung der lokalen Beobachtbarkeit ausfallen. Analog zum Fall au-
tonomer Systeme ldsst sich hierzu folgender hinreichender Satz herleiten:

Satz 28 (Lokale Beobachtbarkeit nichtlinearer Systeme). FEin auf
Dy C R™ und Cy C C™ 1 definiertes System

&= f(z, u),
y=g(z u)
ist lokal beobachtbar, wenn fir alle * € Dy und u € Cy, die Bedingung
[ 99(, u) T
0
O (T, )
. n— 0
(aq(m7u7u7"'au( 1))) _ 8h2(m,$,’d,ﬁ)
rang = rang =n
8(1} aa}
Ohp_1(x,u,,. .., umD)
L ox J

erfullt ist.

Satz 28 kann anders als Satz 27 zumindest punktuell auf einfache Weise
angewendet werden, indem man den Rang bzw. die Determinante der Beob-
achtbarkeitsmatrix
oq(x,u, 1, ..., u"D)

ox

an vorgegebenen Stiitzstellen (z,w, 1, ..., u("1)) berechnet.

Q(x7 u? 1}/7 crt u(n_l)) =
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6.1.5 Nichtlineare Beobachtbarkeitsnormalform

Wir wollen ein global beobachtbares System

&= f(x,u), (6.3)
y = g(w,u)
betrachten. Nehmen wir an, dass es uns gelungen ist, die Abbildung
z=q(x,u,a,... u"Y) (6.4)
und ihre Inverse
z=q Yz,u,1,...,u"D) (6.5)

zu ermitteln. Dann ist es moglich, die Systemdarstellung (6.3) mittels der
Abbildung (6.5) bzw. (6.4) und mit

in die Darstellung

21 Y 2
Zo (] 23
2.5n—1 y("_l) Zn
Zn y(™ ho (@7 (2w, 4, ., u™ D) u, . u™)
y=z

zu iiberfithren. Wir kiirzen noch
cp(z,u,ﬂ,...,u( )) =h, ( Yz, u,, ...,u("*l)),u,ﬁ,...,u("))

ab und erhalten

22

Zn
© (z,u,ﬁ, .. .,u(”))

Yy =z.

Die zur Darstellung (6.3) alternative Systemdarstellung (6.6) wird als
nichtlineare Beobachtbarkeitsnormalform bezeichnet. Bild 6.4 zeigt das zu-
gehorige Strukturbild. Liegt ein System in dieser Form vor, so kann man
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™

<— &
T .
<=

Zn

Bild 6.4: System in Beobachtbarkeitsnormalform.

direkt aus den Systemgleichungen auf die Beobachtbarkeit schliefen. Denn
iiber die Integriererkette in Gl. (6.6) wirken alle Zustinde z; auf den Aus-
gangswert y = z; und aus dem Ausgangswert y und seinen Ableitungen y(?)
konnen alle Zustandswerte z; ermittelt werden. Ein System, das in nichtlinea-
rer Beobachtungsnormalform vorliegt, ist folglich immer global beobachtbar.
Des Weiteren kann jedes global beobachtbare System in die Beobachtungs-
normalform transformiert werden.

6.1.6 Beobachtbarkeit eingangslinearer Systeme
Wir betrachten nun eingangslineare Systeme

& = a(x) + b(x)u,
y=cla) o0

Wie im allgemeineren Fall & = f(x,u), y = g(x,u) des Abschnittes 6.1.4,
bestimmen wir

y = c(=),
Y = Lac(z) + Lyc(z)u,
ij = L2c(x) + LyLac(x)u + Lo Lpc(x)u + Lic(x)u? + Lyc(x)i,

y ) = L le(@) + Ly Lt 2c(x)u + ...+ Ly te(z)u™ ! + Lyc(z)u™2.

So erhalten wir die Transformationsgleichung
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y c(x)
Y Loc(x) + Lpc(x)u
z= . = . :q(a:,u,u,...,u("*m).
y=b L' e(x) + ...+ Lyc(z)u"=2)

Wir sahen schon in Kapitel 4.2, dass die Terme LpLE= c(x) identisch null
sind fiir alle £ < 0. Dabei ist § die Differenzordnung des Systems (6.7).

Wir kénnen die Beobachtbarkeit des Systems (6.7) anhand der Eindeutig-
keit der Abbildung g bzw. ihrer Jacobi-Matrix untersuchen. Dazu lassen sich
die Satze 27 und 28 verwenden.

Wir erhalten fiir die Jacobi-Matrix

[ dc(x)
ox
OLgc(x)  OLpc(x)
ox ox b
994 _ | 9L2c(x) OLpLac(z)  OLoLpc(z)  OLjc(x) , OLpc(z).
Ox ox + ox vt ox ut oxr oxr
oL lc(x) N 8LbL3_2(z(w)u - 8Lbc(w)u(n_2)

ox

ox

ox

Die Erfiillbarkeit der Rangbedingung rang (0q/0x) = n des Satzes 28 ist
auch hier von u abhéngig. Offensichtlich kann es Eingangssignale u geben, so
dass die Rangbedingung nicht erfiillt ist und das System nicht beobachtbar
ist. Allerdings kann mittels Satz 28 keine Aussage iiber die Beobachtbarkeit
getroffen werden, wenn die Rangbedingung nicht erfiillt ist. Denn Satz 28 ist
nur hinreichend.

Wir betrachten das einfache Beispiel

T1 = —T2 + Tau,
j?g = —, (68)
Yy=2a1.
Es gilt
dc(x)
dq _ O _ 1 0
oz OLg oL
(@) + bc(m)u 0 u—1
ox ox

Fiir u # 1 ist rang (0q/0x) = 2 und das System lokal beobachtbar. Ist u =
1, so hat dq/0x nur den Rang eins. In der Tat ist das System (6.8) nicht
beobachtbar fiir v = 1, denn dann gilt
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i =0,
(i,'2 = —T1,
Yy=ax1

und fiir dieses System kann man aus der Kenntnis von y und u den Wert von
9 nicht bestimmen. Mittels des notwendigen und hinreichenden Beobacht-
barkeitskriteriums fiir lineare Systeme lésst sich dies auch zeigen, denn die
Beobachtbarkeitsmatrix aus Gl. (6.2) fiir obiges System,

c'l 1o
cTA| ~|oo)’
besitzt nur den Rang eins.

Fiir eingangslineare Systeme (6.7), die den relativen Grad n aufweisen und
durch einen Diffeomorphismus z = q(x) = t(x) in die Form

Z1 29
'énfl - Zn
Zn Llc(t™Y(2)) + Ly L7 te(t~(2))u

gebracht werden konnen, ist die Frage nach ihrer Beobachtbarkeit leicht zu
beantworten. Denn sie liegen in nichtlinearer Beobachtbarkeitsnormalform vor
und sind daher immer global beobachtbar.

6.2 Luenberger-Beobachter fiir nichtlineare Regelkreise

Die Beobachtertheorie von D. G. Luenberger wurde fiir lineare Systeme ent-
wickelt. Fiir den Fall eines Regelkreises mit linearer Regelstrecke

© = Ax + Bu,
y=Cx

und nichtlinearem Regler
u = h(z,w),

also einem nichtlinearen Regelkreis mit der Systembeschreibung
& = Ax + Bh(z,w),

kann ebenfalls ein Luenberger-Beobachter zum Einsatz kommen [122]. Wie im
linearen Fall, besteht er aus einem Streckenmodell und einem Riickkopplungs-
system, das wie ein Regler wirkt:

=A% +Bu + L(y-C#).
|y —— —_————
Modell Riickkopplungssystem
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Die Aufgabe des Riickkopplungssystems L (y — C&) ist es, den Schitzfehler
e=1x— &,

d. h. die Differenz von Streckenzustand x und Beobachterzustand &, asympto-
tisch abklingen zu lassen. Bild 6.5 zeigt die Struktur des Regelungssystems
mit Beobachter und nichtlinearem Regelgesetz u = h(Z, w).

Regler Regelstrecke
w u . _
—> h(Z, w) =—> t=Az+Bu —
y=Cuzx
Yy
N\

: v—73 !
. L <2:§é !
e 3 o
. Y !
Y = 124 :Ic+B~u+v .| !
' g=C=x !
~ E Beobachter |
x ___________________________________ 1

Bild 6.5: Struktur des Systems mit linearer Regelstrecke, nichtlinearem Regler und
linearem Beobachter.

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit ist es im Falle eines konstanten
Fithrungsgrofenvektors w moglich, das Regelungssystem so zu transformie-
ren, dass w = 0 gilt. Man kann dann von einem Regler

u = h(Z)

ausgehen, was im Folgenden auch geschieht.
Zusammengefasst gilt folgender Satz von D. G. Luenberger.

Satz 29 (Luenberger-Beobachter fiir nichtlineare Regelkreise). Ge-
geben sei das Regelungssystem

& =Ax+ Bu, y=~Cx,
u = h(x)

mit der global (lokal) asymptotisch stabilen Ruhelage xg = 0. Die Vektorfunk-
tion h erfiille die Lipschitz-Bedingung
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|h(x1) — h(x2)|| < k - ||@1 — 2|

fiir alle 1, o € R™ (fiir alle 1,22 aus einer Umgebung U C IR™ von xr=0)
und ein k > 0. Figt man dann einen asymptotisch stabilen, linearen Beob-
achter in das Regelungssystem ein, d. h., hat das Gesamtsystem die Form

& =Ax+ Bu, y=~Cu,

u=h(@),
Az + Bu+ L(y — Cz),

x

so besitzt dieses System ebenfalls eine global (lokal) asymptotisch stabile Ru-
helage in [acTsET} =07,

Funktionen, die die Lipschitz-Bedingung erfiillen, heiflen lipschitzstetig.
Differenzierbare Funktionen sind genau dann lipschitzstetig, wenn ihre Ablei-
tungen beschrinkt sind. Typische Anwendungsfille fiir Satz 29 sind die Rege-
lungen aus Kapitel 3, d. h. strukturvariable Regelungen oder Séttigungsregler.

6.3 Beobachterentwurf mittels Linearisierung

6.3.1 Funktionsweise und Entwurf

Wir bleiben auch in diesem Kapitel gedanklich beim Luenberger-Beobachter
und wollen von seiner Grundidee bei der Entwicklung eines Beobachters fiir
nichtlineare Systeme profitieren.

Betrachtet man ein lineares System

© = Ax + Bu,
y=Cx

mit Beobachter
& =A%+ Bu+ L(y — Ci),
so liegt der Gedanke nahe, dieses Schema auf nichtlineare Systeme

& = f(z,u),
y=g(x)
zu iibertragen. Der Beobachter hat dann die Form
z = f(&u) + Ly - g(&)).

Fiir den Beobachterfehler
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gilt
é= f(&+eu) - £(@u) - Ly — g(@)).

Man erhélt also eine nichtlineare Differenzialgleichung fiir den Beobachterfeh-
ler. Ersetzt man noch

in ihr, so ergibt sich
ée=f(x+eu)— f(z,u)— L(g(x +e)—g(x)). (6.9)

Damit der Beobachterfehler e asymptotisch abklingt, steht man vor der
Entwurfsaufgabe, die obige nichtlineare Systemgleichung (6.9) mittels L so
auszulegen, dass in e = 0 eine asymptotisch stabile Ruhelage vorliegt.

Die einfachste Vorgehensweise fiir den Entwurf der Beobachtermatrix
L fiihrt iiber die Linearisierung der Gleichung (6.9). Mittels einer Taylor-
Entwicklung linearisiert man um einen festen Punkt &, und erhalt

of

f(@p+AZ +e,u) = f(&p,u) + (AZ+e)+...,

wobei wir u als Systemparameter auffassen. Des Weiteren gilt
f(@p+AZ,u) = f(Zp,u)+ A- AT+ ...

Fiir die Ausgangsvektorfunktion g erhilt man ganz &hnlich

g(@p + Ax +e) =g(&,) +

sowie
g(&p + AZ) =g(Zp) +C - AT + ...

Setzt man obige Taylor-Entwicklungen — abgebrochen nach der ersten Ablei-
tung — in die Beobachtergleichung (6.9) ein, so ergibt sich

é~(A—LC) e, (6.10)

d. h. die Schitzgleichung des linearen Beobachters. Dabei ist zu beriicksichti-
gen, dass Gl. (6.10) aufgrund der Vernachlissigung hherer Ableitungen in
den Taylor-Reihen nur eine Néherung darstellt.

Legt man die Matrix A — LC des Beobachters stabil aus, so wird auch
der Beobachterfehler e fiir ¢ — oo gegen null streben. Die Situation dhnelt
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also der linearer Systeme mit linearen Beobachtern. Allerdings gilt diese Stabi-
litdtsaussage aufgrund obiger Ndherung nur in einer mehr oder weniger grofien
Umgebung des Linearisierungspunktes &.

Will man zu besseren, weitreichenderen Ergebnissen kommen, so kann man
die oben beschriebene Linearisierung in Abhéingigkeit von & und w vornehmen,
d. h., die Systemmatrix

. of (x,u
A = T
und die Ausgangsmatrix
- og(x
c@) = 8(5?: )

sind nicht mehr konstant, sondern vom Arbeitspunkt abhingig.
Des Weiteren wéhlt man nun die Beobachtermatrix L als Funktion von &
und u zu L(Z,u). So ergibt sich anstelle der linearen Schétzfehlergleichung

ée=(A-LC)-e
des Beobachters eine von & und w abhéngige nichtlineare Gleichung
é=(A(z,u) — L(&,u)C(Z)) - e,

die ein Kontinuum von Arbeitspunkten beriicksichtigt und entsprechend ef-
fektiver sein kann.
Ziel ist es nun, die Systemmatrix

der Schétzfehlergleichung durch geeignete Wahl von L(&,u) konstant auszu-
legen. Dies geschieht so, dass alle Eigenwerte von F' negative Realteile auf-
weisen. In diesem Fall gilt

é="Fe

und der Schétzfehler e klingt asymptotisch ab.

Der einfachste Weg, eine konstante Matrix F' zu erhalten, ist L(Z, u) fiir ei-
ne vorgegebene Matrix F aus L(#,u) = (A(&,u) — F) C~*(&) zu berechnen.
Dies ist allerdings nur fiir eine invertierbare Matrix C(&) moglich. Vorausset-
zung fiir die Invertierbarkeit von C' ist, dass

C(&) = 8%(?

eine quadratische Matrix ist. Dies wiederum setzt voraus, dass g(&) eine n - di-
mensionale Funktion ist, es also genauso viele Ausgangsvariablen wie Zustédnde
gibt. Dieser Fall ist in der Praxis eher selten anzutreffen und daher in der Regel
nicht von Bedeutung.

Daher geht man einen anderen Weg: Man berechnet das charakteristische
Polynom von F,
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P(s) =det(sI — F(Z,u))
= det(sI — A(Z,u) + L(z,u)C(Z))

= H(S =+ )‘l)v
=1

und fordert, dass die Realteile aller Eigenwerte \; negativ sind. Hierbei ist zu
beachten, dass die Eigenwerte \; bzw. die Koeffizienten von P sowohl von &
als auch von w unabhiingig sind. Um sicherzustellen, dass alle Re{\;} < 0
sind, muss man die Beobachtermatrix L(Z,u) entsprechend auslegen.

Fiir die Berechnung der Beobachtermatrix L(&,u) betrachtet man das
charakteristische Polynom

P(s) = 58"+ an_1(L,&,u)s" ' + ...+ ao(L, T, u)
und fordert, dass es einem Wunschpolynom
P(s) =8§" 418"  + ... +ao

entspricht. Hierbei soll P natiirlich nur Nullstellen mit negativem Realteil auf-
weisen. Durch Koeffizientenvergleich erhélt man ein nichtlineares Gleichungs-
system

anfl(Lv jvu) = CAlnflv

an72(L7 537 u) = CAln727

CLO(L, ia u) = CALO

mit n Gleichungen und n - 7 Unbekannten, den Elementen der n x r - Matrix
L. Dabei ist, wir erinnern uns, n die Systemordnung und r die Dimension des
Ausgangsgrofienvektors y.

Die Losung des obigen Gleichungssystems stellt sicher, dass die Eigen-
werte von F' konstant sind und den Nullstellen des Wunschpolynoms P(s)
entsprechen. Diese Tatsache garantiert allerdings nicht die Einhaltung der
urspriinglichen Forderung, dass die Systemmatrix

F(&,u) = A(#,u) — L(&,u)C(%) (6.11)

der linearisierten Beobachtergleichung konstant ist, d.h. unabhingig von &
und wu.

Die Konstanz von F' muss vielmehr durch Einsetzen des berechneten
L(Z,u) in Gleichung (6.11) iiberpriift werden. Sollte sich dabei herausstel-
len, dass F' nicht unabhéngig von & und w ist, so kann der Beobachter

(S10

= f(@,u) + L(Z,u) - (y —g(Z))
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trotzdem verwendet werden, wenn die Elemente von F' nicht sehr stark va-
riieren. Eine Absicherung der Funktionsweise durch Simulation ist in diesem
Fall unumgénglich.

6.3.2 Regelkreis mit Beobachter

Fiigt man den oben entwickelten Beobachter in einen nichtlinearen Regel-
kreis ein, so ergibt sich eine dhnliche Struktur wie im Fall des Luenberger-
Beobachters im linearen Regelkreis. Bild 6.6 zeigt sie. Allerdings ist L im
nichtlinearen Fall nicht konstant, sondern eine Funktion von & und w.

Die zugehorigen Gleichungen des Regelkreises mit Beobachter lauten:

¢ =f@ ), Regelstrecke
y =g(x),
u = h(Z,w), } Regler

&= f(%,u)+ L& u) (y—g). } Beobachter

Alternativ zu dieser Darstellung kénnen die Gleichungen des Gesamtsystems
auch mittels des Schitzfehlers

e=x — 2

o I

i ﬂ z(0) Regelstrecke i

w ui . y i
:,'>h(:§,w):-—"_‘> mff(m,u) g(a:) | :
| . i

i A i

1Y e Heww

i Beobachter i

Bild 6.6: Struktur der Regelstrecke mit Beobachter und Regler h(Z, w).
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dargestellt werden. Es gilt

T = f(w,u),
y=g(x),
u = h(z — e,w),

é=F(x—eue.

Allerdings eignet sich diese Darstellung nicht fiir eine Realisierung, da der Be-
obachterfehler e aufgrund der Unkenntnis von @ nicht gebildet werden kann.

Die zuletzt gezeigten Gleichungen des Systems lassen aber eine Plausibi-
litdtsbetrachtung beziiglich der Stabilitéit zu. Da F' ndherungsweise konstant
ist und Eigenwerte mit negativem Realteil besitzt, gilt

e—0 fur t — oo.
Dann wird fiir das Regelgesetz fiir grofe Werte t ebenfalls
u=h(x —e,w) = h(z,w)

gelten. Ist der Regelkreis ohne Beobachter stabil, so ist es plausibel (aber nicht
bewiesen), dass auch der Regelkreis mit Beobachter stabil ist.

6.3.3 Beispiel Bioreaktor

Als Beispiel wird ein Bioreaktor [68] betrachtet. Bioreaktoren werden zur
Herstellung von Vitaminen und Medikamenten eingesetzt. Dazu wird in ei-
nem ersten Schritt eine Zellkultur geziichtet, die in weiteren Schritten fiir die
Herstellung des eigentlich gewiinschten Stoffes benutzt wird. Hier wird die
Wachstumsphase der Zellkultur modelliert.

Der Reaktor hat ein konstantes Volumen. Uber eine Pumpe wird Glu-
cose als Substrat in den Bioreaktor gegeben. Die angesetzte Zellkultur ver-
mehrt sich unter Verbrauch des Substrates und vergréfiert so ihre Biomasse.
Ein Riihrer sorgt fiir eine gleichméfiige Durchmischung. Das Gemisch wird
schliefflich aus dem Reaktor fiir weitere Prozessschritte entnommen. Bild 6.7
illustriert den Prozess.

Die Biomassekonzentration 21 der Zellkultur, gemessen in g1, steigt pro-
portional zu ihrem Bestand mit

L'Cl = /J,(IEQ) - X1.

Es liegt also ein klassisches Wachstumsgesetz vor. Die Wachstumskonstante p
héngt von der Konzentration xo des Wachstumssubstrats, d. h. der Glucose,
gemif der folgenden Wachstumskinetik

,U(Z'Q) _ Mo - T2
ki + x2 + koa}
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1]

Pumpe L
ﬂ’\-’ﬁ; ’I1

-

.

i
I
Glucose I

Zellkultur | P

Bild 6.7: Bioreaktor.

mit der Wachstumsrate jig = 1 h~! und den beiden Affinititskonstanten k; =
0.03 g171, ko = 0.5 1g~! ab. Die Konzentration xo wird in gl=! gemessen.

Der auf das Gesamtvolumen bezogene Substratzufluss u, gemessen in h™!,
verdiinnt die Biomasse um den Wert

—T1 - U.
Damit ergibt sich fiir die zeitliche Anderung der Biomassekonzentration
1 = p(xe) -1 — 21 - U

Die Substratmasse wird im Reaktor von der Biomasse verbraucht und nimmt
daher proportional zur Zellkulturmenge x; ab. Der Substratzufluss erhoht die
Substratkonzentration xo im Reaktor proportional zum Zufluss v und der
Differenz der Konzentration K der Glucose im Zulauf und der Konzentration
o im Reaktor. Also gilt

. 1
To = —au(a:Q) sz + (K —22) - u
mit dem Ausbeutekoeffizient o = 0.5 und der Zulaufkonzentration der Glucose

K=10gl™ !
Zusammengefasst ergibt sich als Zustandsraummodell

a'c:a(oc)+b(a;)-u:l lf(xQ)'xl ]—i—[ o }u,

_ . K—=x
o Hl@2) 21 2

y=g(x)= [10]:1:.
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Im Folgenden soll nun ein Beobachter mittels Linearisierung und zustands-
abhingiger Beobachtermatrix L(Z,u) entworfen werden. Fiir den Beobach-
terentwurf sind zuerst einmal fiir die Linearisierung des Systems die Jacobi-
Matrizen

A = g; W md C@#) = 85(3)(;)
zu bilden. Man erhélt
5 w(@2) —u 1 (Z2)Z1
A((B,U) = 1 1 o
— pu(Z2) = p(T2)T1—u
«
und
C(z)=[10].

Im néchsten Entwurfsschritt berechnet man das charakteristische Polynom
der Beobachtermatrix

P(s) =det(sI — (A(x,u) — L(Z,u)C(Z))).

Beobachtermatrix F (&, u)

Hierbei ist _
L(Z,u) = Fl(”’" “)} .

lg(fi),u)

Wir verwenden der Ubersichtlichkeit halber im Weiteren die folgenden
Abkiirzungen:

ll = ll(i,u),
lo =(x,u),
p=p(22),

N du(x
Nl = Nl(xQ) = /;(5222).

Man erhilt so fiir das charakteristische Polynom von F
!

l
P(S)=s2+<l1—u+/;£1+2u)s+//:ﬁ1 <12+ 1Iu)+llu—uu+u2.

Der Koeffizientenvergleich mit dem Wunschpolynom

P(s) = s* + a1s + ag

liefert das Gleichungssystem
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/

i =l —p+" 20,
l
ag = p'i <l2—|— 1;”) +lu — pu + u.

Hieraus folgt

’
llzdl—i—,u—l;a?l—Zu,

/ _dg—d1u+u2 a1 +p—a e —2u
> W a '

In der Tat ergibt sich nach Einsetzen von L(&,u) in die Gl. (6.11) fiir die
Matrix F' der Schétzfehlergleichung

é=F(z,u)e
die von & und u abhéingige Matrix

F(&,u) = A(#,u) — L(Z,u) C(%)

N [ /5,
—a1+ T1+u n a1
(o]
ao — aru+u? Ay — o lyW'i —2u w o
- )~ + - T —u
W a a

Man beachte, dass zwar F' von & und u abhéngt, aber das charakteristische
Polynom R
P(s) = P(s) = s> + ays + ao

der Matrix F' nicht abhéngig von  und u ist.

Wir legen den Beobachter mittels ag = 100 und a; = 20 so aus, dass die
Eigenwerte von F'(&,u) bzw. die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
P bei 51/ = —10 liegen.

Die Diagramme in Bild 6.8 zeigen den Verlauf der Biomasse- und Sub-
stratkonzentration im Bioreaktor fiir den Anfangszustand

x(0) = [4.0 0.02]7 g1~

Zum Vergleich sind die Systemzustéinde des Beobachters angegeben, ausge-
hend von

Z(0) = [3.0 0.05]7 g171.

Die Systemzustédnde ndhern sich bei einer Eingangsgrofie u = 0.5 den End-
werten 21 = 4.94 g17! und x5 = 0.03 gl~! an. Die Fehler zwischen den rea-
len Systemzustéinden des Reaktors und den beobachteten werden schnell und
recht unspektakulér eliminiert.
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0 1 2 3 4 5 6 7 8
0.1 ‘ :
- - - Zustandsgrofie
. —— geschétzte Zustandsgrofe
|
)
= ST
é\] 1
0 | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Zeit t in Stunden

Bild 6.8: Verlauf der tatsédchlichen und der geschétzten Biomassekonzentrationen
und Substratkonzentrationen zo.

6.4 Das erweiterte Kalman-Filter
6.4.1 Kalman-Filter fiir lineare Systeme

Das erweiterte Kalman-Filter, abgekiirzt EKF, ist der in der Praxis am héu-
figsten verwendete Beobachtertyp fiir nichtlineare Systeme. Es basiert auf
einer linearisierten Darstellung der nichtlinearen Systemdynamik. Um seine
Funktionsweise zu verstehen, wird zuerst kurz die Funktionsweise des Kalman-
Filters fiir lineare Systeme wiederholt [53].

Das zu beobachtende System

& = Ax + Bu + pu,
y=Czxz+p

wird durch zwei mittelwertfreie, normalverteilte, weifle Rauschprozesse p und

p, die unkorreliert sind, gestort. Fiir ihre beiden Kovarianzmatrizen @ und S
gilt

Q : 6(t1 - tQ)a
S 8(t, — ts).

cov{p(ty), p(t2)
covip(t1), p(t2)

}
}
Das Kalman-Filter

£=(A—LC)Z+ Bu+ Ly
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_u t=Ax+Bu-+pu .
y=Czx+p
Y
Y-y )
L
vU g
L) T =AZ+Bu-+v -

Bild 6.9: Struktur eines Kalman-Filters.

mit der Filtermatrix L bestimmt mit & eine Schitzung des Zustandsgroffenvek-
tors x. Bild 6.9 zeigt das zu beobachtende System und die Struktur des
Kalman-Filters, die vollstindig der Struktur des Luenberger-Beobachters aus
Bild 6.1 entspricht.

In der Tat sind, wie wir aus der linearen Systemtheorie wissen [53, 182],
Kalman-Filter und Luenberger-Beobachter identisch in ihren Gleichungen. Sie
unterscheiden sich lediglich in der Bestimmung der Matrix L. Und zwar wihlt
man beim Luenberger-Beobachter die Eigenwerte geeignet und legt dadurch
die Matrix L fest. Die Kalman-Matrix L ist dagegen so ausgelegt, dass der
Einfluss der Rauschgréfien g und p auf den Schiitzfehler e minimal ist. Dies
geschieht, indem man aus dem Schétzfehler

e=x—&
und den Erwartungswerten
T
E{ef} = Jim 21T / e2(t)dt
-7

das Giitemaf} .
J=> E{e}
i=1

bildet und dieses in Abhéngigkeit von L minimiert.
Die Losung hat die Form

L=PC's™, (6.12)
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wobei sich P aus der Riccati-Gleichung
AP+ PAT —pCTST'CcP=-Q (6.13)

ergibt. Die Matrizen S und @ sind im Allgemeinen unbekannt und werden
oft als Einheitsmatrizen angenommen. Erst nachtréigliches, iteratives Auspro-
bieren bzw. Optimieren mit anderen Matrizen S und @ fithrt dann zu einem
befriedigenden Entwurfsergebnis.

6.4.2 Das EKF fiir nichtlineare Systeme

Im Fall eines nichtlinearen Systems

:i::f(wvu)+uv
y=g(x,u)+p

kann formal die Schitzgleichung des Kalman-Filters auf die nichtlineare Si-
tuation iibertragen werden und man erhélt die Beobachtergleichung

&= f(&u)+ Ly — g(&)).

Dieser Analogieschritt wurde bereits im vorherigen Kapitel im Fall des Be-
obachterentwurfes mittels Linearisierung durchgefiihrt. Nachteilig ist dabei
die Wahl einer konstanten Matrix L, da der Beobachter dann nur um einen
Arbeitspunkt herum gut funktionieren wird. Diese Situation liegt auch hier
vor. Man wahlt die Beobachtermatrix L daher zeitabhéngig, um sie je nach
Verlauf der Trajektorien «(t) bzw. Z(¢) an die Nichtlinearitét des Systems
anzupassen. So nimmt die Beobachtergleichung die Form

= f(&u)+Lt)(y —g(%)) (6.14)

an. Diesen Beobachter bezeichnet man als erweitertes Kalman-Filter.
Der Entwurf von L(t) erfolgt mittels der bekannten Entwurfsgleichung
(6.12) des klassischen Kalman-Filters

L(t) = P(t)C"(t)S™,

wobei sich die Matrix P(t) aus der nun zeitabhingigen Riccati-Gleichung
(6.13)

A(P(t)+ Pt)AT(t) — P)CT(t)STIC(t)P(t) = —Q

errechnet. Dabei ergeben sich die Matrizen A(t) und C(t) als Linearisierun-
gen, d. h. Taylor-Entwicklungen, die nach dem ersten Glied abgebrochen wer-
den, aus

_of

- o=y

_ g

A(t) = e a0

und C(t)
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an der jeweils aktuellen und bekannten Stiitzstelle &(t).
Praktisch 16st man die obige algebraische Riccati-Gleichung wie im linea-
ren Fall iiber die Riccati-Differenzialgleichung

Pt)=At)Pt)+ Pt)AT(t)+Q — PH)CT(1)S~'C(t)P(t).  (6.15)
Als Anfangswert fiir die gesuchte Matrix P(t) wird dabei die Kovarianzmatrix
P(0) = cov{xg — o, x0 — To} = E{(x0 — &0o) (w0 — a"cg)T}
des anféinglichen Schéitzfehlers
ey =xo — Tg, xo=x(0) und Tz = Z(0)

verwendet.

Zu beachten ist, dass die Riccati-Differenzialgleichung (6.15) nicht offline
gelost wird, um den stationdren Wert von P zu bestimmen. Dies ist off-
line deshalb nicht méglich, weil sich A(t) fortlaufend dndert. Man 15st die
Schitzgleichung (6.14) und die Riccati-Differenzialgleichung (6.15) also si-
multan, wobei man fortwiihrend die Jacobi-Matrizen A(¢) und C(t) zu be-
stimmen hat. Stabilitdt und Qualitdt der Schitzung sind beim erweiterten
Kalman-Filter nicht gesichert, sondern miissen simulatorisch iiberpriift wer-
den. Letzteres hat den Nachteil, dass man keine allgemeingiiltige Aussage
erhilt, sondern Stabilitdt und Schétzgiite nur fiir die jeweils durchgefiihrten
speziellen Simulationen gelten.

Beim Entwurf des Kalman-Filters, d. h. der Wahl von S und Q, ist Aus-
probieren notig und Erfahrung erforderlich. Zusammengefasst erhélt man fiir
das System

:i::f(mvu)+uv
y=g(x,u)+p

die Gleichungen des erweiterten Kalman-Filters bzw. des Beobachters

A=
Tla)

C_ gg 7 (6.16)
Tla )

P=AP+PAT + Q- PCTS!CP,

L=pPCcTs

Die Struktur des erweiterten Kalman-Filters und die gegenseitigen Abhéngig-
keiten der einzelnen Gleichungen zeigt Bild 6.10.
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System
v &= f(x,u) + v
f— > - ’ H ——
y=g(z)+p
:" """"""""""""""""""""""""""""""" r A
s i |
: L <):§ :
1 - 1
1 1
| L i
1 1
1 1
| 99 c Ta-1 :
i 1= o 5 L=PC"Ss E
| i
| 7 - |
| i
L fq_ O b= p_AP+PAT +Q
: ﬂ,—» —-PCTs 'c P .
i A i
1 1
i T |
1 1
1 1
1 1
| v i
i > x=f(T,u)+v I |
i g =g(%) g
i u |
i i
1 1
1 1

Erweitertes Kalman-Filter

Bild 6.10: Erweitertes Kalman-Filter.

Die praktische Umsetzung des erweiterten Kalman-Filters erfordert, wenn
man von sehr einfachen Féllen absieht, eine numerische Losung der Riccati-
Differenzialgleichung mittels eines Integrationsverfahrens — z. B. mittels des
Runge-Kutta-Verfahrens. Im Prinzip gilt dies auch fiir die Schétzgleichung.
Die numerische Losung der Riccati-Differenzialgleichung kann dabei Probleme
bereiten.

6.4.3 Beispiel Flugzeugtriebwerk

Wir betrachten ein Strahltriebwerk, wie es z. B. in Verkehrsflugzeugen einge-
setzt wird. Bei dem in Bild 6.11 gezeigten Mantelstromtriebwerk, auch Tur-
bofan genannt, existieren ein innerer und ein duflerer Luftstrom. Der innere
Luftstrom, auch Kernstrom genannt, wird durch einen Kompressor verdich-
tet, dann mit Kerosin vermischt und dieses Gemisch hinter dem Kompressor
geziindet. Die so entstandenen Verbrennungsgase treiben eine Gasturbine an.
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Schub
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o

Mantelstrom Kernstrom Verbrennungsraum

Bild 6.11: Flugzeugtriebwerk.

Diese wiederum dreht den Kompressor und den vor ihm liegenden Fan. Der
Fan saugt neben der Luft des inneren Stroms auch die des dufleren an, der
mantelformig um den Kompressor und die Turbine herumgeleitet wird. Die-
ser duflere Luftstrom, der Mantelstrom, verstiarkt den Schub, der durch den
Kernstrom erzeugt wird.

Im Kompressor kann es aufgrund eines Stromungsabrisses oder durch
Schubschwankungen zu instabilen Stromungsverhéltnissen kommen. Dann
sind im schlimmsten Fall Beschiddigungen des Triebwerks, z. B. aufgrund eines
Flammenaustrittes oder aufgrund einer Richtungsumkehr des Massenstroms,
moglich. Dies sucht man z. B. durch eine Regelung zu vermeiden.

Beschrieben werden die Verhéltnisse im Kompressor durch die Moore-
Greitzer-Gleichungen [105, 126]

. 1
qﬁ:—w+ww+1+gq5—2q53—3qm,
1
/62
R=0R(1—®* —R).

U= (D— VW +1), (6.17)

Hierbei ist @ der Massenfluss durch den Kompressor, ¥ der Druckanstieg,
R > 0 ist ein MaB fiir den Strémungsabriss und (, o sowie ¥, sind Kon-
stanten. Als Stellgrofie u wirkt die Variable v. Sie reprisentiert z. B. Zapfluft,
die dem Kernstrom oder dem Mantelstrom entnommen und dem Verdichter
so zugefithrt wird, dass kein Strémungsabriss oder eine Richtungsumkehr des
Massenstroms entsteht.

Ziel ist es, mittels einer Regelung das Triebwerk, d. h. seinen Kompressor,
in der Ruhelage
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Rr=0, &g =1 und Uy = Ve, + 2 (6.18)

bei v = 2/v/W, + 2 zu stabilisieren. Dies geschieht z. B. mit einem nichtlinea-
ren Zustandsregler. Allerdings benétigt man fiir einen solchen Regler alle drei
Zustandsgroflen @, ¥ und R. Der Druckanstieg ¥ ist messbar. Die Grofien &
und R hingegen sind es nicht. Sie miissen mittels eines Beobachters geschétzt
werden.

Bevor wir ein erweitertes Kalman-Filter als Beobachter entwerfen, trans-
formieren wir das System (6.17) noch so, dass die Ruhelage (6.18) im Ursprung
liegt. Zu diesem Zweck fithren wir die neuen Zustandsvariablen

331:@—1,
xQZW_!pCO_27
{E3:R

ein und erhalten mit u =  die transformierten Systemgleichungen

1
i —X9 — 23:% — 23:% — 3xr123 — 313
o 1
iz = f(z,u) = 5 (961 —unw Voo + 2+ 2) . (6.19)

—ox3 — o321 + 23)

Die Messgrofe ist, wie erwéhnt, y = xo. In der Ruhelage g = 0 betréigt
UR = 2/\/4700 + 2.

Wir linearisieren das System (6.19) um den geschétzten Zustand & herum
und erhalten

—3%; — Zﬁ — 333 ~1 —3% — 3
_ -2
an=T | g o 0
oz x 2\/(3724'@00"'2)
—20’533(14-51) 0 —207T3 —0'(2531 —|—§3%)
und mit
y=g(x) =12
ergibt sich
dg
C(t) = =1[010].
0= ol =010

Die linearisierte Systemmatrix A(t), der linearisierte Ausgangsvektor C|(t)
und die nichtlineare Systemdynamik f(a,u) sind nun einzusetzen in die Glei-
chungen (6.16) des erweiterten Kalman-Filters. Man erhélt

&= f(@,u)+ Ly — i2),
P=AP+PAT + Q- PCTS!CP,
L=pPCcTs™
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Zu beachten ist, dass C hier eine 1 x 3 - Matrix, also ein Zeilenvektor, ist und
L eine 3 x 1 - Matrix, also ein Spaltenvektor.
Fiir die Kovarianzmatrizen @ und S, wobei hier S skalar ist, wahlt man

0.45 1.15 0.88
Q= |1.15 865 1.77|, S=0.12.
0.88 1.77 3.04

Die Systemparameter sind ¥, = 0.72, 0 = 4 und § = 0.71. Bild 6.12 zeigt
den Verlauf der originalen Zustandsgréfen @, ¥ und R fiir den Anfangsvektor
der Strecke

[@(0) ¥(0) R(0)] =[1.5 1.2 0.5]
und fiir den Anfangszustand des Kalman-Filters

[®(0) ¥(0) R(0)] =[0.5 0.2 0]

bei jeweils konstanter Stellgrofie u = ur = 2/+/2.72. Die Matrix P(t) ist zum
Zeitpunkt t = 0 die Einheitsmatrix.
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< | —— geschétzte Zustandsgrofe
% 0.2 .
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Zeit t in s

Bild 6.12: Verldufe des realen und des geschétzten Massenflusses @, Druckanstiegs
¥ und Abrissmafles R der Stromung.
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6.5 High-gain-Beobachter

6.5.1 Einfiihrung und Funktionsweise

Um die Funktionsweise eines High-gain-Beobachters zu erlautern, nehmen wir
vorerst an, dass das nichtlineare SISO-System

&= f(x,u),
y=g(x)

in der nichtlinearen Beobachtbarkeitsnormalform,

z2
23
zZ= ,
(6.20)
Zn
o(z,u, 1, ..., u""1)
Yy = 21,
vorliegt oder in diese Form mittels
z=q(x,u,,... ,u("’l))

transformiert wurde. In Gl. (6.20) beschreibt die Funktion ¢ die Nichtlinea-
ritdten des Systems.
Die Systembeschreibung (6.20) wird oft auch in der Form

2=Az+bo(z,u,u,...u"Y),

6.21
y— s (6.21)
mit
010 -0 0
001 -0 0
A=|: . b=, =[10-0] (6.22)
000 1 0
00O 0 1

dargestellt. Die zur Matrix und den Vektoren (6.22) zugehérige lineare Sys-
tembeschreibung

z = Az +ba,

y=c'z

wird als Brunovsky-Normalform bezeichnet.
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Ahnlich wie beim Luenberger-Beobachter fiir lineare Systeme, setzt man
den High-gain-Beobachter fiir obiges System mit dem Schétzvektor Z zu

Z=AZ +bp(Z,u,t,...,u" )+ L(e)(y — T 2) (6.23)
bzw. mit § = ¢’ 2 zu
Z=AZ+bo(Z,ui,... ,u" D)+ L) (y —7) (6.24)
an. Hierbei ist
et o - 0 I
0 £2.. 0 Iy 1
Le) = . =D""(¢)-1

der Beobachtervektor, der iiber den Parameter ¢ > 0 eingestellt wird, und

D_l(s) eine Diagonalmatrix, die die Werte ¢~% als Elemente d;; besitzt. Im

Unterschied zu £(g) bezeichnen wir mit I = [l; Iy --- [,]7 einen konstanten

Vektor. Den High-gain-Beobachter fiir das System (6.21) zeigt Bild 6.13.
Mittels des Beobachterfehlers

e=z-—2,

der Systembeschreibung (6.21) sowie des Beobachters (6.23) ergibt sich die
Fehlergleichung des Beobachters zu

é=(A—L(e)c) e +b(s0(z, w i, .. u ) —p(Z g, M(ﬂ—l)))

—(A-D &) e +b(g0(z,u,u, ) —p(Zu, . ,u("_l))). (6.25)

u 2=Az+byp(z,u) Y

y=clz

Bild 6.13: Struktur des High-gain-Beobachters.
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Nimmt man zunéchst an, dass
w(Z,u,1u,. .. ,u("_l)) =o(z,u,1,... ,u("_l))

ist, so ist die Fehlerdynamik linear mit é = (A — D™ (e)le”) e und durch die
Eigenwerte der Systemmatrix des Beobachters,

et 1...0
—lye2 0---0

F(e)=A—-D '(e)lc" =

e~ (=D ... 1
—lpe™™  0---0

vorgebbar. Das charakteristische Polynom von F ist

l l I ln
P(s)=s"+ " "1 4 225"_2+...—|— s
€ 5 gn=1) en
=|s+ S+ ool s+ .
€ € €
Die Eigenwerte
DY
A =
€

von F(s) verschieben sich also mit € auf Strahlen, die vom Ursprung der
komplexen Ebene ausgehen. Dabei werden die Eigenwerte \; mit kleiner wer-
dendem ¢ immer kleiner, d. h., sie wandern immer weiter nach links in der
komplexen Ebene. Es gilt
lim Re {5\1} = lim Re{Ai} = —00,
e—0 e—0 IS
vorausgesetzt es werden alle Eigenwerte \; mit Re {\;} < 0 gewéhlt. Bild 6.14
illustriert diese Abhéngigkeit der Eigenwerte \; von ¢.

Fiir den betrachteten Fall o(Z,u,t,...,u™ D) = o(z,u,u,...,u""D)
konvergiert der Beobachterfehler e also aufgrund der linearen Fehlerdynamik
gegen null. Die Konvergenz ist dabei umso schneller, je kleiner der Parameter
€ gewéhlt wird.

Im Weiteren soll nun der Fall

w(Z,u,1u,. .. ,u("_l)) # o(z,u,1,... ,u("_l))
betrachtet werden. Dabei transformiert man den Schétzfehler e mittels

€1 él 10 --- 0
(D) € €2 0et... 0

e=|.|= . = é=c-D7'(e) &

€en g_(n_l) én 0 O e 5_(77'_1)
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Im 4
e—0

Bild 6.14: Verlauf der Eigenwerte.

Fiir die Fehlergleichung (6.25) des Beobachters gilt nach dieser Transformation
eD'(e)é = (A— D '(e)lc") - eD ' (e)é
+b (gp(z,u, ..., u™ V) — (2, u,0, ... ,u("_l))>.
Hieraus folgt nach Multiplikation mit D(e)
eé = (eD(e)AD '(e) —Ic" -eD7}(e)) & (6.26)
+ D(e)b (ga(z, wy iy .., u ") — (2, u, 1, ,u("*l))).

Da nun

e0---0 010---0] [e=* 0 --- 0
0e2...0 001---

o
o
ml
N
o

00:.---&™ |1000---0 0 0 -..&e™™
und

-1 0 ... 0

o~ o~
N =
o O
o O
m
(e
m|
[~}
o

~
3
o
o
o
m|
3

und D(g)b = e™b gilt, erhalten wir fiir Gl. (6.26) die transformierte Schétzfeh-
lergleichung zu

cé= (A— lcT)é+5”b(<p(z, u, . um) (2w, u("_l))). (6.27)
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Man skaliert des Weiteren die Zeit ¢ gemaf
r=c1.t
zur neuen Zeit 7 um. So erhélt man
deé de

é: =

dt  edr
und fiir Gl. (6.27)
é=(A-1c")e+ E"b(w(z,u,u, o u Y —o(F u 7u(n71))).
Aus dieser Gleichung erkennt man direkt, dass der nichtlineare Term
e"b (go(z,u, dy ™Y — (2, U, ,u("—l))>

prinzipiell umso unbedeutender wird, je kleiner ¢ ist.
Die lineare Fehlerdynamik des High-gain-Beobachters

é=(A-1c")¢é

dagegen besitzt eine konstante Matrix

—l; 10---0
Iy 01---0
F=A-lc"=| © i 1],
1, 100---1
I, 00---0
deren Eigenwerte \; tiber [y, ..., [, beliebig vorgebbar sind. Wahlt man also

nur hinreichend klein, so wird der Beobachter ein stabiles Verhalten aufweisen
und der Beobachterfehler é bzw.

e—=z—z

gegen null konvergieren. D.h., der Schitzwert Z wird gegen den Systemzu-
stand z konvergieren. Aus der Tatsache, dass fiir kleine Werte ¢ die Elemente
des Beobachtervektors £() = D~ ()l groBe Werte annehmen, resultiert der
Name High-gain-Beobachter. Hierbei ist zu beriicksichtigen, dass die Eigen-
werte A; = \;/e des High-gain-Beobachters mit der Systemmatrix F(¢) um
den Faktor 1/e grofier sind, als die Eigenwerte des zeitlich transformierten
Beobachters mit der Systemmatrix F'.

6.5.2 High-gain-Beobachter in allgemeiner Form

Wir haben im obigen Abschnitt den High-gain-Beobachter fiir ein System ent-
worfen, das in Beobachtbarkeitsnormalform bzw. in Brunovsky-Normalform
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vorlag oder in diese Form transformiert wurde. In der Praxis wird die Sys-
tembeschreibung jedoch nur selten in dieser Normalform vorliegen. Um dann
einen High-gain-Beobachter entwerfen zu kénnen, miissen wir das System

T = f(sc,u),
y=g(x)

mittels der Abbildung (6.4) (siehe Abschnitt 6.1.5), d. h. mit dem Diffeomor-
phismus

(6.28)

z=q(x,u,a,...,u" V), (6.29)

in die Beobachtbarkeitsnormalform (6.20) transformieren. Dies ist nicht immer
einfach moglich. Nehmen wir an, es ist uns gelungen und wir haben dann
fiir das System in Normalformdarstellung einen High-gain-Beobachter (6.23)
gemif dem vorherigen Abschnitt entworfen.

Eine Moglichkeit, den Beobachter so darzustellen, dass seine Zustédnde in
den Originalkoordinaten & des Systems (6.28) vorliegen, besteht darin, ihn
geeignet zu transformieren. Zu diesem Zweck miissen wir die Transformati-
onsgleichung (6.29) in die Beobachtergleichung (6.24), d. h. in

Z=AZ+bo(Z,u,t,... . u" D)+ L)y —7) (6.30)

einsetzen. Wir bestimmen mit z = q(z,u, 1, ...,u" V) baw. 2 = q(&,u, U,
,u™ 1) die Ableitung

~ . n— n—1
dq(mv U, Uy ... 7u( 1)) 8q i+ aq u(i-‘rl)
it Tzt w0

z= (6.31)
wobei & der Schiitzvektor zu x ist. Gl. (6.31) eingesetzt in Gl. (6.30) ergibt

0 !
ol Z WD = AZ 4 bp(Z i, u" D) 4 EE) (Y — 7). (632)

woraus
aq -1 n—1 8(]
< = = . i+1)
T = (85:) (Az +bp(Z,u,1,.. E au(l) ul )

T (8‘3)_18(@@ -

ox
folgt. Da die Riicktransformation 2 = q(x,u,, . ..,u»~1)) gerade zu
a —1 n—1 8
(8;) (AZ +bp(Z,u, 0, ..., u""Y) — 2 8u(é) u(“'l)) = f(Z,u)

fithrt, erhalten wir fir Gl. (6.32) die allgemeine Gleichung des High-gain-
Beobachters in Originalkoordinaten
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oq(&,u,, ..., u"Y) -

= @+ (V1O ) - 63)

e

Man beachte, dass §j = ¢’ 2 = g(&) gilt. Zustandstransformationen obiger Art
haben wir auch schon im Abschnitt 1.1.10 kennengelernt.

Der Beobachter benétigt nicht nur die Messgrofie y und die Stellgrofie u,
sondern auch die in g enthaltenen Ableitungen 4, ..., u("~1. Bild 6.15 zeigt
die Struktur des Beobachters.

Die Konstruktion eines Beobachters gemifi Gl. (6.23) oder Gl. (6.33) er-
fordert héufig die Bestimmung der Transformation

z=qx,u,a,...,u"Y)

bzw. der zugehorigen inversen Transformationsvorschrift g—!. Dies kann sich
in der Praxis als durchaus komplizierte Aufgabe herausstellen.

Prinzipiell existieren zwei Moglichkeiten, den High-gain-Beobachter zu im-
plementieren. Einerseits kann man mittels der Beobachtergleichung (6.30) und
der Eingangsgrofie u sowie der AusgangsgroBie y den Schitzzustand Z des
transformierten Systems (6.21) ermitteln. Uber die inverse Transformations-
vorschrift g~ berechnet man dann den eigentlichen Schitzvektor .

Andererseits kann man mittels der allgemeinen Gleichung (6.33) des High-
gain-Beobachters den Beobachter auch in Originalkoordinaten & realisieren.
In jedem der Fille liegt die Krux der Methode, wie erwéhnt, im Umgang mit
der Funktion g. Denn entweder muss man die Umkehrfunktion g~! ermitteln
oder die Inverse der Jacobi-Matrix dg/0x. Beides ist oft schwierig.

§=g() 7l

Bild 6.15: Allgemeiner High-gain-Beobachter mit der Kurzschreibweise ¢q fiir
q(i,u,u,...,u("fl)).
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6.5.3 Beispiel chemischer Reaktor

Wir betrachten als Beispiel einen Riihrkesselreaktor [43, 93]. Diesem Reaktor
wird kontinuierlich ein Stoff A mit einer Volumenrate ¢, zugefiihrt. Der Stoff
A besitzt dabei die Eingangskonzentration ¢y und die Eingangstemperatur
Ty. Im Reaktor wird der Stoff katalytisch zerlegt, wobei Wérme frei wird.
Aus diesem Grund ist der Reaktor mit einem Kiihlmantel umgeben, durch
den Kiihlwasser mit der Temperatur Tk flieBt. Im Reaktor wird iiber einen
Mischer sténdig eine homogene Durchmischung gewéhrleistet. Die Zerfallspro-
dukte verlassen den Reaktor schliellich mit der Volumenrate g,. Im Reaktor
hat das Gemisch die Temperatur 7" und der Stoff A ist im Gemisch mit der
Konzentration ¢ vertreten. Bild 6.16 illustriert den Prozess.

Kiihlwasser
- mit TK
4z, Co, TO
abflielendes
Kiihlwasser

Bild 6.16: Chemischer Reaktor.

Der Reaktor kann durch ein nichtlineares System zweiter Ordnung model-
liert werden. Als Zustandsvariablen definiert man die normierten Grofien
Cop— C

q T-Th
T = un Ty = .
1 c 2 T,

Die Zustandsgrofie zp ist im Gegensatz zur normierten Temperatur zo nicht
messbar. Die Eingangs- bzw. Stellgrofle w ist die auf Ty bezogene Kiihlmittel-
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temperatur Tk, d. h.

Tk =Ty
U= T,
Die Modellgleichungen lauten
&= f(@.u), 650
Y =22

mit
—axy + k(1 — zy)e”o/(Fe2)

Fl@,u) = —Bxy + kd(1 — xp)e=/(1+52) 4 by,

und den Parametern

co = 0.848 mol 171, Ty = 308.5 K,
k=1.05-10" min~?, a = 34.2583,

a = 0.2674 min~!, 6 =1.815min"?!,
d = 0.4682, b=1.5476 min~'.

Dabei ist die Zeiteinheit zu einer Minute angenommen worden.
Wir ermitteln nun zuerst den Diffeomorphismus

zzq(m,u,u,...,u("*l)),

der das System (6.34) in die nichtlineare Beobachtungsnormalform transfor-
miert. Es gilt

_ A Y T2 _
= LJ B Lj B {—5332 + kd(1 — 21)e~o/(Fe2) —l—bu} =q(z,u). (6.35)

Hieraus folgt fiir g—! der Zusammenhang

1
— _ a/(1+z1)
T = [xl] = [1 k;d(22+621 bu)e 1 =q '(z,u). (6.36)
Z1

Man beachte, dass Gl. (6.36), d.h. g1, fiir alle 2; = x5 # —1 definiert ist.
Da T > 0 und damit x5 > —1 ist, kann das System fiir alle relevanten Werte
von x bzw. z als global beobachtbar angesehen werden. Zur Bestimmung der
nichtlinearen Beobachtungsnormalform setzt man Gl. (6.36) in Gl. (6.34) ein

und erhalt
21 22
Z| ez, u,w))’

y=z
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mit

a-z9(z2 + f 21— bu)
(1+21)2

— k(B 21 — bu— ad)e™ /) _q(3. 21 — bu) + bi.

QO(Z7 u, u) = - (CL + 6 + ke_a/(1+zl)) z92

Somit kénnen wir nun den High-gain-Beobachter fiir den chemischen Re-
aktor direkt gem#f Gl. (6.23) zu

é:[w(@ }+E@Xy—%) (6.37)

Z,u,1)

angeben. Transformiert man den Beobachter mittels Gl. (6.35) so, dass die
Beobachterdarstellung (6.37) in Originalkoordinaten & vorliegt, so gilt mit
Gl (6.33)

dq

-1
8&) £e)(y — c"q(&,u))

é:ﬂ@m+<

mit den Abkiirzungen

T = B+ 39)2e/0F72) 4 kda(F) — 1)
kd(1 + 72)2 ’
oot/ (1+2)
kd
Die Beobachterriickfithrung wird mittels e=0.1, A\; =—1.69 und Ao =—2.6
dimensioniert. Fiir die Simulation wurde

2 = —

xl =1[0.504 0.02]

als Startzustand des Systems gewiéihlt. Als Anfangsvektor fiir den Beobachter
wurde

25 =10 0.02]

angesetzt, da #1(0) nicht messbar ist und Z2(0) aus der Temperaturmessung
direkt verwendet werden kann. Die Stellgrofie ist u(t) = —0.01.

Die Simulationsergebnisse fiir den High-gain-Beobachter sind in Bild 6.17
zu sehen. Die geschétzte Zustandsgrofle z;, erreicht nach ungefdhr 25 s den
tatséichlichen Wert der Zustandsgrofie x1. Wie zu erwarten, ist zwischen Mess-
wert xo und geschitztem Wert 5 nahezu kein Unterschied im zeitlichen Ver-
lauf feststellbar.
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Bild 6.17: Verldufe der beobachteten und der wahren Zustinde des chemischen Re-
aktors, d. h. der normierten Konzentration z; und der normierten Temperatur x2.

6.5.4 Der Fall eingangslinearer Systeme

Wir waren bisher fiir den Entwurf von High-gain-Beobachtern davon ausge-
gangen, dass die Regelstrecke in der Form

Z2
x3
a.; = . y
x. (6.38)
(,0(115, U, 'L.L, cee u(nil))
Yy=1r1

vorliegt oder in diese Form transformiert wurde. Dies wird, wie schon des
Ofteren erwéhnt, nur in wenigen Féllen auch so sein. Gliicklicherweise lassen
sich viele eingangslineare Systeme, also Systeme der Form

& =a(xz) + b(x) - u,
y = c(x),
in die obige Form (6.38) mittels einer Transformation
z=q(x) = t(x) (6.39)

eineindeutig umformen. Diese Umformung haben wir bereits in Kapitel 4.2
und auch in Abschnitt 6.1.6 behandelt. Aus Griinden der Verstéindlichkeit
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und der Bequemlichkeit gestehen wir uns ein wenig Redundanz zu und wie-
derholen die Herleitung der Transformationsgleichung (6.39) noch einmal. An-
gemerkt sei noch, dass die Transformation ¢ aus Kapitel 4.2 einen Sonderfall
der Transformation q aus Abschnitt 6.1.4 bildet.
Man bestimmt die Abbildung ¢ mittels der Lie-Ableitung
_ Oc(x)

Lac(@) = )" a(@)

wobei fiir die mehrfache Lie-Ableitung

AL le(x)

Lrc(x) = LoLr te(x) 9

a(z)

gilt. Nun differenziert man die Ausgangsgrofe y = c(x) mehrfach nach der
Zeit t und erhalt

y =c(z),
. Oc(x), Oc(x) Oc(x) B
U= FT g a(x) + 9 b(x)u = Lac(x) + Lpe(x) u,
=0
. OLgc(z), OLgc(x) OLqc(x) _
b=, E= . a(x)+ 9 b(x)u=L2c(x)+ LyLaoc(z) u,

=0

oL~
y D= “a;(w) & = L e(x) + Ly Ly 2c(x) u,
=0
@) 0Ly e(m) . o1
y© = T = Lgc(x) + LyLg “c(x) u.
ox _—
£0

Man leitet y in obigem Schema so lange ab, bis erstmals der mit der Stellgréfie

u verbundene Term
LyL2 te(x) #0

ist. Die obige Ableitungskette entspricht, wie erwihnt, derjenigen, die beim
Reglerentwurf mittels exakter Linearisierung in Kapitel 4.2 auftritt. Der Ab-
leitungsgrad &, bei dem erstmals Ly LS~ c(x) # 0 ist, wird — wie schon bei der
exakten Linearisierung — als Differenzordnung 6 oder relativer Grad bezeich-
net.

Im Weiteren werden nur Systeme betrachtet, bei denen die Differenzord-
nung ¢ gleich der Systemordnung n ist, also

d=n
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gilt. Obige Ableitungskette hat dann die Form

Yy = C(.’B),
Yy = Lac(x),
y= L?LC(:B),
(6.40)
Y = 1 (),
Y™ = L7¢(x) + Ly L7 te(x) - u.
Man definiert nun neue Zustandsvariablen
21 y c(x)
Z2 ] Lac(z)
= |23 =] U _ | Lic(=) | = t(z) (6.41)
Zn y(=v Ly e(x)

und erhilt so auch gleich die gesuchte Abbildung ¢(x). Mit den Gleichungen
(6.40) und (6.41) ergibt sich die gesuchte Systemdarstellung

Z1 z2
én—l Zn
Zn Ltc(z) + Ly L2 te(x) - u
Yy==z,

in der noch in der letzten Zeile der Originalzustand & durch z mittels
z=t(x) bzw. xz=t"'(2)

zu ersetzen ist. So erhilt man schliellich

z1 z9
Eory R I (6.42)
Zn o(z,u)

y=z=

mit
p(z,u) = Lae(t™(2)) + LoLy ™' e(t ™' (2)) - u.
Mittels der Brunovsky-Normalform kann Gl. (6.42) in der Form

2=Az+byp(z,u),

y=clz
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mit
0100 0
0010 0
A= . b=, "=[10---0]
0001 0
0000 1

dargestellt werden.
Der zugehorige Beobachter

Z=AZ+bp(Z,u) +L()(y — c''2) (6.43)

kann auch mittels
z=1t(x) (6.44)

so transformiert werden, dass er in den Koordinaten des Originalsystems
& =a(x)+ blx) - u,

Y = () (6.45)

vorliegt. Es gilt, wenn man Gl. (6.44) in Gl. (6.43) einsetzt, fiir den Schiitzvek-
tor & in Originalkoordinaten

dt (%)

P A t(Z)+b o(t(®),u) +£(e)(y — cTt(:'i:))

und somit

PE) 5~ A1) + b olt(@),0) + £E) (3 — ().

In der letzten Gleichung multipliziert man linksseitig mit der Inversen der
Jacobi-Matrix 0t(x)/0x und erhélt letztendlich die Formel des High-gain-
Beobachters in Originalkoordinaten zu

ot(®

& = a(&) +b(Z) u+ ( P ))_ L) (y —9), (6.46)

wobei § = ¢(&) gilt. Bild 6.18 zeigt die Struktur des High-gain-Beobachters fiir
das Originalsystem (6.45). Obige Gleichung (6.46) resultiert auch unmittelbar
aus der allgemeinen Gleichung (6.33) des High-gain-Beobachters.

Abschlieflend sei angemerkt, dass High-gain-Beobachter auch entworfen
werden kénnen, wenn die Differenzordnung ¢ kleiner als die Systemordnung
n ist, also

d<n

gilt. Allerdings ist die Transformation z = ¢(x) dann komplexer. Man beach-
te hierzu die Ausfiihrungen, insbesondere auch zur Beobachtbarkeit solcher
Systeme, des Kapitels 4.2.
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y=c(®) Y

Bild 6.18: Struktur des High-gain-Beobachters fiir eingangslineare Systeme.
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Worterbuch

7.1 Deutsch — Englisch

AE = American English
BE = British English

A

Ablaufsteuerung sequencer;
sequence control; sequential control;
step control

Ableitung derivative

abschnittweise lineare Regelung
piecewise linear control

absolut stabil absolutely stable

Abschwichung attenuation

Abtasthalteglied sample and hold
element

Abtaster sampler

Abtastintervall sampling interval

Abtastperiode sampling period

Abtastrate sampling rate; sample
rate

Abtastregelung sampling control;
discrete control

Abtastsystem sampled-data
system; discrete system

Abtasttheorem sampling theorem

Abtastzeit sampling time;
~ interval; sample period

Abweichung offset

Ackermann-Formel Ackermann’s
formula

[ Nur in der Regelungstechnik

Adaptation adaption

Adaption adaption

adaptive Regelung adaptive
control

adaptives Regelungssystem
adaptive control system

Ahnlichkeitstransformation
similarity transformation

Aiserman’sche Vermutung
Aizerman’s conjecture

Allpass all-pass filter; ~ element

Amplitude magnitudem; amplitude

Amplitudengang amplitude
response; magnitude plot[”; gain
response

Amplitudenrand amplitude
margin; gain ~

Amplitudenreserve amplitude
margin; gain ~

Amplitudenspektrum amplitude
spectrum; magnitude ~

analog analog””: analogue”

Analog-Digital-Wandler
analog-to-digital converter;
analog-digital converter; digitizer®”;
digitiser??

Anfahrsteuerung bzw. -regelung
start-up control

Anfangswert initial value

Anfangswertsatz initial value
theorem

Anfangszustand initial state

E
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Anregelzeit rise time

Anstiegsantwort ramp response

Anstiegsfunktion ramp function

Anstiegszeit rise time

Antwortfunktion der homogenen
Zustandsgleichung zero-input
response

Antwortfunktion der inhomogenen
Zustandsgleichung zero-state
response

Antwortfunktion im Zeitbereich
(auf ein vorgegebenes
Eingangssignal) transient response

aperiodisch aperiodic; overdamped
(D>1)

aperiodische Dampfung aperiodic
damping; ~ attenuation

aperiodischer Grenzfall critically
damped (D = 1)

Arbeitsbereich operating range

Arbeitspunkt operating point

asymptotisch stabil
asymptotically stable

asymptotisches Verhalten
asymptotic behavior4?;
~ behaviour?”

attraktiv attractive

Attraktivitat attractivity

Ausgangsgleichung output
equation

Ausgangsgrof3e output variable; ~
quantity

Ausgangsmatrix (C) output
matrix

Ausgangsriickfithrung output
feedback

Ausgangsvektor (¢) output vector

Ausgleichszeit build-up time

Ausregelzeit settling time

Automat automaton

autonom autonomous

B

Backstepping backstepping
Bandbreite bandwidth
Begleitmatrix companion matrix
Begrenzung limiting; saturation
Begrenzungsglied saturator

Beharrungszustand steady-state
beobachtbares System observable
system
Beobachtbarkeit observability
Beobachtbarkeitsmatrix (M )
observability matrix
Beobachter observer; estimator
Beobachtungsfehler observer-error
Beobachtungsfehlergleichung
observer-error state equation
Beobachtungsmatrix (L) observer
matrix
Beobachtungsmodell observer
model
Beobachtungsnormalform
observable canonical form
Beobachtungsvektor (L) observer
vector
Beschreibungsfunktion describing
function
Betragsoptimum amplitude
optimum
Betragsregelfliche integral of
absolute value of error (IAE)
Betragsregelfliche, zeitgewichtete
integral of time multiplied by
absolute value of error (ITAE)
Blockdiagramm block diagram
Blockschaltbild block diagram
Bode-Diagramm Bode diagram; ~
plot; frequency response
characteristics
Brunovsky-Normalform
Brunovsky canonical form

C

chaotisches System chaotic system

charakteristische Gleichung
characteristic equation

charakteristisches Polynom
characteristic polynomial

Control-Ljapunov-Funktion
control-Lyapunov function (CLF)

Coulomb’sche Reibung Coulomb
friction
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D

Diampfung damping; attenuation

Dampfungsfaktor damping factor

Diampfungskoeffizient damping
coefficient

Dampfungskonstante damping
constant

Dampfungverhéltnis damping
ratio

DDC-Regelung direct digital
control (DDC)

Deadbeat-Regelung deadbeat
control

Deadbeat-Sprungantwort
deadbeat-step response

D-Element D-(derivative) element

Deskriptorsystem descriptor
system

dezentrale Regelung
decentralized*” control;
decentralised ?F ~

Dezibel (dB) decibel

Diffeomorphismus diffeomorphism

Differentialgleichung (DGL)
differential equation; difference
equation

Differentialgleichung 1. Ordnung
first order differential equation

Differentialgleichung 2. Ordnung
second order differential equation

Differenzengleichung difference
equation

Differenzierbeiwert derivative
action coefficient

Differenzierelement 1. Ordnung
first order derivative element; first
order lead element

Differenzordnung relative degree

Digital-Analog-Wandler
digital-analog”®” converter;
digital-analogue®” ~;
digital-to-analog?® ~;
digital-to-analogue®” ~

digitale Regelung digital control

digitaler Regler digital controller

digitales Signal digital signal

dominanter Pol dominant pole

dominantes Polpaar dominant
pair of poles

D-Regler derivative controller

Dreipunktglied three-step action
element; relay with dead zone; dead
band element

Dreipunktregler three-step
switching controller; three-point
controller

Dreipunktregelung three-step
control

DT,-Element derivative element
with first order lag

Durchgangsfaktor (d) feedthrough
factor

Durchgangsmatrix (D)
feedthrough matrix

Durchgangsvektor (d)
feedthrough vector

Durchtrittskreisfrequenz gain
crossover angular frequency

D-Verhalten D-(derivative) action;
rate action

Dynamikforderung
speed-of-response specification

dynamisches System dynamical
system

dynamisches Verhalten dynamic
behavior®”: ~ behaviour®”

E

E/A-Beschreibung input-output
description; external description

E/A-Stabilitdt input-output
stability

E/A-Verhalten input-output
performance

Eckfrequenz corner frequencys;
cut-off frequency

Eckkreisfrequenz corner angular
frequency

Eigenbewegung zero-input
response; natural response

Eigenfrequenz natural frequency

Eigenkreisfrequenz damped
natural angular frequency

Eigenwert eigenvalue

Eingang input

eingangsaffines System
control-affine system;
affine-in-control ~
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Eingangsgrofle input; ~ variable
eingangslineares System
control-affine system,;
affine-in-control ~
Eingangsmatrix (B) input matrix
Eingangssignal input signal
Eingangsvektor (b) input vector
eingeschwungener Zustand
steady state
Eingréflensystem single-input,
single-output (SISO) system
Einheitsanstiegsantwort
unit-ramp response
Einheitsanstiegsfunktion
unit-ramp function
Einheitsimpuls unit impulse
Einheitsimpulsantwort
unit-impulse response
Einheitsimpulsfunktion
unit-impulse function
Einheitskreis unit circle
Einheitsmatrix unit matrix
Einheitssprungfunktion unit-step
function
Einheitsvektor unit vector
einschleifige Regelung single-loop
feedback system
Einschwingzeit settling time
Einstellfaktor tuning factor
Einstellregeln tuning rules
Einzugsgebiet positively invariant
set
Einzugsgebiet, maximales region
of asymptotic stability (RAS);
domain of attraction; basin
Element mit Begrenzung limiting
nonlinearity; saturation nonlinearity
Element mit eindeutiger
Kennlinienfunktion singled-valued
nonlinearity
Element mit Hysterese
nonlinearity with hysteresis
Element mit Lose backlash
nonlinearity
Element mit mehrdimensionaler
Kennlinienfunktion multivalued
nonlinearity
Element mit Sittigung limiting
nonlinearity; saturation nonlinearity

Element mit Totzone dead-zone
nonlinearity

Element mit Zweipunktkennlinien
on-off nonlinearity

Element mit Zweipunktverhalten
two-valued nonlinearity

Empfindlichkeit sensitivity

Empfindlichkeitsfunktion
sensitivity function

Endwertsatz final-value theorem

Entkopplung decoupling

Entwurf design

Ermittelbarkeit detectability

Erreichbarkeit reachability

erweitertes Kalman-Filter (EKF)
extended Kalman filter (EKF)

erzwungene Bewegung zero-state
response; forced response

exakte Linearisierung feedback
linearization®”; linearization” by
state feedback; exact linearization?”;
~ linearisation®”

F

Faltungsintegral convolution
integral
Faltungssatz convolution theorem
Faltungssumme discrete
convolution sum
Feder-Masse-Dampfer-System
spring-mass-dashpot system:;
spring-mass-damping system
Festwertregelung fixed command
control; constant-value control; fixed
set-point control
flaches System flat system
Flachheit flatness
Flussdiagramm flow diagram
Folgefehler tracking error
Folgeregelung tracking control;
follow-up ~; follower ~; variable
command control
Fourier-Transformation Fourier
transformation
Fourier-Transformierte Fourier
transform
freie Bewegung free motion
Freiheitsgrad degree of freedom
Frequenzbereich frequency domain
Frequenzgang frequency response
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Frequenzgang des geschlossenen
Regelkreises closed-loop frequency
response

Frequenzgang des offenen
Regelkreises open-loop frequency
response

Frequenzspektrum frequency
spectrum

Fithrungsgrofle reference variable;
~ input; ~ signal

Fithrungsiibergangsfunktion
command step response

Fithrungsiibertragungsfunktion
control transfer function

Fiihrungsverhalten command
action; ~ response; response to
setpoint changes

Fillstandsregelung level control

Fundamentalmatrix fundamental
matrix; state-transition matrix

Fuzzy-Regelung fuzzy control

Fuzzy-Steuerung fuzzy control

G

Gegenkopplung negative feedback

gekoppeltes System coupled
system

Gershgorin-Kreise Gershgorin
circles

Gesamtiibertragungsfunktion
overall transfer function

Geschwindigkeitsfehler velocity
(ramp) error

Geschwindigkeitsregelung
velocity control system; speed control

Gewichtsfunktion impulse
response; weighting function

Gewichtsfunktionsmatrix impulse
response matrix

gewdhnliche Differentialgleichung
ordinary differential equation (ODE)

Gleichgewichtszustand
equilibrium state

Gleichungsfehler equation error

gleitende Mittelwertbildung
moving average

gleitender Horizont moving
horizon

Gleitreibung dynamic friction;
sliding friction; kinetic friction

Gleitzustand sliding mode

Gleitzustandsregler sliding mode
controller

global asymptotisch stabil
globally asymptotically stable

Gram’sche Beobachtbarkeitsma-
trix observability Gramian

Gram’sche Steuerbarkeitsmatrix
controllability Gramian

Grenzzyklus limit cycle

Grenzfrequenz corner frequency;
cut-off frequency

Grofle variable

Giitefunktion cost function;
performance function; ~ index; ~
specification

Giiteforderung siche Giitefunktion

Giitekriterium siehe Giitefunktion

H

Haftreibung static friction; stiction;
adhesion
Halteglied nullter Ordnung
zero-order hold element (ZOH)
Handregelung manual control
harmonische Balance describing
function analysis; ~ method;
harmonic balance
High-gain-Beobachter;
Beobachter mit hoher
Verstéarkung high-gain observer
hochfrequentes Schalten
chattering; high frequent switching
homogene Differentialgleichung
1. Ordnung first order
homogeneous differential equation
homogene Differentialgleichung
2. Ordnung second order
homogeneous differential equation
Hurwitz-Kriterium Hurwitz
stability criterion
Hurwitz-Matrix Hurwitz matrix
Hurwitz-Sektor Hurwitz sector
hybrides System hybrid system
Hyperstabilitdt hyperstability
Hysterese hysteresis
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I

I-Element I-(integral) element
imaginéire Polstellen imaginary
poles

Imaginérteil imaginary part
Impulsantwort impulse response
Impulsfunktion impulse function
instabil unstable

Instabilitédt instability
instabiles System unstable system
Integrator integrator
Integrator-Backstepping
integrator backstepping
Integrierbeiwert integration
constant

Integrierglied I-(integral) element
Integrierzeitkonstante integral
time constant; constant of integrator
interne Dynamik internal
dynamics

inverse Dynamik inverse dynamics
Inverse einer Matrix inverse
matrix

inverse Laplace-Transformation
inverse Laplace transformation
I-Regler I (integral)-controller
Istwert actual value
IT;-Element [-(integral) element
with first order lag

I-Verhalten I-(integral) action
I-Zustandsregelung I-(integral)
control with state feedback

K

Kalman-Filter Kalman filter;
linear-quadratic estimator
Kalman-Jakubovich-Lemma
Kalman-Yakubovich-lemma
kanonische Form canonical form
Kaskadenregelung cascade control
Kaskadenstruktur cascade
structure
Kausalitdt causality
Kennkreisfrequenz undamped
natural angular frequency;
characteristic angular frequency

Kennlinie graph; characteristic
curve

Kennlinien mit mehreren Ein-
gangsgroflen multivalued
nonlinearity

Kettenstruktur series structure

Knotenpunkt node

Kompensation, dynamische
dynamic compensation

Kompensator compensator

konzentrierte Parameter lumped
parameters

Kopplung coupling

Korrekturglied, phasenabsenken-
des lead compensator

Korrekturglied, phasenanheben-
des lag compensator

Kreiskriterium circle criterion

Kreisstruktur circle structure

Kreisverstdrkung closed-loop gain;
gain; loop gain

kritische Dampfung
(PTy-Element mit D = 1) critical
damping

kritisch geddmpftes System
(PT5- Element mit D = 1)
critically damped system

L

Lageregelung position control
system
Laplace-Transformationspaar
Laplace-transform pair
Laplace-Operator Laplace
operator
Laplace-Transformation Laplace
transformation
Laplace-Transformierte Laplace
transform
Laplace-Ubertragungsfunktion
Laplace transfer function
Laplace-Variable Laplace operator
Leistungsverstirker power
amplifier

Lie-Ableitung Lie derivativ
Lie-Derivierte Lie derivativ
linear-quadratische Regelung
linear-quadratic control (LQC)
lineare Matrixungleichung linear
matrix inequality (LMI)
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lineares parametervariables
System linear parameter-varying
system (LPV)

lineares Regelungssystem linear
control system

lineares zeitinvariantes
Regelungssystem linear
time-invariant (LTI) control system

Linearisierung linearization”;
linearisation®”

Linearitit linearity

linke s-Halbebene left half s-plane
(LHP)

Ljapunov-Funktion Lyapunov
function

Ljapunov-Gebiet positively
invariant set

Ljapunov-Stabilitdt Lyapunov
stability; stability in the sense of
Lyapunov

Ljapunov, direkte Methode von
Lyapunov’s direct method; ~ second
method

Ljapunov, erste Methode von
Lyapunov’s first method

Ljapunov, indirekte Methode von
Lyapunov’s indirect method; ~ first
method

Ljapunov, zweite Methode von
Lyapunov’s second method

logarithmische Matrixnorm
logarithmic matrix norm

Lose backlash; ~ nonlinearity;
system with play

Luenberger-Beobachter
Luenberger observer

M

mathematische Modellbildung
mathematical modeling?? ; ~
modelling®”

mathematisches Modell
mathematical model

Masse-Feder-System mass-spring
system

Matrixexponentialfunktion
matrix exponential (function)

Matrixnorm measure of a matrix

Mehrgréfienregelung
multivariable control; multiple-input,
multiple-output control system

Mehrgréfiensystem
multiple-input, multiple-output
system; multivariable system;
MIMO-System

Messeinrichtung measuring device

Messglied sensor

Messrauschen measurement noise

Messwandler measuring transducer

Methode der Beschreibungs-
funktion describing function
analysis; describing function method;
harmonic balance

Methode der kleinsten Quadrate
least-squares (LS) method

minimalphasiges System
minimum-phase system

Mitkopplung positive feedback

modale Regelung modal control

modellbasierte préadiktive Rege-
lung (MPR) model predictive
control (MPC)

Modellbildung model building;
modeling”?; modelling®”

Modellunsicherheit model
uncertainty

Modellvereinfachung model
aggregation; ~ simplification; ~
reduction

Moore-Penrose-Inverse;
Pseudoinverse Moore-Penrose
pseudoinverse

N

Nachlauffehler tracking error

Nachstellzeit reset time

Nennergrad denominator degree;
order of denominator

Nennerpolynom denominator
polynomial

Nichols-Diagramm Nichols plot

nichtlineare Differentialgleich-
ung nonlinear differential equation

nichtlinearer Beobachter
nonlinear observer

nichtlineares Element nonlinear
element
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nichtlineares Regelungssystem
nonlinear feedback control system
nichtlineares System nonlinear
system
nichtminimalphasiges System
non minimum phase system
nichtsteuerbares System
uncontrollable system
Normalform, kanonische Form
normal form; canonical form
normierte Dampfung damping
ratio
Nulldynamik zero dynamics
Nullstelle zero; root
Nyquist-Kriterium Nyquist
(stability) criterion
Nyquist-Kurve Nyquist (contour)
plot

o

offener Regelkreis open-loop
system

Operationsverstirker operational
amplifier

optimale Regelung optimal
control

Optimierung optimization??;
optimisation®?

Ortskurve der Frequenzgangfunkti-
on Nyquist diagram; ~ plot; polar
plot

P

Padé-Approximation Padé
approximation
Parallelschaltung parallel
connection” : ~ connexion®
Parallelstruktur parallel structure
Parameterempfindlichkeit
parameter sensitivity
Parameteridentifikation
parameter identification;
Parametermodell parameter model
Parameteroptimierung parameter
optimization??; ~ optimisation®?
Parameterschitzverfahren
parameter estimation method

E

Parametervariation variation of
parameters

Partialbruchzerlegung partial
fraction expansion

Passivitédt passivity

PD-Regler
PD-(proportional-plus-derivative)
-controller

PDT, (Lead)-Element (-Regler)
phase-lead compensator

P-Element P-(proportional)
element

periodisch periodic; underdamped
(0<D<1

Phasenebene phase plane

Phasenebene; Methode der
phase plane analysis

Phasengang phase plot; Bode phase
plot

Phasenkorrektur phase correction

Phasennacheilung phase lag

Phasenportrait phase portrait

Phasenrand phase margin

Phasenreserve phase margin

Phasenschnittkreisfrequenz
phase crossover (angular) frequency

Phasenverschiebung phase shift

Phasenvoreilung phase lead

Phasenwinkel phase angle

PID-Regler PID-(proportional-
plus-integral-plus-derivative)
controller; three-term controller

PI-Regler
PI-(proportional-plus-integral)
-controller; two-term controller

PI-Zustandsregelung
PI-(proportional-plus-integral)
control with state feedback

pneumatischer Regler pneumatic
controller

Pol/Nullstellen-Bild pole-zero
map

Pol/Nullstellen-Diagramm
pole-zero plot; ~ diagram

Pol/Nullstellen-Kiirzen pole-zero
cancellation

Polstelle pole

Poliiberschuss pole excess;
pole-zero excess

Polvorgabe pole placement

Polzuweisung pole assignment
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Popov, Stabilitidtskriterium von
Popov stability criterion; Popov
criterion

Popov-Gerade Popov line

Popov-Ortskurve Popov plot

positiv reell positive real

pradiktive Regelung predictive
control

P-Regelung P-(proportional)
control

P-Regler P-(proportional)
controller

Proportionalbeiwert proportional
constant; ~ gain; DC gain

Proportionalglied P-(proportional)
element

Proportionalregelung
proportional control

Prozess, stochastischer stochastic
process

prozessabhingige Ablaufsteuerung
process-dependent sequential control;
process-oriented sequential control

Prozessleitsystem process control
system

Prozessregelung process control

Pseudoinverse Moore-Penrose
pseudoinverse

PTq-Element first order lag
element

PTy-Element second order lag
element

PTy-Element (mit D < 1; Schwin-
gungsfall) underdamped system

PTy-Element (mit D > 1; Kriech-
fall) overdamped system

P-Verhalten P-(proportional)
action

Q

quadratische Form quadratic form
quadratische Regelfliche integral
of squared error (ISE)

R

Rang einer Matrix rank of matrix

radial unbegrenzt radially
unbounded

Rattern chattering

Realteil real part

rechnergestiitzter Entwurf
computer-aided design

rechte s-Halbebene right half
s-plane (RHP)

Regelabweichung control error;
offset

Regelabweichung, bleibende
steady-state error; ~ offset

Regelalgorithmus control
algorithm

Regelbereich control range;
operating range

Regeldifferenz control error; error
variable

Regeleinrichtung control
equipment

Regelfehler control error

Regelfliche, zeitlinear gewichte-
te quadratische integral of time
multiplied by squared error (ITSE)

Regelfliche, zeitquadratisch
gewichtete quadratische integral
of squared time multiplied by
squared error (ISTSE)

Regelgenauigkeit im Behar-
rungszustand steady-state control
accuracy

Regelgeschwindigkeit control rate

Regelgrofle controlled variable;
plant output

Regelkreis closed-loop system:;
feedback control system; control
loop; control system

Regelstrecke plant; controlled
system; control object

Regelung feedback control;
closed-loop control; control!?

Regelung, modale modal control

Regelungsgenauigkeit control
accuracy

Regelungsnormalform
controllable canonical form

(2l Wird fiir Regelung und Steuerung verwendet.
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Regelungssystem automatic
feedback control system; control
system[3]

Regelungssystem mit direkter
Gegenkopplung (d. h. ohne
Regler) unity-feedback control
system

Regelungstechnik control system
technology; control engineering

Regelungsverhalten control
action; controller action

Regler controller; compensator;
regulator; governorw

Reglereinstellung controller
setting; ~ tuning

Reglerentwurf controller design

Reglergesetz control law

Reglerverstirkung feedback gain

Reibung friction

Reibung beim Ruckgleiten
stick-slip-friction

Reihenschaltung series
connection” ; ~ connexion

relativer Grad relativ degree

Resonanzfrequenz resonance
frequency; resonant ~

Resonanzkreisfrequenz resonant
angular frequency

Resonanziiberh6hung resonant
peak; resonance ~

Resonanzwert des Amplituden-
gangs (PTy-Element) resonant
peak magnitude; resonance ~

reziproke Ubertragungsfunktion
inverse transfer function

Riccati-Regler linear-quadratic
control (LQC)

robuste Regelung robust control
system

robuster Regler robust controller

Robustheit robustness

Rollreibung rolling friction

Ruckgleiten stick-slip

Riickfiihrdifferenzfunktion return
difference function

Riickfiihrdifferenzmatrix return
difference matrix

BE

Riickfiihrgrofle feedback variable
Riickfiihrung feedback
Riickfiihrungsschleife control
loop; feedback loop
Riickkopplung feedback
Riickkopplungsschaltung
feedback connection®?; ~
connexion””
Riickwirtsdifferenz backward
difference
Ruhelage equilibrium point; ~ state
Runge-Kutta-Verfahren
Runge-Kutta method

S

Sattelpunkt saddle point
Sattigung saturation
Sattigungsregler saturation
control; saturated ~
Schnittfrequenz crossover
frequency

Schalter switch; relay
Schwingung, geddmpfte damped
oscillation

s-Ebene s-plane
Serienschaltung chain structure
Signal, riickgefiihrtes feedback
signal

Signalflussgraph signal-flow graph
Signumfunktion signum function
Sinusantwort sine response
Sinusfunktion sine function
Skalarprodukt scalar product
Smith-Pradiktor Smith predictor
Sollwert desired value; set value;
reference input; command input;
setpoint

Sollwertfolgeregelung follow-up
control

Spaltenvektor column vector
speicherprogrammierbare Steue-
rung (SPS) programmable logic
controller (PLC)

Spiel backlash

Sprungantwort step response
Sprungfunktion step function

BBl Wird fiir Regelung und Steuerung verwendet.

[l Nur bei speziellen Anwendungen.
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stabil, global asymptotisch
globally asymptotically stable

Stabilisierbarkeit stabilizability”;
stabilisability 2%

Stabilisierung stabilization?;
stabilisation®”

Stabilitat stability

Stabilitit, absolute absolute
stability

Stabilitit, asymptotische
asymptotic stability

Stabilitéit des offenen Regelkreises
open-loop stability

Stabilitidt im Sinne von Ljapunov
stability in the sense of Lyapunov;
Lyapunov stability

Stabilitdtsuntersuchung stability
analysis

Standardregelkreis standard
control loop

stationire Losung steady-state
solution

stationires Regeldifferenz
steady-state control error

stationires Verhalten steady-state
response

statische Verstirkung DC gain;
static reinforcement

statisches Verhalten static
behavior?”: ~ behaviour®”

steife Differentialgleichung stiff
differential equation

Stelleinrichtung actuator; final
controlling equipment

Stellelement final controlling
element

Stellglied actuator

Stellgréfle control signal; actuator
~; control plant input; actuating
variable; manipulated variable

Stellgrof3enbeschriankung
actuator saturation

steuerbares System controllable
system

Steuerbarkeit controllability

Steuerbarkeitsmatrix (Ms)
controllability matrix

Steuergrofle control factor

Steuermatrix (B) input matrix

Steuersignal control input

Steuerung controll”; feedforward
~; open loop ~

Steuerungstechnik control
engineering

Steuerungswirkung control action

Stick-Slip-Reibung stick-slip
friction

stochastische Variable stochastic
variable

stochastischer Prozess stochastic
process

Storgrofle  disturbance input; ~
variable

Storgrofienaufschaltung
disturbance rejection

Storgroflenbeobachtung
disturbance observation

Storgroflenkompensation
disturbance compensation

Storsignal disturbance signal

Storiibertragungsfunktion
disturbance transfer function

Storunterdriickung disturbance
rejection; ~ attenuation

Storverhalten disturbance response

Storverhalten des Regelkreises
disturbance reaction of the control
loop

Storverhalten der Strecke
disturbance reaction of the
controlled system

Strecke mit Ausgleich controlled
system with self-regulation

Strecke ohne Ausgleich controlled
system without self-regulation

strenge Riickkopplungsform
strict feedback form

streng positiv reell strictly
positive real

Strudelpunkt focus

strukurvariable Regelung
variable structure control

stiickweise lineare Regelung
piecewise linear control

Summationselement summation
element

B Wird fiir Regelung und Steuerung verwendet.
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Summationspunkt summation
point

Superpositionsprinzip principle of
superposition

System mit konzentrierten Para-
metern lumped-parameter system

System mit verteilten
Parametern distributed-parameter
system

System mit geschlossener Schleife
closed loop system

Systemmatrix (A4) system matrix

T

T(-Element dead-time element;
transport-lag element

Taylor-Reihe Taylor series

teilerfremd coprime

Testeingangssignal test input
signal

Totzeit time delay; dead-time;
transport lag

Totzeitelement dead-time element;
transport lag element

Totzone dead-zone

Trajektorie trajectory

Trajektorienfolgeregelung
trajectory tracking control; tracking
control

Transitionsmatrix transition
matrix

Transponierte einer Matrix
transpose of a matrix

Trapeznihrung fiir eine Integral-
berechnung trapezoidal
approximation of integral

trockene Reibung dry friction;
Coulomb friction

Tustin-Formel Tustin’s method

U

I"Jberanpassung overfitting
Ubergangsfunktion step response;
unit-step response
Ubergangsmatrix state transition
matrix; transition matrix

Ubergangsverhalten transient
behavior®”: ~ behaviour®”

Uberlagerungsprinzip principle of
superposition

Uberschwingen overshoot

Uberschwingweite overshoot; peak
~; maximum ~

Uberschwingzeit (t;) peak time

Ubertragungsblock block;
functional block

Ubertragungselement transfer
element

Ubertragungsfunktion transfer
function

Ubertragungsfunktion des ge-
schlossenen Regelkreises
closed-loop transfer function

Ubertragungsfunktion des
offenen Regelkreises open-loop
transfer function

Ubertragungsfunktion; inverse
inverse transfer function

Ubertragungsmatrix transfer
matrix; transfer function ~

Ubertragungsverzb‘gerung
transfer lag

ungeddmpfte Frequenz natural
frequency

unterlagerte Regelung subsidiary
control

Unterschwingen undershoot

v

Vergleicher comparator

Vergleichsmatrix comparison
matrix

Verhalten im Beharrungszustand
steady-state response

Verhalten; differenzierendes rate
action

Verhalten; integrierendes integral
action

Verstarker amplifier

Verstarkung gain; ~ factor

verteilter Parameter distributed
parameters

Verzogerung lag; delay

Verzogerungselement 1. Ordnung
lag element
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Verzugszeit delay time; equivalent
dead time

Verzweigung branching

Verzweigungspunkt branch point

viskose Reibung viscous friction

viskoser Reibungskoeffizient
viscous friction coefficient

Vorfilter prefilter

Vorhaltzeit rate time

w

Wasserstandsregelung water-level
control

weiche strukurvariable Regelung
soft variable-structure control

Wirbelpunkt center

Wirkung action

Wirkungsplan action diagram

Wurzelort (WO) root locus

Wurzelortamplitudenbedingung
root-locus amplitude (magnitude)
condition

Wurzelortasymptoten root-locus
asymptotes

Wurzelortaustrittswinkel
root-locus angle of departure

Wurzelorteintrittswinkel
root-locus angle of arrival

Waurzelortkonstruktionsregeln
root-locus construction rules

Wurzelortphasenbedingung
root-locus phase condition

Wurzelortskurve (WOK)
root-locus plot

Whurzelortskurve eines zeitdis-
kreten Systems discrete root locus

Wurzelortsverfahren root locus
method

Wurzelortverzweigungspunkt
root-locus breakaway point;
root-locus break-in point

Wurzelortzweige root-locus
branches

Z

Zshlergrad numerator degree; order
of numerator

Zshlerpolynom numerator
polynomial

z-Ebene z-plane

Zeilenvektor row vector
Zeitbereich time domain
zeitdiskret discrete-time
zeitgefiithrte Ablaufsteuerung
time-dependent sequential control
zeitinvariantes System
time-invariant system
Zeitkonstante time constant
zeitkontinuierlich continuous-time
zeitoptimal time-optimal
zeitoptimale Regelung
time-optimal control

zeitvariantes System time-varying
system

Zeitverhalten time behavior
behaviour?”
Zeitverzogerung time delay; ~ lag
z-Transformation z-transformation
z-Transformationspaar
z-transform pair

z-Transformierte z-transform
z-Ubertragungsfunktion
z-transfer function

Zufallsgréfle random variable; ~
quantity

Zufallsprozess stochastic process
Zustand state
Zustandsbeobachter state
observer; estimator
Zustandsbeobachtung state
observation
Zustandsdifferentialgleichung
state differential equation
Zustandsebene phase plane
Zustandsgleichung state equation
Zustandsgrofle state variable
Zustandsraum state space
Zustandsregelung state control
Zustandsregler state controller
Zustandsriickfithrung state
feedback
Zustandsiibergangsmatrix state
transition matrix
Zustandsvariable state variable
Zustandsvektor state vector
Zweipunktelement two-step action
element; relay

~

AE,
’



346

Kapitel 7. Worterbuch

Zweipunktelement mit
Hysterese relay with hysteresis
Zweipunktelement mit Totzone
(Dreipunktelement) relay with

dead zone
Zweipunktregelung bang-bang
control; on-off ~; two-step ~;

7.2 Englisch — Deutsch

AE = American English;
BE = British English

A

absolute stability absolute
Stabilitat
Ackermann’s formula
Ackermann-Formel
action Wirkung
action diagram Wirkungsplan
actual value Istwert
actuating variable Stellgrofie
actuator saturation
StellgroBenbeschriankung
actuator signal Stellgrofie
actuator Stelleinrichtung; Stellglied
adaptation Adaptation, Adaption
adaptive control system
adaptives Regelungssystem
adaptive control adaptive
Regelung
adhesion Haftreibung
affine-in-control system
eingangsaffines System;
eingangslineares ~
Aizerman’s conjecture
Aiserman’sche Vermutung
all-pass element Allpass
all-pass filter Allpass
amplifier Verstirker
amplitude Amplitude
amplitude margin
Amplitudenrand; Amplitudenreserve
amplitude optimum
Betragsoptimum
amplitude response
Amplitudengang

two-position ~; relay feedback
control system

Zweipunktregler
two-step controller; two-position ~;
two-point ~

Zypkin-Kriterium Tsypkin
criterion

amplitude spectrum
Amplitudenspektrum
analog?®; analogue®® analog
analog-digital“® converter;
analogue-digital®?f ~
Analog-Digital-Wandler
analog-to-digital4? converter;
analogue-to-digital?? ~
Analog-Digital-Wandler
aperiodic aperiodisch
aperiodic attenuation
aperiodische Dampfung
aperiodic damping aperiodische

Déampfung

asymptotic behavior4?; ~
behaviour®? asymptotisches
Verhalten

asymptotic stability
asymptotische Stabilitét
asymptotically stable
asymptotisch stabil
attenuation Abschwichung;
Déampfung
attractive attraktiv
attractivity Attraktivitit
automatic feedback control
system Regelungssystem
automaton Automat
autonomous autonom

B

backlash Spiel; Lose

backlash; ~ nonlinearity Lose;
Element mit Lose

backstepping Backstepping

backward difference
Riickwiértsdifferenz

bandwidth Bandbreite

bang-bang control
Zweipunktregelung
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block Ubertragungsblock
block diagram Blockdiagramm;
Blockschaltbild

Bode diagram Bode-Diagramm
Bode phase plot Phasengang
Bode plot Bode-Diagramm
branch point Verzweigungspunkt
branching Verzweigung
Brunovsky canonical form
Brunovsky-Normalform
build-up time Ausgleichszeit

C

canonical form kanonische Form

cascade control Kaskadenregelung

cascade structure
Kaskadenstruktur

causality Kausalitét

center Wirbelpunkt

chain structure Serienschaltung

chaotic system chaotisches System

characteristic angular frequency
Kennkreisfrequenz

characteristic curve Kennlinie

characteristic equation
charakteristische Gleichung

characteristic polynomial
charakteristisches Polynom

chattering Rattern; hochfrequentes
Schalten

circle criterion Kreiskriterium

circle structure Kreisstruktur

closed-loop control Regelung

closed-loop frequency response
Frequenzgang des geschlossenen
Regelkreises

closed-loop gain Kreisverstirkung

closed-loop system System mit
geschlossener Schleife

closed-loop transfer function
Ubertragungsfunktion des
geschlossenen Regelkreises

column vector Spaltenvektor

command action
Fiithrungsverhalten

command input Sollwert

command response
Fithrungsverhalten

command step response
Fiihrungsiibergangsfunktion

companion matrix Begleitmatrix

comparator Vergleicher

comparison matrix
Vergleichsmatrix

compensator Regler; Kompensator

computer-aided design
rechnergestiitzter Entwurf

constant of integrator
Integrierzeitkonstante

constant-value control
Festwertregelung

continuous-time zeitkontinuierlich

control® Regelung; Steuerung

control accuracy
Regelungsgenauigkeit

control action Regelungsverhalten;
Steuerungswirkung

control-affine system
eingangsaffines System;
eingangslineares System

control algorithm
Regelalgorithmus

control engineering
Regelungstechnik; Steuerungstechnik

control equipment
Regeleinrichtung

control error Regelfehler,
Regelabweichung; Regeldifferenz

control factor Steuergrofe

control input Stellgrofie;
Steuersignal

control law  Reglergesetz

control-Lyapunov function (CLF)
Control-Ljapunov-Funktion

control loop Riickfithrungsschleife;
Regelkreis

control object Regelstrecke

control range Regelbereich

control rate Regelgeschwindigkeit

control signal Stellgréfie

control system Regelkreis;
Regelungssystem

control system technology
Regelungstechnik

control transfer function
Fiihrungsiibertragungsfunktion

[l Wird fiir Regelung und Steuerung verwendet.
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controllability  Steuerbarkeit

controllability Gramian
Gram’sche Steuerbarkeitsmatrix

controllability matrix
Steuerbarkeitsmatrix (M g)

controllable canonical form
Regelungsnormalform

controllable system
System

controlled system Regelstrecke

controlled system with
self-regulation Strecke mit
Ausgleich

controlled system without
self-regulation Strecke ohne
Ausgleich

controlled variable Regelgrofie

controller Regler; Reglereinstellung

controller action
Regelungsverhalten

controller design

controller setting
Reglereinstellung

controller tuning Reglereinstellung

convolution integral
Faltungsintegral

convolution theorem
Faltungssatz

coprime teilerfremd

corner angular frequency
Eckkreisfrequenz

corner frequency Eckfrequenz,
Grenzfrequenz

cost function Giitefunktional

Coulomb friction Coulomb’sche
Reibung, trockene Reibung

coupled system gekoppeltes
System

coupling Kopplung

critical damping kritische
Dampfung (PT9-Element mit D = 1)

critically damped (D =1)
aperiodischer Grenzfall

critically damped system kritisch
geddampftes System (PTy-Element
mit D =1)

crossover frequency
Schnittfrequenz

cut-off frequency Grenzfrequenz

steuerbares

Reglerentwurf

D

D-(derivative) action
D-Verhalten

D-(derivative) element
D-Element

DC gain statische Verstdrkung;
Proportionalbeiwert

damped natural angular
frequency Eigenkreisfrequenz

damped oscillation gedampfte
Schwingung

damping Déampfung

damping coefficient
Dampfungskoeffizient

damping constant
Dampfungskonstante

damping factor Dampfungsfaktor

damping ratio
Dampfungverhéltnis; normierte
Déampfung

dead band element Dreipunktglied

deadbeat control
Deadbeat-Regelung

deadbeat-step response
Deadbeat-Sprungantwort

dead-time Totzeit

dead-time element
Totzeitelement

dead-zone Totzone

dead-zone nonlinearity Element
mit Totzone

decentralised®? control;
decentralized4® ~ dezentrale
Regelung

decibel Dezibel (dB)

decoupling Entkopplung

degree of freedom Freiheitsgrad

delay Verzogerung

delay time Verzugszeit

denominator degree Nennergrad

denominator polynomial
Nennerpolynom

derivative Ableitung

derivative action coefficient
Differenzierbeiwert

derivative controller D-Regler

derivative element with first
order lag DT -Element

T;-Element;
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describing function (DF)
Beschreibungsfunktion

describing function analysis
Methode der Beschreibungsfunktion;
harmonische Balance

describing function method
Methode der Beschreibungsfunktion;
harmonische Balance

descriptor system
Deskriptorsystem

design Entwurf

desired value Sollwert

detectability Ermittelbarkeit

diffeomorphism Diffeomorphismus

difference equation
Differenzengleichung (DGL)

differential equation
Differentialgleichung (DGL)

digital-analog?¥ converter;
digital-analogue®? ~
Digital-Analog-Wandler

digital control digitale Regelung

digital controller digitaler Regler

digital signal digitales Signal

digital-to-analog”® converter;
digital-to-analogue®? ~
Digital-Analog-Wandler

digitiser®?; digitizer4?
Digital-Analog-Wandler

direct digital control (DDC)
DDC-Regelung

discrete control Abtastregelung

discrete convolution sum
Faltungssumme

discrete root locus
Waurzelortskurve eines zeitdiskreten
Systems

discrete system Abtastsystem

discrete-time zeitdiskret

distributed parameters verteilte
Parameter

distributed-parameter system
System mit verteilten Parametern

disturbance attenuation
Storunterdriickung

disturbance compensation
StorgroBenaufschaltung

disturbance input Storgrofie

disturbance observation
StorgroBenbeobachtung

disturbance reaction of the
control loop Storverhalten des
Regelkreises

disturbance reaction of the con-
trolled system Storverhalten der
Strecke

disturbance rejection
Storunterdriickung;
StorgroBenaufschaltung

disturbance response
Storverhalten

disturbance signal Storsignal

disturbance transfer function
Stortibertragungsfunktion

disturbance variable Storgrofle

domain of attraction
grofitmogliches Einzugsgebiet

dominant pair of poles
dominantes Polpaar

dominant pole dominanter Pol

dry friction trockene Reibung

dynamic behavior4?f; ~
behaviour®? dynamisches
Verhalten

dynamic compensation
dynamische Kompensation

dynamic friction Gleitreibung

dynamical system dynamisches
System

E

eigenvalue FEigenwert

equation error Gleichungsfehler

equilibrium point Ruhelage

equilibrium state
Gleichgewichtszustand; Ruhelage

equivalent dead time Verzugszeit

error variable Regeldifferenz

estimator Beobachter;
Zustandsbeobachter

exact linearisation®?; ~
linearization?® exakte
Linearisierung

extended Kalman filter (EKF)
erweitertes Kalman-Filter (EKF)

external description
E/A-Beschreibung
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F flow diagram Flussdiagramm
focus Strudelpunkt
feedback Riickfiihrung;
. follower control; follow-up ~
Riickkopplung Folgeregelun
feedback connection??; gereg &

~ connexion®?

Riickkopplungsschaltung
feedback control Regelung
feedback control system

Regelkreis

feedback gain Reglerverstirkung

feedback linearisation®?; ~
linearization? exakte
Linearisierung

feedback loop
Riickfiihrungsschleife

feedback signal Signal,
riickgefiihrtes

feedback variable Riickfithrgrofie

feedforward control Steuerung

feedthrough factor
Durchgangsfaktor (d)

feedthrough matrix
Durchgangsmatrix (D)

feedthrough vector
Durchgangsvektor (d)

final controlling element
Stellelement

final controlling equipment
Stelleinrichtung

final-value theorem FEndwertsatz

first order derivative element
Differenzierelement 1. Ordnung

first order differential equation
Differentialgleichung 1. Ordnung

first order homogeneous differen-
tial equation homogene
Differentialgleichung 1. Ordnung

first order lag element
PTq-Element

first order lead element
Differenzierelement 1. Ordnung

fixed command control
Festwertregelung

fixed set-point control
Festwertregelung

flat system flaches System

flatness Flachheit

[7 Nur bei speziellen Anwendungen.

follow-up control
Sollwertfolgeregelung

forced response erzwungene
Bewegung

Fourier transform
Fourier-Transformierte

Fourier transformation
Fourier-Transformation

free motion freie Bewegung

frequency domain Frequenzbereich

frequency response Frequenzgang

frequency response characteris-
tics Bode-Diagramm

frequency spectrum
Frequenzspektrum

friction Reibung

functional block
Ubertragungsblock

fundamental matrix
Fundamentalmatrix

fuzzy control Fuzzy-Regelung;
Fuzzy-Steuerung

G

gain Kreisverstirkung; Verstiarkung

gain crossover angular frequency
Durchtrittskreisfrequenz

gain factor Verstarkung

gain margin Amplitudenrand;
Amplitudenreserve

gain response Amplitudengang

Gershgorin circles
Gershgorin-Kreise

globally asymptotically stable

global asymptotisch stabil

(7]

governor Regler

graph Kennlinie
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H

harmonic balance harmonische
Balance

high frequent switching
hochfrequentes Schalten

high-gain observer Beobachter mit
hoher Verstiarkung;
High-gain-Beobachter

Hurwitz matrix Hurwitz-Matrix

Hurwitz sector Hurwitz-Sektor

Hurwitz stability criterion
Hurwitz-Kriterium

hybrid system hybrides System

hyperstability Hyperstabilitéit

hysteresis Hysterese

I

I-(integral) action I-Verhalten
I-(integral) controller I-Regler
I-(integral) control with state
feedback I-Zustandsreglung
I-(integral) element I-Element
I-(integral) element with first
order lag I'T-Element
imaginary part Imaginirteil
imaginary poles imaginére
Polstellen
impulse function Impulsfunktion
impulse response
Gewichtsfunktion; Impulsantwort
impulse response matrix
Gewichtsfunktionsmatrix
initial state Anfangszustand
initial value Anfangswert
initial value theorem
Anfangswertsatz
input Eingang; Eingangsgrofie
input matrix Eingangsmatrix (B);
Steuermatrix (B)
input signal Eingangssignal
input variable Eingangsgrofie
input vector Eingangsvektor (b)
input-output description
E/A-Beschreibung
input-output performance
E/A-Verhalten

input-output stability
E/A-Stabilitét

instability Instabilitat
integral action integrierendes
Verhalten

integral controller I-Regler

integral of absolute value of error
(TAE) Betragsregelfliche

integral of squared error (ISE)
quadratische Regelfliche

integral of squared time multi-
plied by squared error (ISTSE)
zeitquadratisch gewichtete
quadratische Regelfliche

integral of time multiplied by ab-
solute value of error (ITAE)
zeitgewichtete Betragsregelfliche

integral of time multiplied by
squared error (ITSE) zeitlinear
gewichtete quadratische Regelfliche

integral time constant
Integrierzeitkonstante

integration constant
Integrierbeiwert

integrator Integrator

integrator backstepping
Integrator-Backstepping

internal dynamics interne

Dynamik
inverse dynamics inverse Dynamik

inverse Laplace transformation
inverse Laplace-Transformation

inverse matrix Inverse einer Matrix

inverse transfer function inverse
Ubertragungsfunktion; reziproke
Ubertragungsfunktion

K

Kalman filter Kalman-Filter

Kalman-Yakubovich-lemma
Kalman-Jakubovich-Lemma

kinetic friction Gleitreibung
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L

lag Verzogerung

lag compensator
phasenanhebendes Korrekturglied

lag element Verzdgerungselement
1. Ordnung

Laplace operator
Laplace-Operator; Laplace-Variable

Laplace transfer function
Laplace-Ubertragungsfunktion

Laplace transform
Laplace-Transformierte

Laplace transformation
Laplace-Transformation

Laplace-transform pair
Laplace-Transformationspaar

lead compensator
phasenabsenkendes Korrekturglied

least-squares (LS) method
Methode der kleinsten Quadrate

left half s-plane (LHP) linke
s-Halbebene

level control Fiillstandsregelung

Lie derivativ Lie-Derivierte;
Lie-Ableitung

limit cycle Grenzzyklus

limiting nonlinearity Element
mit Begrenzung

limiting Begrenzung

linear control system lineares
Regelungssystem

linear matrix inequality (LMI)
lineare Matrixungleichung

linear parameter-varying system
(LPV) lineares parametervariables
System

linear-quadratic control (LQC)
linear-quadratische Regelung;
Riccati-Regler

linear-quadratic estimator
Kalmanfilter

linear time-invariant (LTT)
control system lineares
zeitinvariantes Regelungssystem

linearisation®”; linearization®”
Linearisierung

linearisation®” by state feedback;
linearization® ~ exakte
Linearisierung

linearity Linearitéit

logarithmic matrix norm
logarithmische Matrixnorm

loop gain Kreisverstirkung

Luenberger observer
Luenberger-Beobachter

lumped parameters konzentrierte
Parameter

lumped-parameter system
System mit konzentrierten
Parametern

Lyapunov function Ljapunov
Funktion

Lyapunov stability
Ljapunov-Stabilitdt; Stabilitat im
Sinne von Ljapunov

Lyapunov’s, direct method of
direkte Methode von Ljapunov

Lyapunov’s, first method of
erste Methode von Ljapunov

Lyapunov’s indirect method
indirekte Methode von Ljapunov

Lyapunov’s, second method of
zweite Methode von Ljapunov

M

manipulated variable Stellgrofie

magnitude Amplitude

magnitude plot Amplitudengang

magnitude spectrum
Amplitudenspektrum

manual control Handregelung

mass-spring system
Masse-Feder-System

mathematical model
mathematisches Modell

mathematical modeling??; ~
modelling®? mathematische
Modellbildung

matrix exponential (function)
Matrixexponentialfunktion

maximum overshoot
Uberschwingweite

measurement noise Messrauschen

measuring device Messeinrichtung

measuring transducer
Messwandler

MIMO-System Mehrgrofiensystem
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minimum-phase system
minimalphasiges System

modal control modale Regelung

model aggregation
Modellvereinfachung

model building Modellbildung

model predictive control (MPC)
modellbasierte pradiktive Regelung

model reduction
Modellvereinfachung

model simplification
Modellvereinfachung

model uncertainty
Modellunsicherheit

modeling??; modelling®?
Modellbildung

Moore-Penrose pseudoinverse
Pseudoinverse;
Moore-Penrose-Inverse

moving average gleitende
Mittelwertbildung

moving horizon gleitender
Horizont

multiple-input, multiple-output
system Mehrgrofiensystem

multiple-input multiple-output
control system
Mehrgroflenregelung

multivalued nonlinearity
Kennlinien mit mehreren
Eingangsgrofien; Element mit
mehrdimensionaler
Kennlinienfunktion

multivariable control
Mehrgrofienregelung

multivariable system
Mehrgroflensystem

N

natural frequency ungeddmpfte
Frequenz; Eigenfrequenz

natural response Eigenbewegung

negative feedback Gegenkopplung

Nichols plot Nichols-Diagramm

node Knotenpunkt

nonlinear differential equation
nichtlineare Differentialgleichung

nonlinear element nichtlineares
Element

nonlinear feedback control
system nichtlineares
Regelungssystem

nonlinear observer nichtlinearer
Beobachter

nonlinear system nichtlineares
System

nonlinearity with hysteresis
Element mit Hysterese

non minimum phase system
nichtminimalphasiges System

normal form Normalform;
kanonische Form

numerator degree Zihlergrad

numerator polynomial
Zéhlerpolynom

Nyquist (contour) plot
Nyquist-Kurve

Nyquist diagram Ortskurve der
Frequenzgangfunktion

Nyquist plot Ortskurve der
Frequenzgangfunktion

Nyquist (stability) criterion
Nyquist-Kriterium

(0)

observability Beobachtbarkeit

observability Gramian
Gram’sche Beobachtbarkeitsmatrix

observability matrix
Beobachtbarkeitsmatrix (M g)

observable canonical form
Beobachtungsnormalform

observable system beobachtbares
System

observer Beobachter

observer-error Beobachtungsfehler

observer-error state equation
Beobachtungsfehlergleichung

observer matrix
Beobachtungsmatrix (L)

observer model
Beobachtungsmodell

observer vector
Beobachtungsvektor (L)

offset Abweichung; Regelabweichung
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on-off control Zweipunktregelung

on-off nonlinearity Element mit
Zweipunktkennlinie

open loop control Steuerung

open-loop frequency response
Frequenzgang des offenen
Regelkreises

open-loop stability Stabilitdt des
offenen Regelkreises

open-loop system offener
Regelkreis

open-loop transfer function
Ubertragungsfunktion des offenen
Regelkreises

operating point Arbeitspunkt
operating range Regelbereich;
Arbeitsbereich

operational amplifier
Operationsverstirker

optimal control optimale
Regelung

optimisation®”; optimization?”
Optimierung

order of denominator Nennergrad

order of numerator Ziahlergrad

ordinary differential equation
(ODE) gewdhnliche
Differentialgleichung

output equation
Ausgangsgleichung

output feedback
Ausgangsriickfithrung

output matrix Ausgangsmatrix
(©)

output quantity Ausgangsgrofie

output variable Ausgangsgrifie

output vector Ausgangsvektor(c)

overall transfer function
Gesamtiibertragungsfunktion

overdamped (D > 1) aperiodisch

overdamped system
PTy-Element (mit D > 1; Kriechfall)

overfitting Uberanpassung

overshoot Uberschwingen,
Uberschwingweite
P

P-(proportional) action
P-Verhalten

P-(proportional) control
P-Regelung

P-(proportional) controller
P-Regler

P-(proportional) element
P-Element; Proportionalglied

PD-(proportional-plus-derivative)
-controller PD-Regler

PI-(proportional-plus-integral)
control with state feedback
PI-Zustandsregelung

PI-(proportional-plus-integral)
-controller PI-Regler

PID-(proportional-plus-integral-
plus-derivative) controller
PID-Regler

Padé approximation
Padé-Approximation

parallel connection?;
~ connexion®? Parallelschaltung

parallel structure Parallelstruktur

parameter estimation method
Parameterschétzverfahren

parameter identification
Parameteridentifikation

parameter model
Parametermodell

parameter optimisation®?; ~
optimization”
Parameteroptimierung

parameter sensitivity
Parameterempfindlichkeit

parametric estimation
Parameteridentifikation

partial fraction expansion
Partialbruchzerlegung

passivity Passivitit

peak overshoot Uberschwingweite

peak time Uberschwingzeit (t:)

performance function
Giitekriterium

performance index
Giitefunktional

performance specification
Giiteforderung

periodic periodisch

phase angle Phasenwinkel

phase correction Phasenkorrektur

phase crossover (angular) fre-
quency Phasenschnittkreisfrequenz
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phase lag Phasennacheilung

phase lead Phasenvoreilung

phase margin Phasenrand;
Phasenreserve

phase plane Phasenebene;
Zustandsebene

phase plane analysis Methode der
Phasenebene

phase plot Phasengang

phase portrait Phasenportrait

phase shift Phasenverschiebung

phase-lead compensator PDTq
(Lead)-Element (-Regler)

piecewise linear control
abschnittweise lineare Regelung;
stiickweise lineare Regelung

plant Regelstrecke

plant input  Stellgrofie

plant output Regelgrofie

pneumatic controller
pneumatischer Regler

polar plot Ortskurve der
Frequenzgangfunktion

pole Polstelle

pole assignment Polzuweisung

pole excess Poliiberschuss

pole placement Polvorgabe

pole-zero cancellation
Pol/Nullstellen-Kiirzung

pole-zero diagram
Pol/Nullstellen-Diagramm

pole-zero excess Poliiberschuss

pole-zero map
Pol/Nullstellen-Bild

pole-zero plot
Pol/Nullstellen-Diagramm

Popov line Popov-Gerade

Popov plot Popov-Ortskurve

Popov stability criterion; Popov
criterion Stabilitdtskriterium von
Popov

position control system
Lageregelung

positiv feedback Mitkopplung

positive real positiv reell

positively invariant set
Einzugsgebiet; Ljapunov-Gebiet

power amplifier
Leistungsverstérker

predictive control pradiktive
Regelung

prefilter Vorfilter

principle of superposition
Uberlagerungsprinzip;
Superpositionsprinzip

process control Prozessregelung

process control system
Prozessleitsystem

process-dependent sequential
control prozessabhéngige
Ablaufsteuerung

process-oriented sequential control
prozessabhingige Ablaufsteuerung

programmable logic controller
(PLC) speicherprogrammierbare
Steuerung (SPS)

proportional constant
Proportionalbeiwert

proportional control
Proportionalregelung

proportional gain
Proportionalbeiwert

Q

quadratic form quadratische Form

R

radially unbounded radial
unbegrenzt

ramp function Anstiegsfunktion

ramp response Anstiegsantwort

random quantity Zufallsgrofie

random variable Zufallsgrofle

rank of matrix Rang einer Matrix

rate action D-Verhalten;
differenzierendes Verhalten

rate time Vorhaltzeit

reachability FErreichbarkeit

real part Realteil

reference input Fiihrungsgrofie;
Sollwert

reference signal Fiihrungsgrofie

reference variable Fiihrungsgrofie

region of asymptotic stability
(RAS) maximales Einzugsgebiet

regulator Regler

relativ degree Differenzordnung,
relativer Grad
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relay Zweipunktelement; Schalter

relay feedback control system
Zweipunktregelung

relay with dead zone
Zweipunktelement mit Totzone
(Dreipunktelement); Dreipunktglied

relay with hysteresis
Zweipunktelement mit Hysterese

reset time Nachstellzeit

resonance frequency
Resonanzfrequenz

resonance peak
Resonanziiberhohung

resonance peak magnitude
Resonanzwert des Amplitudengangs
(PTy-Element)

resonant angular frequency
Resonanzkreisfrequenz

resonant frequency
Resonanzfrequenz

resonant peak
Resonanziiberh6hung

resonant peak magnitude
Resonanzwert des Amplitudengangs
(PTy-Element)

response to setpoint changes
Fiihrungsverhalten

return difference function
Riickfiihrdifferenzfunktion

return difference matrix
Riickfiihrdifferenzmatrix

right half s-plane (RHP) rechte
s-Halbebene

rise time Anregelzeit; Anstiegszeit

robust control system robuste
Regelung

robust controller robuster Regler

robustness Robustheit

rolling friction Rollreibung

root Nullstelle

root locus Wurzelort (WO)

root-locus amplitude (magni-
tude) condition
Wurzelortamplitudenbedingung

root-locus angle of arrival
Wurzelorteintrittswinkel

root-locus angle of departure
Wurzelortaustrittswinkel

root-locus asymptotes
Wurzelortasymptoten

root-locus branches
Wurzelortzweige

root-locus break-in point
Wurzelortverzweigungspunkt

root-locus breakaway point
Waurzelortverzweigungspunkt

root-locus construction rules
Wurzelortkonstruktionsregeln

root-locus method
Wurzelortsverfahren

root-locus phase condition
Waurzelortphasenbedingung

root-locus plot Wurzelortskurve
(WOK)

row vector Zeilenvektor

Runge-Kutta method
Runge-Kutta-Verfahren

S

s-plane s-Ebene

saddle point Sattelpunkt

sample and hold element
Abtasthalteglied

sample period Abtastzeit
sample rate Abtastrate
sampled-data system
Abtastsystem

sampler Abtaster

sampling control Abtastregelung
sampling interval Abtastintervall;
Abtastzeit

sampling period Abtastperiode
sampling rate Abtastrate
sampling theorem Abtasttheorem
sampling time Abtastzeit
saturated control Sittigungsregler
saturation Begrenzung; Sittigung
saturation control

Sattigungsregler

saturation nonlinearity Element
mit Begrenzung, Element mit
Sattigung

saturator Begrenzungsglied
scalar product Skalarprodukt
second order differential equa-
tion Differentialgleichung 2.
Ordnung

second order homogeneous diffe-
rential equation homogene
Differentialgleichung 2. Ordnung
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second order lag element
PTy-Element
sensitivity Empfindlichkeit
sensitivity function
Empfindlichkeitsfunktion
sensor Messglied
sequence control Ablaufsteuerung
sequencer Ablaufsteuerung
sequential control
Ablaufsteuerung
series connection?;
~ connexion®? Reihenschaltung
series structure Kettenstruktur
setpoint Sollwert

settling time Einschwingzeit;
Ausregelzeit
set value Sollwert

signal-flow graph Signalflussgraph
signum function Signumfunktion
similarity transformation
Ahnlichkeitstransformation
sine function Sinusfunktion
sine response Sinusantwort
single-input single-output (SISO)
system Eingroflensystem
single-loop feedback system
einschleifige Regelung
singled-valued nonlinearity
Element mit eindeutiger
Kennlinienfunktion
sliding friction Gleitreibung
sliding mode Gleitzustand
sliding mode controller
Gleitzustandsregler
Smith predictor Smith-Pradiktor
soft variable-structure control
weiche strukurvariable Regelung
speed control
Geschwindigkeitsregelung
speed-of-response specification
Dynamikforderung
spring-mass-damping system
Feder-Masse-Dampfer-System
spring-mass-dashpot system
Feder-Masse-Dampfer-System
stabilisability®?; stabilizability4?
Stabilisierbarkeit
stabilisation®?; stabilization
Stabilisierung

AE

stability Stabilitét

stability analysis
Stabilitdtsuntersuchung

stability in the sense of
Lyapunov Ljapunov-Stabilitét;
Stabilitdt im Sinne von Ljapunov

standard control loop
Standardregelkreis

start-up control Anfahrsteuerung;
Anfahrregelung

state Zustand

state control Zustandsreglung

state controller Zustandsregler

state differential equation
Zustandsdifferentialgleichung

state equation Zustandsgleichung

state feedback
Zustandsriickfithrung

state observation
Zustandsbeobachtung

state observer Zustandsbeobachter

state space Zustandsraum

state-transition matrix
Ubergangsmatrix;
Zustandsiibergangsmatrix;
Fundamentalmatrix

state variable Zustandsgrofie;
Zustandsvariable

state vector Zustandsvektor

static behavior“?; ~ behaviour
statisches Verhalten

static friction Haftreibung

static reinforcement statische
Verstarkung

steady state eingeschwungener
Zustand

steady-state control accuracy
Regelgenauigkeit im
Beharrungszustand

steady-state control error
stationéres Regeldifferenz

steady-state error
Regelabweichung, bleibende

steady-state offset bleibende
Regelabweichung

steady-state response Verhalten
im Beharrungszustand; stationéres
Verhalten

steady-state solution
Losung

BE

stationére
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step control Ablaufsteuerung

step function Sprungfunktion

step response Ubergangsfunktion;
Sprungantwort

stick-slip Ruckgleiten

stick-slip friction
Stick-slip-Reibung; Reibung beim
Ruckgleiten

stiction Haftreibung

stiff differential equation steife
Differentialgleichung

stochastic process Zufallsprozess;
stochastischer Prozess

stochastic variable
Variable

straight-way matrix
Durchgangsmatrix

strict feedback form strenge
Riickkopplungsform

strictly positive real streng
positiv reell

subsidiary control unterlagerte
Regelung

summation element

stochastische

Summationselement,
Summationspunkt
switch Schalter
system matrix Systemmatrix (A)
system with play Lose

T

Taylor series Taylor-Reihe

test input signal
Testeingangssignal

three-point controller
Dreipunktregler

three-step action element
Dreipunktglied

three-step control
Dreipunktregelung

three-step switching controller
Dreipunktregler

three-term controller
AE

PID-Regler
time behavior?; ~ behaviour®?
Zeitverhalten

time constant Zeitkonstante

time delay Totzeit; Zeitverzogerung

time-dependent sequential
control zeitgefiihrte
Ablaufsteuerung

time domain Zeitbereich

time lag Zeitverzogerung

time-invariant system
zeitinvariantes System

time-optimal zeitoptimal

time-optimal control
zeitoptimale Regelung

time-varying system
zeitvariantes System

tracking control Folgeregelung;
Trajektorienfolgeregelung

tracking error Folgefehler;
Nachlauffehler

trajectory Trajektorie

trajectory tracking control
Trajektorienfolgeregelung

transfer element
Ubertragungselement

transfer function
Ubertragungsfunktion

transfer function matrix
Ubertragungsmatrix

transfer lag
Ubertragungsverzogerung

transfer matrix
Ubertragungsmatrix

transient behavior?; ~
behaviour®? Ubergangsverhalten

transient response
Antwortfunktion im Zeitbereich (auf
ein vorgegebenes Eingangssignal)

transition matrix
Ubergangsmatrix; Transitionsmatrix

transport lag Totzeit

transport lag element
Totzeitelement

transpose of a matrix
Transponierte einer Matrix

trapezoidal approximation of
integral Trapeznihrung fiir eine
Integralberechnung

Tsypkin criterion
Zypkin-Kriterium

tuning factor Einstellfaktor

tuning rules Einstellregeln

Tustin’s method Tustin-Formel

two-point controller
Zweipunktregler
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two-position control
Zweipunktregelung

two-position controller
Zweipunktregler

two-step action element
Zweipunktelement

two-step control
Zweipunktregelung

two-step controller
Zweipunktregler

two-term controller PI-Regler

two-valued nonlinearity
Element mit Zweipunktverhalten

U

uncontrollable system
nichtsteuerbares System
undamped natural angular fre-
quency Kennkreisfrequenz
underdamped (0 < D < 1)
periodisch
underdamped system
PTy-Element (mit D < 1;
Schwingungsfall)
undershoot Unterschwingen
unit circle Einheitskreis
unit impulse Einheitsimpuls
unit matrix Einheitsmatrix
unit-impulse function
Einheitsimpulsfunktion
unit-impulse response
Einheitsimpulsantwort
unit-ramp function
Einheitsanstiegsfunktion
unit-ramp response
Einheitsanstiegsantwort
unit vector Einheitsvektor
unit-step function
Einheitssprungfunktion
unit-step response
Ubergangsfunktion
unity-feedback control system
Regelungssystem mit direkter
Gegenkopplung (d. h. ohne Regler)
unstable instabil

unstable system instabiles System

v

variable Grofle

variable command control
Folgeregelung

variable structure control
strukurvariable Regelung

variation of parameters
Parametervariation

velocity control system
Geschwindigkeitsregelung

velocity (ramp) error
Geschwindigkeitsfehler

viscous friction coefficient
viskoser Reibungskoeffizient

viscous friction viskose Reibung

W

water-level control
Wasserstandsregelung

weighting function
Gewichtsfunktion

Z

z-plane z-Ebene
z-transfer function
z-Ubertragungsfunktion
z-transform z-Transformierte
z-transform pair
z-Transformationspaar

z-transformation z-Transformation

zero Nullstelle

zero dynamics Nulldynamik

zero-input response
Antwortfunktion der homogenen
Zustandsgleichung; Eigenbewegung

zero-order hold element (ZOH)
Halteglied nullter Ordnung

zero-state response
Antwortfunktion der inhomogenen
Zustandsgleichung; erzwungene
Bewegung



A

Daten des Kranreglers

Teilregler u = —k:ZTsc der in Abschnitt 3.3.3 beschriebenen Kranregelung:

[ 1.9245  16.8960 —67.7493 —120.7999 0.3651]
[ 5.3581  39.3339 287.3235 —181.1081 0.8983]
[ 7.4166  51.0577 325.7613 —306.2776 1.1650]
[11 7940  72.2878 138.0207 —535.5579 1.6982]
[17 3572 94.5922  —118.3572 —678.5956 2.2315] ,
k6T [23 9695 117.0157 —417.4605 —708.2384 2.7648] ,
= ]
= ]
[ ]
[ ]

kL = ;
ky =

ks =

)
)

)

31.4013 138.7914  —730.7397 —602.6913 3.2980
49.8302 188.8935 —1005.7853 —405.2965 4.2313
kg 72.0268 241.9377 —1118.9194 54.1054 5.1645
kfo =197.0202 297.4944 —954.7146  T87.7226 6.0977|.

)

)

)

Matrizen R; der Ljapunov-Gebiete G; = {x € ]R5| 'Rz < ¢;} mit ¢; = 1:

4.1107-107*  3.3656-1073 —4.0166-1073 —2.4248-1072  6.6442-107°
3.3656-10 3.1180-1072 —2.8011-102 —2.3607-10~"  6.2148-10~*
R;=|—4.0166-10"% —2.8011-102 4.1307-10°  1.7240-10~' —2.7836-1073
—2.4248.1072 —2.3607-10"  1.7240-107! 5.4049-10° —2.9691-1073
6.6442-107°  6.2148-10™* —2.7836-1073 —2.9691-1073  1.4478-107°

3.7979-107%  2.6079-1072 1.8755-107' —2.2657-1071 5.6711-10~*

2.6079-102 1.8712-10~% 1.2913 —1.6330 4.0165-1073
Ry=| 1.8755-107 1.2913 2.8190-10' —1.1024-10' 1.9722-102
—2.2657-1071 —1.6330 —1.1024-10  3.0710-10' —2.7863-102

5.6711-10* 4.0165-1073 1.9722-1072—2.7863-102 9.5314-10~°

?



362 Anhang A. Daten zum Beispiel Containerkran
[ 7.0254-107 4.5741.102 3.1248.107' —4.1397-10" 1.0098:107]
4.5741-107% 3.0763-107" 2.0342 —2.7809 6.7269-1073
R;=| 3.1248107' 2.0342 3.3884.10" —1.8433-10"  3.6004-1072] ,
—4.1397-10~1 —2.7809 —1.8433-10"  4.2920-10' —5.3480-102
| 1.0098:107%  6.7269-107  3.6004-1072 —5.3480-102  1.5701-10~*
[ 1.8355-1072 1.0811-107% 4.7125-107' —9.4012:10~ 2.4504-107°]
1.0811-107" 6.5416-10~" 2.8488 —5.5883 1.4831-1072
R,=| 4.7125:107" 2.8488 3.8658-10" —2.5478-10'  5.1777-1072| ,
—9.4012-107! —5.5883 —2.5478.10"  7.2404-10" —1.1723-107!
| 2.4504-107® 1.4831:107% 5.1777-1072—1.1723-10~"  3.5057-107*
[ 5.2217-1072 2.7366-10~" 4.0373-10~* —2.3095 6.2049-107°]
2.7366-1071  1.4687 2.4757 —1.2133-10"  3.3474-1072
R;=| 4.0373-107' 2.4757 4.2570-100 —2.1409-10"  3.7964-1072] ,
—2.3095 —1.2133-10 —2.1409-10"  1.3541-102 —2.6235-107"
| 6.2049-107% 3.3474:107% 3.7964-1072 —2.6235-10~"  7.8876-107*
[ 1.1949-107"  5.6923-107" —5.1097-10~" —4.2345 1.3063-107]
5.6923-1071  2.7826 —1.6116 —2.0252:10"  6.4387-1072
Rs=1|—5.1097-10"" —1.6116 6.7149-10"  9.3161 —6.8998-1072 ,
—4.2345 —2.0252:10"  9.3161 2.0442.102 —4.4193-107"
| 1.3063-107%  6.4387-107% —6.8998-102 —4.4193-10~"  1.5430-107%
[ 2.3786:107" 1.0378 —2.8921 —5.9433 2.4280-102]
1.0378 4.6715 —1.1067-10 —2.6154-10"  1.1058107"
R;=|—-2.8921 —1.1067-10"  1.5204-10>  5.1281-10' —3.2462-107" | ,
—5.9433 —2.6154-10"  5.1281-10'  2.5478-10%2 —5.6212-10"
| 2.4280-1072 1.1058-107 —3.2462:107" —5.6212:10"  2.7258-107
[ 5.8841.107' 2.2140 —8.4857 —7.0109 4.9746-1072]
2.2140 8.6981 —2.9546-10" —2.7779-10  1.9994.107"
Rg=|—-8.4857 —2.9546-10"  3.2425-102  6.6341-10' —7.8731-107' | ,
—7.0109 —2.7779-10"  6.6341-10'  3.0685-102 —5.3622-10"
| 4.9746-1072  1.9994-107' —7.8731-107! —5.3622:10~"  4.8279-1073
[ 1.0563 3.5328 —1.3691-10" —2.9545 7.6710-1072]
3.5328 1.2558-10' —4.2423-10' —1.2953-10  2.8163-107!
Ry=|—-1.3691-10"' —4.2423-10' 5.5357-10®> —1.144810' —1.1622 ,
—2.9545 —1.2953-10" —1.144810"  4.6012-10> —9.4034-102
| 7.6710-107 2.8163-107" —1.1622 —9.4034-1072  6.7514-1073 |
1.6062 4.8038 —1.3282.10" 6.2810 9.7536-1072
4.8038 1.5756-10' —3.3740-10" 1.2281-10'  3.3568-10~"
Rip=|—-1.3282.10"' —3.3740-10' 9.2668-10° —1.0862-10> —1.1734
6.2810 1.2281-10' —1.0862:10> 1.0134-10> 6.5813-107!
9.7536:1072 3.3568-1071 —1.1734 6.5813-10~1  7.9645-1073
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Mathematische Zeichen und Funktionen

R
R’ﬂ
Ck

T <1,
axb
a<b
a>b
r—a

J

Re{a+ jb} =a
Im{a+jb} =0
[a, ]

[a,b) und (a,b]
(a,b)

: Menge der reellen Zahlen
: der n-dimensionale reelle Zahlenraum
: Raum der k-mal stetig differenzierba-

ren (vektoriellen) Funktionen

: Ty ist dquivalent zu Ts.

: a ist ndherungsweise gleich b.

: a ist viel kleiner als b.

. a ist viel grofler als b.

: x strebt gegen a.

: imaginsre Einheit j = /-1

: Realteil einer komplexen Zahl

: Imaginérteil einer komplexen Zahl
: geschlossenes Intervall

: halboffene Intervalle

: offenes Intervall

: Betrag einer Zahl x

: Vektoren sind durch fette Kleinbuch-

staben dargestellt.

: transponierter Vektor zu a
: Dimension, d. h. Anzahl der Elemente

x; des Vektors x

: euklidische Norm des Vektors «, ent-

spricht ||z|| = (22 4 ... +22)1/2

: Betrag des Vektors x, identisch mit

|

: Kreuzprodukt der Vektoren a und b
: Matrizen sind durch fette Grofibuch-

staben dargestellt.

: Einheitsmatrix
: inverse Matrix von A
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AT : transponierte Matrix zu A
rang(A) : Rang der Matrix A, Anzahl der linear
unabhéngigen Spalten von A
det(A) : Determinante der Matrix A
{a,b,c,...} : Menge mit den Elementen a,b,c, ...
aeM . a ist Element der Menge M.
ag¢ M : a ist kein Element von M.
My = M : Menge M; ist identisch mit Menge
M.
My C M : M, ist eine echte Teilmenge von Mo,
d.h., es gilt My # Ms.
M, C M,y : M; ist eine Teilmenge von My, My =
My ist moglich.
My \ M, : M7 ohne die Menge Ms, Differenzmen-
ge
inf{M} : Infimum einer Menge M
min{M} : Minimum einer Menge M
max{M} : Maximum einer Menge M
U(x) : Umgebung eines Punktes . Wenn un-
missverstéindlich ist, welcher Punkt a
gemeint ist, so kann auch nur die Be-
zeichnung U verwendet werden.
Ff(z) : Umkehrfunktion von z = f(z), also
z=f"(z)
min f(x) : das Minimum der Funktion f
min z; : das Minimum der Werte x;
argmin z; : der Index 4 (Argument), der das mini-
! male x; kennzeichnet
umaxy u > umax
sat(u) = < u, Umin < U < Umax : Sattigungsfunktion
Umin, U < Umin
1, >0
sgn(z) = 0, =0 : Signumfunktion, Vorzeichenfunktion
-1, <0
X(s) = L{=(t)} : Laplace-Transformierte von z(t)
z(t) = L7H{X(s)} : Laplace-Riicktransformierte von X (s)

: Laplace-Ubertragungsfunktion
: z-Ubertragungsfunktion
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d

fiwy =1

B A
dx _ dzr
. dx
7w
I, T
2

if(@) o 0f(@) do
dt _; dx;  dt
of (z)

8xi

_ 0f()

&

ox

0f(@) _ [0f(z) 0f(x)  Of(a)

Ox oxy Oxo
of(x)
8x1

grad f(z) = |
of(x)
oz,
[Of1(x) Of1(x)
O7al) Do)
2( 2(X
8f(il!): (9.231 8332
oz . .
Ofn(x) Ofn(x)
L (9.231 8332
oh
Lon@) = " p)

ox

(@)

oxy,

Af1(x)]
oz,
dfa(x)
oz,

ox, |

: Ableitung der Funktion f nach der Va-

riablen x

: Ableitung von f an der Stelle x = a

: Ableitung von x nach der Zeit ¢

: zwei- bzw. dreimalige Ableitung von z

nach der Zeit t

: i-te Ableitung von x nach der Zeit ¢

: totale, d. h. vollstdndige Ableitung al-

ler Groflen nach ¢

: partielle Ableitung einer Funktion f

mit mehreren Argumenten z;, d.h.
Ableitung nach einem dieser Argu-
mente x;

: Ableitung einer Funktion f nach ei-

nem Vektor x

: Gradient, d. h. Richtungsableitung, ei-

ner Funktion f (Der Gradient gibt ei-
ne Richtung im Raum an und ist des-
halb hier ein Spaltenvektor.)

: Ableitung einer Vektorfunktion f nach

einem Vektor . Das Ergebnis ist die
Jacobi-Matrix.

: Lie-Derivierte von h beziiglich f
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L}h(m) = LfLéilh(sc) : i-te Lie-Derivierte von h beziiglich f
o1 - .
E{z(t)} = lim /x(t) dt : Erwartungswert, d.h. zeitlicher Mit-
T—oo 2T . .
o telwert, eines Signals x(t)
cov{x(t), z2(t)} : Kovarianzmatrix zweier Zeitverliufe

x1(t) und xo(¢)
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