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Kapitel 1

Dynamische Systeme

Der Begriff des Systems wird in vielen Bereichen der Wissenschaft und des tdglichen
Lebens verwendet, wobei im Detail hdufig unterschiedliche Dinge darunter verstanden
werden. Wenn ein System zunéchst als eine Black Box betrachtet wird, so wird die
Wechselwirkung mit der Umgebung durch sogenannte Eingangs- bzw. Ausgangsgrdfien
beschrieben (siehe Abbildung 1.1):

e Fingangsgrifien uy, us, ..., u, wirken von der Umgebung auf das System ein. Be-
einflussbare Eingangsgrofien dienen in der Regelungstechnik als Stellgrafien (im Ge-
gensatz zu nicht beeinflussbaren Storgrofen).

o Ausgangsgrof$en yi, ya, . . ., yp werden vom System erzeugt und beeinflussen die Um-
gebung. Ausgangsgrofien, die iiber Sensoren gemessen werden konnen, bezeichnet
man als Messgrafien.

In dieser Vorlesung beschéftigen wir uns hauptséchlich mit zeitkontinuierlichen Systemen,
d.h. die Ein- und Ausgangsgrofien werden als Zeitfunktionen betrachtet (sieche Abbildung
1.1). Wenn man nun ein Zeitintervall [to, t1] betrachtet, so stellt sich die Frage, ob und
in welcher Weise sich das Ausgangsverhalten in diesem Zeitraum (eindeutig) durch die
Eingangsverldufe beschreiben lasst. Diese Frage fiihrt auf die Unterscheidung zwischen
statischen und dynamischen Systemen.

: N uy(t) —— — = () .
Eingangsgrofien Ausgangsgrofien
i : System : ,

zum Zeitpunkt ¢ zum Zeitpunkt ¢

um(t) - " = yp(t)

Abbildung 1.1: Systemdarstellung mit Ein— und Ausgangsgrofien.
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Beispiel 1.1 In Abbildung 1.2 a) und b) sind zwei einfache elektrische Systeme mit einem
Widerstand bzw. einem idealen Kondensator sowie der Eingangsgrofse i(t) (Strom) und
der Ausgangsgrofse v(t) (Spannung) dargestellt.

Im Fall a) gilt fir den Widerstand R der Zusammenhang
v(t) = Ri(t). (1.1)

Die AusgangsgrofSe v(t) ist zu jedem Zeitpunkt t eindeutig durch die Eingangsgrife i(t)
bestimmt. Statt dessen gilt im Fall b) fir die Spannung v(t) dber dem Kondensator C

v(t) :vo+é/to i(r)dr. (1.2)

Im Gegensatz zu (1.1) ist die Ausgangsgrofse v(t) also abhdingig von der Spannung vy =
v(ty) zum Startzeitpunkt to sowie vom Verlauf des Fingangsstroms i(T) fir to < 1 < t.

a) i(t) b) i(t)
o(t) H R o(t) —¢C

Abbildung 1.2: Beispiel zu statischen und dynamischen Systemen (Beispiel 1.1).

Anhand von Beispiel 1.1 ldsst sich der Unterschied zwischen einem statischen und dyna-
mischen System wie folgt beschreiben:

o Statisches System: die AusgangsgroBen yy(t),. .., y,(t) zum Zeitpunkt ¢ héngen le-
diglich von den momentanen Eingangsgrofien uy(t),. .., u,,(t) ab,

e Dynamisches System: die AusgangsgroBen yy(t), ..., y,(t) zum Zeitpunkt ¢ hingen
von der Anfangssituation und der Historie der Eingangsgroflen uy(7), . .., (T) fiir
7 <t ab. Man spricht in diesem Fall auch von einem kausalen dynamischen System.

1.1 Das Zustandskonzept

Der oben genannte Begriff der “Anfangssituation” ist eng verkniipft mit der Definition der
Zustandsgroffen eines dynamischen Systems:

Definition 1.1 (Zustand) Die Grdfien x1,...,x, heiffen Zustandsgrofen eines dyna-

mischen Systems, wenn sich die Ausgangsgrifien yi(t), ..., y,(t) zu jedem beliebigen Zeit-
punkt t >ty durch die Historie der Eingangsgrofien ui(T) ..., Uy, (1), to < 7 <t und die
Anfangszustande x1(to), ..., x,(to) beschreiben lassen.
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In der Vorlesung werden dynamische Systeme mit endlichem Zustand (n < 0o) betrachtet,
die sich durch gewohnliche Differentialgleichungen in expliziter Form beschreiben lassen:

:1':1:fl(xl,...,xn,ul,...,um,t), xl(to):$170
To = fo(T1, .y Tny Ut Uy t), Ta(to) = Tap Zustandsdgln. mit
Anfangsbedingung
Tp = fo(T1, . Tny Uty ooy Uy t), Xp(to) = Tnpo
(1.3)

U :hl(xl,...,xn,ul,...,um,t)

=ho(x1, ..., Tp, Uty .., Unp,T
. . 2(e: ! ) Ausgangsgleichungen
Yp = hp(T1, ..., Ty, U,y Uy, T)

wobei &; = %xi(t) als Abkiirzung der Zeitableitung verwendet wird. Es ist gebréduchlich,

die einzelnen Groflen in Vektorform anzugeben

Uy Y1 T
Ug Y2 T2

u=| |, y=1.1, z=|.]. (1.4)
Um UYp Tn

Mit dem Eingang w, dem Ausgang y und dem Zustand x lassen sich auch die Differenzi-
algleichungen (1.3) in der kompakten Form

= f(x,u,t) mit x(ty) = xo (1.5)

schreiben. Der Zustand @ (t) zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ ldsst sich als Element eines n-
dimensionalen Vektorraumes interpretieren, weshalb man auch vom Zustandsraum spricht.
Die Kurve aller Punkte @(t) in einem Zeitintervall stellt eine Trajektorie im Zustandsraum
dar, siche Abbildung 1.3.

I

Abbildung 1.3: Veranschaulichung einer Trajektorie im Zustandsraum (z € R3).

Systemtheorie (WS 2012/2013) ©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen
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u(t) i C

Abbildung 1.4: Einfaches elektrisches System.

1.2 Physikalische Beispiele

In den folgenden Abschnitten werden einige Beispiele aus verschiedenen physikalischen
Bereichen betrachtet und deren mathematische Modellierung als dynamische Systeme
diskutiert.

1.2.1 Elektrisches System

Serienschwingkreis: Abbildung 1.4 zeigt einen Serienschwingkreis mit der Eingangs-
spannung u(t) und der Ausgangsspannung y(¢). Das mathematische Modell kann unmit-
telbar aus der Maschenregel (Kirchhoffsche Gesetze)

0= —u(t) +uc(t) +ur(t) + y(t) (1.7)
und den Bauelementgleichungen

CLuc(t)=i(t) mit uc(0)=ucp
L%z’(t) =ug(t) mit i(0) =i (1.8)
Ri(t) = y(t)
fiir den Kondensator (', die Induktivitdt L und den Widerstand R hergeleitet werden.

Eine geeignete Wahl fiir die ZustandsgroBen ist der Strom i(¢) durch die Induktivitdt und
die Spannung uc(t) am Kondensator. Damit ergibt sich die Systembeschreibung

d [ue®] | 0 & [uelt) 0
dt [ @it) } a [_% _%] [ z%s) } + M u(t) (1.9)
und die Ausgangsgleichung i it
y(t) = [0 R] [ i(t) 1 : (1.10)
Tabelle 1.1 stellt die Losung von (1.9) fiir u(¢) = 0 dar, wobei

R 1 R\?
=57 und w = oL~ (Z)
gilt. Offensichtlich unterscheidet sich das Schwingverhalten in Abhéngigkeit der Fille a)
bis ¢). In Abbildung 1.5 sind die Trajektorien fiir die Félle a), b), ¢) mit den Parametern
L =C =1und R € {1,2,3} sowie den Anfangsbedingungen uco = 2, ip = 1 fiir das
Zeitintervall 0 < ¢t < 10 dargestellt.

Systemtheorie (WS 2012/2013) ©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen
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Fall a) uc (t) = exp (—7t) ((;uco + zo) sin (wt) + uc o cos (wt))

1 R (1.11)
7= " 57 i(t) = —exp( Izo + —uco sin (wt) — ig cos (wt)
VCL 2L w
Fall b) uc (t) = exp (— <(;uco + zo) sinh (wt) + uc,o cosh (wt))

1 R - (1.12)
\/ﬁ < 5Y3 i(t) = —exp( ((wzo + —uc 0) sinh (wt) — 4o cosh (wt))

2 1 2

Fall C) uc (t) = exp <_}%C't> <<C’LO -+ EUC 0> t+ UCVO>

1 R 5 5 4 (1.13)
VCL 2L i{t) = —exp <_RCt> (<RCO * R?O“C’O> - ZO)

Tabelle 1.1: Analytische Losung der Zustandsdifferentialgleichungen (1.9) fur u(t) = 0.

SRR s 4101
0.5r |
s 9
-0.5 0 O‘.5 l l‘.5 2
uc(t)

Abbildung 1.5: Trajektorien des Serienschwingkreises.

Aufgabe 1.1 Berechnen Sie zum elektrischen Kreis nach Abbildung 1.6 die Zustands-

dgin. und die Ausgangsgleichung fir y = is.

Wihlen Sie dazu geeignete Zustandsgrofien

und verwenden Sie die Kirchhoffschen Gesetze.
Losung: Wenn iy und uc als Zustandsgrioffen gewdhlt werden, ergibt sich

R Ro

. _ _ Ry . 1
Zustandsdgln. i |:21 (t) :| _ L(%11+R2) L(R11+R2) |:Zl<t) :| + |:L:| u(t)
dt uc(t) C(Ri+R2)  C(Ri1+R2) uc(t) 0

R 1
y(t) = |:R1+2R2 Ri+R>

Ausgangsgl.

) )

Systemtheorie (WS 2012/2013) ©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen
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Abbildung 1.6: Elektrischer Kreis zu Aufgabe 1.1.

1.2.2 Mechanisches System

Feder-Masse-Dampfer-System: Ein einfaches Feder-Masse-Dampfer-System mit der
Masse m und der externen Kraft F'(t) ist in Abbildung 1.7 dargestellt. Fiir die Riickstell-
kraft der Feder und die Dampferkraft gelten die Beziehungen

F.(t) = cx(t), Fy(t)=di(t). (1.14)
mit &(t) = %x(t). Das mathematische Modell des Feder-Masse-Dampfer-Systems ergibt
sich durch Anwendung des Impulserhaltungssatzes, der aussagt, dass die Summe der an-
greifenden Krifte gleich der zeitlichen Anderungen des Impulses ist:

d

&(mv(t)) =mi(t) = —cx(t) — di(t) + F(t). (1.15)
Mit der Kraft F(t) als Eingangsgrofie des Systems und der Position () und Geschwin-
digkeit v(t) = &(t) der Masse m als Zustandsgrofien erhélt man die Zustandsdifferential-

T [

Zwischen mechanischen und elektrischen Grofien existiert eine Analogie, die auch in der
gleichen Struktur des mechanischen Systems (1.16) und des elektrischen Systems (1.9)

Rotations- :
achse i

Jo

Fy(t

d( ) }—> m, Jl
[
s = ‘
e |, LT > - [ FO
— A : w

¢ Schwerpunkt des /

Teleskoparms

Abbildung 1.7: Feder-Masse-Dampfer-  Abbildung 1.8: Roboterarm mit zwei Freiheits-
System. graden.

Systemtheorie (WS 2012/2013) ©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen
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erkennbar ist. Die Korrespondenzen von mechanischen und elektrischen Groflen sind in
Tabelle 1.2 dargestellt.

Mechanische Groéflen Elektrische Groflen

Weg: x(t) Ladung: qc(t) = Cuc(t)
Geschwindigkeit: v(t) = Sx(t) | Strom: ic(t) = Lqc(t) = CLuc(t)
Kraft: F(t) Spannung: u(t)

Masse: m Spule L

Federkonstante: c Kondensator: 1/C

Déampfungskonstante: d Widerstand: R

Tabelle 1.2: Korrespondenzen zwischen mechanischen und elektrischen Gréfen.

Aufgabe 1.2 Zeigen Sie, dass das Ersetzen der mechanischen Groffen in (1.16) durch
die korrespondierenden elektrischen Grofsen (Tabelle 1.2) direkt auf (1.9) fiihrt.

Roboterarm: Als weiteres mechanisches Beispiel wird der Roboterarm in Abbildung 1.8
betrachtet. Der Roboterarm besitzt einen rotatorischen und einen translatorischen Frei-
heitsgrad (Teleskoparm), die mit ¢(t) und r(t) bezeichnet werden. Zur Aufstellung des
mathematischen Modells des Roboterarms wird der Drehimpuls bzw. der Drall des Robo-
terarms betrachtet, der abhéingig vom Trigheitsmoment J und der Winkelgeschwindigkeit
w(t) ist:

D(t) = J(t)w(t) mit J(t) = Jo+ J, +mri(t).

Das Gesamttrigheitsmoment J besteht aus den Einzeltragheitsmomenten Jy und J; des
Drehgestells und des Teleskoparms um die Rotationsachse (r = 0) sowie dem zusétzlichen
sogenannte Steiner-Anteil mr?, der den Schwerpunktsabstand des Teleskoparms relativ
zur Rotationsachse beriicksichtigt.

Der Drallsatz sagt aus, dass die zeitliche Anderung des Drehimpulses gleich der Summe
der angreifenden Momente ist. Daraus erhélt man

%(J(t)w(t)) — J(t)w(t) + JO ()

_ %%(t}w(zﬁ) + ()t

= 2mriw + (Jo + Jy +mr?)i = M(t)

(1.17)

mit dem Coriolis-Moment 2mrrw und unter Vernachlissigung der Argumente (t).

Zuséatzlich wird zur Beschreibung der radialen Bewegung des Teleskoparms der bereits
erwiahnte Impulserhaltungssatz angewendet
d 2

S (mu(t)) = mo = F(t) +mre?, (1.18)

Systemtheorie (WS 2012/2013) ©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen
Institut fiir Mess-, Regel- und Mikrotechnik, Universitdt Ulm



1.2 Physikalische Beispiele Seite 8

wobei F(t) die angreifende Kraft (siche Abbildung 1.8) und mrw? die Zentrifugalkraft
darstellt. Mit den Zusammenhéngen

w(t) = gb(t) und  v(t) = 7(t)

erhélt man die Zustandsdifferenzialgleichungen

¢ =w

. —2mrovw 4+ M(t)

. J0+J1+m7“2 (119)
F=v

1
O =rw’+ —F(t).
m

Mit dem Zustand & = [¢, w, r, v]" und dem Eingang w = [M, F]T lisst sich das dynamische
Modell des Roboterarms also in der Form (1.3)

z=f(x,u), x(t) =xo

angeben.

1.2.3 Hydraulisches System

Drei-Tank-System: Abbildung 1.9 stellt ein Tanksystem aus drei Behéltern dar, die
miteinander verbunden sind. Zwei Speiserohre férdern die Volumenstrome ¢; und ¢ in
die Behélter 1 und 3. Die Fiillstéinde in den einzelnen Tanks werden mit h;, + = 1,2,3
bezeichnet. Am dritten Behélter befindet sich ein Abflussrohr auf der Hohe H, durch
das der Volumenstrom ¢3 aus dem Tanksystem entnommen wird. Das Drei-Tank-System
kann als ein vereinfachtes Modell eines Wasserversorgungsnetzes oder einer mehrstufigen
Talsperre angesehen werden.

Der Einfachheit halber wird angenommen, dass die Querschnittsflichen A und der Durch-
flussquerschnitt a fiir alle Behélter gleich ist. Die Eingangsgréfien des Systems sind die
Volumenstrome ¢; und ¢». Die Ausgangsgrofie sei der Abfluss g3 aus dem dritten Behélter.
Wenn angenommen wird, dass hs grofler als die Installationshohe H des Ablaufrohres ist,
so kann der Abfluss ¢3 in guter Ndherung durch die Ausflussformel von Torricelli

g3 =av/2g(hs —H), h3>H (1.20)

Tank 1 Tank 2 Tank 3

Abbildung 1.9: Drei-Tank-System.

Systemtheorie (WS 2012/2013) ©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen
Institut fiir Mess-, Regel- und Mikrotechnik, Universitdt Ulm



1.2 Physikalische Beispiele Seite 9

beschrieben werden, wobei g die Erdbeschleunigung bezeichnet. Des Weiteren lauten die
Volumenbilanzgleichungen fiir die drei Behilter

d d d
Aghl = (q; — ava, Aahg = G(Ulg — U23) A&hg = AV33 + q2 — (s (121)

Fiir die Stromungsgeschwindigkeiten v, und ve3 zwischen den einzelnen Tanks gilt der

Zusammenhang
U'L’j = F(hl, h]) = 51gn(hl — hj)\ / 29’h1 — hj| (122)

in Abhéngigkeit der Differenzhche der jeweiligen Tanks, siehe Abbildung 1.10. Damit
errechnen sich die Zustandsdifferentialgleichungen des Drei-Tank-Systems zu

Ahy = q; — aF(hy, hy) hy >0
Ah? = CLF(hl, hQ) — CLF(hQ, hg) hg Z 0 (123)
Ail3:(lF(h2,h3)—a\/QQ(hg—H)—f—C]Q hg Z H

mit der Ausgangsgleichung (1.20).

Aufgabe 1.3 Im Gegensatz zum gerade betrachteten Drei- Tank-System (Abbildung 1.9)
besteht bei dem Zwei-Tank-System in Abbildung 1.11 keine direkte Verbindung zwischen
den Tanks. Geben Sie das Modell des Zwei- Tank-Systems in Abbildung 1.11 an, wenn q
die Eingangsgrofie und qo die AusgangsgrifSe ist.

A
<

Vij = F(h“ hl)

0 Ah=h;—h;

hg[ N /

Abbildung 1.10: Kennlinie (1.22).  Abbildung 1.11: Zwei-Tank-System (Aufgabe 1.3).

1.2.4 Biologisches System

Riauber-Beute-Modell: Das Konzept der Zustandsvariablen ist nicht nur auf techni-
sche Systeme beschriinkt. Ein klassisches Beispiel aus der Okologie ist das Réduber-Beute-
Beziehung zweier Populationen. Im Folgenden wird die Anzahl der Tiere einer Beutepo-
pulation in einem abgegrenzten Gebiet (kein Zuzug, keine Abwanderung) zum Zeitpunkt ¢
mit x1(¢) bezeichnet. Im gleichen abgeschlossenen Gebiet lebt eine Rauberpopulation, die
sich ausschliefilich von der Beutepopulation ernéhrt und deren Anzahl mit xo(t) ausge-
driickt wird. Fiir die beiden Populationen werden nun die folgenden Modellierungsansétze
getroffen:
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Der Zuwachs an Beutetieren durch Geburten ist proportional zur momentanen An-
zahl an Beutetieren mit einer Geburtenrate a; > 0:

+ _
Mpeyte — @171

e Eine Abnahme an Beutetieren entsteht durch natiirliche Todesursachen mit einer
Sterberate a; > 0. Die Existenz der Rauberpopulation zu einer weiteren Verringe-
rung (“feindliche” Begegnungen), die als proportional zur Anzahl der Beute- und
Réubertiere angesetzt wird (Proportionalitdtskonstante b > 0):

Mpeute = G201 + bT122

e Die Rauberpopulation verringert sich ebenfalls durch natiirliche Todesursachen mit
einer Sterberate ¢ > 0:

mRéuber = CT2

e Fiir den Zuwachs an Raubertieren wird angenommen, dass dieser jeweils proportio-
nal zur eigenen Anzahl und zur Anzahl an Beutetieren ist (Proportionalititskon-
stante d > 0):

+ —
MRiuber — d'xl T2

Mit diesen Uberlegungen ergibt sich das folgende mathematische Modell

a
d
E% = (a1 - CLQ) 1 — brya, $1(0) = 1,0 (1'24)
d
ESBQ = —Cxy + d$11‘2 5 [L’Q(O) = T20 -

mit den Anfangswerten z;, und z der Beute- und Réuberpopulationen. Diese Glei-
chungen zur Beschreibung der dynamische Populationsentwicklung werden auch Lotka-
Volterra-Differentialgleichungen bezeichnet.

Abbildung 1.12 zeigt das Verhalten der Populationen in der (z1, x2)-Ebene beispielhaft fiir
die Werte a =b=d =1 und ¢ =1 (Fall a) bzw. ¢ = 2 (Fall b). Die Anfangsbedingungen
in (1.24) sind 19 = 229 = 2. Wie man erkennt, weist das Rauber-Beute-Modell eine
geschlossene Trajektorie auf, die in der Systemtheorie auch als Grenzzyklus gezeichnet
wird. Im Fall b) profitiert die Beutepopulation offensichtlich von dem schnelleren Ableben
der Réuber (Sterberate ¢ = 2).

1.3 Systemeigenschaften

Dynamische Systeme lassen sich nach unterschiedlichen Eigenschaften klassifizieren, von
denen einige in diesem Kapitel vorgestellt werden. Dabei wird lediglich auf die wichtigsten
Begriffe eingegangen, die in der Vorlesung benotigt werden. Fiir weitergehende Betrach-
tungen sei auf die am Kapitelende angegebene Literatur verwiesen.
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3 ‘

Fall a)
Fall b)

0 0.5 1 15 2 25 3 3.5

Abbildung 1.12: Trajektorien des Rauber-Beute-Systems mit z19 = z29 = 2 sowie den
Parametern a =b=d =1 und ¢ = 1 (Fall a) bzw. ¢ = 2 (Fall b).

1.3.1 Linearitit und Zeitinvarianz

In der Systemtheorie muss unterschieden werden, ob ein System linear oder nichtlinear ist
bzw. zeitvariant oder zeitinvariant ist. Insbesondere die Unterscheidung zwischen linearen
und nichtlinearen Systemen ist mafigeblich fiir die Systemtheorie und Regelungstechnik.
Daher soll zunédchst mathematisch klassifiziert werden, wann ein System der Form

= f(x,u,t) mit x(ty) = xo

v = hiz,u,b) (1.25)

mit dem Zustand x € R", dem Eingang w € R™ und dem Ausgang y € RP linear ist.

Es sei daran erinnert, dass eine Funktion ¢ (z) linear heifit, wenn sowohl das Verstdir-
kungsprinzip ¥ (cx) = cp(x) als auch das Additionsprinzip (x; + x2) = ¥(x1) + ¥ (22)
erfiillt ist. Diese Eigenschaften lassen sich kompakt mit Hilfe des Superpositionsprinzips
zusammenfassen:

Definition 1.2 (Lineare Funktion) FEine Funktion v (x) heifst linear, wenn das Super-
POSILLONSPTINZLP
Plaazr + aata) = arp(21) + 29 (z2) (1.26)

mit aq, s € R und xq, x5 € R erfillt ist.

Die Definition der Linearitét ldsst sich auf das dynamisches System (1.25) iibertragen,
wenn man bedenkt, dass der Zustand «(¢) und Ausgang y(t) Funktionen der Form

(1)

o(t;u, xo, ty) = xg +/t flx(r),u(r),7)dr (1.27)
Y(t) = P(t;u, o, o) = h(x(t), u(t),1)

darstellen.
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Definition 1.3 (Lineares System) Das System (1.25) heifit linear, wenn zu jedem
Startzeitpunkt to > 0 und fir alle (zuldssigen) Anfangszustinde xo und Eingangstra-
jektorien u(t) die folgenden Bedingungen fiir t > to und oy, as, b1, e € R erfillt sind:

Y(t; aruy + axuy, 0,1) = artp(t;ur, 0,t) + axth(t; ug, 0, 1)) (1.28)
Y(t; 0, f1xo 1 + Bazo, to) = L1P(t; 0, o1, to) + Sotp (150, 20 2, o) (1.29)
w(ta u, Iy, tO) = ¢(t7 07 Lo, tO) + /l/)(tv u, 07 tO) 0 (130)

Bei den drei Bedingungen handelt es sich um das Superpositionsprinzip bzgl. des Anfangs-
zustandes x(, des Eingangs u sowie deren Kombination.

Aufgabe 1.4 Ist das System

.I:2+U, ,I'(t()):JIO
y=ux

(1.31)
mit dem Eingang u, dem Ausgang y und dem Zustand x linear?

Es lasst sich zeigen, dass nun folgender Satz gilt.

Satz 1.1 (Lineares System) Das System (1.25) ist genau dann linear, wenn es sich in
die Form
= A(t)x+ B(t)u

y=C(t)x + D(t)u (1.32)

tiberfiihren ldsst.

Dabei bezeichnet die Matrix A(¢) eine (n x n)-Matrix, B(t) eine (n x m)-Matrix, C(t)
eine (p x n)-Matrix und D(t) eine (p x m)-Matrix, deren Eintrige lediglich von der Zeit
t abhéngen diirfen.

Aufgabe 1.5 Sind die Systeme der Abschnitte 1.2.1-1.2. linear oder nichtlinear?

Eine weitere wichtige Eigenschaft dynamischer Systeme betriftt die Zeitinvarianz. Bevor
dieser Begriff erlautert wird, sei festgehalten, dass mit f (¢t —7), T > 0 im Folgenden
die um die Zeit T' nach rechts verschobene Zeitfunktion f(¢) gemeint ist, siche dazu
Abbildung 1.13.

L f(t) L f(t=T)
| T
to t to t0+T t

Abbildung 1.13: Verschiebung einer Zeitfunktion.
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Definition 1.4 (Zeitinvariantes System) Das System (1.25) ist zeitinvariant, wenn
fiir jede (zuldssige) Eingangstrajektorie w(t), jeden Startzeitpunkt to und T > 0 der Aus-
gang y(t) = P (t; u, o, ty) folgende Bedingung mit w'(t) = w(t — T) erfillt:

1/:(t;u,w0,to) = ’l/J(t—I-T, ’Ll,/,il?o,to—FT). (133)
Aufgabe 1.6 Ist das System (1.31) zeitinvariant?

Es gilt nun nachstehender Satz:

Satz 1.2 (Lineares, zeitinvariantes System) Das System (1.25) ist genau dann line-
ar und zeitinvariant, wenn es sich in der Form

= Az + Bu

1.34
y=Cxz+ Du (1.34)

schreiben ldsst.
Aufgabe 1.7 Sind die Systeme der Abschnitte 1.2.1-1.2.4 zeitvariant oder zeitinvariant?

Aufgabe 1.8 Bei einem Forderband wird die Materialmenge, die am Bandanfang auf
das Band fallt, durch u bezeichnet. Fiir den Materialtransport bis ans Ende des Ban-
des bendtigt das Material die Zeit tr (Totzeit). Wie ldsst sich das System (vereinfacht)
mathematisch beschreiben? Ist das System linear und zeitinvariant?

Abschlieflend seien noch einige Begrifflichkeiten fiir das allgemeine nichtlineare System
(1.25) erwahnt. Abhéngig davon, welche Groflen @, w und ¢ in der System- und Aus-
gangsfunktion auftauchen, unterscheidet man folgende Systemklassen:

e Ist das System (1.25) nicht von der Zeit ¢ abhéngig, spricht man von einem zeitin-
varianten, nichtlinearen System

z=f(x,u), x(t) == (1.35)
y=h(z,u). (1.36)

e Ist das System (1.25) unabhingig vom Eingang u bzw. ist der zeitliche Verlauf von
u(t) festgelegt, handelt es sich um ein freies, nichtlinearen System

&= f(x,t), =x(ty) = xo (1.37)
y = h(x,1). (1.38)

e Ist das System (1.25) frei und zeitinvariant, spricht man von einem autonomen,
nichtlinearen System

&= f(x), x(t) = zo (1.39)
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1.3.2 Existenz und Eindeutigkeit der Losung

Im Allgemeinen ist die Losbarkeit bzw. Eindeutigkeit der Losung eines Differentialglei-
chungssystems nicht selbstverstandlich, was das folgende Beispiel veranschaulicht.

Beispiel 1.2 Betrachtet wird das einfache nichtlineare System
i =323 2(0)=20=0. (1.41)
Es ldsst sich leicht diberpriifen, dass die beiden Trajektorien
z(t) =t* und x(t)=0 (1.42)

Lésungen des Systems (1.41) sind.

Im Folgenden wird das freie, nichtlineare System (1.37) betrachtet. Der néchste Satz liefert
eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz und Eindeutigkeit der Losung.

Satz 1.3 (Lokale Existenz und Eindeutigkeit) Die Funktion f(x,t) sei stickweise
stetig in t und es existieren Konstanten 0 < L < oo und r, T > 0, so dass die Lipschitz-
Bedingung

1 f(z,t) — f(y, )l < Ll|lz — y| (1.43)

fir alle x, y € B ={z € R"|||z — x|| < r} und alle t € [to,to + T] erfillt ist. Dann
besitzt das System
= f(x,t), x(ty) == (1.44)

genau eine Liosung auf dem Intervall t € [to,to + O] fiir ein (hinreichend kleines) 6 > 0.

Die Konstante L in (1.43) wird auch als Lipschitz- Konstante bezeichnet. Prinzipiell bedeu-
tet die Lipschitz-Bedingung (1.43), dass eine obere lineare Abschitzung fiir die System-
funktion f(a,t) existieren muss. Dies wird insbesondere deutlich, wenn man den skalaren
Fall f(x,t) mit x € R betrachtet, fiir den (1.43) einer Steigungsabschétzung entspricht:

[f(z) = f(¥)

<L. 1.45
|z —y| (1.45)

Beispiel 1.3 Die Systemfunktion f(x) = 32%/3 aus Beispiel 1.2 ist zwar stetig, besitzt
aber an der Stelle ©o = 0 eine unendliche Steigung. Es existiert also keine Lipschitz-
Konstante L < oo in der Umgebung des Startpunktes x(0) = xo = 0. Somit kann — wie
in Beispiel 1.2 ersichtlich wurde — die Ezistenz und Eindeutigkeit einer Losung x(t) nicht
garantiert werden.

Satz 1.4 (Globale Existenz und Eindeutigkeit) Die Funktion f(x,t) sei stickweise
stetig in t und es existiere ein 0 < L < oo, so dass die Lipschitz-Bedingung

If (2, 1) = f(y,1)]] < Lz -y (1.46)

fir alle x,y € R™ und alle t € [to,to + 1] mit T < oo erfillt ist. Dann besitzt das
System (1.44) genau eine Lisung auf dem Intervall t € [to,to + T.
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Die globale Lipschitz-Eigenschaft (1.46) ist eine sehr starke Forderung, da die obere lineare
Abschitzung in (1.46) fir alle Punkte @,y € R"™ gelten muss. Anders sieht es allerdings
bei linearen (autonomen) Systemen aus, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 1.4 Betrachtet wird der autonome Fall des linearen Systems (1.34)
z=Ax, x(t)=x. (1.47)
In diesem Fall gilt fiir die linke Seite der Lipschitz-Bedingung (1.43) die Abschdtzung
|Az — Ay| = [|[A(z —y)[| < [|A]] - [|lz — ] (1.48)

mit der induzierten Matrixnorm ||A||.Die globale Lipschitz-Bedingung (1.46) ist somit
fiir die Lipschitz-Konstante L = ||A|| erfillt. Offensichtlich ist also die Ezistenz einer
eindeutigen Losung eines linearen autonomen Systems (1.47) stets gewdhrleistet!

1.3.3 Begriff der Ruhelage

Die Stabilisierung einer Ruhelage (Arbeitspunktstabilisierung) ist ein wichtiges Aufgaben-
stellung in der Regelungstechnik. Daher soll zunéchst fiir ein freies nichtlineares System

= f(x,t), =(t)=x. (1.49)

der Begriff der Ruhelage geklart werden.

Definition 1.5 (Ruhelage) Der Punkt xp ist eine Ruhelage des Systems (1.49), wenn
die Bedingung
f(zr,t) =0 (1.50)

fiir alle Zeiten t > 0 erfillt ist.

Startet ein System in einer Ruhelage x(tg) = g, so verbleibt das System fiir alle Zeiten
in diesem Zustand, d.h. x(¢) = xx. Nichtlineare Systeme zeichnen sich nun dadurch aus,
dass sie eine beliebige Anzahl von Ruhelagen besitzen kénnen.

Beispiel 1.5 Die folgenden drei Beispiele nichtlinearer Systeme besitzen eine unter-
schiedliche Anzahl an Ruhelagen:

1) T=a>—-1 = IR71:—1, ZL‘R72:1
2) t=22+1 = keine Ruhelage
3) & = sin(z) = rpr=km keZ
4 &1 = mae” -
) , =  xr={x € R?|xy =0 und x; beliebig}
Lo = T1X2
! Beispielsweise gilt bei Verwendung der Euklidischen Vektornorm ||- |2 fiir die induzierte Matrixnorm

[|All2 = )\maX(ATA) (Annahme: A reellwertig).
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Aufgabe 1.9 Bestimmen Sie die Ruhelage(n) des Riuber—Beute—Modells (1.24) in Ab-
schnitt 1.2.4.

Eine Besonderheit von nichtlinearen Systemen ist, dass sie endlich viele Ruhelagen besit-
zen konnen. Im Gegensatz dazu gibt es bei linearen, zeitinvarianten, autonomen Systemen

T =Ax, z(t) = (1.51)

mit dem Zustand & € R™ und der (n x n)-Systemmatrix A entweder genau eine Ruhelage
(Ursprung xr = 0) oder unendlich viele Ruhelagen:

o det(A) #0: einzige Ruhelage: g =0

e det(A) =0: unendlich viele Ruhelagen

Aufgabe 1.10 Berechnen Sie die Ruhelagen des Feder-Masse-Déampfer-Systems (1.16)
(siehe auch Abbildung 1.7) fir die verschwindende Eingangskraft F(t) = 0 und in Abhdn-
gigkeit der Parameter ¢ und d.
Im Falle eines nichtlinearen Systems mit dem Eingang w
z = f(x,u,t), x(ty) =x. (1.52)
muss die stationdre Gleichung (1.50) zur Definition der Ruhelage xr durch
f(acR,uR,t) =0 (153)

erweitert werden. In diesem Fall wird (xg,ugr) als Arbeitspunkt bezeichnet. Dabei stellt
(1.53) ein nichtlineares Gleichungssystem fiir ¢z in Abhéngigkeit des stationidren Eingangs
up dar.

Bei linearen, zeitinvarianten Systemen der Form
T =Ax+ Bu, z(t) = x (1.54)

gelten zur Bestimmung der Ruhelagen fiir einen konstanten Eingang u = wug die folgenden
Unterscheidungen:

e det(A) #0: einzige Ruhelage: £z = —A ' Bugp
e det(A) = 0 und Rang(A) = Rang(A, Bug): unendlich viele Ruhelagen
e det(A) =0 und Rang(A) < Rang(A, Bug): keine Ruhelage

Aufgabe 1.11 Berechnen Sie die Ruhelagen des linearen, zeitinvarianten Systems

. |1 2 by

T = {_1 _2} x + Lb} u (1.55)
mit den (reellen) Parametern by, by.
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1.4 Linearisierung nichtlinearer Systeme

Die Steuerung bzw. Regelung linearer (zeitinvarianter) Systeme ist in der Regel wesent-
lich einfacher als im allgemeinen nichtlinearen Fall. Allerdings kénnen auch nichtlineare
Systeme nidherungsweise durch ein lineares Modell dargestellt werden, wenn mit kleinen
Abweichungen um eine Ruhelage (Arbeitspunkt-Stabilisierung) oder um eine Solltrajek-
torie (Folgeregelung) zu rechnen ist.

1.4.1 Linearisierung um eine Ruhelage

Fiir die Linearisierung eines nichtlinearen Systems werden verschiedene Ableitungsnota-
tionen verwendet. Die partielle Ableitung einer skalaren Funktion f(x) an einer Stelle
x = xp wird als Zeilenvektor (Gradient)

of :{ﬁﬁ or

o o B T (1.56)

TR nlr=xpr

definiert. Fiir eine vektorwertige Funktion f(x) = [f1(x), ..., fo(x)]" ist die Jacobi-Matriz
an einer Stelle * = xp definiert durch

oh  oh
dx, Oz,
g—f =1 : : : (1.57)
Slen 0fu 0y
Ory  Ox,l .

Analog dazu werden die Jacobi-Matrizen einer Funktion f(a, w) mit mehreren Argumen-

ten durch % und g—f dargestellt. Des Weiteren wird folgender Satz fiir die
TR, UR U TR, UR

Linearisierung eines nichtlinearen Systems benétigt.

Satz 1.5 (Taylorformel zweiter Ordnung) Die Funktion f : D — R™ sei auf der
offenen Teilmenge D des R™ zweimal stetig differenzierbar und es sei xy + kAx € D,
k € [0,1]. Dann gilt

Fan+ Az) = f(ws) + 92| Azt r(za ), (158)

TR
wobei das Restglied r(xgr, Ax) die folgende Abschitzung fir ein K > 0 erfillt:
|| (zr, Az)||

r(xg, Ax)|| < K||Az|]*>  bzw. lim =0. 1.59
r(er, A2)]| < K|Ae]| dim B (1.59)
Im Folgenden wird ein zeitinvariantes, nichtlineares System
= f(x,u), x(ty)=x
f(z,u) (to) = @0 (1.60)

Y= h’(m’ u)
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mit der Ruhelage bzw. dem Arbeitspunkt

f(xr,ur) =0, yp=h(zg,ug) (1.61)
betrachtet.Fiir kleine Abweichungen (Az, Au, Ay) um den Arbeitspunkt gilt
z(t) = xr+Az(t), u(t)=ur+Au(t), yi)=yz+Ay(). (1.62)

Setzt man (1.62) in (1.60) ein, so ergibt sich

tr+ Az = f(xr + Az, ur + Au), x(ty) = zr + Az(ly)

1.63
Yp + Ay = h(xr + Az, up + Au) (1.63)

wobei £ = 0 gilt. Durch Anwendung der Taylor-Entwicklung (1.58) aus Satz 1.5 und
Vernachlédssigung der Restglieder (fiir hinreichend kleine A-Abweichungen) erhélt man

. of of
A = N A+ 2L Aw, Az(t) =z —
T f(wR’uR)+8:c o w+au o u, x(tg) = Ty — TR
° A B
oh oh
Ay =nh — A — Au. 1.64
yp+ Ay (wR’uR)+8a: o x + ou |2 u ( )
woT Ty

Satz 1.6 (Linearisierung um eine Ruhelage) FEs sei(xg, ur) eine Ruhelage des Sys-
tems (1.60) mit dem zugehorigen stationdren Ausgang ygp. Die Abweichungen Ax(t),
Ay(t) von xp und yp bei hinreichend kleinen Anderungen Aw(t), Axy von wg und xg
werden durch das lineare, zeitinvariante System

Az = AAx + BAu, Ax(t)) = Axg=x¢— Tr

1.
Ay = CAx + DAu (1.65)
it of af oh oh
A:a_sczﬁ?B:@_uz;, :8_:132’;’ :a—u:}; (166)

beschrieben. Das System (1.65) wird als Linearisierung von (1.60) um den Arbeitspunkt
(xg,ur) bezeichnet.

Beispiel 1.6 (Drei-Tank-System) Das Drei- Tank-System in Abbildung 1.9 wird durch
das mathematische Modell (1.23) mit dem Zustand x = [hy, hy, hs]T und dem Eingang
u = [q1, q2] " sowie der nichtlinearen Kennlinie (1.22) beschrieben. Fiir die Ruhelagen des
Drei-Tank-Systems wird der Fall

hRJ > hRQ > hR73 > H > 0.

betrachtet (vgl. Abbildung 1.9). Aus den stationdren Modellgleichungen

0=gqr1— a\/2g(hR71 - hR,Q)

0= CL\/Zg(hRJ — hR,2> — a\/2g(hR,2 — hRjg)

0= a\/QQ(hR,z —hgr3) —ay/2g(hr3 — H) + qra
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lassen sich xp = [hp1, hrao, hr3]" rekursiv in Abhingigkeit von wp = [q1.r, qo.r)" berech-
nen:

1 + 2 1 2 1 2
hps = — ((LLTIR2) L pr oy = — (@) S hrs hri = — (@> thps. (1.67)
29 a 29 \ a 29 \ a

Fiir den stationdren Ausgang yr = qr3 gilt zudem

Yr3 = qr3 = ay\/29(hrz — H) (1.68)

Fiir die Aufstellung des linearisierten Systems (1.65) werden die Jacobi-Matrizen (1.66)
bendtigt. Fir A = g—g’: ergibt sich beispielsweise

TR, UR
8f \/Zg(hlfhg) \/2g(h1*h2) O
Tl T | VEw Ve e V2a(hal)
TR, UR 0 a —a — a
29(ha—h3) V2g(ha=hs)  \/2(ha=H)]
9 -1 1 0
2901 2 1
qr1 | 1 — 29r1t+4qR,2
4r,11+qR,>2

Insgesamt lautet das um die Ruhelage (1.67), (1.68) linearisierte System

Ahy , [-11 0 Ah, 10
d
= |An 2911 -2 1 Ahy| + 00 [ﬁgl]

4R, _24r1tar2 2
AngJ dml o1 ] [an] o] SR
A% " Az B “ (1.69)
a2
Ay =00 QR,1+€1R,2] Az.
¢

Aufgabe 1.12 (Mathematisches Pendel) Abbildung 1.14 zeigt ein mathematisches
Finfachpendel mit der Stablinge | und der Punktmasse m. Als Ausgangsgrofie dient die
horizontale Auslenkung der Masse. Da die Punktmasse m kein Trdgheitsmoment besitzt
und der Stab der Linge | als masselos angenommen wird (deswegen “mathematisches”
Pendel), reduziert sich das Tragheitsmoment des Pendels um den Aufhingepunkt auf den
Steinerschen Anteil

J=ml*.
Die angreifende Gewichtskraft mg bewirkt das riickstellende Moment
M = —mglsin ¢

in Abhingigkeit des Pendelwinkels ¢. Mit Hilfe des Drallsatzes Jw = M und der Winkel-
geschwindigkeit w = ¢ ergibt sich das dynamische Modell des Pendels zu

é:—%siw, y = lsing. (1.70)

Systemtheorie (WS 2012/2013) ©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen
Institut fiir Mess-, Regel- und Mikrotechnik, Universitdat Ulm



1.4 Linearisierung nichtlinearer Systeme Seite 20

Masse m
mg
L
Abbildung 1.14: Einfachpendel. Abbildung 1.15: Wagen mit inversem Pendel.

Bringen Sie das System (1.70) auf die Zustandsraumdarstellung & = f(x) mit dem Zu-
stand & = [¢,w = ¢|T. Bestimmen Sie simtliche Ruhelagen xp = [pg,0]7 des nicht-
linearen Modells (1.16) fir das mathematische Pendel (Abbildung 1.14). Berechnen Sie
anschliefend das linearisierte Modell um die untere Ruhelage xr, = [0,0]" und um die
obere Ruhelage Tro = [m,0]".

Lésung: Die Ruhelagen lauten xr = [kn, 0]7 mit k € Z. Die Linearisierung um die
untere Ruhelage xpy = [0,0]" lautet

R[5 IR seenfE] o

Fiir die obere Ruhelage xpo = [m,0]7 erhdlt man

% ﬁﬂ - [% (1) {ﬁﬂ . Ay =[O {iﬂ : (1.72)

Aufgabe 1.13 (Pendel-Wagen-System) Eine Erweiterung des mathematischen Pen-
dels ist das Pendel-Wagen-System in Abbildung 1.15 mit den Massen M und m von Wagen
und Pendel, der Stablinge | und der angreifenden Kraft w = F. Mit Hilfe des Lagrange-
Formalismus kann das folgende nichtlineare dynamische Modell hergeleitet werden:

_ Gg(m + M)sin(¢) — 3cos(¢)(2u + Img? sin(¢))

¢ [ (m +4M + 3m sin2(¢)) (1.73)
~ Su+ Almg? sin(¢) — 3mgsin(2¢) '
Tw = 5m + 8M — 3m cos(2¢)

Bringen Sie das System auf die Zustandsraumdarstellung & = f(x,u) mit dem Zustand
T = [}, ), T, T . Linearisieren Sie anschliefend das System um die obere Ruhelage
xr =[0,0,7R.4,0]" mit xr,, konstant aber beliebig.

Losung: Das linearisierte System lautet

0 1 00 0
6g(m+M) 00 0 ___ 6
Ag = | (mt4M) Ag + | M) | Ay (1.74)
0 0 0 1 0
—3m, 4
m+41\g/[ 0 0 0 —EYi
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1.4.2 Linearisierung um eine Trajektorie

Neben der Linearisierung um eine Ruhelage ist auch die Linearisierung um eine Trajektorie
von Bedeutung. Als Losungskurve bzw. Trajektorie eines nichtlinearen Systems

&= f(x,u), x(t)) =xo

y = h(z,u) (1.75)

wird eine Eingangstrajektorie w*(t) und dazugehorige Zustands- und Ausgangstrajekto-
rien *(¢) und y*(¢) bezeichnet, die durch Vorgabe von u(t) = u*(t) exakt nachgefahren
werden, d.h.

" (t) = f(x"(t),uw"(t)) mit x*(to) =xo und y*(t) = h(x*(t),u"(t)). (1.76)
Fiir kleine Abweichungen (Ax, Au, Ay) um die Losungskurve gilt
x(t) =x"(t) + Ax(t), u(t)=u"(t)+Au(t), yt)=1vy"(t)+ Ay(t). (1.77)
Setzt man (1.77) in (1.75) ein, so ergibt sich

T+ Az = f(x" + Az, u” + Au), x(ty) = x*(ty) + Ax(to)

1.78
Yy '+ Ay =h(z"+ Az, u" + Au) . (1.78)

Durch Anwendung der Taylor-Entwicklung (1.58) aus Satz 1.5 und Vernachlédssigung der
Restglieder (fiir hinreichend kleine A-Abweichungen) erhélt man

. . of of
T+ Az = f(x", u")+ | AT+ | v Au,  Ax(ly) = Axy = x) — x;)
f( ) ox U*Eg ou u*gg (0) 0 0 0
&* ——— ———
A(t) B(1)
Oh Oh
Y +Ay=h(xz" u")+ —| o AT+ —| ) Au. 1.79
L0 a7 ouliy .
y* N— N—
Cc@) D(t)

Satz 1.7 (Linearisierung um eine Trajektorie) Es seien x*(t) und y*(t) die Lo-
sungskurve des Systems (1.75) fir eine Eingangstrajektorie u(t) = u*(t) und einen vor-
gegebenen Anfangswert xy = . Die Abweichungen Ax(t), Ay(t) von x*(t) und y*(t)
bei hinreichend kleinen Anderungen Aw(t) von w*(t) und Azy von =i werden durch das
lineare, zeitvariante System

Az = A(t)Az + B(t)Au, Ax(ty) = Az =z —

Ay = C(t)Az + D(t)Au (1.80)

_of| |

of oh oh
= 30|=® = lzw, Clt)= oy , D) . (1.81)
w*(t)

At = - = |,
0 ou u*g) 0T | (1) ou ugg

B(t)

beschrieben. Das System (1.80), (1.81) wird als Linearisierung von (1.75) um die Trajek-
torie &*(t), u*(t) bezeichnet.
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Man beachte, dass die Linearisierung eines zeitinvarianten, nichtlinearen Systems (1.75)
um eine Solltrajektorie im Allgemeinen ein zeitvariantes, lineares System ergibt!

Beispiel 1.7 (Roboterarm) Betrachtet wird erneut der Roboterarm (Abbildung 1.8)
mit dem Modell (1.19). Zur Aufnahme eines Werkstiickes soll der Roboterarm von einer
Anfangsruhelage o = [¢5,0,75,0]7 in eine Zielruhelage Tpy = [¢7,0,75,0]7 dberfihrt
werden. Dazu werden die folgenden Zeitfunktionen angesetzt

O (t) = of + oi ; %% [1 — cos (%t)} , () =ry+ il ;TO [1 — cos (%t)] . (1.82)
Mit w = ¢ und v = 7 erhdlt man die Solltrajektorie fir den Zustand

() = [¢7(t) w(t) () ()]

Durch Auflosen der zweiten und vierten Differentialgleichung in (1.19) nach dem Moment
M(t) und der Kraft F(t) erhdilt man direkt die Solltrajektorien fiir den Eingang®

wrn  ME@)] [2mr ()t (H)w(t) + JF()w*(t)
w0 =[] = i o .

T (1.83)

mat
J*(t) = Jg + Jl + mr*(t)Z.
In Abbildung 1.16 sind die Solltrajektorien beispielhaft fir den Ubergang

o] [ o o] _ [ oo

o 0.1m Ty 0.5 m
fiir die Ubergangszeit T = 2 s dargestellt (Parameter: Jy = 0.05 kgm?, J, = 0.1 kgm?,
m = 3kg).

Die Linearisierung des nichtlinearen Systems (1.19) entlang der Solltrajektorien x*(t),
u*(t) liefert die zeitvarianten Systemmatrizen

0 1 0 0 0 0
—2mr¥(t)v*(t) —2m [r*(t)M*(t) + [J*(t) + 2mr*(t)]v*(t)w*(t)] —2mr*(t)w* (t) - 0

A(t) =" J*(t) JH(t)2 J*(t) , B(t) = J(gt) o
0 0 0 1 .

0  2r*t)w*(t) w¥(t)? 0 0 -

fiir das wm die Solltrajektorien linearisierte Systemmodell

Az = A(t)Az + B(t)Au, Ax(ty) =xo — x;.

Eine wichtige Anwendung der Linearisierung um eine Trajektorie ist die Zwei-Freiheits-
grade-Regelung, bei der ein Regelkreis bestehend aus Strecke und Regelung durch eine
Vorsteuerung ergéinzt wird, sieche Abbildung 1.17. Der Vorteil dieses Ansatzes besteht in
der separaten Auslegung des Storverhaltens durch die Regelung und des Fiihrungsverhal-
tens durch die Vorsteuerung.

Die Vorsteuerung stellt eine Steuertrajektorie u*(t) zur Verfiigung, so dass das nominelle

System einer gewiinschten Ausgangstrajektorie y*(¢) exakt nachfiahrt, siehe (1.76). Somit
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0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Zeit [s] Zeit [s]

M (t) [Nm]

£ (t) [N]

0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
Zeit [s] Zeit [s]

Abbildung 1.16: Solltrajektorien fiir den Lastwechsel des Roboterarms (Beispiel 1.7).

muss die unterlagerte Regelung lediglich die Abweichungen

von der Solltrajektorie y*(t) ausregeln, die z.B. im Falle von Stérungen oder Modell-
ungenauigkeiten auftreten konnen. Die gesamte Stellgrofle ergibt sich somit additiv aus
den Steuer— und Regelanteilen zu

u(t) =u*(t) + Au(t) mit Au(t) = g(Ay(t)).

Zur Auslegung des Regelgesetzes u = ¢(Ay) kann das linearisierte zeitvariante Mo-
dell (1.80) verwendet werden. Dies ist in der Regel einfacher als das nichtlineare Modell
& = f(x,u) des Systems fiir den Reglerentwurf zu verwenden.

Ein Beispiel fiir diese Methodik wird in der Vorlesung “Methoden der Optimierung und
Optimalsteuerung” behandelt. Auf die Zwei-Freiheitsgrade-Regelung fiir lineare Systeme
wird im spéteren Teil dieser Vorlesung noch niher eingegangen.

= Vorsteuerung

Y (1) y(t) = y*(t)
— Regelung System -

Abbildung 1.17: Zwei—Freiheitsgrade—Regelungsstruktur mit Ausgangsregelung.
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Kapitel 2

Beschreibung und Eigenschaften
linearer Systeme

Fiir lineare dynamische Systeme existieren etablierte Methoden, um die Systemeigenschaf-
ten zu analysieren und lineare Regler zu entwerfen. In diesem Kapitel werden grundlegende
Konzepte zur Beschreibung linearer dynamischer Systeme behandelt. Einige Punkte wur-
den bereits in den Vorlesungen “Einfithrung in die Regelungstechnik” und “Signale und
Systeme” angesprochen und werden an dieser Stelle der Vollstéindigkeit halber wiederholt
bzw. vertieft, z.B. im Hinblick auf lineare Mehrgrofiensysteme.

Im Folgenden wird von der Zustandsraumdarstellung eines linearen (zeitinvarianten) Mehr-

grofensystems der Form
x=Ax+ Bu, x(t) =z

y=Cxz+ Du

mit x € R", u € R™, y € R? und den Matrizen A € R*™", B € R*™™, C € RP*",
D € RP*™ ausgegangen.

(2.1)

2.1 Beschreibung im Zustandsraum

Lineare dynamische Systeme lassen sich im Zustandsraum mit Hilfe der Transitionsmatriz
beschreiben. Im Folgenden wird diese Vorgehensweise erlautert und der Bezug zur Sprung-
und Impulsantwort hergestellt.

2.1.1 Transitionsmatrix

Im Weiteren betrachte man zunéchst das lineare, autonome System
& =Ax, xz(t)=x. (2.2)

Da bei zeitinvarianten Systemen ist der Anfangszeitpunkt ¢y beliebig ist, wird er im Wei-
teren auf tg = 0 gesetzt.
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Die Losung von (2.2) kann mit Hilfe der sogenannten (n X n)- Transitionsmatriz ®(t)
dargestellt werden

z(t) = () |. (2.3)

Wenn also die Transitionsmatrix ®(¢) bekannt ist, kann die Losung von (2.2) fiir jeden
Anfangszustand xy direkt angegeben werden.

Um einen Ausdruck fiir ®(¢) zu erhalten, sei zunéichst daran erinnert, dass in Beispiel 1.4
bereits die Existenz einer eindeutigen Losung von (2.2) mit Hilfe der Lipschitz-Eigenschaft
gezeigt wurde. Damit ist aber gewéahrleistet, dass @(t) — zumindest fiir hinreichend kleine
Zeiten t > 0 — mit Hilfe einer Picard-Iteration sukzessive angendhert werden kann:

) (t) = Xy

t
@y (1) = xo + / Axydr = (I + At) xg
0

t ot (2.4)
332(75):330+/A(I+A7)wodT=(I+At+A§)wo '
0

: 2 tk
xp (1) = (I+At+A2§+...+A’“H)mO.

Da ax(t) fiir k& — oo gleichméBig gegen x(t) konvergiert, gilt fiir die Transitionsmatrix
®(t) in (2.3) offensichtlich die Beziehung

q)(t):ZA’“Z—k bzw. ®(t) = exp(At) |. (2.5)
k=0 '

Aufgrund der Ahnlichkeit der Reihenentwicklung zur (skalaren) Exponentialfunktion wird
®(¢) hdaufig auch als Matrixexponentialfunktion exp(At) geschrieben.

Beispiel 2.1 Fir das skalare System
T =ax, z(0) = xg (2.6)
mit der (reellwertigen) Konstanten a liefert die Picard-Iteration (2.4) die Funktionenfolge
zo(t) = xo

t
x1(t) = 2o + / axodr = xo(1 + at)
0

t t2
I’Q(t) = X9+ / al'o(l + (IT)dT =X (1 + at + a2§) (27)
0
' ¢ k1
xk(t)—xo—l—/oaxo<l+ar+...+ak_1(k_1)!)d7,

woraus sich fir k — oo die Lisung

x(t) = lm x(t) = xg (Z ak%> = z9e™ (2.8)

k—o0

erqgibt, siehe Abbildung 2.1.
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) ao(t)
a5 (t)
0.5 .
a4 (t)
L
0 z3(t) s5(t) 8
-0.5 21 () .
= = = Losung z(t)
_1 - .
Iteratllonen a(t) | | Zeit ¢
0 0.5 1 15 2

Zeit t

Abbildung 2.1: Picard-Iterationen (2.7) fiir a = —1 und zy = 1 (Beispiel 2.1).

Aufgabe 2.1 Berechnen Sie die Transitionsmatriz der folgenden Systeme
I"l o 01 I .fl o 0 1 T
R U A o R B 1

Es kann gezeigt werden, dass die Transitionsmatrix ® (¢) die folgenden Beziehungen er-

fiillt:
1) Anfangswert ® (0

) )
2) Produkteigenschaft — ® (¢ + s)
3) Invertierbarkeit L)

) )

B (¢

() @ (s)
—t) (2.9)

(
B (1) .

[
LS

4

I
>

(O
. . . d
Differenzierbarkeit Em

Im néchsten Schritt soll nun ein allgemeines lineares, zeitinvariantes System

£ =Ax+ Bu, z(0)=ux

2.10
y = Cz + Du. (2.10)

betrachtet werden. Die Herleitung der allgemeinen Losung von (2.10) erfolgt iiber die
Methode der Variation der Konstanten. Zunichst wird die Losung des homogenen Diffe-
rentialgleichungssystems (2.2) mit der zeitvarianten Grofle xo(t) angesetzt, d.h. x(t) =
®(t)xy(t), und in (2.10) eingesetzt

B (t)xo(t) + B(t)do(t) = AB(t)ao(t) + Bul(t). (2.11)
Mit den Eigenschaften 3) und 4) aus (2.9) vereinfacht sich die obige Gleichung zu
&o(t) = ®(—t)Bu(t) . (2.12)

bzw.

ao(t) = 20(0) + /0 &(—7)Bu(r)dr. (2.13)
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Mit dem Anfangszustand x(0) = @y und der Eigenschaft 2) aus (2.9) gilt offensichtlich
t
x(t) = ®(t)xo(t) = ®(t)xo —1—/ ®(t — 7)Bu(r)dr. (2.14)
0
Dieses wichtige Ergebnis ist im folgenden Satz zusammengefasst.

Satz 2.1 Die Ldsung des Systems (2.10) errechnet sich mit Hilfe der Transitionsma-
triz (2.5) zu

2 (t) = B(t)zo + /0 &(t — 7)Bu(r) dr

y(t) = Cx(t) + Du(t)

(2.15)

Sowohl die Zustandstrajektorie x(t) als auch der Ausgang y(t) setzen sich also aus zwei
iiberlagerten Anteilen zusammen, die die freie Bewegung und die durch den Eingangsver-
lauf u(t) erzwungene Bewegung charakterisieren:

t
x(t) = ®(t)xo +/ ®(t — 7)Bu(r)dr (2.16)
S—— 0
homogene Lsg. ~~ o
partikuldre Losung
t
y(t) = Cd(t) +/ Cd(t — 7)Bu(r)dr + Du(?) (2.17)
——— 0 ——
freie Bewegung - ~~ Durchgriff

erzwungene Bewegung

Fiir lineare, zeitvariante Systeme (1.32) lassen sich analoge Uberlegungen anstellen. In
diesem Fall hingt die Transitionsmatrix zusétzlich vom Startzeitpunkt ®(¢,ty) ab. Der
lineare, zeitvariante Fall soll aber an dieser Stelle nicht weiter vertieft werden.

2.1.2 Laplace-Transformation der Transitionsmatrix

Eine erste Moglichkeit zur Berechnung von ®(t) basiert auf der Laplace-Transformation,
die aus der Vorlesung “Einfithrung in die Regelungstechnik” bekannt ist. Wendet man die
Laplace-Transformation auf das System (2.10) an, so erhdlt man

sX(s)—xo=AX(s)+bU(s).
bzw.
X(s)=(sI — A 'zo+ (sI — A)"'BU(s) (2.18)

mit den Laplace-transformierten Grolen X (s) = L{x(t)} und U(s) = L{u(t)}. Des Wei-
teren ergibt die Laplace-Transformation von (2.15) unter Verwendung des Faltungssatzes

X (s5) = ®(s)xo + (s)BU(s). (2.19)

Der Vergleich von (2.18) und (2.19) zeigt, dass die Laplace-Transformierte der Transiti-
onsmatrix ®(t) durch

A

b(s) = (sI — A" (2.20)

gegeben ist.
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Aufgabe 2.2 Berechnen Sie die Transitionsmatriz ®(t) des Systems
. (101
T=|_g 4|2

Es existieren eine Reihe von analytischen und numerischen Verfahren zur alternativen
Berechnung der Transitionsmatrix ®(t), z.B. das Entwicklungstheorem von Sylvester. Ein
weiteres Verfahren basiert auf der Zustandstransformation in die Diagonalform — bzw.
allgemeiner — in die Jordansche Normalform. Diese Transformation wird im Abschnitt 2.2
néher betrachtet.

2.1.3 Sprung— und Impulsantwort

Die allgemeine Darstellung (2.15) vereinfacht sich erheblich, wenn die Impuls- und Sprung-
antwort fiir das System (2.10) betrachtet wird. Es sei daran erinnert, dass der Dirac-Impuls
bzw. die Dirac Delta—Funktion als der Grenzwert

5(t) = l_l_r}é ra(t)> 7“5(25) = {

1/e 0<t<e

2.21
0 sonst ( )

mit den Eigenschaften

/ o(r)dt =o(t), /OO (r)dr =1 bzw. /OO f(r)o(a—7)dr = f(a) (2.22)

—00 o0 oo

definiert ist. Fiir den Einheitssprung gilt

o(t) = {0 b=t (2.23)

1 t>0.

Die Impulsantwort y(t) = g(t) fiir einen (vektoriellen) Dirac-Impuls w(t) = [5(¢),...,8(t)]"
mit verschwindenden Anfangsbedingungen xy = 0 und ohne Durchgriff D = 0 ergibt sich
direkt aus (2.17) zu

git)y=C®(t)B bzw. gt)y=c"®t)b (m=p=1)|. (2.24)

Die Funktion g(t) wird auch als Gewichtsfunktion bezeichnet. Mit Hilfe von g(¢) ist auch
ersichtlich, dass das Ausgangsverhalten y(t) in (2.17) durch das Faltungsintegral (xo = 0,
D=0

y(t) = /0 gt —mu(r)dr (2.25)

beschrieben werden kann. Die Sprungantwort y(t) = h(t) des Systems (2.10) auf einen
Einheitssprung w(t) = [o(t),...,0(t)]" kann aus der Integration der Impulsantwort g(t)
gewonnen werden, d.h.

h(t) = /Ot C®(r)Bdr bzw. h(t)= /Ot c'®(r)bdr (m=p=1). (2.26)

Fiir det(A) # 0 lisst sich dieses Integral in geschlossener Form darstellen:

h(t)=CA (®(t)—I)B bzw. h(t)=c" A (®(t)—I)b (m=p=1)|. (2.27)
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Problem 1% Problem
Y
Losung v Losung
Original-Bereich transformierter Bereich

Abbildung 2.2: Zustandstransformation zur einfacherer Problemlosung.

2.2 Zustandstransformation

Die Wahl der Zustandsgrofien eines dynamischen Systems ist nicht eindeutig. So kann das

lineare System
=Ax+ Bu, z(0)=x

2.28
y=Cx+ Du (228)

mit dem Zustand x € R" durch eine requldre Zustandstransformation
x(t) = VI(t) (2.29)

mit dem neuen Zustand x € R™ in die dquivalente Form
=V ''AVE+V 'Bu, z(0)=& =V ',
\—Y—/ \7—/

A B (2.30)

y=CVi+ D
"~~~
C D

u
gebracht werden. Von elementarer Bedeutung ist, dass die Matrizen A und A = VAV
bei einer reguldren (n x n)-Matrix V' die gleichen Eigenwerte und die gleiche Determinante
besitzen, d.h.
det(A) = det(V AV,
det(A\I — A) = det(\] — V'AV).

Durch die geeignete Wahl von V' kann das neue System auf eine bestimmte Form gebracht
werden, in der z.B. die Berechnung der Transitionsmatrix ®(¢) oder die Auslegung eines
Reglers einfacher ist. In Abbildung 2.2 ist dieses prinzipielle Vorgehen veranschaulicht.

(2.31)

Die Losung des transformierten Systems (2.30) lautet (siche Satz 2.1)

Z(t) = ®(t) & +/O ®(t — 7)Bu(r) dr (2.32)

y(t) = C&(t) + Dul(t).

Systemtheorie (WS 2012/2013) ©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen
Institut fiir Mess-, Regel- und Mikrotechnik, Universitdt Ulm



2.2 Zustandstransformation Seite 31

Transformiert man (2.32) iiber die Vorschrift (2.29) in den Original-Zustand @ zuriick und
verwendet dabei die Ausdriicke fiir B, C' und D aus (2.30), so erhélt man

z(t) = Ve1L)V 'z, +/0 Vo(t —7)V ' Bu(r)dr (2.33)

y(t) = Cx(t) + Du(t).

Durch Vergleich mit der Original-Losung (2.15) wird der Zusammenhang zwischen ®(t)
und ®(t) ersichtlich:

d(t)=VeH)V . (2.34)

Wie bereits oben erwéhnt wurde, kann die Transformation (2.29) verwendet werden, um
die Losung des Original-Systems (2.28) nach Satz 2.1 zu vereinfachen. Dazu muss die
Transformationsmatrix V' so angesetzt werden, dass sich die Berechnung der Transitions-
matrix ®(t) des transformierten Systems (2.30) einfach gestaltet. Im Folgenden werden
dazu zwei Spezialfille betrachtet, ndmlich die Transformation auf Diagonalform bzw. auf
Jordan-Form.

2.2.1 Transformation auf Diagonalform

Eine wichtige Ahnlichkeitstransformation ist die Transformation auf Diagonalform. Die
Spalten der zugehorigen Transformationsmatrix

V = [v1,vy,...,0,] (2.35)

setzen sich aus den Eigenvektoren der Matrix A zusammen, die mit Hilfe der Eigenwerte
Ai, i =1,...,n durch

Av, = \v;, 1=1,....n
definiert sind. Damit die Transformationsmatrix V' regulér ist, sei im Folgenden ange-
nommen, dass die Eigenvektoren v; linear unabhéngig sind. Dies ist insbesondere dann
gegeben, wenn die Eigenwerte \; einfach sind.

Dann gilt offensichtlich
AV =[Avy, ..., Av,] = [Ny, ..., \o,] = diag(\)V

bzw
M O - 0
. ) , 0 A -~ 0
A=V AV =diag(\)=|. . . .| (2.36)
0 0 - A\,
Das transformierte System in Z-Koordinaten lésst sich also in der Form
z=Az+Bu, #0)=V'zy, B=V'B (2.37)
darstellen, wobei die Dynamik jedes Zustandes z;, © = 1,...,n durch den entsprechenden

Eigenwert \; bestimmt ist. Geméfl (2.5) ergibt sich die transformierte Transitionsmatrix

0 k b
k=0
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wobei die einzelnen Diagonalelemente durch die Reihenentwicklung der Exponentialfunk-
tion ausgedriickt werden konnen (siehe auch (2.8) in Beispiel 2.1):

eMt 0 ... 0
B 0 et ... 0
et)=| . . . .| (2.38)
0 0 ... et

Die Transitionsmatrix des Originalproblems erhélt man aus (2.34). Es sei angemerkt, dass
die vorher getroffene Annahme, ndmlich dass alle Eigenwerte einfach sind, nur hinreichend,
nicht aber notwendig ist, um ein lineares System in Diagonalform zu transformieren.

Algebraische und geometrische Vielfachheit: Um von der obigen Annahme der ein-
fachen Eigenwerte abzuriicken, sei in Erinnerung gerufen, was algebraische und geometri-
sche Vielfachheit bedeutet. Das charakteristische Polynom det (A — AI) = 0 der Matrix
A habe m verschiedene Wurzeln A, ..., \,, € C mit den entsprechenden Vielfachheiten
ni,...,Ny,. Dann gelten folgende Bezeichnungen:

e n,; ist die algebraische Vielfachheit des Figenwertes \;, also die Vielfachheit der
Nullstelle \; des charakteristischen Polynoms p(\) = det(A — AI) = 0.

e g; ist die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes J\;, also die Dimension des Ei-
genraums von J;, d.h.

g; = dim (Kern (A — \;I)) bzw. g; =n — Rang(A — \1). (2.39)

Einfacher ausgedriickt stellt g; die Anzahl der linear unabhéngigen Eigenvektoren v
zum Eigenwert \; dar. Dabei gilt stets 1 < ¢g; < n;.

Mit Hilfe dieser Definitionen lédsst sich zeigen, dass eine (n x n)-Matrix A genau dann
durch eine Ahnlichkeitstransformation auf Diagonalform gebracht werden kann, wenn fiir
jeden Eigenwert \; die geometrische gleich der algebraischen Vielfachheit ist, d.h. n;, =
gi, t = 1,...,m. In diesem Fall sind die insgesamt n Eigenvektoren der Matrix A linear
unabhéngig und spannen somit den R™ bzw. C" auf.

Beispiel 2.2 Als Beispiel wird das System

0

0l z, x(0)=wx (2.40)
2

betrachtet. Die Dynamikmatriz A besitzt die folgenden Eigenwerte:

Figenwert \; algebr. Vielfachheit n; geom. Vielfachheit g; < n;
=2 2 9
Ao =1 1 1

Die geometrische Vielfachheit ldsst sich durch die Rangiiberprifung

Rang(A — MI) =1, Rang(A—X\I)=2
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ermitteln. Da fiir beide Figenwerte n; = g; gilt, existiert eine Figenbasis der Matriz A.
Fiir A\ = 2 erhdlt man aus

-1 0 0
1 00

die Eigenvektoren vy = [0,0,1]7 und vy = [0,1,0]". Fiir den zweiten Eigenwert fiihrt
0

(A - )\2I)’U3 =|-1
1

O = O

0

0| vs=0 (2.42)
1

auf vz = [1,1,—1]T. Somit lautet die Transformationsmatriz

0 0
V = [’1)1,’02, ’03] =1(0 1 1 (243)
10

3 e 0 0
dt)=1]0 e* 0 (2.45)
0 0 ¢
bzw. des Originalsystems (2.40)
3 el 0 0
bt)=VeHV 1= |c—e¥ e 0], (2.46)

Man kann die soeben besprochene Methode der Diagonalisierung auch fiir Systeme mit
konjugiert komplexen Eigenwerten anwenden. Wie man in der folgenden Aufgabe aller-
dings sieht, sind in diesem Fall sowohl die Transformationsmatrix V' als auch die trans-
formierte Dynamikmatrix A komplexwertige Matrizen.

Aufgabe 2.3 Transformieren Sie das System

0 1

m:Aw:{_l 0

] z, z(0)== (2.47)

auf Diagonalform und berechnen Sie die Transitionsmatriz ®(t) zu (2.47).
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2.2.2 Nichtdiagonaldhnliche Systemmatrizen

Im vorigen Abschnitt wurde fiir die Transformation auf Diagonalform angenommen, dass
die Eigenwerte \; der Dynamikmatrix A die gleiche algebraische und geometrische Viel-
fachheit besitzen, was vor allem bei einfachen Eigenwerten der Fall ist. Diese Annahme
soll nun gelockert werden.

Im Folgenden wird angenommen, A sei ein Eigenwert der (n x n)-Matrix A mit der
algebraischen Vielfachheit n und der geometrischen Vielfachheit 1, so dass aus der Eigen-
wertgleichung

Avy = vy (2.48)
lediglich ein Eigenvektor v; bestimmt werden kann. In diesem Fall konnen (n — 1) zusétz-
liche linear unabhéngige Hauptvektoren wvs, ..., v, durch Losung der Gleichungen

(A—)\I>'Ui+1:’vi s i:1,2,...,n—1 <249)

bestimmt werden. Bildet man nun die Transformationsmatrix (2.35), so kann gezeigt wer-
den, dass nach der Ahnlichkeitstransformation die neue Matrix

Al 0 0 1 0

o 0 A 0 00 0
A=V AV = | . | =\ + . (2.50)

0 0 A 00 0

—N

entsteht. Zur Berechnung der Transitionsmatrix ®(t) = eA! ist es hilfreich, A in die

Diagonalmatrix A\I und die Matrix N aufzuspalten. Somit erhilt man !
d(t) = Al = MiNt (2.51)

Zur Berechnung von eV* kann die Reihendarstellung (2.5)

verwendet werden. Genauere Betrachtung von IN zeigt dabei, dass die Nebendiagonalen
bei N* jeweils um eine Zeile nach oben wandern, z.B. IN? ergibt sich zu

01 0] [o 1 0 0010
, |00 0| {0 0 0 :
No=1. . L (= ]0 00 1
' ' 000 0
0 0 0] [0 0 0 IRK 0]

! Die Aufspaltung (2.51) ist moglich, da die Matrizen I und N kommutieren, d.h. die Beziehung
IN = NI erfiillt ist.
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Somit kann die Transitionsmatrix (2.51) in der folgenden Form geschrieben werden:

2! (n—21)!
th
Ve [UNS SRR 5
d(t)=e (n—2)! (2.52)
o0 -.- ... t
00 v e I

Aufgabe 2.4 Transformieren Sie das System

0o -2 -1
=1 2 1 x
0 1 1

auf die Form von (2.50). Berechnen Sie anschliefend die Transitionsmatriz ®(t).

2.2.3 Behandlung konjugiert komplexer Eigenwerte

In Aufgabe 2.3 wurde ersichtlich, dass konjugiert komplexe Eigenwerte einer Dynamik-
matrix A bei der Transformation auf Diagonalform ebenfalls zu konjugiert komplexen
Matrizen V und A fiihren. In der Praxis ist man allerdings haufig daran interessiert, mit
reellwertigen Matrizen zu rechnen.

Um diesen Fall ndher zu untersuchen, wird eine Dynamikmatrix A betrachtet, die r = n/2
paarweise verschiedene konjugiert komplexe Eigenwerte der Form

>\+_Oéi—|—j67;, )\;:Oél—jﬁl, izl,...,r

i =

besitzt. Mit Hilfe der reguldren Matrix

1 —j 0 0 1 0 0
1 1 g 0 0 7 -7 0 O

T=5 |0 1 o i Th= (2.53)
0 0 1 —j 0 0 11
0 0 1 0 O J —J

und den konjugiert komplexen Eigenvektoren (v, v; ), i = 1,...,r wird die Transforma-

tionsmatrix V' wie folgt angesetzt
+ = + - Lo T~ .+ Loy T -t
V = |v],v] ,...,vT,vT} T= [5('01 —F'L)l),i('v1 —vl),...,i(vr +'vr),§('vr —v ).
\% Re@l) Im(vy) Re@r) Im(v,)

Die Dynamikmatrix A des transformierten Systems besitzt dann die Form

A=V I3 AV =T 'V 'AVT (2.54)
=A
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bzw.
_041‘|‘j51 0 0 0 i aq ,31 0 O
0 a1—jp - 0 0 —$1ar -+ 00
A=T7"| Lo Lo T= s | (25D)
0 0 - a+jB 0 0 0 - a B
L 0 0 0 Oér_jﬁr_ 0 o - _/81“ (678
=A

Fiir diese spezielle Struktur von A lisst sich zeigen, dass die Transitionsmatrix @(t) des
transformierten Systems die folgende Form besitzt:

et cos (Bit)  e*tsin (Brt) - 0 0
—e“tgin (Bit) etcos (Bit) --- 0 0
() =M = : : - : : (2.56)
0 0 <o evleos (Brt)  ertsin (B,t)
0 0 —e2tsin (B,t) etcos (B,t)

2.2.4 Reelle Jordansche Normalform

Die Ergebnisse der vorherigen Abschnitte lassen sich nun wie folgt fiir ein allgemeines
lineares, zeitinvariantes System (2.28) kombinieren.

Satz 2.2 (Reelle Jordansche Normalform [10]) Die (n x n)-Dynamikmatriz A des
linearen, zeitinvarianten Systems (2.28) besitze k reelle und (n—k)/2 kongugiert kompleze
Figenwerte. Dann existiert eine requldre Transformationsmatriz

V = [vy,..., v, Re(Vgs1), Im(vii1), . .., Re(v,), Im(v,)] (2.57)

aus k reellen und (n —k)/2 komplexwertigen Eigen- und Hauptvektoren vy, i =1,... r =
(n+k)/2, so dass die Zustandstransformation (2.29) das System (2.28) in die Form

J, 0 . 0
-4 mit A—vav=|0 S0 (2.58)
0 0 --- J

transformiert. Fiir reellwertige Figenwerte X\ besitzen die entsprechenden Jordanblocke J;
die Form

A1 00
0 A -~~~ 00
Ji= | . (2.59)
0 0 Al
0 0 0 A

Fiir konjugiert komplexe FEigenwerte A = «a & j5 gilt

w I, --- 0 0
o w ... 0 0
Jio|ior o th:L%ﬁy.bZBﬂ. (2.60)
0 0 - W I, @
0 0 o W
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Beispiel 2.3 Die Kombination der drei betrachteten Falle in den Abschnitten 2.2.1-2.2.8
soll fiir das Beispiel

7 -2 6 1 1
1 0 2 1 -2
&=[-2 0 0 0 —1|=z (2.61)

-1 0 -2 3 -1
-4 4 -6 -2 4

gezeigt werden. Die Systemmatriz besitzt die folgenden Figenwerte:
Eigenwert \; algebr. Vielfachheit n; geom. Vielfachheit g; < n;

A\ =2 1 1
o =34 2 1

Die Eigenvektoren zu A\ = 2 und Ay = 3+ j lauten
vy =[-1,1,1,1,0]" , vy = [-2— 752, —14j,1+7,25,2]" . (2.62)

Da fiir Ay die algebraische und geometrische Vielfachheit nicht iibereinstimmen, wird mat
Hilfe der Beziehung (2.49) ein zusdtzliche Hauptvektor

(A—XDvs=vy, = w3 =[1-753-2+7j—-1+;52 -3+ 2] (2.63)
berechnet. Gemafs (2.57) ergibt sich die Transformationsmatriz V' zu

-1 -2 -2 1 =3

1 -1 1 -2 1

V = [vy,Re(vy),Im (vy),Re(v3),Im(vs)] =1 1 1 -1 2 (2.64)
1 0 2 -3 1
o 2 0 2 0

womit sich die reelle Jordansche Normalform wie folgt errechnet:

5 0 0 0 0

MO0 03 1 1 0
A=VI3IAV=|0 W L|=|0 -1 3 0 1|, W:{RG(W Im(w].
0 0 W 00 0 3 1 —Im(2) Re(z)

00 0 -1 3

Die Struktur der Transitionsmatriz &)(t) lisst sich anhand der Uberlequngen der letzten
Abschnitte herleiten

e?t 0 0 0 0
0 e¥cos(t) esin(t) tedlcos(t) tedsin(t)
D(t)=| 0 —esin(t) e¥cos(t) —tePsin(t) te¥cos(t)]| . (2.65)
0 0 0 e3tcos(t)  e¥sin(t)
0 0 0 —e3tsin(t) e cos(t)

Fiir die Transitionsmatriz des Originalsystems (2.61) gilt nach (2.34)
O(t) = VeV (2.66)

mit der Transformationsmatric V' aus (2.64).
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Aufgabe 2.5 Transformieren Sie das System

-2 0 3
T = 1 -2 2 x
0 -1

in die Jordansche Normalform und berechnen Sie die Transitionsmatrix i’(t)

2.3 Stabilitit linearer Systeme

Mit den bisherigen Erkenntnissen soll in diesem Abschnitt die Stabilitét linearer dyna-
mischer Systeme betrachtet werden. Da dieses Thema bereits Bestandteil der Vorlesung
“Einfithrung in die Regelungstechnik” war, wird es im Folgenden nur kompakt dargestellt.

2.3.1 Bedeutung der Eigenvektoren

Die Eigenvektoren der Systemmatrix A, die bereits fiir die Transformation auf Diagonal-
form bzw. auf die Jordansche Normalform in Abschnitt 2.2 von Bedeutung waren, lassen
sich anschaulich geometrisch interpretieren. Dazu wird von einem autonomen System

z=Ax, z(0)=wx (2.67)

ausgegangen und ein beliebiger Eigenvektor v; geméafl seiner Definition Av; = \;v be-
trachtet. Wenn nun angenommen wird, dass der Anfangszustand @y des Systems (2.67)
in Richtung von v; liegt

Ty = Ccov;, ¢oER, (2.68)

so wird sich die Trajektorie x(t) entlang des Eigenvektors v; bewegen:
x(t) = c(t)v;. (2.69)
Dies wird ersichtlich, wenn man (2.69) in die Systemgleichung (2.67) einsetzt
é(t)v; = c(t)Av; = c(t) \v; . (2.70)
Mit v; # 0 erhélt man somit die Differentialgleichung
ét) = c(t)A; bzw. ct) = coet. (2.71)

Man erkennt, dass sich das urspriingliche System (2.67) also entlang eines Eigenvektors
v; durch eine Differentialgleichung fiir den Verstirkungsfaktor ¢(¢) beschreiben lésst.

Die entsprechende Losung x(t) = coeitv; wird auch als (i-te) Eigenbewegung bzw. Mode

des Systems (2.67) bezeichnet. Der Eigenwert \; gibt dabei die Bewegungsrichtung und
-geschwindigkeit entlang des Eigenvektors v; an.
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Beispiel 2.4 Als Beispiel betrachte man folgendes System zweiter Ordnung

&= Az = {_21 _01} z. (2.72)

Die Eigenwerte der Dynamikmatriz A errechnen sich zu
M=1-V2~ 0414, JA=1+V2~x2414

mit den zugehorigen Eigenvektoren

v — [—14{@ - {o.ziu] | vy — [—1 I \ﬂ - {—2.1414} ' (2.73)

Die Trajektorienschar des Systems (2.72) ist zusammen mit den Eigenvektoren v, und vy
in Abbildung 2.3 dargestellt. Man erkennt deutlich, dass Trajektorien, die in Richtung von
vy verlaufen, auf den Ursprung zulaufen (A < 1) und in Richtung von ve vom Ursprung
weglaufen (Ay > 0).

10| T . -~ ——~— -
T f LA\

]/
/

/s

05+

[/

/
/
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L~ N

-05 \\\

Abbildung 2.3: Trajektorien und Eigenvektoren zum System (2.72) (Beispiel 2.4).
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2.3.2 Asymptotische Stabilitéit

Mit den bisherigen Untersuchungen lésst sich nun das Stabilitdtsverhalten eines linearen,
zeitinvarianten, autonomen Systems

z=Ax, x(0)=ux (2.74)

untersuchen. Die asymptotische Stabilitit ist dabei wie folgt definiert:

Definition 2.1 (Asymptotische Stabilitéit) Das lineare System (2.74) heifst asymp-
totisch stabil, wenn fir alle (0) = &y # 0 der Grenzwert limy_,, ||x(t)|| = 0 gilt.

Die Losung von (2.74) involviert die Transitionsmatrix ®(t), siche (2.3). In der Untersu-
chung der asymptotischen Stabilitét

2] = [[®(E)aol| < [[®)]] - [|2ol| (2.75)

spielt also die induzierte Matrixnorm ||®(t)|| der Transitionsmatrix eine wichtige Rolle
(siche FuBnote 1 auf Seite 15).

Zur Vereinfachung wird zunédchst davon ausgegangen, dass das System (2.67) einfache
Eigenwerte \; besitzt, so dass die Losung x(t) = ®(t)x, tiber die Diagonalform

eMt .. 0
- 0 eM ... 0
x(t) = @) xg =VOt)V ' ieg=V | | o |l vle,
0 0 et

bestimmt ist. Offensichtlich gilt

0 fiir Re(\;) <0
={1  fiir Re(\) =0
oo fiir Re(\;) >0

lim ’e)‘it
t—o00

Somit strebt ||z (t)|| genau dann gegen 0, wenn Re();) < 0 gilt. Bei mehrfachen Eigen-
werten folgt aus Abschnitt 2.2.2 und (2.52), dass fiir die Anteile der Transitionsmatrix
®(1)

0 fiir Re(\;) <0
lim }tke’\"t _ 1 fiir Re(\;) =0 (falls \; einfach)
t—00 oo fiir Re(A;) =0 (falls \; mehrfach)
oo fiir Re(\;) >0

gelten muss. Somit ist die Bedingung Re()\;) < 0 fiir die asymptotische Stabilitét von
l|lz(t)|| = [|[V®({)V Y| - ||xo|| auch bei mehrfachen Eigenwerten giiltig.

Diese Betrachtungen lassen sich auch auf konjugiert komplexe Eigenwerte iibertragen,
siehe (2.56). Allgemein gilt im Hinblick auf die Jordansche Normalform in (2.58)—(2.60)
folgender Satz:
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Satz 2.3 (Losungsverhalten) Jede Komponente der Losung x(t) = [x1(t),. .., z,(t)]7
des Systems (2.74) ist eine Linearkombination von Funktionen der Form

ther | tFe cos(Bt), tFe™ sin(Bt) (2.76)

in Abhdngigkeit der reellen bzw. konjugiert komplezen Eigenwerte A\ = o+ j5 und mit
Konstanten 0 < k <n — 1.

Als direkte Konsequenz von Satz 2.3 lassen sich die Bedingungen fiir asymptotische Sta-
bilitat wie folgt angeben:

Satz 2.4 (Asymptotische Stabilitidt) Die Ruhelage xr = 0 des linearen Systems
(2.74) ist genau dann asymptotisch stabil, wenn alle Eigenwerte der Matriz A negati-
ven Realteil besitzen, d.h. Re(\;) < 0.

In Abbildung 2.4 sind einige Beispiele von Eigenwerten dargestellt, um das allgemeine
Losungsverhalten zu illustrieren:

a) Die Zeitvorgénge klingen monoton ab, das System ist asymptotisch stabil. Der lang-
samste Vorgang (Eigenwert A1) dominiert den Zeitvorgang.

b) Das System ist instabil, bei einer Anfangsstérung strebt |x(¢)| ohne Schwingungen
ins Unendliche.

c) Das System ist asymptotisch stabil, der Zeitvorgang hat oszillatorische Anteile.

d) Das System ist instabil, es treten aufklingende oszillatorische Zeitvorginge auf.

Aufgabe 2.6 Untersuchen Sie, ob die Ruhelage xr = 0 der folgenden Systeme

. 2 10 . -1 0
z=1|1 0 1| x, T=|_o ol ®
-1 -3 -2

asymptotisch stabil ist. (Lésung: nein, nein)

Aufgabe 2.7 Berechnen Sie fiir das linearisierte Modell (1.74) des Wagen—Pendel-
Systems in Aufgabe 1.13 die Figenwerte. Was folgt daraus fir die Stabilitdt des Systems
in der oberen Ruhelage?

6g(m+M)

Lésung: M2 =0, A3y ==+ 1(m+4M)

= obere Ruhelage ist instabil
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Abbildung 2.4: Losungsverhalten bei unterschiedlichen Eigenwerten.
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2.4 Eingangs-/Ausgangsverhalten

Die Systembeschreibung im Zustandsraum kann in die bereits bekannte Beschreibung des
Ein-/Ausgangsverhaltens anhand von Ubertragungsfunktionen im EingréBenfall (m =
p = 1) bzw. Ubertragungsmatrizen im MehrgroBenfall iiberfiihrt werden. Die Grundlagen
von Ubertragungsfunktionen waren bereits Bestandteil der Vorlesung “Einfithrung in die
Regelungstechnik” und werden deshalb im Folgenden nicht im Detail beschrieben.

2.4.1 TUbertragungsfunktion und Ubertragungsmatrix

Betrachtet wird zunéchst ein lineares, zeitinvariantes Eingroflensystem

T=Ax+bu, z=(0)==x
. (0) =20 (2.77)
y=c x+du

mit dem Zustand x € R"™ sowie dem skalaren Eingang u € R und At}sgang y € R. Wenn
xo = 0 gilt, so ldsst sich das Ein-/Ausgangsverhalten mit Hilfe der Ubertragungsfunktion
G(s) beschreiben, d.h.

Y(s)=G(s)U(s) |. (2.78)

Um einen Ausdruck fiir G(s) zu erhalten, wendet man die Laplace-Transformation auf
das System (2.77) an und erhélt so

sX(s) —xg=AX(s)+bU(s)

Y(s) =c"X(s)+dU(s) (2.79)

mit den Laplace-transformierten Groflen X (s) = L{x(t)}, U(s) = L{u(t)}, und Y (s) =
L{y(t)}. Die Zustandsgleichung von (2.79) kann nach X (s) aufgelost

X (s)=(sI — A) 'z + (s — A)"'bU(s)

und in die Ausgangsgleichung von (2.79) eingesetzt werden, was auf die Ein-/Ausgangs-
darstellung
Y(s)=c"(sI — A)'xg+ (c"(sI — A)'b+ d)U(s) (2.80)

fiihrt. Durch Vergleich von (2.78) mit (2.80) fiir &y = 0 lisst sich nun die Ubertragungs-
funktion G(s) direkt angeben:

Satz 2.5 (U’bertllagungsfunktion) Das lineare, zeitinvariante  Fingroffensystem
(2.77) besitzt die Ubertragungsfunktion

Z(s)
N(s)

G(s) = =c'(sI-A)'b+d=c"®(s)b+d (2.81)

Sind das Zéhlerpolynom Z(s) und das Nennerpolynom teilerfremd, so gilt Grad(Z(s)) <
Grad(N(s)) < n.Der Grad des Nennerpolynoms grad(N(s)) stellt die Ordnung der Uber-
tragungsfunktion G(s) dar.
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Die Inverse der Matrix (sI — A) ldsst sich in der Form

1 adj(sI —A)
(sT—A)" = det (sI — A)

ausdriicken, wobei mit adj(sI — A) die Adjunkte der Matrix (sI — A) bezeichnet wird.?
Die Ubertragungsfunktion (2.81) besitzt also die Form

(2.82)

_ Z(s) _ cTadj(sI — A) b+ ddet(sI — A)
@) =55 = det(sT — A) ' (283)

Daraus lassen sich nun folgende Aussagen ableiten:

1) Das Nennerpolynom det(sI — A) entspricht dem charakteristischen Polynom der
Dynamikmatrix A. Die Pole der Ubertragungsfunktion G(s) sind also auch Eigen-
werte der Dynamikmatrix A. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen aber nicht (siehe
Beispiel 2.5)!

2) Das Nennerpolynom N(s) von G(s) besitzt maximal die Ordnung n.

3) Das Zahlerpolynom besitzt maximal die Ordnung n bzw. n—1 fiir d = 0, was anhand

der Definition von adj(sI — A) ersichtlich ist. Der Grad des Zahlerpolynoms Z(s)
ist also stets kleiner oder gleich dem Grad des Nennerpolynoms N (s).

Das folgende Beispiel greift die Aussage in Satz 2.5 auf, dass im Allgemeinen nicht davon
ausgegangen werden kann, dass die Eigenwerte einer Systemmatrix A auch die Pole der
zugehorigen Ubertragungsfunktion sind.

Beispiel 2.5 (Pendel-Wagen-System) Betrachtet wird das Pendel-Wagen—System in
Abbildung (1.15) mit dem linearisierten Modell (1.74). Die Eigenwerte in der oberen Ru-
helage lauten (siehe Aufgabe 2.7)

6g(m + M)

Ao=0 Mg =44 /2T 7/
L2 =" 34 I(m 4 4M)

Wenn man nun wahlweise die Wagenposition bzw. den Pendelwinkel als Ausgang betrach-
tet, d.h.
Ay = Az, bzw. Ay = Ao,

so ergeben sich die Ubertragungsfunktionen

Gi(s) = AYi(s) 41s* — 6g

BYTUAU(s) T U(m+4AM) st — 6g(m + M)s? (2.84)
Go(s) = AYy(s) _ —6 '

2 AU(s) — I(m—+4M)s? —6g(m + M)

Im Falle von G5(s) findet also eine Pol-Nullstellen—Kiirzung statt, die dafiir verantwortlich
ist, dass die Eigenwerte Ay 2 = 0 nicht mehr als Pole von Gs(s) in Erscheinung treten.

2 Die Elemente der Adjunkten adj(A) einer Matrix A = [a;;] sind die Subdeterminanten der (n— 1) x
(n — 1)-Matrizen A;; von A, die durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte und Multiplikation
mit dem Faktor (—1)"™7 hervorgehen, d.h. adj(A);; = (—1)""7 det(A;;).
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MehrgroBenfall: Im Falle von m Eingéingen und p Ausgéingen tritt an Stelle der Uber-
tragungsfunktion G(s) die sogenannte Ubertragungsmatriz G(s). Die Herleitung erfolgt
vollkommen analog zur Ubertragungsfunktion. Die Laplace-Transformation angewandt
auf das lineare, zeitinvariante System

£ = Ax+Bu , z(0)=uz

(2.85)
y = Cx+ Du
mit dem Zustand x € R", dem Eingang u € R™ und dem Ausgang y € RP ergibt
sX(s)—xy = AX(s)+ BU(s) (2.86)
Y(s) = CX(s)+DU(s). '
Durch Elimination der Grofle X (s) mit
X(s)=(sI — A" BU(s) + (sI — A) " x (2.87)
folgt unmittelbar
Y(s)=(C(sI - A) 'B+D)U(s) + C (sI — A) 'z, (2.88)
und fiir £y = 0 erhélt man die (p x m)-Ubertragungsmatrix
G(s)=C(sI— A "'B+D=C®(s)B+D , (2.89)
die sich aus den einzelnen Ubertragungsfunktionen zusammensetzt:
G . G
11.(5) 1m(s) | Yis)
G(s) = : mit G;;(s) = () (2.90)
Gpi(s) Gpm(s) ’

2.4.2 Realisierungsproblem

Im vorigen Abschnitt wurde gezeigt, wie ausgehend von einer Systemdarstellung im Zu-
standsraum die entsprechende Ubertragungsfunktion berechnet werden kann. Das inverse
Problem davon, also die Bestimmung einer Zustandsraumdarstellung {A, b, ¢, d} fir ei-
ne gegebene Ubertragungsfunktion G(s), wird als Realisierungsproblem bezeichnet. Von
praktischem Interesse ist es, eine Minimalrealisierung zu finden, die die minimale Zu-
standsdimension € R™ besitzt. Zunéchst sei festgehalten, wann eine Realisierung einer
Ubertragungsfunktion iiberhaupt existiert.

Satz 2.6 (Realisierbarkeit) Eine Ubertragungsfunktion

Z(s)
N(s)

G(s) = (2.91)

mit dem Zdihler- und Nennerpolynom Z(s) und N(s) ist genau dann realisierbar, wenn

G(s) proper ist, d.h. grad(Z(s)) < grad(N(s)).
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Die Zustandsrealisierung einer Ubertragungsfunktion ist keineswegs eindeutig. In diesem
Abschnitt werden zwei sogenannte kanonische Minimalrealisierungen hergeleitet. Die be-
trachtete Ubertragungsfunktion

(2.92)

besitze teilerfremde Polynome Z(s), N(s) und es gelte a, = 1 (N(s) sei monisch).

1. Standardform bzw. Regelungsnormalform: Zur Herleitung einer Zustandsreali-
sierung wird zunéchst die Hilfsgrofle z(t) bzw. Z(s) wie folgt eingefiihrt:

(s)

(5)
(s) 1
®

s S+ Ay 18" ot ags+ag

>~<

= bps" + by_18" -+ bys + by

(2.93)

SN N

Offensichtlich gilt nach wie vor Y'(s)/U(s) = G(s). Der Ausdruck Z(s)/U(s) entspricht
der Differentialgleichung n-ter Ordnung

24 12V b @it agz=u, (2.94)

wobei auf die Zeitargumente z = z(t) und u = w(t) verzichtet wird. Wihlt man als
Zustandsgrofien
T1=z, To=2, ... xp=2z""1,

so erhélt man das Differentialgleichungssystem 1. Ordnung

Ty = X

' (2.95)
Tp-1 = Tn

T, = —Qox1— Q1Tg— " — Ap_1Tp + U.

Zusitzlich kann der Ausdruck fiir Y(s)/Z(s) aus (2.93) im Zeitbereich

verwendet werden, um die Ausgangsgleichung in den neuen Zustandsgroflen x; mit Hilfe
von (2.95) anzugeben:

Yy = (bo — aobn) e e (bn—l - an—lbn) Ty + bnu . (296)
5,_/ N —- -
b[) bnfl
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) - — (O
bn bn—l bl bO
A A A A
u Tn Tp—1 T9 I
e f - f e - f
Y Y Y
an—1 aj ao

Abbildung 2.5: Erste Standardform bzw. Regelungsnormalform (2.97).

Fasst man (2.95) und (2.96) in Matrixform zusammen

& ] [o 1 0 ... 0 | [a ] [0O]
To 0 0 1 - 0 To 0
A RV : Col ||
Tp—1 0 0o ... 0 1 Tp_1 0
Ty —ag —a1 ... —Gp_9 —Qp_1 Tn 1
—— = ~~ ——— =~ (2.97)
T A € b
T
Yy = [60 R Bn—l] + bn u,
- _ ~~
e’ T d
~——
x

so erkennt man direkt eine erste Zustandsrealisierung der Ubertragungsfunktion (2.92),
die als 1. Standardform oder Regelungsnormalform bezeichnet wird. Abbildung 2.5 zeigt
das zugehorige Strukturschaltbild. Diese Normalform wird in Abschnitt 2.5.3 im Zusam-
menhang mit der Eigenschaft der Steuerbarkeit noch ndher untersucht.

2. Standardform bzw. Beobachtungsnormalform: Fiir die Herleitung einer zweiten
Realisierung kann man sich mit einer Abkiirzung iiber die Ubertragungsfunktion (2.92)
behelfen. Der Zusammenhang zwischen G(s) und der Regelungsnormalform (2.97) wird
tiber die Beziehung (2.81)

G(s)=c"(sI - A) 'b+d
hergestellt. Da die Ubertragungsfunktion G(s) aber eine skalare rationale Funktion in s
ist, gilt offensichtlich

G(s) = (G(s)" = (c"(sT —A) b+ d)" =b"(sT — AT) e+ d. (2.98)

Aus diesem Zusammenhang kann mal folgern, dass das urspriingliche lineare System (2.77)

und -
t=A'x+cu, x0)==x
L (0) = (2.99)
y=b x+du
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u
Y Y Y Y
bo bl bn—l bn
T T9 Tp—-1 T y
[ [ " i %,L
ap a1 ap—1

Abbildung 2.6: Zweite Standardform bzw. Beobachtungsnormalform (2.100).

die gleiche Ubertragungsfunktion G(s) besitzen. Das System (2.99) wird deswegen auch
als das duale System von (2.77) bezeichnet. Damit ergibt sich neben (2.97) eine zweite
mogliche Realisierung

-fifl- 0 ... ... 0 —ag -l'l- _éo_
j32 1 0 0 —Q To b1
= 1 : + u
it}?_l 0O 0 0 —an_o Tn—1 §n72
L Ty | _0 0 | —Un-14 L Ln _ _bnfl_
— ~ - SN~ N — (2.100)
S AT T c
T
y=1[0 0 ... 0 1] |: |+ by u,
. ~~ 7/ v
BT T d
~——
X

die 2. Standardform oder Beobachtungsnormalform genannt wird. Abbildung 2.6 zeigt das
zugehorige Strukturschaltbild. Diese Normalform wird in Abschnitt 2.6.3 im Zusammen-
hang mit der Eigenschaft der Beobachtbarkeit noch néher untersucht.

Beispiel 2.6 Fiir die Ubertragungsfunktion

_ Y(s) _ s>+ 3s
U(s) (s—1)(2s+1)(s—3)

soll die Zustandsrealisierung in Form der Regelungsnormalform aufgestellt werden. Dazu
wird G(s) zundchst in die monische Form (2.92) gebracht

s® 4 3s 3843
233—732+23+3_s3—552+

G(s) =

Systemtheorie (WS 2012/2013) ©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen
Institut fiir Mess-, Regel- und Mikrotechnik, Universitdt Ulm



2.4 Eingangs-/Ausgangsverhalten Seite 49

Die Regelungsnormalform folgt nun direkt aus (2.97)

Ty 0 1 O0f |x 0
To|l =] 0 0 1 ol + (0] u
XT3 —% —1% xT3 1
T 1
y=0-34 3-14 043 4 || +50
~~ T
=1 14 3

2.4.3 BIBO-Stabilitat

In Satz 2.4 wurde die asymptotische Stabilitdt einer Ruhelage xr = 0 fiir ein lineares,
zeitinvariantes, autonomes System

T =Ax+bu, z(0)=ux

2.101
y=c'z+du ( )

betrachtet, also lim; . ||x(t)|| = 0. Eine weitere Definition von Stabilitdt ist die soge-
nannte BIBO-Stabilitit (Englisch: BIBO — “Bounded Input Bounded Output”), bei der
das Eingangs-Ausgangsverhalten betrachtet wird.

Definition 2.2 (BIBO-Stabilitit) Das lineare, zeitinvariante  Eingroffensystem
(2.101) heifst BIBO-stabil, wenn fiir £y = 0 zu jeder beschréinkten Eingangsfunktion
u(t) eine beschrinkte Ausgangsfunktion y(t) gehort, d.h. fir alle |u(t)] < a mit
0 <a<oo git|y(t)| <b fir ein endliches 0 < b < co.

Beispiel 2.7 Das System mit der Ubertragungsfunktion

1
s2+1

G(s) =
ist nach Satz 2.8 nicht BIBO-stabil. Dies wird ersichtlich, wenn man die Eingangsfunktion
u(t) = Asin(t) mit A > 0 betrachtet, fir die der Ausgangsverlauf y(t) unbeschrankt ist.
Die BIBO-Stabilitét ldsst sich einfach anhand der Impulsantwort (2.24)

g(t) = LH{G(s)1} =c"®(t)b, t>0 (2.102)

wie folgt tiberpriifen:

Satz 2.7 (BIBO-Stabilitiat — Impulsantwort) Das lineare, zeitinvariante FEingro-
Bensystem (2.101) ist genau dann BIBO-stabil, wenn die Impulsantwort (2.102) absolut
integrabel ist, d.h.

/Oo g ()| dt < M, (2.103)

fiir ein 0 < My < oo erfillt ist.
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Eine weitere Moglichkeit zur Uberpriifung der BIBO-Stabilitit von (2.101) kann iiber die
Polstellen der Ubertragungsfunktion erfolgen:

Satz 2.8 (BIBO-Stabilitiit — Ubertragungsfunktion) Das lineare, zeitinvariante
Eingrofensystem (2.101) ist genau dann BIBO-stabil, wenn alle Pole s; = a; + jw; der
Ubertragungsfunktion G(s) in (2.81) negativen Realteil besitzen, d.h. Re(s;) = a; < 0.

In Abschnitt 2.4.1 wurde gezeigt, dass jede Polstelle einer Ubertragungsfunktion G(s)
auch ein Eigenwert der zugehorigen Dynamikmatrix A ist. Daraus folgt, dass die asym-
ptotische Stabilitdt der Ruhelage xp = 0 nach Satz 2.4 auch die BIBO-Stabilitat des
Systems impliziert. Die Umkehrung gilt allerdings nur dann, wenn die Ordnung der Uber-
tragungsfunktion G(s) der Systemordnung entspricht!

Aufgabe 2.8 Untersuchen Sie das System

a::[(l) _61]a:+hz}u, y=1[0 1]z

auf asymptotische Stabilitit und BIBO-Stabilitdt.

2.4.4 Interpretation der Nullstellen

In der Vorlesung “Einfiihrung in die Regelungstechnik” wurde bereits darauf eingegangen,
dass die Nullstellen s¢; einer Ubertragungsfunktion

_ Z(s) _ ITiZi(s — s04)
G(s) = NG T I os) (2.104)

zwar nicht die Stabilitéit des Systems beeinflussen, wohl aber die Geschwindigkeit und Am-
plitude der Systembewegung. An dieser Stelle soll auf weitere regelungstechnisch relevante
Aspekte von Nullstellen eingegangen werden.

Blockade-Eigenschaft: Im Bildbereich sind die Nullstellen diejenigen (komplexen) Fre-
quenzen s = Sg;, fir die

G(S(]yi) =0

gilt, d.h., die Ausgangsgrofie besitzt keine Komponente mit der Nullstellenfrequenz s ;.
Um diesen Umstand niher zu betrachten, wird ein stabiles System mit der Ubertra-
gungsfunktion (2.104) und (der Einfachheit halber) einer bestimmten reellen Nullstelle
s0,; betrachtet. Die zu der Nullstelle korrespondierende Eingangsfunktion ist

C

u(t) = ce®* bzw. U(s) =

S — 50,@'
im Bildbereich mit der Konstanten ¢ > 0. Die zugehorige Antwort lautet dann

s —50,1) (5= 50,i—1)(5 = S0,i+1) * - - (5 = S0,m)
N(s)

Y(s)=G(s)U(s) = (

woraus direkt ersichtlich ist, dass das zur Nullstelle korrespondierende Signal u(t) = ce®o-*
durch das System nicht iibertragen wird. Die Eigenschaft wird als Blockadeeigenschaft von
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Nullstellen bezeichnet und wird in der Nachrichtentechnik z.B. beim Kerbfilter ausgeniitzt,
um Frequenzen innerhalb eines engen Frequenzbereiches auszufiltern.

Beispiel 2.8 (Pendel-Wagen-System) Betrachtet wird wieder das Pendel-Wagen-
System aus Aufgabe 1.13 bzw. Abbildung 1.15. Wird das Pendel um die obere Ruhelage
linearisiert und als Ausgang die Pendelspitze

Ay = Az, + [AQ
betrachtet, so ergibt sich die Ubertragungsfunktion

Gl AV ) 2152 + Gg
AU(s)  —l(m+4M)s* 4+ 6g(m + M)s?

Dabei ist ersichtlich, dass G(s) ein konjugiert komplezes Nullstellenpaar

Sp = Jw Sqg = —jw w = 6—9
0_j ) 0o — .] ) - 2l

besitzt. Wenn das Eingangssignal entsprechend der Nullstellenfrequenz
1 sot Sq t
u(t) = 5 (e 0" + e ) = cos(wt)

gewdhlt wird, so ist diese Frequenz am Ausgang y(t) nicht mehr vorhanden. Insbesondere
kann durch geeignete Wahl der Anfangsbedingungen Ax(0) = Axy erreicht werden, dass
der Ausgang, also die Pendelspitze in Ruhe ist, wihrend das Fingangssignal u(t) = cos(wt)
eine Dauerschwingung des Wagens und des Pendels bewirkt! Abbildung 2.7 zeigt dieses
Verhalten beispielhaft fir eine halbe Periode t € [0, T].

t:o t:ﬂ/w

Abbildung 2.7: Stationdrer Ausgang bei Nullstellenfrequenz in Beispiel 2.8.
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Gegenliufiges Ein- /Ausgangsverhalten: Eine regelungstechnische Schwierigkeit tritt
bei Nullstellen in der rechten Halbeebene auf, d.h. wenn Nullstellen so; mit Re(so;) > 0
existieren. In diesem Fall spricht man auch von einem nichtminimalphasigen System. Dazu
wird die Ubertragungsfunktion

s—c

G(s) = (2.105)

S+ 18" -+ ags +ag

mit der Nullstelle sy = ¢ betrachtet. Es wird angenommen, dass das Nennerpolynom ein
Hurwitzpolynom ist und somit asymptotische Stabilitdt gegeben ist.

Im Folgenden soll die Sprungantwort von G(s) genauer betrachtet werden. Anhand des
Anfangswertsatzes der Laplace-Transformation
t1_1>1(])%r y(t) = Sli)nc[)los G(s)U(s)
kann man sich leicht davon iiberzeugen, dass fiir die Ableitung y™(t) = C?—;y(?ﬁ) mit
yI(0+)=0,7=0,1,...,i—1
lim y@(t) = lim s"G(s)U(s), i>0 (2.106)
t—0+ §—00

gelten muss. Im Hinblick auf den Differenzgrad n — 1 der Ubertragungsfunktion (2.105)
gilt fiir die Sprungantwort h(t) offensichtlich (U(s) = 1)

S

lim A9(t) =0, i=1,...,n—2, lim A" V() =1. (2.107)
t—0+ t—0+
Betrachtet man zusétzlich den stationdren Endwert
. . c
tlgglo h(t) = LI_I% sG(s)U(s) = u
so fillt im Vergleich zur Anfangsableitung 4"~V (¢) = h(»=1(t) = 1 auf, dass die Sprung-
antwort fiir eine Nullstelle in der rechten Halbebene (¢ > 0) zunéchst in die entgegenge-
setzte Richtung startet.

Auch wenn diese Untersuchung fiir mehrfache Nullstellen in der rechten Halbebene schwie-
riger wird, so kann man doch festhalten, dass das Gegenschwingverhalten charakteristisch
ist fiir nichtminimalphasige Systeme.

Beispiel 2.9 Betrachtet wird die Sprungantwort der Ubertragungsfunktion

2 s—c
G(s)=—-2 "=
&) = T D61
mit der Nullstelle so = ¢ und den Polstellen s = —1 und sy = —2. Fir ¢ > 0 bzw.

c < 0 ist das System also nichtminimalphasig bzw. minimalphasig. Der stationdre Wert
der Sprungantwort ergibt sich aufgrund der Normierung zu lim;_,o, h(t) = 1, wdhrend die

Anfangssteigung
. 2 0 Il 0
lim () = —24 <0 S e
t—0+ c|>0 falls c<0

betragt. Abbildung 2.8 zeigt die Sprunganwort fiir verschiedene Parameterwerte c, fiir die
das gleich— bzw. gegenldufige Fin—/Ausgangsverhalten gut zu erkennen ist.
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v, c=05%
\ - =02
o — =055
ot c=0.5 |
o 1 =2 3 4 5 6 1 8
t

Abbildung 2.8: Sprungantwort von G(s) in Beispiel 2.9.

Nullstellen im Mehrgréflenfall: Bei Mehrgrofiensystemen (2.85), bei denen das Ein-
gangs—/Ausgangsverhalten durch eine Ubertragungsmatrix (2.89) bzw. (2.90) beschrieben
wird, ist die Definition und Untersuchung von Nullstellen ungleich komplizierter. Man
unterscheidet in diesem Fall zwischen

e Ubertragungsnullstellen,
e invariante Nullstellen,

e Eingangs-/Ausgangs-Entkopplungsnullstellen.

Fiir weitergehende Informationen zu Nullstellen im Mehrgrofienfall sei auf die einschlégige
Literatur am Ende des Kapitels verwiesen.

2.5 Steuerbarkeit

Der Begriff der Steuerbarkeit wird im Folgenden anhand eines linearen, zeitinvarianten

Mehrgrofiensystems
z=Ax+ Bu, z(0)=x (2.108)

mit dem Zustand * € R", dem Eingang u € R™ sowie den Matrizen A € R™*" und
B € R™™ erlautert.

Definition 2.3 (Steuerbarkeit) Das lineare System (2.108) heifit (vollstéindig) steu-
erbar, wenn es in endlicher Zeit T < oo von jedem Anfangszustand xy aus durch einen
stickweise stetigen Stellgrofienverlauf u(t), t € [0,T] in jeden beliebigen Endzustand x(T)
tberfihrt werden kann.
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2.5.1 Steuerbarkeit nach Kalman

Um die Eigenschaft der Steuerbarkeit des linearen Systems (2.108) zu untersuchen, be-
trachtet man zunéchst die allgemeine Losung gemafl (2.15)

z(t) = ®(t)zo + /0 t &(t — r)Bu(r)dr (2.109)

mit der Transitionsmatrix ®(¢) aus (2.5). Ohne Beschrankung der Allgemeinheit betrach-
tet man den Anfangszustand xy = 0 und setzt ¢t =T

2(T) = / B(T — 7)Bu(r) dr — / ;Ak%mmw
B 0 . ‘ . T(T_T)k
_gA’“Bu;C mit uk—/o TU(T) dr. (2.110)

Fiir eine beliebige Steuertrajektorie u(t), ¢ € [0,7] mit der festen Endzeit T" stellen die
GroBen @y, konstante m-dimensionale Vektoren dar. Aus (2.110) erkennt man also, dass
sich «(T) als Linearkombination der Spaltenvektoren von B, AB, A’B, ... darstellen
lasst.

Eine notwendige Bedingung, damit im Sinne der Steuerbarkeit jeder Punkt (7)) € R”
angefahren werden kann, ist also, dass die Spaltenvektoren von B, AB, A*B, ... den R"
aufspannen. Mit anderen Worten, die Matrix

[B,AB, A’B, ..., A"'B, A"B, A""'B, ...] (2.111)
muss den Rang n besitzen. Um dieses Zwischenergebnis weiterzufithren, kann der Satz

von Cayley-Hamilton verwendet werden:

Satz 2.9 (Satz von Cayley-Hamilton) Bezeichnet
p()\) = Do +p1)\ dFoco —l—pn_l)\"_l + A"
das charakteristische Polynom der Matriz A € R™*™, so geniigt A der Beziehung

p(A) =pol +pA+... +p, 1A+ A" =0. (2.112)

Der Satz von Cayley—Hamilton besagt, dass die Matrix A" durch eine Linearkombination
der niedrigeren Potenzen A°, ..., A" ! ausgedriickt werden kann, bei der die Koeffizienten
denen des charakteristischen Polynoms von A entsprechen.

Da die Matrizen A"B, A" B, ... gemiB Satz 2.9 offensichtlich keine weiteren linear
unabhéngigen Eintriage in der Matrix (2.111) liefern, ist es also ausreichend, in der Rang-
iiberpriifung von (2.111) lediglich die Matrixeintrige B bis A" 'B zu betrachten. Diese
Uberlegungen fithren auf den nachfolgenden Satz:
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Satz 2.10 (Steuerbarkeitskriterium nach Kalman) Das System (2.108) ist genau
dann vollstandig steuerbar, wenn die sogenannte Steuerbarkeitsmatrix

Qs=[B,AB,..., A"'B] bw. Qz=[b, Ab, ..., A" '] (2.113)

den Rang n besitzt.

Die Notwendigkeit von Rang(Qg) = n fiir die vollsténdige Steuerbarkeit des Systems
(2.108) wurde bereits gezeigt. Um zu zeigen, dass Rang(Qg) = n auch hinreichend ist
(was Satz 2.10 beweist), wird die sogenannte Gramsche Matriz (controllability gramian)

T
G :/ eA"BB" (eAT)TdT (2.114)
0

mit eA? = ®(t) betrachtet. Mit dhnlichen Argumenten wie im oberen Teil kann gezeigt
werden, dass G fiir alle Zeiten 7' > 0 regulér ist, wenn Rang(Qg) = n erfiillt ist. Damit
kann man fiir eine gewiinschte Zeit T" durch Einsetzen der Eingangsfunktion

u(t) = BT (6A(T—t))TG_1 (a: (T) — eATw()) (2.115)
in die Gleichung (2.109)

z(T) = ®(T)x —|—/0 ®(T — 7)Bu(r)dr

BTz + / ®(r)Bu(T — 7)dr (2.116)

= ®(T)x —|—/0 eA"BBT (eA")TdT G ' (z(T)—ezy) =z (T)

s

-G
zeigen, dass das System (2.108) in den gewiinschten Zustand a(7T') tibergefiihrt wird.

Wenn die Steuerbarkeit gegeben ist, so existieren unendlich viele Steuerungen, um das Sys-
tem (2.108) von &g nach &7 zu steuern. Ein interessanter Aspekt der speziellen Steuerung
(2.115) ist, dass sie den Ubergang im Zeitinterval [0, 7] mit minimalem Energieaufwand
realisiert und somit das folgende Kostenfunktional minimiert:

1) = | " uT(ru(r)dr

Beispiel 2.10 (Pendel-Wagen-System) Das linearisierte Modell des inversen Pendel-
Wagen—Systems in Aufgabe 1.18 soll auf Steuerbarkeit untersucht werden. Mit der System-
matriz A und dem Steuervektor b aus (1.74) ergibt sich die Steuerbarkeitsmatrix

l(m+4M) 12(m+4M)?
_6 0 —36g(m+M) 0
m 2(m 2
QS = | —64M) 4 = —64M) 18mg (2117)
m~+4M I(m+4M)2
4 0 18mg 0
m+4M l(m+4M)?2

mit det(Qg) = % # 0. Da Qg reguldr ist, ist das linearisierte Pendelmodell in der

oberen Ruhelage steuerbar.
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Bei hoher dimensionalen Problemen wird die Steuerbarkeitsanalyse anhand der Rang-
tiberpriifung von Qg in der Regel zunehmend schlecht konditioniert sein. Als Alternative
bietet sich hier die Uberpriifung der Gramschen Matrix (2.114) an:

Satz 2.11 (Steuerbarkeit iiber die Gramsche Matrix) Das System (2.108) ist ge-
nau dann (vollstandig) steuerbar, wenn die Gramsche Matrix (controllability gramian)

T
G- / eA"BBT (¢*7)" dr (2.118)
0

requldr ist. Wenn die Dynamikmatriz A eine Hurwitz-Matrixz ist, dann ldsst sich Go, =
limr_.o G aus der folgenden Lyapunov-Gleichung berechnen:

AG, +G A"+ BB"=0. (2.119)

Wenn A eine Hurwitz-Matriz ist (also alle Eigenwerte negativem Realteil besitzen), dann
ist die Existenz des Integrals (2.118) fiir den Grenzfall T — oo gewéhrleistet. Unter
MATLAB konnen die Steuerbarkeitsmatrix Q¢ und die Gramsche Matrix G, mit Hilfe
der Funktionen ctrb und gram berechnet werden.

Aufgabe 2.9 Zeigen Sie durch Finsetzen von Go aus (2.118) in (2.119), dass die
Lyapunov-Gleichung tatsdchlich gilt.

2.5.2 Steuerbarkeit nach Hautus

Ein weiteres Steuerbarkeitskriterium wurde von Hautus hergeleitet, das fiir die Steuerbar-
keitsanalyse die Eigenwerte der Dynamikmatrix A mitbetrachtet.

Satz 2.12 (Steuerbarkeitskriterium nach Hautus) Das System (2.108) ist genau
dann (vollstindig) steuerbar, wenn die Bedingung

Rang ([)\iI —A, B]) —n (2.120)

fir alle Eigenwerte \; der Matriz A erfillt ist.

Im Gegensatz zum Kalman—Kriterium (Satz 2.10), bei dem der Rang einer (n x nm)-
Matrix tiberpriift werden muss, werden beim Hautus—Kriterium die einzelnen (n x n+m)—
Matrizen [A\;I — A, B] auf Ihren Rang iiberpriift.

Somit kann man durch das Hautus—Kriterium eine Aussage dariiber erhalten, welche Ei-
genwerte nicht steuerbar sind. Des Weiteren bietet sich das Hautus—Kriterium fiir Systeme
an, bei denen Parameter in den Systemmatrizen vorkommen (siehe Beispiel 2.10), wodurch
die Rangiiberpriifung der Steuerbarkeitsmatrix Q¢ aufwendig werden kann.
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2.5.3 Regelungsnormalform (Eingréflenfall)

Im Folgenden wird das lineare Eingroflensystem

T ATa: +bu, x(0) =z (2.121)

y=c x+du
mit dem Zustand & € R", dem skalaren Eingang u € R und dem skalaren Ausgang y € R
betrachtet. Die Regelungsnormalform wurde bereits in Abschnitt 2.4.2 als Realisierung
einer Ubertragungsfunktion G (s) betrachtet. In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie
ein lineares System (2.121) im Zustandsraum mittels einer reguléren Zustandstransforma-
tion

x=VZ bzw. £=Tx mit T=V""' (2.122)
auf die Regelungsnormalform
[0 1 0 0 ]
0 0 1 0 O
T = : T+ O u
0 0 0 1 1 (2.123)
__a() —a —Ap—2 —0p—1 N ”
A=TAT" b=Tb
Yy = [bo — CL()bn c. bn—l — an_lbn] T -+ bnu

transformiert werden kann. Die Steuerbarkeitsmatrix Qg spielt dabei eine wichtige Rolle.
Aus (2.123) ist ersichtlich, dass der erste Zustand #; von & = [Z1,...,%,]" n-mal diffe-
renziert werden kann, bevor der Eingang u auftaucht. Im Folgenden wird z; durch die
Gleichung

i =tz (2.124)

angesetzt, wobei der Vektor ¢ so bestimmt werden soll, dass der Eingang u erst in der
n-ten Zeitableitung auftritt. Sukzessive Ableitung von Z; nach der Zeit ¢ und Vergleich
mit (2.123) liefert

fi=d =t Az +t"bu mit tTh =0
iy =ds =tT A%z +tT Abu tTAb =0
(2.125)
#r Y — g, =tTA e+ tTAY %bu tTA" b =0
P =i, =tT AT+ tT A" by tTA 1.

Die Zwangsbedingungen lassen sich in der Vektorform

t'[b,Ab,..., A" '] =10,...,0,1]

Qs
in Abhéngigkeit der Steuerbarkeitsmatrix Q¢ zusammenfassen. Falls Q¢ regulér ist, ergibt
sich

t'=10,...,0,1Q5". (2.126)
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Offensichtlich bestimmt sich der erste Zustand #; = ¢'x der Regelungsnormalform mit
Hilfe der letzten Zeile der inversen Steuerbarkeitsmatrix le. Somit gilt der folgende Satz:

Satz 2.13 (Transformation auf Regelungsnormalform) Das lineare System
(2.121) kann durch die Transformation (2.122) mit der Transformationsmatriz

tT
tTA )
T = , , t'=[0 Qs =1[b,Ab,..., A" 'b]

0 1] Qg', (2.127)

tTATL—l

auf die Regelungsnormalform (2.123) gebracht werden, wenn die Steuerbarkeitsmatriz Qg
requlir ist. Dabei stellt t7 die letzte Zeile der inversen Steuerbarkeitsmatriz dar.

Vorteilhaft bei der Regelungsnormalform ist, dass sie einfach aus einer Ubertragungs-
funktion G(s) bestimmt werden kann, wie in Abschnitt 2.4.2 gezeigt wurde. Des Weiteren
ist charakteristisch, dass der Eingang u nur den letzten Zustand von & beeinflusst, was
insbesondere fiir den Reglerentwurf von Vorteil ist.

Die Regelungsnormalform ldsst sich auch fiir Mehrgrofiensysteme (2.108) angeben. Dies
wird im néchsten Kapitel im Rahmen des Entwurfs von Zustandsreglern behandelt.

Beispiel 2.11 (Pendel-Wagen-System) Betrachtet wird erneut das inverse Pendel in
Abbildung 1.15 mit der reguldren Steuerbarkeitsmatriz (2.117). Die inverse Steuerbarkeits-
matrix lautet

0 ml 0 m+ M
) m 0 m+ M 0
Qs = 0 _ 2(m+4M) 0 _ I(m+4M) (2.128)
6g
12(m~+4M) I(m~+4M)
Mit der letzten Zeile ,

T _ 1?(m+4M) l(m+4-4M)
{7 = [~Gmen g lmitan 0] (2.129)

und der Dynamikmatriz aus (1.74) ergibt sich die Transformationsmatriz (2.127)

B (m44M)? 0 _l(m+4M) 0
99 6g
0 12(m+4M)? 0 _ l(m+4M) ( )
T = 99 6g 2.130
I(m+4M)
0 — Uman) 0 0
und schliefllich die Regelungsnormalform (2.123)
0 1 0 0 0
.oloo 1 ol o
6g(m+M)
0 0 lé]m+4M) 0 1
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2.6 Beobachtbarkeit

Bei den meisten regelungstechnischen Problemstellungen sind nicht alle Zustandsgréfien
messtechnisch erfassbar. Die Beobachtbarkeit eines Systems beschéftigt sich deshalb mit
der Frage, ob der Systemzustand aus der Kenntnis der Messgrofien y(¢) und gegebenenfalls
der Stellgrofien u(t) rekonstruierbar ist.

In weiterer Folge wird wieder ein lineares, zeitinvariantes Mehrgrofiensystem

&z =Ax+ Bu, x(0)=x

y=Cz+ Du (2.132)

mit dem Zustand & € R", dem Eingang u € R™, dem Ausgang y € R sowie den Matrizen
A eR™ BeR™" C e RP und D € RP*™ betrachtet.

Definition 2.4 (Beobachtbarkeit) Das System (2.132) heifit (vollstandig) beobacht-
bar, wenn der Anfangszustand xo aus Kenntnis der Eingangs- und Ausgangsprofile u(t)
und y(t) auf einem Intervall 0 <t < T bestimmt werden kann.

2.6.1 Beobachtbarkeit nach Kalman

Um die Bedingungen fiir die Beobachtkarkeit zu untersuchen, betrachte man zunéchst die
allgemeine Losung fiir den Ausgang y(t) geméaf (2.15)

y(t) = C®(t)ao + /0 t C®(t — 7)Bu(r)dr + Dul(t) (2.133)

mit der Transitionsmatrix ®(¢) aus (2.5). Da vorausgesetzt wird, dass neben dem Ausgang
y(t) auch der Stellgrofenverlauf w(t) bekannt ist, sind die letzten zwei Ausdriicke in
(2.133) bekannt und haben somit keinen Einfluss auf die Frage der Bestimmbarkeit von .

Zur Vereinfachung der Beobachtbarkeitsuntersuchung wird deshalb der Eingang u(t) =0
gesetzt, womit sich (2.133) zu
y(t) = CP(t)xy (2.134)

reduziert. Eine (zunichst) notwendige Bedingung fiir die Beobachtbarkeit des Systems
(2.132) ldsst sich herleiten, wenn man annimmt, dass ein Vektor a # 0 existiert, so dass

CA*a=0, k=1,2,... (2.135)

erfiillt ist. In diesem Fall ergibt sich

y(t) = C®(t)a = (kio CA’fZ—i) a=0 (2.136)

Damit wiirden aber zu der Ausgangsgrofie y(t) = 0 zwei Anfangszustinde korrespondie-
ren: €y = 0 und x5 = a # 0. Da dies im Widerspruch zu Definition 2.4 steht, stellt
die Nicht-Ezistenz eines Vektors a # 0 in (2.135) eine notwendige Bedingung fiir die
Beobachtbarkeit des Systems (2.132) dar.
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Diese Uberlegung lisst sich weiter prizisieren. Da als Folgerung von Satz 2.9 jede Ma-
trixpotenz A™, A™™! ... durch eine Linearkombination ihrer niedrigen Potenzen A°, A,
..., A" ! ausgedriickt werden kann, reduziert sich (2.135) auf

(&

CA*a=0, k=0,1,,...,n—1 bazw. cA

I
=

. (2.137)
CAn—l
Wenn die Matrix in (2.137) den Rang n besitzt, so ist gewéhrleistet, dass kein Vektor

a # 0 existiert. Es handelt sich dabei zumindest um eine notwendige Bedingung fiir die
Beobachtbarkeit des Systems (2.132) im folgenden Satz.

Satz 2.14 (Beobachtbarkeit nach Kalman) Das System (2.132) ist genau dann voll-
standig beobachtbar, wenn die sogenannte Beobachtbarkeitsmatrix

C c’
CA c'A
Qp = : baw. Qp = : (2.138)
CAn—l cTAn—l

den Rang n besitzt.

Aufgabe 2.10 Leiten Sie die Rangbedingung fir die Beobachtbarkeitsmatriz (2.138) her,
indem Sie aus Kenntnis der Ausgangsgrifen y(t), y@(t), i = 1,...,n — 1 und der Ein-
gangsgrofen w(t),uV(t), i = 1,...,n—1 versuchen, den Zustand x(t) des Systems (2.132)
zum Zeitpunkt t zu rekonstruieren.

Um zu zeigen, dass Satz 2.14 auch hinreichend ist, also die Rangbedingung Rang(Qp) =
n die Beobachtbarkeit impliziert, wird die zugehorige Gramsche Matriz (observability
gramian)

T
é:/(wfowww- (2.139)
0

mit ®(t) = eA eingefiihrt. Wie im Falle der Steuerbarkeit kann gezeigt werden, dass G
regulér ist, wenn die Beobachtbarkeitsmatrix @z den Rang n besitzt. Multipliziert man

(2.134) von links mit G (eAt)T C" und integriert iiber das Zeitintervall [0, 7], so erhlt
man

T T
/ G (*) CTCeMaydt = G / (e4) " CTCeAdt @y = my (2.140)
0 0

J/

-

G

und hat damit eine explizite Vorschrift gegeben, wie man xy berechnet.

Ahnlich der Problematik bei der Untersuchung der Steuerbarkeit, wird auch die Rangiiber-
priifung der Beobachtbarkeitsmatrix @ fiir hoher dimensionale Probleme in der Regel
zunehmend schlecht konditioniert sein. Eine Alternative ist daher die Uberpriifung der
Gramschen Matrix (2.139):
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Satz 2.15 (Beobachtbarkeit iiber die Gramsche Matrix) Das System (2.132) ist
genau dann (vollstindig) beobachtbar, wenn die Gramsche Matrix (observability grami-
an)

T
(_;':/ (eAT)TCTCeATdT (2.141)
0

reguldr ist. Wenn die Dynamikmatriz A eine Hurwitz-Matriz ist, dann lisst sich G =
limr . G aus der folgenden Lyapunov-Gleichung berechnen:

ATG.+G ,A+C'C=0. (2.142)

Wenn A eine Hurwitz-Matriz ist, dann ist die Existenz des Integrals (2.141) fiir den
Grenzfall ' — co gewéhrleistet. Unter MATLAB konnen die Beobachtbarkeitsmatrix Qg
und die Gramsche Matrix G, mit Hilfe der Funktionen obsv und gram berechnet werden.

Beispiel 2.12 (HeifSluftballon [4]) Abbildung 2.9 zeigt einen Heiflluftballon, der ver-
einfacht durch die Differenzialgleichungen

h=v
1 o
v=—v—w)+ (2.143)
o
19 = ——19 -+ kQU
T2

mat den Zeitkonstanten 11,79 > 0 und den physikalischen Konstanten ky, ke > 0 beschrie-
ben werden kann. Dabei stellt h die Flughohe relativ zu einer Referenzhohe dar, v ist
die Vertikalgeschwindigkeit, w die vertikale Windgeschwindkeit (Thermik) und ¥ ist die
Temperaturdifferenz zur Gleichgewichtstemperatur. Die Stellgréfie u stellt die durch den
Brenner zugefiihrte Warme dar.

Da die Windgeschwindigkeit w eine externe Storung darstellt, ist von Interesse, ob gleich-
zeitig die Temperaturdifferenz ¥ und ein konstantes w geschitzt werden kinnen, wenn
lediglich die Flughohe h gemessen wird. Dazu erweitert man das Modell (2.143) um die
Gleichung

w =70 (2.144)

und berechnet die Beobachtbarkeitsmatriz Qg fir das erweiterte System (2.143), (2.144)
mit dem Zustand x = [h,v,9,w]" und der Messgrifie y = c¢'x = [1,0,0,0]x:

1 0 0 0
0 1 0 0 , k1
0o & ot _ L1

7'12 T172 7’12

Die Beobachtbarkeitsmatriz Qg ist requldr fir ky # 0 und das erweiterte System somit
vollstindig beobachtbar.
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Temperaturdiff.
zu Umgebung 9

Thermik

Flughthe h
zu Referenz

Abbildung 2.9: Heiflluftballon aus Aufgabe 2.12.

Aufgabe 2.11 (Pendel-Wagen-System) Untersuchen Sie die Beobachtbarkeit des li-
nearisierten Pendel-Wagen-Modells (1.13) fir die Ausginge (vergleiche Abbildung 1.15)

Ay, = Az, bzw. Ays = Ag.

Losung: Das System ist beobachtbar bzgl. Ay, aber nicht beobachtbar bzgl. Ays, was an
Qp 1 und Qg4 direkt ersichtlich ist:

0 0 10 1 0 00
0 0 01 0 1 0 0

Q = | =3m s Q = | 6g(m+M)
B,1 m+_4]\9/[ 0 00 B2 lflm+4M) 0 0 0
0 —3mg 00 0 6g9(m+M) 00

2.6.2 Beobachtbarkeit nach Hautus

Wie im Falle der Steuerbarkeit gibt es auch bei der Beobachtbarkeit neben dem Kalman—
Kriterium noch weitere Kriterien, um die Beobachtbarkeit zu untersuchen. An dieser Stelle
sei zusatzlich das Hautus—Kriterium erwahnt.

Satz 2.16 (Beobachtbarkeitskriterium nach Hautus) Das System (2.108) ist ge-
nau dann (vollstandig) beobachtbar, wenn die Bedingung

A~ A] =n (2.145)

Rang { C

fur alle Eigenwerte \; der Matriz A erfillt ist.

Ahnlich dem Hautus Kriterium bei der Steuerbarkeit (Satz 2.12), kann mit Hilfe die
Rangbedingung (2.145) gegebenenfalls iiberpriift werden, welche Eigenvorgénge des Sys-
tems nicht beobachtbar sind.
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2.6.3 Beobachtungsnormalform (Eingréf3enfall)

In Analogie zu Abschnitt 2.5.3 wird im Folgenden von einem linearen Eingroflensystem

r=Ax+bu, x0)==x
. (0= (2.146)
y=c x+du

mit dem Zustand € R", dem skalaren Eingang u € R und dem skalaren Ausgang y € R
ausgegangen.

Die Beobachtungsnormalform wurde bereits in Abschnitt 2.4.2 als Realisierung einer Uber-
tragungsfunktion G(s) betrachtet. In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie ein lineares
System (2.146) im Zustandsraum mittels einer reguldren Zustandstransformation

r=Vzx (2.147)
auf die Beobachtungsnormalform
[0 ... ... 0 —ap ] [ by — agb,,
1 0 0 —u by — aib,
r= ' 1 : T+ U
0 0 . 0 —ayo bp—2 = Gn—2bn (2.148)
_O 0 1 —Qp—1 | _bnfl - anflbn_
A-vav b=V'b
y=[0 ... 0 1]Z+bsu

transformiert werden kann. Die Beobachtbarkeitsmatrix spielt dabei eine wichtige Rolle,
wie im folgenden Satz zu sehen ist:

Satz 2.17 (Transformation auf Beobachtungsnormalform) Das lineare zeitinvari-
ante System (2.146) kann durch die Transformation (2.147) mit

0 c’
: TA

V=[Wv Av ... A" 0], v=Q3 0 : Qs = © : (2.149)
1 CT14n—1

auf die Beobachtungsnormalform (2.148) gebracht werden, wenn die Beobachtbarkeitsma-
triz Qp regquldr ist. Dabei stellt v die letzte Spalte der inversen Beobachtbarkeitsmatrix
dar.

In Analogie zur Regelungsnormalform (2.123) ist die Beobachtungsnormalform besonders
gut fiir den Beobachterentwurf geeignet, der im spéteren Verlauf der Vorlesung behandelt
wird. Charakteristisch fiir die Beobachtungsnormalform ist, dass die Ausgangsgrofie y
lediglich von der letzten Komponente des Zustands @ abhéngt.

Die Beobachtungsnormalform ldsst sich auch fiir Mehrgrofiensysteme (2.132) angeben.

Dafiir sei auf die am Ende des Kapitels angegebene Literatur verwiesen.
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2.7 Dualitatsprinzip

Es wurde bereits in Abschnitt 2.4.2 gezeigt, dass eine skalare Ubertragungsfunktion G(s)
unverdndert bleibt, wenn man sie transponiert, d.h.

G(s)=c" (sSI—A) "b+d=b" (sT—AT) "c+d. (2.150)

Mit dieser Motivation kann man auch allgemein im Mehrgrofienfall (m > 1) das soge-
nannte primale und duale System

- : T T
primales T = Az + Bu xp=Axp+C up duales

2.151
System y=Cxz+ Du yp = BTCBD + DTuD System ( )

definieren. Fiir die Ubertragungsmatrizen gilt Gp(s) = G'(s), wie sich durch Transpo-
nieren von G(s) leicht zeigen lisst:

G'(s)=(C(sT—A)'B+D) =BT (s —AT)"'CT+ D" =Gp(s). (2.152)

Dariiberhinaus gilt die Eigenschaft, dass die Steuerbarkeit (Beobachtbarkeit) des primalen
Systems #dquivalent zur Beobachtbarkeit (Steuerbarkeit) des dualen Systems ist. Dies ist
anhand der transponierten Steuerbarkeits— und Beobachtbarkeitsmatrizen

Q; = QB,D ) QE = QS,D

leicht zu zeigen und l&sst sich in dem folgenden Satz zusammenfassen.

Satz 2.18 (Steuerbarkeit/Beobachtbarkeit des dualen Systems) Das duale Sys-
tem ist genau dann steuerbar (beobachtbar), wenn das primale System beobachtbar (steu-
erbar) ist.
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Kapitel 3

Zustandsregler

In der Vorlesung “Einfithrung in die Regelungstechnik” wurden vorrangig Ausgangsre-
gelungen fir Eingroflensysteme (m = p = 1) betrachtet, bei denen die Ausgangsgrofie y
gemessen wird. Mit der Kenntnis von y und der vorgegebenen Fiihrungsgrofie w berechnet
der Regler als dynamisches System die Stellgrofe u, siehe Abbildung 3.1.

Fithrungs- Regeldiff. Regler  Stellgrofie Strecke  Regelgrofie
grofe W (s) E(s) U(s) Y (s)
— Gr(s) - Gsl(s) -

Abbildung 3.1: Ausgangsregelung (Eingroflenfall m = p = 1).

Setzt man voraus, dass der gesamte Zustand eines Systems messtechnisch erfassbar ist
(bzw. geschétzt werden kann, siehe Kapitel 4), dann ist es moglich, einen (linearen) Zu-
standsregler

u=—-Kz+ Sw (3.1)

zu entwerfen. In Abbildung 3.2 ist der Regelkreis mit der (m x n)-Riickfithr- bzw. Reg-
lermatrix K und der (m x p)-Vorfiltermatrix S dargestellt.

Fithrungs- Eingangs- Strecke Zustand Ausgangs-
grofie w uy vektor u x vektor y
S x = Az + Bu - C
Vorfilter Regler
ur
K |=

Abbildung 3.2: Zustandsregler (Mehrgroenfall m,p > 1).
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In den folgenden Betrachtungen wird ein lineares Mehrgroflensystem mit dem Eingangs-
vektor w € R™ und ohne Durchgriff (D = 0) im Ausgangsvektor y € R? betrachtet

*=Ax+ Bu, x(0)=x

y=Ca. (3.2)

Beim Auslegen eines Zustandsreglers sind insbesondere die folgenden regelungstechnischen
Ziele von Interesse:

(a

Stabilitiat des geregelten Systems

(b) Einstellen eines gewiinschten Eingangs-/Ausgangsverhaltens
(c) Erhohung der Dampfung
(d) Erzielung eines verbesserten transienten Verhaltens

e) Kompensation von Stérungen

f

~— — ~— ' ~—

(
(

Genaue Fiihrungsgrofienfolge.

Insbesondere im Hinblick auf Punkt (a) soll die Reglermatrix K so ausgelegt werden, dass
der geschlossene Kreis

z=Ax+ B(—Kz + Sw) = (A—- BK)z + BSw (3.3)

asymptotisch stabil ist, die Eigenwerte \; der Dynamikmatrix (A— BK) im geschlossenen
Kreis also in der linken Halbebene liegen.

Der Punkt (e) wird in Abschnitt 3.6 behandelt, wihrend Punkt (f) im letzten Kapitel des
Skriptes betrachtet wird. In diesem Kapitel wird davon ausgegangen, dass die Fiihrungs-
grofe w konstant ist und dass zunéchst keine Stérungen auf das System (3.2) wirken.

3.1 Stationires Vorfilter

Falls mit einem Zustandsregler der Ursprung eines linearen Systems (3.2) stabilisiert wer-
den soll, ist es ausreichend, die Verstdrkungsmatrix K im Riickfiithrgesetz (3.1) zu bestim-

men. Im allgemeinen Fall einer Fiihrungsgrofie w # 0 kommt ein Vorfilter zum Einsatz,
siehe Abbildung 3.2.

Wenn davon ausgegangen wird, dass die Reglermatrix K bekannt ist, gilt im geschlossenen
Kreis (3.3). Das Vorfilter soll nun so entworfen werden, dass keine bleibende Regelabwei-
chung am stationdren Ausgang

Yoo = Coo (3.4)

d.h. fiir £ — oo, auftritt. Mit der stationdren Riickfiihrung v, = —Kx, + Sw ist der
stationare Zustand x., durch

0=(A—-BK)z. +BSw

bestimmt. Wenn der geschlossene Kreis (3.3) asymptotisch stabil ist, liegen alle Eigenwerte
Ai der Matrix (A — BK) in der linken Halbebene. Somit ist (A — BK) regulér, so dass

o = (BK — A)'BSw
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gilt. Der stationdre Ausgang (3.4) lautet also
Y., =C(BK - A) 'BSw. (3.5)

Fiir die gleiche Anzahl an Stell- und Ausgangsgrofien (m = p) ist die Matrix C(BK —
A)~!B quadratisch. Mit der Zwangsbedingung y., = Iw = w kann die Vorfiltermatrix
S somit durch Inversion bestimmt werden

S=[C(BK - A)"'B]"|. (3.6)

Die Invertierbarkeit des Klammerausdruckes folgt aus der Annahme, dass jedes gewiinsch-
te Yy, in (3.5) durch geeignete Wahl von uy = Sw (siehe Abbildung 3.2) einstellbar ist.

3.2 Direkte Eigenwertvorgabe im Eingroéflenfall

Der Grundgedanke der Eigenwert- bzw. Polvorgabe besteht darin, die Eigenwerte des
geschlossenen Kreises (3.3) vorzugeben, um z.B. eine gewiinschte Dynamik zu erzielen. In
diesem Abschnitt wird ein lineares System mit skalarer Stellgrofle u

r=Ax+bu, x(0)=mx

3.7
y=c'x. (3.7)

betrachtet. Setzt man nun das Zustandsregelgesetz
u=—k'z+ Sw (3.8)

an, so wird beim Reglerentwurf durch Polvorgabe die Reglerverstirkung k' so gewihlt,
dass die Matrix Ag des geschlossenen Kreises

&=(A-bk")z+Sbw, z(0)==x
—_——
Ap (3.9)
-

y=c x.
die gewiinschten Eigenwerte \!, ¢ = 1,...,n besitzt.

Die einfachste Moglichkeit der Polvorgabe besteht darin, die Reglerverstirkung durch
Koeffizientenvergleich des gewiinschten charakteristischen Polynoms und des charakteris-
tischen Polynome des geschlossenen Kreises (3.9) zu berechnen.

Dazu betrachtet man das charakteristische Polynom des geschlossenen Kreises (3.9)

g\ k) = det(\I — A +bk")

3.10
= qo(k) + qu(R)A+ - + g1 (R)A"F A", ( )

bei dem die Koeffizienten ¢;(k) von den (noch unbekannten) Elementen der Reglerver-
stirkung k' = [k1, ..., k,] abhdngen. Durch Polvorgabe soll sich das charakteristische

Polynom

PN =po+ oAt pa NN =[O A) (3.11)

i=1
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mit den vorgegebenen Eigenwerten \! einstellen. Gleichsetzen von (3.10) und (3.11)
det(A — A+bk") = (A - X))
i=1

bzw.
do(k) + @R)A+ -+ + Gur ()N + A" = oo+ prd+ - 4 P AT AT

sowie anschlieSender Koeffizientenvergleich fiihrt zu

(k) =po, q(k)=p1, ... Gu-1(k)=pn1. (3.12)

Das Gleichungssystem (3.12) besteht aus n Gleichungen fiir die n Elemente k; der Reg-
lerverstiarkung k.

Im Falle mehrerer Stellgréfen m > 1 ist das Gleichungssystem fiir die Elemente k;; der
Reglermatrix K unterbestimmt (n Gleichungen, nm Unbekannte k;;). Es existieren also
unendlich viele Losungen, sofern das System (3.2) steuerbar ist. Zudem sind die Glei-
chungen (3.12) im Mehrgrofienfall nichtlinear, da jetzt Produkte und Potenzen der Unbe-
kannten k;; auftreten. Die direkte Eigenwertvorgabe ist somit nur fiir Eingréfensysteme
empfehlenswert.

Beispiel 3.1 Betrachtet wird das System

-2 0 3 -1
2 2lxz+ |0 |u (3.13)
01

1

=1
0
mit den Eigenwerten \y = —2, Ao = 1 und X3 = 2. Mit der Riickfihrung v = —k'x und
der Dynamikmatrix des geschlossenen Kreises

ki—2 ke 34ks
Ap=A-bk"=| 1 2 2
-k —ky 1—Fk3
ergibt sich das charakteristische Polynom (3.10)

det(\I—Ap) = 4 — 8y + 8ky — ks + (—4 + 6y + ko) A+ (=1 — ky + k) A2 +2% . (3.14)

qo(k) 0(k) q2(k)
Die Eigenwerte des geschlossenen Kreises sollen nun auf A\j = —2 (unverdndert), Ny = —1

und Ny = —3 platziert werden. Das zugehorige charakteristische Polynom (3.11) lautet

3
PPN =]\ = A) =6+ 11A 46X+ N7 (3.15)

i=1

Fin Koeffizientenvergleich zwischen (3.14) und (3.15) fihrt auf ein lineares Gleichungs-
system, fiir k' = [k1, ko, ks] mit der Losung
17

3
1 27 2 9 3 9
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Aufgabe 3.1 Unter MATLAB kann die Funktion place fir die direkte Figenwertvorgabe
verwendet werden. Informieren Sie sich tiber die Funktion mit Hilfe des MATLAB-Aufrufs
“help place” bzw. “doc place”. Uberpriifen Sie die Ergebnisse aus Beispiel 3.1.

3.3 Reglerentwurf in Regelungsnormalform

Der Entwurf eines Zustandsreglers durch Transformation auf die Regelungsnormalform
stellt einen allgemeineren Ansatz als die direkte Eigenwertvorgabe im vorherigen Ab-
schnitt dar.

3.3.1 Ackermann-Formel (Eingr68enfall)

In Abschnitt 2.5.3 wurde gezeigt, dass das System (3.7) auf die Regelungsnormalform (2.123)
gebracht werden kann, indem die Transformation

a3 "

L= Co =, tT=0 ... 0 1]Qg" (3.16)
jn tTAnfl
N—— N————

T T

mit der letzten Zeile ' der inversen Steuerbarkeitsmatrix le verwendet wird. Fiir einen
Reglerentwurf mittels Eigenwertvorgabe ist die Regelungsnormalform besonders gut ge-
eignet, da die Stellgrofle u ausschlielich die letzte Zeile der Normalform beeinflusst.

Eine kompaktere Darstellung der Regelungsnormalform (2.123) ist

T = I
5 — & (3.17)
I, = g'&+u
wobei sich Z; = #;4, direkt aus (2.123) ergibt, wiahrend die letzte Zeile mit
g =t"A"T! (3.18)

durch Differentiation von Z,, und Vergleich mit (2.123) resultiert. Durch den Ansatz
u=v—g'x (3.19)

mit dem neuen Fingang v kann die Regelungsnormalform (3.17) auf die entkoppelte Form

T = T2
I, =

gebracht werden, die eine Integratorkette der Lange n mit v als neuem Eingang darstellt,
siehe Abbildung 3.3. Setzt man nun ausgehend von einem gewiinschten charakteristischen
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[ e

Abbildung 3.3: Entkoppelte Regelungsnormalform (3.20) im Eingroenfall.

Polynom

PN =po+ Pt NN =[OV A (3.21)
=1

den neuen Eingang v wie folgt an

V= —poT1 — " — Pn-1Tn, (3.22)

so ergibt sich die Dynamik des geschlossenen Kreises zu

0 1 0
T = 0 0 | E (3.23)
—Po —P1 - —Pn-1
Ap

Es ist direkt ersichtlich, dass fiir das charakteristische Polynom im geschlossenen Kreis
det(AI — Ag) = p*(\) gilt. Die tatsidchliche Stellgrofie (3.19) ergibt sich aus dem Riick-
fithrgesetz (3.22) fiir v und (3.16), (3.18) zu

U= —pofy — - = Pn1Bn — g &
=t (pol +- +p, A"+ AN . (3.24)
kT

Die Bestimmungsgleichung fiir die Reglerverstarkung k' ist die bekannte Ackermann-
Formel, die im folgenden Satz festgehalten ist:

Satz 3.1 (Ackermann-Formel im Eingroflenfall) Die Eigenwerte der Dynamikma-
triv Ap = A — bk' des geschlossenen Kreises (8.9) mit der Riickfihrung (3.8) kénnen
genau dann beliebig plaziert werden, wenn das System (3.7) steuerbar ist. Der Riickfiihr-
vektor berechnet sich dann nach der Formel

kT — tT (pOI _|_ plA + 000 +pn_1An71 + An) (325)

in Abhingigkeit von t7 in (3.16) — der letzten Zeile der inversen Steuerbarkeitsmatrix
(2.113) — und den Koeffizienten p; des gewinschten charakteristischen Polynoms (3.21).

Beispiel 3.2 (Simulationsbeispiel) In Abbildung 3.4 ist ein Zwei-Massen-Schwinger
mit den zwei Massen my und ms, zwei Federn (Federkonstanten ¢y und cs) und zwei
Déampferelementen (Dampfungskonstanten dy und ds) dargestellt. Die externe Kraft Fop,
dient als Stellgrofie uw = F..y fiir das System. Die auf die zweite Masse mo wirkende Kraft
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: 52
—& %
Fo L I L
mq ma
: 1 €2 g
i 51

Abbildung 3.4: Gekoppelter Feder-Masse-Schwinger (Beispiel 3.2).

Fy stellt eine unbekannte Storung dar. Das mathematische Modell errechnet sich direkt
durch Anwendung des Impulserhaltungssatzes auf die beiden Massen mq und ms in der
Form ) ‘ '
mlfl =—C (51 - 52) - dl'(sl — 52) — Feat ‘ (3.26)
maSy = c1(s1— s2) +di (81 — $2) — c2sp — dasy — Fy,
wobei s1 und sy die Auslenkungen der Massen my und mo um die entspannte Lage der
Federn beschreiben.

Die Zustandsdarstellung des Zwei-Massen-Schwingers erhdlt man mit den Zustandsgrifen
T = [s1, 51, 89, 8] 7, der Stellgrife u = F.y, der Stérung d = Fy und der Ausgangsgréfee
Yy = So/

[0 1 0 0 0 0
C1 dl C1 d1 _L 0
S my my my my my _
T=1| 0 0 1 | ot let | g d, x=(0)=wx
‘1 ﬁ ate  ditd 0 b
L o mo mo mo L i L TNo
~ ~ v —— ——
A b €
y=1[0 0 1 0]=. (3.27)
——
el

Fir die Parameter
mlzl, m2:10, 61262:1, d1:d2:1 (328)

lautet die Steuerbarkeitsmatriz

0 -1 1 —0.1
-1 1 -0.1 -0.98
0 0 -0.1 0.02
0 —-0.1 0.02 0.106

Qs = [b, Ab, ... A’b] = (3.29)

Anhand der Determinante det(Qg) = 0.01 erkennt man, dass Qg regulir ist. Die letzte
Zeile der inversen Steuerbarkeitsmatriz Q3" lautet

t" =[-1,0,-8,10]. (3.30)
Die Eigenwerte der Dynamikmatriz A liegen bei

Mg~ —0.555£509, A3y~ —0.045£50.3
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und sollen im geschlossenen Kreis auf
1,2=-05£7505, A3=-1, \j=-2
verschoben werden. Die Ackermann-Formel (3.25) liefert die Reglerverstdrkung
k' =[-1.8,-2.8, 5.4, —18.4]. (3.31)

Um stationdr einen gewiinschten Sollwert w fir y erreichen zu kénnen (Abbildung 3.2),
wird zusdtzlich ein Vorfilter S gemdfS (3.6) berechnet

1

S=(c"(bk" — A)"'b)  =-10
Somit ergibt sich der gesamte Regeleingriff (siehe Abbildung 3.2)

u=—k'x+ Sw. (3.32)

Aufgabe 3.2 Unter MATLAB kann die Ackermann-Formel (3.25) mit Hilfe der Funktion
acker berechnet werden. Informieren Sie sich tiber die Funktion mit Hilfe des MATLAB-
Aufrufs “help acker” bzw. “doc acker”. Uberpriifen Sie mit Hilfe der acker-Funktion die
Reglerverstirkung (3.31) in Beispiel 3.2 als auch die Ergebnisse in Beispiel 3.1.

3.3.2 Steuerbarkeitsindizes (Mehrgroflenfall)

Im Mehrgroflenfall kann ein Reglerentwurf in der Regelungsnormalform analog zum Ein-
groBenfall in Abschnitt 3.3.1 erfolgen. Um zunéchst die Mehrgrofien-Regelungsnormalform
herleiten zu konnen, ist der Begriff der Steuerbarkeitsindizes von Bedeutung. Dazu ist
es hilfreich, das lineare Systeme (3.2) in Abhéngigkeit der einzelnen StellgroBen u =
(U1, ..., Uy]" mit den Steuervektoren B = [by, ..., b,,| darzustellen

T =Ax + Bu=Ax + Z biu;, x(0)=m. (3.33)
i=1

Im Folgenden wird davon ausgegangen wird, dass die Steuervektoren b; linear unabhéngig
sind, also die Rangbedingung
Rang(B) =m

erfiillt ist. Mit der Darstellung (3.33) ldsst sich auch die Steuerbarkeitsmatrix (2.113)
spaltenweise angeben

Qs=1[b1,...,b,,Ab;,... /Ab, ... A" b, ... A" 'b,]. (3.34)

Im Eingrofienfall konnte die inverse Steuerbarkeitsmatrix le dazu verwendet werden, um
die Transformation auf Regelungsnormalform zu erreichen (Satz 2.13). Im Mehrgrofienfall
ist dies nicht so einfach moglich, schon allein wegen der Tatsache, dass die Steuerbarkeits-
matrix (3.34) nicht quadratisch ist.

Im ersten Schritt muss daher Q¢ nach n linear unabhéngigen Spalten durchsucht werden.

Dies fithrt auf den Begrift der Steuerbarkeitsindizes, die von elementarer Bedeutung im
MehrgroBienfall sind:
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Definition 3.1 (Steuerbarkeitsindizes) Der i-te Steuerbarkeitsindex p; des linearen
steuerbaren Systems (3.33) ist die kleinste ganze Zahl, so dass der Spaltenvektor AP'b;
von den links gelegenen Spalten der Steuerbarkeitsmatriz (3.34) linear abhingig ist.

Wenn die Steuerbarkeitsmatrix Q¢ regulér ist, das System (3.33) also vollsténdig steuerbar
ist, so ist auch die reduzierte Steuerbarkeitsmatriz !

QS:[bly"'7Ap1—1b17"'7bm77"'7Apm_1bm]’ sz:ﬂ? (335)
=1

die sich mit Hilfe der Steuerbarkeitsindizes ergibt, regulér. Die Definition der Steuerbar-
keitsindizes beinhaltet ebenfalls den Eingrofenfall, bei dem die Steuerbarkeitsmatrix Qg
durch

Qs =1[b,Ab,... A" 'b] c R

gegeben ist. Wenn @ ¢ regulér ist, dann gilt fiir den (einzelnen) Steuerbarkeitsindex p = n.

Beispiel 3.3 Gegeben ist das System

00 1 O 10

. 10 2 0 0 0

=101 3 11T (g ol® (3.36)
00 —1 2 01

Die Steuerbarkeitsmatriz (3.34) lautet
by b, Ab, Ab, A’b; A’b, A’b; A’b,

10 0 0o 0 1 1 5

o0 1 o0 o 2 2 1| (3.37)
@Qs=190 0 0o 1 1 5 3 2

o1 0 2 0 3 -1 1

Zundchst wird der erste Steuerbarkeitsindexr p; untersucht. Fir p, L1 st offensichtlich,
dass Aby und die linken Spalten by und by linear unabhdngig sind. Es muss also p; > 1
gelten. Tatsdchlich ist py = 2, da sich A2b; als Linearkombination

A’b, = Ab, — 2b,

der von A®by links gelegenen Spalten in Qg darstellen lisst. Analog dazu ergibt sich der
zweite Steuerbarkeitsindex py = 2, da offensichtlich gilt

A%’by = by + 3by + 2Ab; + 5A%b, .
Die reduzierte Steuerbarkeitsmatriz (3.35) lautet somit

by Ab; by, Ab,

0 0

0. (3.38)

S O O
N = OO

1 0
0 0
0 1

I Man beachte, dass die Spalten in Q g anders geordnet sind als in Qg!
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Aufgabe 3.3 Berechnen Sie die Steuerbarkeitsindizes p1, pa, ps fir das System (3.33) mit
der System- und Steuermatriz

03 2 01 2
A=|10 4| .,B=10 0 1
010 100

Losung: p1 = py = p3 = 1.

3.3.3 Regelungsnormalform (Mehrgroflenfall)

Die Steuerbarkeitsindizes p; sind von elementarer Bedeutung, um das Mehrgrofiensys-
tem (3.33) auf Regelungsnormalform zu iiberfithren. Die Transformationsvorschrift ist
eine Verallgemeinerung des EingroBenfalls (3.16) und besitzt die Blockstruktur

T T ] ot ]
pi—1
i'l,pl tIAPl
=Tz, &=| : |, T= : . (3.39)
jm,l t;
- jmﬂpm - t;Apm_l

Die Vektoren ¢! sind durch die Vorschrift
q) [l
=|:1Qs, € =[0,...,0,1,0,,...,0] € R" (3.40)
7 el —
m m (i1 pi)—1

gegeben. Der Vektor t] stellt die 23:1 p;-te Zeile der inversen reduzierten Steuerbarkeits-
matrix (3.35) dar und verallgemeinert somit den Eingréfenfall (3.16).

Satz 3.2 (Transformation auf Regelungsnormalform — Mehrgrofienfall) Das li-
neare Mehrgrifiensystem (3.83) erfille die Rangbedingung Rang(B) = m und sei voll-
standig steuerbar mit den Steuerbarkeitsindizes py, ..., pm. Dann kann das System (3.33)
mit Hilfe der Transformation (3.39), (3.40) auf die Regelungsnormalform

i1 = Tip
xLi,pi—l = I, (3.41)
fi,pi = g/&+hju, i=1..m
mit den Vektoren
gl =t/ A"T™'  hl =t]A”"'B, i=1,....m (3.42)

gebracht werden. Dabei stellt t] die Z;Zl pj-te Zeile der inversen reduzierten Steuerbar-
keitsmatriz (3.35) dar.
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Die Matrixdarstellung der Regelungsnormalform (3.41) lautet

2 ~m
D, N, N, B,
) N, D N B
g2 T 2lz+ |7 w (3.43)
N N D., B,
N g S =
A=TAT™ B=TB
mit den Blockmatrizen
0 1 0 0 0
D, = € RP*Pi Nf — |- | e Reixes (3.44)
0 0 1 0O --- 0
X X X X X
sowie
0 0 0 0O 0
B, = | SN € RPx™ (3.45)
O --- 00 0 --- 0
X - X 1 x -+ X

wobei die “x”-Eintrige Elemente bezeichnen, die nicht notwendigerweise 0 oder 1 sind.

Es ist direkt ersichtlich, dass (3.41) bzw. (3.43) die Regelungsnormalform (2.123) bzw.
(3.17) im Eingroflenfall beinhaltet. Im allgemeineren Fall mit m > 1 Stellgrofien umfasst
die Blockstruktur in (3.41) m Blocke fiir die Zustande (Z;1,...,%;,,) entsprechend dem
Steuerbarkeitsindex p;.

Beispiel 3.4 Betrachtet wird erneut Beispiel 3.3. Die inverse reduzierte Steuerbarkeits-
matriz (3.38) lautet

10 0 0

=1 (001 0 0

Qs =1y o 9 1 (3.46)
00 1 0

Aufgrund der Steuerbarkeitsindizes p; = 2 und py = 2 stellen die Vektoren t] und t) in
(3.40) die 2. und 4. Zeile von Q;l dar, d.h.

t{ =10,1,0,0], ¢; =10,0,1,0]. (3.47)

Mit der System- und Steuermatriz in (8.36) erhdlt man die vollstindige Transformations-

vorschrift (3.39)

T t] 0100
~ T

e P e i R
2,1 2
To9 t1 A 01 31

Zur Aufstellung der Regelungsnormalform kann man nun entweder die Vektoren al, hiT
gemdf (3.41) oder die gesamte Dynamikmatriv A = TAT ™" in (3.43) berechnen. In
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beiden Fidllen erhdlt man in Matrizform geschrieben

0 1 0 0 0 0

: 0 0 1 2. 10

=19 0 0 11%%t]0 ol ®* (3.48)
-2 1 =7 5 01

Aufgabe 3.4 (Fortsetzung Aufgabe 3.3) Transformieren Sie das in Aufgabe 3.3 ge-
gebene System auf Regelungsnormalform.

Losung: Da p1 = py = p3 = 1 gilt, haben die Integratorketten in der Regelungsnormal-
form (3.41) bzw. (3.43) lediglich die Linge 1:

0 0 1 1 00 X111
= |-6 -2 —1{xz+ |0 1 Ojlu mit = T2
4 1 2 0 0 1 Z31

Aufgabe 3.5 Untersuchen Sie das Mehrgrofiensystem mit der System- und Steuermatrix

, a>0

OO O OO o
OO oo oo
O =R O O OO
oSO o= O OO

_ o O o a O

(el oloNoll S
SO o= OO

o O OO

auf Steuerbarkeit. Berechnen Sie die Steuerbarkeitsindizes p1, pa und stellen Sie die redu-
zierte Steuerbarkeitsmatriz Qg auf. Bestimmen Sie die Transformationsvorschrift (3.39),
(3.40) und transformieren Sie das System anschlieflend auf Regelungsnormalform.

Hinweis: Die Steuerbarkeitsindizes sind p1 = 2 und py = 4. Verwenden Sie MATLAB zum
Aufstellen der Matrizen und die Befehle rank und inv zur Rangtiberprifung und numeri-
schen Inversion.

3.3.4 Entkopplung und Eigenwertvorgabe

Analog zum Eingréfienfall kann auch bei Mehrgrofiensystemen eine lineare Zustandsriick-
fihrung (3.1)
u=—-Kzx+ Sw

entworfen werden, um die Pole des geschlossenen Kreises

z=(A—-BK)z+ Sw
————
Ap

vorzugeben. Die Regelungsnormalform (3.41) ist dazu besonders vorteilhaft, da die Stell-
grofen u jeweils am Ende der einzelnen Integratorketten bzw. in den letzten Zeilen der
einzelnen Blocke in (3.43) auftauchen.
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U1 T1,p x1,2 T1,1
—_— f % - - - - - —- — f > f E—
Um jmwm im,? -%m,l
—_— f > - - - == — - — f > f >

Abbildung 3.5: Entkoppelte Regelungsnormalform (3.51) im Mehrgrofienfall.

Die letzten Differenzialgleichungen der Regelungsnormalform (3.41) lassen sich in der
Form

T1p, tI Ax trAn!
= : T '% + : Bu (3.49)
Fnpnl 154" tn A
H

mit der Kopplungsmatrizx H € R™*™ zusammenfassen. Unter der Annahme, dass Rang(B) =
m gilt, ist H invertierbar und die Wahl der Stellgréfie

t'll' APt
u = H’1< Ty 'v> (3.50)
t;APm
mit den neuen Eingéingen v = [vy, ..., v,,|" fiihrt auf die entkoppelte Form der Regelungs-
normalform )
Tiy = Tip
ii,pi—l = F,, (3.51)
:%i,pi = v;, izl,...,m,

die m Integratorketten der Lénge p; mit den neuen Eingdngen v; darstellt, sieche Abbil-
dung 3.5.

In Analogie zum Eingriéflenfall setzt man nun die neuen Eingénge v; wie folgt an
V; = _pi,Oj;i,l — e — pi,pi—lji,pi s 1= 1, o, (352)

wobei p; ; die Koeffizienten der gewiinschten charakteristischen Polynome

pi
p:()\) = Dio +pi’1/\ + e —l—p@pi_l)\pi_l + N\ = H()\ — )\;j) , 1= l, e, m (353)

j=1

sind. Auf diese Weise stellt sich fiir die einzelnen Integratorketten (3.51) die Dynamik

i 0 L 0 T
0 0 o mit  det(M,, — Ag,) = pi(\) (3.54)
Tip, —Pio —Pi1 cc —Dip | LYiri
Ap,
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ein. Die tatséchliche StellgroBe (3.50) ergibt sich aus (3.52) und (3.39), (3.42) zu

A7 Prot] + - prp it AP
w=—H" N : ) x. (3.55)
t;rnApm m70t; + T + pmvﬂ'm_ltllAp’m*1
K

Dies stellt die Mehrgrofienvariante der Ackermann-Formel dar, die im folgenden Satz
zusammengefasst ist.

Satz 3.3 (Ackermann-Formel im Mehrgroflenfall) Unter der Annahme, dass das
System (3.2) steuerbar ist und Rang(B) = m gilt, konnen die Eigenwerte der Dyna-
mikmatric Ag = A — BK mit der Rickfihrung (3.1) beliebig platziert werden. Die
Reglermatriz K berechnet sich dann nach der Formel

tI(Pl,oI +piiA+--+ pl,pl_lA"l_1 + A™)
K=H" : (3.56)

£T (Dol + Pt A+ -+ pp 1 AP 4 AP

in Abhdngigkeit von der Kopplungsmatriz H in (3.49) und den Vektoren t] — den Z;Zl pi-
ten Zeilen der inversen reduzierten Steuerbarkeitsmatriz (3.35) — sowie den Koeffizienten
pij der charakteristischen Polynome (3.53).

Im Mehrgroienfall existieren verschiedene Freiheitsgrade, die im Eingroflenfall nicht vor-
handen sind. Zum Beispiel ist es nicht eindeutig, wie die charakteristischen Polynome
(3.53) zu wihlen sind, bzw. wie die n Eigenwerte

iAo s At

auf die einzelnen Steuerbarkeitsindizes p; zu verteilen sind, die die Dynamik der einzelnen
entkoppelten Systeme (3.51) bestimmen. Des Weiteren existieren neben den Steuerbar-
keitsindizes p; (Definition 3.1) in der Regel weitere Kombinationen {p}, ..., p/.}, so dass
die reduzierte Steuerbarkeitsmatrix Q g vollen Rang hat.

Beispiel 3.5 Betrachtet wird das System (3.36) aus Beispiel 3.3. Die Steuerbarkeits-
indizes p1 = 2, po = 2 sowie die Transformationsvektoren

t! =1[0,1,0,0], tJ =10,0,1,0].

wurden bereits in Beispiel 3.4 berechnet. Die Kopplungsmatriz H gemafs (3.49) lautet

Al L, 10
H_[tgA]B_[O 1]

Mit Hilfe der Ackermann-Formel (8.56) kann die Reglerverstirkung wie folgt berechnet
werden

(3.57)

K- H [tI(pl,oI +pi1A+ Az)]

) (paol + pa1 A+ A?)
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mit H™' = I. Die Eigenwerte der Systemmatriz A in (3.36) lassen sich unter MAT-
LAB mit dem Befehl eig numerisch bestimmen und lauten

A2 & —0.2806 & 7 0.419, A3y = 2.7806 £ 5 0.367 .

Das System (3.36) ist also instabil. Die gewiinschten Eigenwerte im geschlossenen Kreis
sollen nun auf {—1,—1,—-2,—2} wverschoben werden. Dabei gibt es Freiheiten, wie die
Paare {\] |, Ao} und {1, Ao} gewdhlt werden, z.B.

A Ay =1{-1,-1} o [23 112

{1, Ao} ={-2,-2} 1 72 9
bzw.

{)\1,1, Mot ={-1,-2} K- 3 4 13 2

{Aa1, Ao} ={-1,-2} |1 5 21 8|

In beiden Fillen ldsst sich leicht mit Hilfe von MATLAB dberprifen, dass die Dynamik-
matrix Ar = A — BK des geschlossenen Kreises die gewiinschten Figenwerte besitzt.

Aufgabe 3.6 Berechnen Sie fiir das in den Aufgaben 3.3 und 3.4 betrachtete Problem die
Verstirkungsmatric K gemdaf$ (3.56). Verwenden Sie dazu die gewiinschten FEigenwerte

{-1,-2,-3}.

Aufgabe 3.7 Berechnen Sie die Verstirkungsmatriz K fir das System in Aufgabe 3.5
mit den gewiinschten Eigenwerten, indem Sie z.B. alle Eigenwerte auf -1 legen. Uberpriifen
Sie das Ergebnis durch Berechnung der Figenwerte der Dynamikmatric Ar = A — BK
1m geschlossenen Kreis.

Hinweis: Verwenden Sie MATLAB zum Auswerten der Ackermann-Formel (3.56) und
zum Uberpriifen der Eigenwerte.

3.4 Reglerentwurf durch Ein-/Ausgangsentkopplung

Bei dem Zustandsreglerentwurf iiber die Regelungsnormalform wurde die Dynamik des
geschlossenen Regelkreises vorgegeben, ohne die Ausgangsgréfien y = [y1,...,y,]" niher
zu betrachten. Aufgrund der Verkopplung des Systems kann durch die Transformation
auf Regelungsnormalform in der Regel kein gewiinschtes dynamisches Verhalten fiir die
Ausgangsgrofien y = [y1,...,y,)" eingestellt werden.

Dies ist genau das Ziel bei der Ein-/Ausgangsentkopplung, bei der (wie der Name be-
reits sagt) das Fin-/Ausgangsverhalten des Systems entkoppelt wird, um ein gewiinschtes
Dynamikverhalten direkt fiir die einzelnen AusgangsgroBen y = [y1,...,y,]" vorzugeben.
Im Folgenden wird dazu angenommen, dass die Stellgroflen u € R™ und Ausgangsgrofien
y € RP die gleiche Dimension besitzen, d.h.

p=m |.

Dieses Reglerentwurfsverfahren geht urspriinglich auf Falb und Wolovich zuriick, wobei
weitere Einsichten durch das Aufkommen der Methodik der Fin-/Ausgangslinearisierung
in der nichtlinearen Regelungstheorie gewonnen werden kénnen.
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3.4.1 Relativer Grad

Der Begriff des relativen Grades ist von mafigeblicher Bedeutung bei der Ein-/Ausgangs-
entkopplung. Dazu wird das lineare Mehrgrofiensystem

i=1

(3.58)

T .
yi=cx, t=1....m

elementweise in den einzelnen Stellgréfien u; und Ausgangsgréfien y; betrachtet.

Definition 3.2 (Vektorieller relativer Grad) Das lineare System (3.58) besitzt den
vektoriellen relativen Grad {ry,...,rn} falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(i) ] A*b; =0, i=1,....m, j=1,...,m, k=01,...,r—2
(i) die (m x m)-Matriz

ctA" by .- A" b,
H, = : : (3.59)

ct A by . el AT b,

ist micht singuldr, d.h. Rang(H,) = m.

Die Bedeutung des Index r; wird klar, wenn der Ausgang y; = ¢] = als Funktion der Zeit
t sukzessive abgeleitet wird:

7 = c Az + cf[by,...,by|u = c/Ax
—_———
=0 wg. (i)
j; = c]A’r + c]Aby,...,b,lu = c] A’z
— 0 wg. (i)
e . : (3.60)
') = A" e+ ] ATEby, .. byu = ] AT
— 0 wg. (i)
yg”) = ¢/A"x 4+ A" 'by,...,b,lu
£ 0 wg. (i)
Aus den obigen Gleichungen erkennt man, dass das Element r; des vektoriellen relativen
Grades {ry,...,r,} angibt, wie oft der Ausgang y; differenziert werden muss, bevor min-

destens eine Stellgrofie u; erscheint. Wenn der vektorielle relative Grad wohldefiniert ist,
gilt

> ri<n. (3.61)
=1
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Die hochsten Ausgangsableitungen yyi) bestimmen die Ein-/Ausgangskopplung

yir) cl A" ctA" o - A" B, | [ w

S R : : : (3.62)
ylom) cl A™ ¢t Aoy o T AT, | | um
Kopplungs?natrix H, u

des Systems (3.58).

Eingrof3enfall: Im Falle einer skalaren Stellgrofie © und einer skalaren Ausgangsgrofie y
(m = p = 1) vereinfachen sich die Bedingungen in Definition 3.2 zu

() A =0, k=0,1,...,r—2
iy T ar—1 (3.63)
(i) ¢ ATTb#£0
und die Kopplungsmatrix H, reduziert sich auf die skalare Grofie
Hy=c'A"'0 mit r<n. (3.64)

Im Eingroflenfall (m = p = 1) verzichtet man sprachlich auf das Wort wvektoriell und
bezeichnet r als den relativen Grad.

3.4.2 Ein-/Ausgangsnormalform

Die Definition des vektoriellen relativen Grades {ry,...,r,} kann nun verwendet werden,
um die reguldre Zustandstransformation

— :z-l’l — — CI —
jlﬂ’l C—errl_l
iy _ Ty : =~ : r _ : rXn
= x mit &, = : eR", T, = : e R™™. (3.65)
n T, T
@ T Tm,1 Cm
L o | el AT

zu berechnen. Die ersten r Zustdnde &, stellen die Ableitungen yfj ), jg=1,...,7,—1der
einzelnen Ausgénge y; dar. Damit die Transformation reguldr ist, muss T;, € R"™™" so

angesetzt werden, dass
T,| _
Rang [Tn] =n. (3.66)

gilt. Mit dieser Zustandstransformation kann die Ein-/Ausgangsnormalform geméf dem
folgenden Satz hergeleitet werden.
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Satz 3.4 (Lineare Ein-/Ausgangsnormalform) Der Ausgang y = [y1,...,Ym]" des
linearen Systems (3.58) besitze den wvektoriellen relativen Grad {ri,...,r,} mit r =
Yoy < n. Dann kann T,, € R"™"™" stets so gewdhlt werden, dass die Transforma-
tion (3.65) requldr ist und das System (3.58) in die Ein-/Ausgangsnormalform

i'z 1 : jz 2
JEodh = . (3.67)
E/A-Dynamik: Tip, = Gy:%y+gr,n+hyu, i=1....m
Interne Dynamik: n = Myxy,+M,n+ Nu
mit den Ausgangsgréfen y; = T;1, 1 = 1, ..., m transformiert werden kann. Die Vektoren

und Matrizen in (3.67) ergeben sich zu

o7 = ol ol] = JAT', Al = JATB, i=1..m

3.68
M = [M, M,| = T,AT ", N = T,B. (3.68)

Die m Integratorketten fiir die Zusténde &,, bilden die sogenannte Ein-/Ausgangsdynamik,
wahrend die Dynamik fiir den Teilzustand n € R"™" die sogenannte interne Dynamik
des Systems (3.58) darstellt. In vielen Féllen kann n = [n,...,7,_,]7 direkt einzelnen
Zustinden x; zugeordnet werden, so dass sich die Transformationsvorschrift n = T,x
entsprechend vereinfacht.

Beispiel 3.6 Der gekoppelte Feder-Masse-Schwinger in Beispiel 3.2 und Abbildung 3.4
wird durch das dynamische Modell (3.27) mit dem Ausgang y = sy (Position der Masse
ms) beschrieben. Fir die mechanischen Parameter gilt wieder my = 1, my = 10, ¢; =
co = 1 und dy = dy = 1. Sukzessive Differentiation des Ausgangs y = so liefert

y = c'x =001 0=

U = c"Azxz +c"bu = [0 00 1] T

i ) (3.69)
j = c"A’r+c"Abu = [0.1 01 —02 —0.2] x

y® = Az +cA%u = [-0.12 —0.02 0.14 —0.06] 2 —0.1u.

Da  in der dritten Ableitung auftritt, also ¢ A*b = —0.1 # 0 gilt, ist der relative Grad
r = 3. Damit ergibt sich der erste Teil der Transformation (3.65) zu

) c’ 0 0 1 0
Ty = |T2| = c"Alz=|0 0 0 1 |z=Tyx.
T3 cr A? 0.1 0.1 —-0.2 —0.2

Eine einfache Wahl von n € R ist durch n = s; = x; gegeben, wodurch die gesamte
Transformationsmatriz T in (3.65) reguldr ist, d.h.

71 0 0 1 0
- & [T o 0o o 1
T E| T [T,Jw_ 0.1 0.1 —0.2 —0.2| " (3.70)
0 10 0 0
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Die Ein-/Ausgangsnormalform (3.67) lautet dann

T1 = g
Ty =13
i3 =1[01 —0.1 —0.2] &y + (—0.1)n+ (—0.1)u

~ ~~ - ~— ~—— (3.71)

T 9n h
9y

n=[2 2 10]& +(~1)n

N——

My MTY

Die Bedeutung der internen Dynamik kann anhand von Abbildung 3.4 anschaulich erkldrt
werden: da der Ausgang y = so die Position der rechten Masse mqy ist, beschreibt 1 =
Mz, + M,n die Bewegung der linken Masse my, die von [y, v,4]" = &, angeregt wird.

3.4.3 Entkopplung und Eigenwertvorgabe

Die jeweils letzten Differenzialgleichungen der Ein-/Ausgangsdynamik in (3.67) entspre-
chen der Kopplungsgleichung (3.62) fiir die hochsten Ausgangsableitungen yfri), d.h.

le) T cl A" cfA" !
=1 = | TTe+ : Bu (3.72)
ygm) -%m,rm C:—nATm C;Armfl
G H,

mit der Kopplungsmatrix H, aus (3.59). Aufgrund der Annahme, dass der vektorielle
relative Grad {ry,...,r,} existiert und somit die Kopplungsmatrix H, regulér ist (siche
(ii) in Definition 3.2), kann die Steuergrofie w in Abhéngigkeit der neuen Eingdnge v € R™

angesetzt werden
u=H," (-G& +v), (3.73)

was zu einer Entkopplung der Ein-/Ausgangsnormalform (3.67)

J}i,l = ;2
Tt T T (3.74)
i’i,ri = v, Z:].,m
n = ]\ny Ty + M,,n + Nv
mit ~ ~ ~ ~
M=[M, M,]=M-NH,'G, N=NH,' (3.75)

fithrt. Die Integratorketten fiir die einzelnen Ausginge y; = ;1 konnen mit Hilfe der
neuen Einginge v = [v1, ..., v,,]7 gezielt angesteuert werden. Dabei wirkt sich v ebenfalls
auf die interne Dynamik aus, wie in Abbildung 3.6 dargestellt ist.
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3 entkoppelte Ein-/Ausgangsdynamik

J

e I R = J ,,,,,,,,,, i

interne Dynamik

U1

j1,7’1

Um

Y

Abbildung 3.6: Entkoppelte Ein-/Ausgangsnormalform (3.74).

Wie im vorherigen Abschnitt kann der entkoppelten Ein-/Ausgangsdynamik nun eine
gewiinschte Dynamik vorgegeben werden, indem die neuen Eingénge v durch

Vi = —PioTi1 — 0 — Pigi—1Tig,, =1,...,m (3.76)

angesetzt werden, wobei p; ; die Koeffizienten der gewiinschten charakteristischen Poly-
nome
pi(A) = pio +piaA+ - +Pz‘,n—1)\”71 + A= HO\ - )‘Zj) ,oi=1...m (3.77)

Jj=1

darstellen. Im Gegensatz zur Eigenwertvorgabe in der Regelungsnormalform spielt aber
bei der Ein-/Ausgangsentkopplung die Stabilitdt der internen Dynamik in (3.74) eine
entscheidende Rolle. Des Weiteren taucht n in der Gleichung (3.73) fiir die tatséchliche
Stellgrofie w auf, was zu groflen Stellamplituden fithren kann, wenn die interne Dynamik
instabil ist.

Um diesen Sachverhalt zu untersuchen, setzt man die Ausgangsgréfien identisch Null

gy =G0 =0, j=0,1,...,m—1,
yi(ri):’U’L EO? 1= 9 ’m
und betrachtet die sogenannte Nulldynamik
i = Moy (3.78)

die sich als Sonderform der internen Dynamik in (3.74) ergibt. Die Nulldynamik (3.78)
kann anschaulich interpretiert werden: sie stellt die Restdynamik des Systems (3.58) dar,
wenn die Ausgangsgréfien identisch Null gehalten werden. Mit Hilfe der Nulldynamik lésst
sich nun folgender Satz formulieren:
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Satz 3.5 (Zustandsreglerentwurf durch Ein-/Ausgangsentkopplung) Das linea-
re System (3.58) habe den vektoriellen relativen Grad {ri,...,r,} und die Nulldyna-
mik (3.78) sei asymptotisch stabil. Dann ist das System (3.58) mit dem Regelgesetz (3.1)
und der Reglermatriz

CI(pl,OI +p1’1A + .. +p1,7«1_1A”_1 4+ An)
K=H;' :

Y

(3.79)

Cn(Pmol + 1A+ + Prg, 1 AT+ A™)

asymptotisch stabilisierbar, wober H,, die Kopplungsmatriz (3.59) und p; ; die Koeffizien-
ten der gewiinschten charakteristischen Polynome (3.77) fir die Ein-/Ausgangsdynamik
in (3.67) darstellen.

Beweis: Die Reglermatrix K in (3.79) ergibt sich direkt aus (3.73) zusammen mit dem
Regelgesetz (3.76) fiir die neuen Eingiinge v = [vy,...,v,]" und den Transformations-
gleichungen fiir ;; geméB (3.65). Die Stabilitét des geschlossenen Regelkreises kann in
der Ein-/Ausgangsnormalform (3.67) bzw. (3.74) leicht gezeigt werden. Fiir die einzelnen
Integratorketten der Ein-/Ausgangsdynamik gilt aufgrund von (3.76)

iy O 1 y 0 Tij
. 6 0 ' ! f . i=1,...,m.
Tir L —DPio —Pi1 T Dir—1 J Liri
Ay,
Fasst man A, ; in der Blockdiagonalmatrix A = diag(Ay.,1, ..., Aym) zusammen und

betrachtet zusétzlich die interne Dynamik in der Form (3.74), so ergibt sich die Gesamt-
struktur des transformierten und geregelten Systems

* < ~ Pio - Pir-1

Tyl — | _ Ay— 0 Ty mit P = : :1

n M,- NP M, n '0 e -71 ’
Ap

wobei p; ; die Koeflizienten der charakteristischen Polynome (3.77) sind. Aufgrund der
Blockstruktur von Ap gilt fiir das charakteristische Polynom des geschlossenen Kreises

det(\I — Ag) = det(\I,, — A,)det(\,_, — M,).

Die Eigenwerte im geschlossenen Kreis setzen sich also genau aus den Wurzeln der Wunsch-
polynome (3.77) und den Eigenwerten der Nulldynamik (3.78) zusammen! u

Die Berechnung der Reglermatrix (3.79) hat Ahnlichkeit mit der Eigenwertvorgabe iiber
die Regelungsnormalform in (3.56). Der Unterschied besteht darin, dass durch die Aus-
gangsgroBen y mit dem vektoriellen relativen Grad {ri,...,r,} keine vollstindige Zu-
standstransformation gebildet werden kann, wenn r, + ... + r,, = r < n gilt. Somit
existiert eine interne Dynamik bzw. Nulldynamik der Ordnung n — r, deren Stabilitét
gewahrleistet sein muss.
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Abbildung 3.7: Simulationsergebnisse fiir den gekoppelten Feder-Masse-Schwinger mit
dem Zustandsregler (3.83) basierend auf der Ein-/Ausgangsentkopplung (Beispiel 3.7).

Beispiel 3.7 (Simulationsbeispiel) Betrachtet wird erneut der gekoppelte Feder-
Masse-Schwinger in Abbildung 3.4. Die Ein-/Ausgangsnormalform wurde bereits in (3.71)
hergeleitet (Beispiel 3.6). Da die Stellgrofie u in der internen Dynamik nicht auftaucht,
kann die Nulldynamik (3.78) direkt angeschrieben werden

H=—n. (3.80)

Die Nulldynamik ist also asymptotisch stabil und ein Ein-/Ausgangsentkopplungsregler
kann gemdf Satz 3.5 entworfen werden. Mit dem relativen Grad r = 3 (siehe Beispiel 3.6)
lautet die Kopplungsmatriz (3.59) bzw. (3.64)

H,=c"A’b=—0.1, (3.81)

die im vorliegenden Fingrofienfall eine skalare Grofie ist. Mit den gewiinschten Eigenwer-
ten \Xf = —2,i=1,2,3 lautet das charakteristische Polynom (3.77)

PN =8+ 12X + 6% + )3,

so dass sich die Reglerverstirkung (3.79) wie folgt berechnen lisst

1
kT = ch(SI +12A+6A° + A®) = [-4.8 —58 —69.4 —1074] . (3.82)
C

Das vollstindige Regelgesetz nach (3.1) lautet
u=—k'x+Sw mit S=(c"(bk" —A)"'b)"' =80, (3.83)

wobei sich das Vorfilter S mit Hilfe von (3.6) berechnet. Aufgrund der Stabilitat der Nulldy-
namik ist auch die Dynamikmatriz des geschlossenen Kreises Agr = A — bk asymptotisch
stabil, wovon man sich leicht tiiberzeugen kann. Abbildung 3.7 stellt die Simulationser-
gebnisse fir einen Fihrungsgriffensprung auf w = 0.3 mit (0) = 0 dar. Wihrend der
Ausgang y gemdfd Eigenwertvorgabe ohne Uberschwingen stationdr auf limy_,o y(t) = w

geregelt wird, klingt die Anregung der internen Dynamik (Zustand n = s1) asymptotisch
ab.
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3.4.4 Interpretation der Nulldynamik

Die Nulldynamik (3.78) lisst sich im EingréBenfall anhand der Ubertragungsfunktion

bo+bis+---+b,_,.s""
ap + ars+ -+ ap_18" 1 4 sm

G(s) = (3.84)

anschaulich erkldaren, wobei vorausgesetzt wird, dass die Zahler- und Nennerpolynome
teilerfremd sind. Wie in Abschnitt 2.4.2 gezeigt wurde, stellt die Regelungsnormalform

0 1 0 0
r=| " - z+ || u
0 0 1 0 (3.85)
—ap —ay —Qp—1 1
Yy = [bo bl bn—r 0 ... O].’,C

eine Minimalrealisierung fiir die Ubertragungsfunktion (3.84) dar. Um das System (3.85)
auf Ein-/Ausgangsnormalform zu transformieren, wird die Transformation (3.65) in der
speziellen Form

7 ¢! n x
~ 1 TA 1 1
hy} _ Ey}w mit | :l=] 7 |, = | =T (3.86)
\:7_/ f%r CTArfl nn—r Ln—r
T N~ N
e
Yy

I = T2

Try = Ir . (3.87)
Ty = gZ:cy—i-g;n—i-hyu

n = M,z,+M,n

Eine genauere Betrachtung der internen Dynamik liefert

m = I = 22 = T2

. . (3.88)
Mm—r-1 = Tpn—yr-1 — Tp—r = Mn—r

] = 3 = — _— b bnra 1~

Mn—r = Tp—r = Tp—r+1 = bn_TTh brr Mn—r + bn_7»x1 .

Die letzte Zeile folgt aus der Ausgangsbeziehung in (3.85) und &, = b;/b,,_,. Somit besitzt
die interne Dynamik die Struktur

0o 0 --- 0 0 1 0
: Do 0f - :
n 0 0 ... ol®T| o 0 1 n. (3.89)
by
bnlfr 0 o 0 b'nl.)ir b'rl:i'r bn—rl
M, M,
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Durch Nullsetzen der Zusténde &, = 0 ergibt sich die Nulldynamik n = My,n. Die
zugehorige charakteristische Gleichung resultiert aus der letzten Zeile von M,

detAT — M) = ———(bg + bid+ -+ by A" 7714 A7) (3.90)

1
bn—r
Die Eigenwerte der Nulldynamik entsprechen also den Nullstellen der Ubertraguggsfunk—
tion G(s)! Somit ist die Nulldynamik stabil, wenn die Nullstelle der zugehorigen Ubertra-
gungsfunktion G(s) in der linken Halbebene liegen.

Wenn das System nichtminimalphasig ist, also eine oder mehrere Nullstellen von G(s)
in der rechten Halbebene liegen, so ist die interne Dynamik instabil. Ein Zustandsregler,
der mit Hilfe der Ein-/Ausgangsentkopplung entworfen wurde, ist also nur asymptotisch
stabil, wenn das zu regelnde System minimalphasig ist (siche Satz 3.5).

3.5 Optimale Regelung (LQ-Regler)

Bei den bisher betrachteten Zustandsreglern wurde die Riickfiihrverstdarkung durch Ei-
genwertvorgabe berechnet, wobei im Mehrgroflenfall zusétzliche Freiheiten bei der Reg-
lerauslegung bestehen. Die Eigenwert- bzw. Polvorgabe hat die Vorteile, dass die Regler-
verstirkung durch die Formeln (3.25), (3.56) bzw. (3.79) explizit berechnet werden kann
und dass dem geschlossenen Regelkreis eine gewiinschte Dynamik eingepragt wird.

Allerdings treten in vielen technischen Anwendungen Forderungen an die Regelgiite einzel-
ner Zustands- bzw. Stellgréfen auf. Bei der Eigenwertvorgabe konnen diese Forderungen
nur bedingt beriicksichtigt werden, da die Zuweisung von Eigenwerten keinen direkten
Einfluss auf das Regelverhalten der einzelnen Zustandsgréfen bzw. Stellgréfien hat.

Einen anderen Zugang bietet die (lineare) optimale Regelung, bei der die Regelgiite durch
ein Kostenfunktional

J(u, xg) = %wT(T)Sa:(T) + %/0 ' ()Qx(t) +u' (t)Ru(t)dt (3.91)

auf einem Zeitintervall ¢ € [0,7] charakterisiert wird, wobei sich die Zustandsverldufe in
Abhéngigkeit von w(t) aus dem Systemmodell

& =Ax+ Bu, x(0)=x (3.92)

berechnen. Die quadratischen Matrizen S € R™"™ und Q € R™*" seien symmetrisch und
positiv semidefinit, wihrend R € R™*™ symmetrisch und positiv definit angesetzt wird. 2

Der Term %mTQa: gewichtet den zeitlichen Verlauf der Zustédnde x(t) im Vergleich zum
StellgréBenterm ju' Ru, wihrend $7 S den Endwert @(7') gewichtet. Man spricht bei
dem Term %uTRu hédufig auch von einem Energieanteil, da u quadratisch vorkommt.
Wegen dem quadratischen Kostenfunktional und der linearen Systemdynamik wird dieses
Problem in der Literatur auch als LQR-Problem (Linear-Quadratic- Regulator) bezeichnet.

2 Eine symmetrische Matrix M ist positiv semidefinit, wenn simtliche Eigenwerte A; > 0 sind. M ist
positiv definit, wenn A; > 0 gilt.
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o

Q1 i

Ry

Abbildung 3.8: Beispielhaftes Zustands- und StellgroBenverhalten fiir unterschiedliche Ge-
wichtungsverhéltnisse von Q und R (z € R, u € R, § =0).

Gesucht wird der optimale StellgroBenverlauf w*(t), der das Kostenfunktional (3.91) mi-
nimiert, d.h.

J(u*, ) = m(u)q J(u, x) . (3.93)

Das Optimierungsproblem (3.91), (3.92) kann dabei wie folgt interpretiert werden: Bringe
das System (3.92) ausgehend von x(0) = o so nah wie moglich zum Ursprung unter
Verwendung “optimaler” Zustands- und Stellgrofenverldufe *(¢) und w*(¢). Die Gewich-
tungsmatrizen S, Q und R bestimmen dabei das Eingangs- und Zustandsverhalten des
Systems. Abbildung 3.8 veranschaulicht den Zusammenhang exemplarisch fiir z € R und
u € R.

Wie sich in den folgenden Abschnitten herausstellen wird, fithrt die Losung des LQR-
Problems auf ein lineares Regelgesetz, den sogenannten LQ)R-Regler bzw. Riccati-Regler.
Zur Losung des LQR-Problems wird die dynamische Programmierung nach BELLMAN
herangezogen.

3.5.1 Einfithrung in die dynamische Programmierung

Um die prinzipielle Idee der dynamischen Programmierung zu veranschaulichen, wird von
der Minimierung eines allgemeinen nichtlinearen Kostenfunktionals

J(w, 20) = p(2(T)) + /0 U(a(), u(t), t) dt (3.94)

mit p : R" — R} und [ : R" x R™ x Ry — R} unter Beriicksichtigung der nichtlinearen
Systemdynamik
= f(x,u,t), x(0)=mx (3.95)

ausgegangen. Die Grundlage der dynamischen Programmierung bildet das Optimalitdts-
prinzip, das im folgenden Satz und in Abbildung 3.9 veranschaulicht wird.

Satz 3.6 (Optimalititsprinzip) FEine optimale Losung hat die Figenschaft, dass — be-
ginnend bei jedem Punkt dieser Léosung — die verbleibende Losung im Sinne der Optimie-
rungsaufgabe optimal ist.
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Die optimale Losung des Teilproblems
mit Startwert z*(t) ist das letzte Segment
der urspriinglichen Losungskurve

Zo )

| 0 t T Zeit

Abbildung 3.9: Veranschaulichung des Optimalitdtsprinzips (z € R).

Das Optimalitétsprinzip kann auf das Optimierungsproblem (3.94), (3.95) angewendet
werden, indem die Uberfihrungskosten (Englisch: cost-to-go)

V(x(t),t) = rg(u)q {/t lx(r),u(r),7)dr + go(m(T))} (3.96)

eingefiihrt werden. Wenn die optimale Zustandstrajektorie a*(t) bekannt ist, dann stellt
V(x*(t),t) die optimalen Uberfihrungskosten dar und die zugehorige optimale Steuerung
ist das Reststiick von w*(t), siche Abbildung 3.9.

Fiir jeden Zeitpunkt ¢ mit ¢ < ¢’ < T ldsst sich das Minimierungsproblem (3.96) fur
V(x(t),t) in der Form

u(’)

V(x(t),t) = min {/t l(x(r),u(r),r)dr —|—/t/ l(x(r),u(r),7)dr + go(a:(T))} (3.97)

schreiben. Da nach dem Optimalitdtsprinzip das Endstiick einer optimalen Kurve selber
wieder optimal ist, gilt fiir (3.97)

V(x(t),t) = rqrtl(u)q {/t (1), u(r),7)dr + V(2(t'), t')} : (3.98)

Im Hinblick auf Satz 3.6 und Abbildung 3.9 sei daran erinnert, dass fiir die optimale
Losung offensichtlich x(t) = «*(t) und x(t') = x* (') gelten muss.

Die Beziehung (3.98) kann weiter vereinfacht werden, wozu der Einfachheit halber & =
x(t) und ' = x(t') verwendet wird. Unter der Annahme, dass V' (x, t) stetig differenzier-
bar ist, existiert die Taylor-Entwicklung

V(' t) =V(x,t)+ V(e t)z(t)At + Vi(z, t)At + O(AL?). (3.99)

Die Funktionen V', und V; stellen die partiellen Ableitungen von V' beziiglich « und ¢
dar. Des Weiteren gilt in erster Naherung

/t/ z(T),u(T),7)dt = [(x,u,t) At + O(At?). (3.100)
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Einsetzen von (3.95), (3.99) und (3.100) in (3.98) und Vernachlédssigung von Termen ho-
herer Ordnung in At fiithrt auf die Form

V(x,t) = mﬁn {l(m,u,t)At +V(x,t) + Vi, t)f(x,u, t) At + Vt(a:,t)At}, (3.101)
ueR™

wobei die Stellgrofie w(t) im Klammerausdruck nur noch zum Zeitpunkt ¢ auftritt und

nicht mehr als Zeitfunktion w(7), 7 € [t,t'], wie es in (3.96) der Fall war.

Dieser Ausdruck ldsst sich weiter vereinfachen. Da V' (x,t) per Definition (3.96) optimal
und somit unabhéingig von der Stellgréfie w ist, kann der Term aus dem Minimierungs-
ausdruck genommen und gegen V' (x,t) auf der linken Seite gekiirzt werden:

0= mﬂi@n {l(w, w, )At + VI(x, t) flx,u, t)At + V(z, t)At} .
ueR™

Des Weiteren kann At ausgeklammert und somit im Minimierungsproblem vernachléssigt

werden. Wird aulerdem V;(x,t) aus dem Minimierungsklammer herausgenommen, erhélt

man die endgiiltige Form

0 = Vi(,) + min {l(:p,u,t) + vj(:n,t)f(m,u,t)} . (3.102)
uecR™

Diese Gleichung stellt eine nichtlineare partielle Differenzialgleichung fiir V(x,t) dar und

ist unter dem Namen Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung (HJB-Gleichung) bekannt. Um

V(x,t) aus (3.102) bestimmen zu kénnen, ist noch die Endbedingung

Ve, T) = p(x) (3.103)

notwendig, die aus (3.96) folgt. Es gilt nun folgender Satz:

Satz 3.7 (Hamilton-Jacobi-Bellman-Theorem) Sei V(x,t) eine stetig differenzier-
bare Liosung der HJB-Gleichung (3.102) mit der Endbedingung (3.103). Des Weiteren sei
u*(t), t € [0,T] eine stickweise stetige Funktion, die das Problem

min {i(@"(t), u, 1) + V(@ (1), ) f (" (1), u,t) } (3.104)
fir alle z*(t) und t € [0,T] minimiert, wobei x*(t) die zugehorige (angenommen eindeuti-
ge) Losung von (3.95) sei. Dann stellt V(z*(t),t), t € [0,T] mit V(z*(T),T) = p(z*(T))
die optimale Uberfiihrungskostenfunktion (optimal cost-to-go) des Optimierungsproblems
(8.94), (3.95) fir alle Zeiten t € [0,T] dar und die Steuertrajektorie u*(t) ist optimal.

Leider ist es nur in wenigen Féllen moglich, eine analytische Losung der HJB-Gleichung
zu berechnen. Gelingt dies aber, so kann man V' (z, t) in das Minimierungsproblem (3.104)
einsetzen und somit ein optimales Regelgesetz u = k(x, t) herleiten, das (3.104) minimiert.
Alternativ kann (3.102) ndherungsweise (suboptimal) numerisch gelost werden, was an
dieser Stelle aber nicht weiter vertieft wird.
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3.5.2 Riccati-Differenzialgleichung

Obwohl die Anwendung der HJB-Gleichung fiir allgemeine nichtlineare Probleme schwierig
ist, stellt sie doch eine elegante Moglichkeit zur Losung des LQR-Problems dar. Mit dem
quadratischen Kostenfunktional (3.91) und dem linearen System (3.92) lautet die HIJB-
Gleichung (3.102)

1 1
0=Vi(x,t)+ nelli&rrln {§ZETQCL‘ + EuTRu + V] (x, 1) (Azx + Bu)} . (3.105)

Da der Minimierungsterm stetig differenzierbar in w ist, kann die optimale Stellgrofie u*
iiber die verschwindende erste Ableitung

u' = -R'B"V,(x,1), (3.106)
bestimmt werden. Einsetzen in (3.105) und Umformen liefert
1
0=Vi+3 (+"@2 - VIBR'B"V, + V] Az +2TATV, ). (3.107)
2V Az

wobei an dieser Stelle die Argumente der Einfachheit halber vernachléssigt wurden. In der
obigen Gleichung sind V' («,t) und die partiellen Ableitungen V;(x,t) und V,(z,t) noch
unbekannt.

Ein geeigneter Ansatz fiir die Uberfithrungskosten ist
1
V(x,t) = §mTP(t):c (3.108)

mit der noch unbekannten zeitvarianten und symmetrischen Gewichtungsmatrix P(t).
Damit gilt

Vi@ 1) = %wTP(t)w, V(@.t) = P(t). (3.100)

Setzt man nun (3.109) in die HJB-Gleichung (3.107) ein, so ergibt sich die endgiiltige
Form (unter Vernachlissigung der Argumente)

1 .
0= 52" (P +Q-PB'R'BP + PA + ATP> z. (3.110)
Die Endbedingung (3.103) lautet mit dem Ansatz (3.108)
1
0= §wT (P(T)— S)x. (3.111)

Da die HIB-Gleichung (3.110) fiir alle beliebigen Zustédnde x gelten muss, miissen die
Klammerterme in (3.110) und (3.111) verschwinden. Somit erhélt man fiir P(t) die soge-
nannte Matriz- Riccati- Differenzialgleichung

P=—-PA-A"TP+PBR'B'P-Q, P(T)=S5|. (3.112)

Der Ausdruck (3.106) fiir die optimale Stellgréfie w*(¢) kann somit als das optimale Re-
gelgesetz
u=—-K({t)x mit K(t)=R'B'P(t), (3.113)

dargestellt werden. Einige Anmerkungen sind im Folgenden zusammengetragen:
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e Bei der Losung der Matrix-Riccati-Differentialgleichung (3.112) geht man aufgrund
der nicht vorhandenen Anfangsbedingung zweckméfigerweise von ¢ = T aus und
integriert rickwdrts in der Zeit bis t = 0.

e Aufgrund dieser Riickwirtsintegration muss die zeitvariante Reglermatrix K (t) im
Voraus, also vor der eigentlichen Regelung des Systems, berechnet werden!

e P(t) ist symmetrisch und positiv semidefinit (alle Eigenwerte A; > 0). Somit ist die
Riccati-Dgl. der Ordnung n? aufgrund der Symmetrie nur n(n+1)/2 (untereinander
verkoppelten) Differentialgleichungen dquivalent.

e Im Falle von zeitvarianten Systemmatrizen A(t), B(t) und/oder Gewichtungsma-
trizen Q(t), R(t) dndert sich nichts an der Herleitung.

e Der optimale (minimale) Wert des Kostenfunktionals (3.91) ergibt sich zu

J*(x) = %mgP(O):I:O. (3.114)

Auf die regelungstechnischen Einsatzmoglichkeiten der Riccati-Differenzialgleichung wird
in der Vorlesung “Methoden der Optimierung und optimalen Steuerung” noch néher ein-
gegangen.

3.5.3 Algebraische Riccati-Gleichung

Ein Sonderfall liegt vor, wenn das Kostenfunktional (3.91) auf dem unendlichen Zeitin-
tervall [0, 00) betrachtet wird. In diesem Fall ergibt die Endgewichtung a™(T)Sz(T)
keinen Sinn, da ohnehin ||x(t)|| — 0 fiir £ — oo gelten muss, damit das Funktional (3.91)
einen endlichen Wert besitzt. Es wird also im Folgenden S = 0 gesetzt. Des Weiteren
wird angenommen, dass

e ( positiv semidefinit und R positiv definit ist,

e das System (3.92) steuerbar ist,

e das Paar [A, C] beobachtbar ist, wobei die Matrix C aus der Zerlegung C'C = Q
(z.B. mittels der Cholesky-Zerlegung) resultiert.

Unter diesen Annahmen kann gezeigt werden, dass die Losung der Riccati-Dgl. (3.112) in
Riickwiirtszeit gegen eine stationire positiv definite Matrix P konvergiert. Dabei ist P
unabhéngig von dem Randwert P(T') bei dem die Riickwértsintegration gestartet wird,
solange P(T) positiv semidefinit ist. Somit kann zur ndherungsweisen Bestimmung von
P die Riccati-Dgl. (3.112) ausgehend von einem beliebigen positiv semidefiniten End-
punkt P(T), z.B. P(T) = 0, riickwiirts integriert werden, bis die zeitliche Anderung P/(t)
unterhalb eines Toleranzkriteriums liegt.

Eine elegantere Moglichkeit P zu bestimmen, ist die Losung der sogenannten algebraischen
Matrix- Riccati- Gleichung

PA+A'"P-PBR 'B'P+Q=0 |, (3.115)
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die sich direkt aus (3.112) mit P(t) = 0 ergibt. Da die Gleichung nichtlinear ist, kénnen
mehrere Losungen existieren. Es kann aber unter den obigen Annahmen gezeigt werden,
dass nur eine positiv semidefinite Losung P existiert. Zur Berechnung von P aus der
algebraischen Riccati-Gleichung (3.115) konnen verschiedene Verfahren verwendet werden
(z.B. das Verfahren nach Kalman und Englar), auf die an dieser Stelle nicht eingegangen
werden soll.

Mit Hilfe des Optimalitatsprinzips in Satz 3.6 kann gezeigt werden, dass das nun zeitin-
variante Riickfithrgesetz (3.113)

u=—-Kzx mit K=R'B'P (m>1)
1 _ 3.116
u=—k'x kT = I b'P (m=1) ( )

tatsdchlich die optimale Losung des Problems (3.91), (3.92) auf dem unendlichen Intervall
[0, 00) liefert. Die Ergebnisse sind im folgenden Satz zusammengefasst.

Satz 3.8 (LQ-Regler fiir lineare, zeitinvariante Systeme) Gegeben sei das steuer-
bare lineare zeitinvariante System (3.92) mit dem zu minimierenden Kostenfunktional

J(u, xg) = %/000 x(t)"Qx(t) + w(t) Ru(t)dt, (3.117)

wobei Q positiv semidefinit und R positiv definit sind und das Paar [A,C] mit Q =

C'C beobachtbar ist. Dann ergibt sich das Minimum von (3.117) durch das optimale
Riickfiihrgesetz (3.116) zu J*(x0) = sa{ Pxo, wobei P die eindeutige positiv semidefinite
Losung der algebraischen Riccati-Gleichung (3.115) ist. Des Weiteren besitzen samitliche
Eigenwerte der Matriz (A — BR™' BT P) negative Realteile, so dass der geschlossene
Kreis

= (A-BR 'B'P)z, z(0)=u

asymptotisch stabil ist.

Der optimale Zustandsregler (3.116) wird haufig auch als Riccati-Regler oder LQ-Regler
(“linear-quadratischer Regler”) bezeichnet und wird in der Praxis hiufig eingesetzt. Unter
MATLAB kann die optimale Reglermatrix K = R~ 'B"P mit Hilfe der Befehle Iqr bzw.
Igrd oder dlgr berechnet werden.

Beispiel 3.8 (Simulationsbeispiel) Als Beispiel betrachte man das inverse Pendel-
Wagen-System in Abbildung 1.15. Mit den Parametern | = 1m, m = 1kg, M = 1kg
und g = 9.81m/s* lautet das linearisierte System (1.74) mit den Zustinden Ax =
[Ag, A¢, Ay, Aiy|T und dem Ausgang Ay = Az,

0 100 0
. 23544 0 0 0 —~1.2
AT = 0 00 1 Ax + 0 Au
588 0 0 0 0.8 (3.118)
A b
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Das inverse Pendel ist instabil, was man an den Eigenwerten (MATLAB Befehl eig)
AMpp=0, Az =1485
ablesen kann. Fiir den LQR-Entwurf werden die Gewichtungsmatrizen zundchst mit
Q = diag(10°,10°,10°,10%), R=10""

angesetzt. Die numerische Liosung der Riccati-Gleichung (3.115) mit Hilfe von MAT-
LAB (Befehl Igr) fiihrt zu der Reglerverstirkung (3.116)

k' =[-64.21 —15.01 —3.16 —6.22] . (3.119)
Ein Blick auf die Figenwerte der Dynamikmatric Az = A — bk"
A= 737, A=-334, Agu=—116+;041

zeigt, dass der geschlossene Kreis asymptotisch stabil ist. Zusdatzlich wird ein Vorfilter
gemdf (3.6) so entworfen

S=(c"(bk" — A)'b) ' = -3.16,

dass sich stationdr eine gewiinschte Wagenposition w einstellt. Im Hinblick auf die Regel-
kreisstruktur in Abbildung 3.2 ergibt sich die gesamte Stellgrofie zu

Au=—k"Az + Sw.

Abbildung 3.10 zeigt die Ergebnisse fir die obige Wahl von Q und R fiir Anfangsbedin-
gungen Ax(0) = Azxy = 0 und eine gewiinschte Wagenposition von w = 0.2 m.

Uber die relative Wahl der Gewichtungen in Q und R kann man beim LQR-Entwurf ge-
zielt auf das Regelverhalten einzelner Zustinde bzw. der Stellgrifie eingreifen. Dies ist in
den verbleibenden Trajektorien in Abbildung 3.10 ersichtlich, wo jeweils der Winkel A¢
bzw. die Wagenposition Ax,, um den Faktor 1000 stirker gewichtet sind. Die resultieren-
den Trajektorien weisen in diesem Fall ein deutlich verringertes Schwingverhalten in Ag
bzw. die Wagenposition Ax,, auf, was durch eine grofiere Stellamplitude erreicht wird.

Anmerkung: Wie in Beispiel 2.5 bereits untersucht wurde, besitzt die Ubertragungsfunk-
tion bzgl. der Wagenposition als Ausgangsgrifie Ay, siehe (2.84),

AY(s) AYi(s) 41s* — 6g _0.8s* —11.77

)= R0(s) = BU(s) ~ lm+ A5t —Gg(m £ M) 1 — 23,5457

die Nullstellen so; = —3.836 und sp2 = 3.836. Da 5072"m der rechten Halbebene liegt, ist
das inverse Pendel nichtminimalphasig. Anhand der Ubertragungsfunktion des geschlos-
senen Kreises (MATLAB-Befehle ss und tf)

—2.535% +37.23

aQ = Sc"(sI — Ap) b=
r(s) c'(s R) s* 4+ 13.03s3 4 50.98s2 + 73.28s + 37.23

erkennt man, dass die Nullstellen so1 und so o tnvariant gegeniber der Zustandsrickfih-
rung sind. Die Nullstelle soo > 0 ist verantwortlich fiir das Gegenschwingverhalten des
inversen Pendels (siehe auch Abschnitt 2.4.4).
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6- .
2 47’\'\
i w |
s < 2
I S obtT>—
> [
< ol \./
0 2 4 6 0 2 4 6
Zeit [s] Zeit [s]
/.
o\
Op~—
z — R=10"1,Q = diag(10°,10°,10°,10°)
|
J -10} - — = —R=10"1Q = diag(10%,10°,10°,10°)
o R=10"1,Q = diag(10°,10°, 103, 10°)
0 2 4 6

Zeit [s]

Abbildung 3.10: Simulationsergebnisse fiir das LQ-geregelte inverse Pendel mit unter-
schiedlichen Gewichtungen von @ und R (Beispiel 3.8).

Aufgabe 3.8 Informieren Sie sich unter MATLAB tber die Funktion Iqr durch den Aufruf
“help Iqr” bzw. “doc Iqr”. Berechnen Sie mit Hilfe von Iqr geeignete Regler fir die Systeme in
Beispiel 3.3 und Aufgabe 3.3. Vergleichen Sie die Reglerverstirkungen und die Eigenwerte
im geschlossenen Kreis fiir verschiedene Werte in den Gewichtungsmatrizen Q und R.

3.5.4 Vergleich zwischen Eigenwertvorgabe und LQR-Entwurf

Abschlieflend sind einige wichtige Unterschiede zwischen dem Reglerentwurf mittels Ei-
genwertvorgabe bzw. dem LQR-Entwurf zusammengetragen.

Eigenwertvorgabe:

e Die Dynamik des geschlossenen Kreises bzw. der Ein-/Ausgangsdynamik wird {iber
die Lage der Eigenwerte gezielt beeinflusst.

e Die Beriicksichtigung von Stellgrofienbeschréankungen ist problematisch, da (auBer
iiber die Lage der Eigenwerte) kein direktes Ma8 fiir das Verhalten der Stellgrofien
besteht.

e Im EingroBenfall (m = 1) ist die Eigenwertvorgabe eindeutig.

e Im MehrgroBenfall (m > 1) bestehen zusétzliche Freiheitsgrade, z.B. die Verteilung
der Eigenwerte auf die Steuerbarkeitsindizes {p1, ..., p, } bzw. die Wahl alternativer
Indizes {p}, ..., pl,}. so dass die reduzierte Steuerbarkeitsmatrix Qg regulér ist.

e Der Reglerentwurf mittels der Eigenwertvorgabe ist analytisch in der Hinsicht, dass
sich die Bestimmungsgleichungen fiir die Reglerverstiarkung (3.25), (3.56) bzw. (3.79)
explizit angeben lassen.
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LQR-Entwurf:

e Die Eigenwerte des geschlossenen Kreises konnen nicht direkt vorgegeben werden.

e Die Eintrdge in den Gewichtungsmatrizen @ und R (zumindest in der Diagonalen)
besitzen eine anschauliche Bedeutung fiir das Verhalten des geschlossenen Kreises.

e Uber die Eintrige in R kann gezielt Einfluss auf einzelne StellgroBen genommen
werden, z.B. um Stellamplituden zu reduzieren und auf diesem Wege Stellgrofienbe-
schrankungen einzuhalten.

e Der LQR-Entwurf ist sowohl im Eingréfienfall als auch im Mehrgréfienfall eindeutig
definiert, d.h. es bestehen keine zusétzlichen Freiheitsgrade wie beim Reglerentwurf
mittels Eigenwertvorgabe.

e In der Praxis fithrt der LQR-Entwurf hdufig zu einem robusteren Regler als der Reg-
lerentwurf mittels Eigenwertvorgabe. Dies gilt insbesondere fiir den Mehrgrofienfall.

e Der LQR-Entwurf ist ein numerisches Verfahren, da die algebraische Riccati-Glei-
chung (3.115), bzw. die Riccati-Differenzialgleichung (3.112) meist numerisch gelost
werden muss.

3.6 Behandlung von Storgréfien

In Abschnitt 3.1 wurde ein Vorfilter S so entworfen, dass die bleibende Regelabweichung

lim e,,(t) = lim (w —y(t))

t—00

fiir eine Fiithrungsgrofle w verschwindet. Dies ist natiirlich nicht mehr der Fall, wenn
die Streckenparameter vom nominellen Wert abweichen bzw. Stérungen auf die Strecke
wirken. Man betrachte dazu das erweiterte System

*=Ax+ Bu+ Ed, z(0)=x

3.120
Y= Ca (3.120)

mit der Stéreingangsmatrix E € R™! und dem StorgroBenvektor d € R'. Setzt man fiir
u den Zustandsregler (3.1) an und betrachtet den stationédren Zustand &r = 0 mit einer
konstanten Storung d, so erhilt man

xp = (BK — A" (BSw + Ed).

Mit der Gleichung (3.6) fir das Vorfilter S gilt fiir den stationdren Ausgang y, = Cxp
offensichtlich

Yy, =C(BK — A" (BSw+ Ed)=w+C(BK — A) 'Ed #w.

Diese stationdre Regelabweichung lésst sich durch eine Storgroffenaufschaltung, bzw. einen
zusatzlichen I-Anteil im Regelgesetz (3.1) beriicksichtigen.
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3.6.1 Storgroflienaufschaltung

Es wird im Folgenden angenommen, dass die Storung d in (3.120) messbar und bekannt
ist. Bei der Storgroffenaufschaltung wird die Stérung d kompensiert, indem zum Regelge-
setz (3.1) ein zusitzlicher Term wug addiert wird

u=—-Kzx+ Sw+uq. (3.121)

Dabei wird uy angesetzt, um den Stérungsterm Ed im System (3.120) zu kompensieren,
d.h.
Bug+ Ed=0. (3.122)

Falls n = m gilt und B regulér ist, kann diese Beziehung eindeutig nach
ug = —B ' (Ed)

gelost werden, wodurch die Stérung im System (3.120) exakt kompensiert wird. Fiir ge-
wohnlich gilt jedoch m < n, so dass die Inversion der Steuermatrix B nicht mdoglich
ist. Anstelle eine exakte Losung zu versucht, kann die Gleichung (3.122) im Sinne eines
Least-Squares-Ansatzes minimiert werden, d.h.

mind'd mit 6§ = Buy+ Ed.

ug
Der zu minimierende Term &' stellt eine quadratische Norm dar und lisst sich durch
0"6 = (Bug + Ed)" (Bug + Ed)
=uy B'Bug+us B'Ed +d E"Buy+d' E"Ed
=ug B'Bug+2uy' B'TEd +d"E"Ed
darstellen. Das Minimum bzgl. ug ergibt sich mit Hilfe der ersten Ableitung

9(875)

—9B"Buy+ 2B Ed = 0.
aud

Unter der berechtigten Annahme, dass die Spalten der Matrix B linear unabhéingig sind,
ist BT B invertierbar und die StorgréBenaufschaltung berechnet sich zu

uq=—(B'"B)'B"Ed, (3.123)

womit sich das gesamte Riickfithrgesetz (3.121) wie folgt ergibt

u=-Kz+Sw- (B"B)'B"Ed |. (3.124)

3.6.2 PI-Zustandsregler

Die StorgroBlenaufschaltung setzt das Wissen iiber die Storgréfie d und die Storeingangs-
matrix F voraus, was in praktischen Anwendungen oft nicht der Fall ist. Eine flexiblere
Moglichkeit ist, einen zusétzlichen I-Anteil im Regelgesetz (3.1) einzufithren, um zumin-
dest konstante Storungen und Parameterabweichungen stationir unterdriicken zu kénnen.
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Dazu wird ein so genannter PI-Zustandsregler der Form

zr=w—Cx

3.125
u =—Kz+ K,(w—-Czx)+ Kz, ( )

angesetzt. Der PI-Zustandsreglerentwurf basiert auf dem um die Integratorzustéinde x; €
R? erweiterten System (3.120)

e a1 A ) K e ] S ) o A R
A B;

fiir dessen Steuerbarkeit der folgende Satz gilt:

Satz 3.9 Wenn die Rangbedingung

Rang {_fé g] =n+p

erfillt ist, dann folgt aus der Steuerbarkeit von (A, B) die Steuerbarkeit des erweiterten
Systems (A, By).

Der Entwurf der Reglerverstirkungen K, K, und K erfolgt nun in zwei Schritten:

Schritt 1: Im ersten Schritt wird fiir das erweiterte System (3.126) ein Zustandsregler

Iy

u=—[K, K {‘”] (3.127)

entworfen. Der Vergleich von (3.125) mit (3.127) zeigt, dass gelten muss
K+K,C=K,, -K =K,. (3.128)

Schritt 2: Im zweiten Schritt miissen noch geméf (3.128) die Parameter K und K,
festgelegt werden. Da dieses Problem unterbestimmt ist, legt man im Allgemeinen K,
fest und berechnet sich anschliefend K aus (3.128). Geht man davon aus, dass zum
Zeitpunkt ¢t = 0 die Anfangszusténde o = 0 und x;( = 0 sind und die Fiihrungsgroie
w fiir ¢ > 0 konstant ist, so folgt aus (3.125)

u(0) = K,w.

Wenn die Dynamikmatrix A asymptotisch stabil ist, also alle Eigenwerte in der linken
Halbebene liegen, dann errechnet sich die Ausgangsgrofie im eingeschwungenen Zustand
zZu

Yoo = tlim y(t) = —CA'Bu,, bzw. u,=—(CA'B)'y_.
—00

Es ist es nun zweckméfBig, den Proportionalanteil K, so festzulegen, dass zum Zeitpunkt
t = 0 die StellgroBe w(0) den gleichen Wert, der auch fiir ¢ — oo zur Einhaltung der
Bedingung y_, = w benétigt wird, annimmt, d.h.

u(0) = K,w = —(CA™'B) 'w.
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Somit gilt zusammenfassend fiir die einzelnen Verstarkungsmatrizen im Regelgesetz (3.125)
des PI-Zustandsreglers

Kp:—(CA_lB)*lj K[:—KQ, K:Kl_KpC , (3129)

wobei sich K; und K5 aus dem Reglerentwurf fiir das erweiterte System (3.126) (unter
Vernachlissigung des Storungsterms Ed) ergeben. Abbildung 3.11 zeigt das Blockschalt-
bild des PI-Zustandsreglers.

Anmerkungen:

e Der P-Anteil im Regelgesetz (3.125) ist nicht zwingend notwendig. Allerdings be-
wirkt er den Effekt einer statischen Vorsteuerung, da w(t) bei einem Sprung der
Fithrungsgrofie w moglichst schnell auf den stationdren Wert u,, gebracht wird.

e Zur Berechnung von K, fiir den P-Anteil in (3.125) wurde eine asymptotisch stabile
Dynamikmatrix A vorausgesetzt. In diesem Fall ist A reguldr und kann folglich
invertiert werden. Wenn A nicht asymptotisch stabil ist, so kann K, = 0 gesetzt
werden, was (3.125) sowie (3.129) entsprechend vereinfacht.

= Ax + Bu - C >

K |=

Zustandsregler

Abbildung 3.11: Blockschaltbild des PI-Zustandsreglers.

Beispiel 3.9 (Simulationsbeispiel) Fir den Zweimassenschwinger in Abbildung 3.4
mit dem zugehdrigen mathematischen Modell (3.27) soll ein PI-Zustandsregler so ent-
worfen werden, dass die Pole des geschlossenen Kreises bei

T/z = —0.5+350.5, )\§ =1, )\Z =15, )\; —_9 (3'130)

liegen. Dem Entwurfsverfahren folgend ergibt sich mit Hilfe der M ATLAB-Funktion acker
das Riickfiihrgesetz (3.125)

fr=w-—c'x
u =—[-33 —43 =389 —604]z+ (—1)(w—c'z)+ (—15)z;. (3.131)
~ -~ J/ v W—/
kT Ky ki
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Kapitel 4

Beobachterentwurft

Fiir den Zustandsreglerentwurf wurde bisher angenommen, dass der gesamte Zustands-
vektor & bekannt ist. In vielen technischen Regelungsaufgaben ist dies aber nicht moglich
oder praktikabel. Deswegen stellt sich beim Beobachterentwurf die Frage, wie der Zustand
x durch Kenntnis der Ausgangsgrofie y und der Stellgrofle w rekonstruiert werden kann.

Fiir den Beobachterentwurf in diesem Kapitel wird wieder ein lineares, zeitinvariantes
Mehrgrofiensystem
z=Ax+ Bu, z(0)=x

Y Ca (4.1)

mit dem Zustand € R”, dem Eingang u € R™, dem gemessenen Ausgang y € R? sowie
den Matrizen A € R™*", B € R™" und C € RP*" betrachtet.

4.1 Trivialer Beobachter

Die einfachste Moglichkeit, den Zustand @ zu schétzen, besteht in der Simulation des
Streckenmodells (4.1)

&= A&+ Bu, &(0)=a

4.2
y=Cz (42)

wobei mit & der geschétzte Zustand bezeichnet wird. Ein Beobachter dieser wird als trivia-
ler Beobachter bzw. Simulator bezeichnet. Um die Giite dieser Schiatzung zu untersuchen,
betrachtet man den Beobachtungsfehler

der die Abweichung des geschétzten Zustandes & vom tatsédchlichen Zustand a darstellt.
Der Schéatzfehler e erfiillt die Differenzialgleichung

é=%—%=Ae mit e(0) =ey=xy— o . (4.3)

Die Fehlerdynamik (4.3) ist offenbar nur dann stabil, wenn die Strecke stabil ist, also
sdmtliche Eigenwerte von A in der linken Halbebene liegen.
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Ein weiterer Nachteil ist, dass das Abklingverhalten bzw. die Dynamik (4.3) des Beobach-
tungsfehlers e bei stabilen Strecken nicht beeinflusst werden kann. Der Hauptgrund dafiir
ist, dass der triviale Beobachter (4.2) die Messung der Ausgangsgrofien y nicht verwendet
und somit nicht beeinflussbar ist.

4.2 Vollstandiger Luenberger-Beobachter

Im Gegensatz zum trivialen Beobachter (4.2) verfiigt der sogenannte Luenberger-Beobachter
zusétzlich zum Simulatorteil iiber einen Korrekturteil:

: Korrektur
. Simulator - t
& =A%+ But+Ky-9), #0)=a (4.4)
§=Ci

Abbildung 4.1 zeigt die Struktur des Luenberger-Beobachters. Der Korrekturteil fithrt den
Schétzfehler des Ausgangs (y — §) gewichtet durch die (p x n)-Beobachterverstirkungs-
matrix K im Beobachtermodell zurtick.

Um die Dynamik des Schétzfehlers e = & — & mit dem Systemzustand von (4.1) und der
Schétzung & von (4.4) zu berechnen, wird die Fehlerdifferenzialgleichung betrachtet:

ée=a—&
— Az + Bu— A% — Bu— KCz + KC&
— Az —2) - KC(x — &) (4.5)
—(A-KCQC)e, e(0)=ey=zo—ay.
Ae

Damit der Schétzfehler e(t) fir t — oo gegen Null konvergiert, muss K so gewihlt
werden, dass alle Eigenwerte der Fehlerdynamikmatrix A, = (A — KC) in der linken
offenen Halbebene liegen.

|

> gt =Ax+Bu —= C -

Strecke

|

A&+ Bu+ K(y — 9)
C

L €T
>

<
I
Il

Beobachter

Abbildung 4.1: Struktur der Strecke/Beobachter-Konfiguration.
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Da die Matrix (A — KC) die gleichen Eigenwerte wie ihre Transponierte
(A-KC)T=AT-C'K'

besitzt, kann die Bestimmung von K als ein Reglerentwurfsproblem aufgefasst werden.
Dies wird offensichtlich, wenn man die transponierte Matrix (AT — CTKT) als die Sy-
stemmatrix eines geschlossenen Regelkreises fiir das duale System in (2.151)

a':D = ATQ’JD + CT'U,D

4.6
yo = BTy (4.6)

mit dem Riickfiihrgesetz
AT
Up = -K rp

interpretiert. In diesem Zusammenhang sei an Satz 2.18 erinnert, dem zufolge das Sys-
tem (4.1) beobachtbar ist, wenn das duale System (4.6) steuerbar ist. Zusammenfassend
gilt die folgende Analogie zwischen Regler- und Beobachterentwurf:

Zustandsregler < Beobachter

A AT
B c’
C BT
K K'
Qs Qs
Qs QL

Die Berechnung der Verstirkungsmatrix K fiir den Luenberger-Beobachter (4.4) kann
also iiber eines der in Kapitel 3 behandelten Verfahren erfolgen!

Damit der Beobachtungsfehler e schneller abklingt als das Dynamikverhalten des beob-
achteten Systems, wéhlt man die Beobachtermatrix K zweckméafBigerweise so, dass die
Eigenwerte von (A — K C) links der dominierenden Eigenwerte von A liegen.

Eingroflenfall:  Aufgrund seiner Bedeutung und um die Dualitét zwischen Zustands-
regler- und Beobachterentwurf hervorzuheben, wird im Folgenden die Polvorgabe mit Hilfe
der Ackermann-Formel im EingroBenfall (Satz 3.1) auf den Beobachterentwurf iibertragen.
Dazu wird das lineare EingréfSensystem
r=Ax+bu, x(0)==x
. (0) = (4.7)
y=czx

mit dem zu entwerfenden Beobachter (4.4)

&=A2+bu+k(y—1q), #£0) =42
- 42 w=9), #0) =% s
j=c'&
und der Fehlerdynamik (4.5) betrachtet
e=(A—kce, e0)=ey=z— I (4.9)
A
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Satz 4.1 (Ackermann-Formel fiir Zustandsbeobachter — Eingrofienfall) Die Ei-
genwerte der Fehlerdynamikmatric Ae = A — kc' des Fehlersystems (4.9) des vollstin-
digen Beobachters (4.8) zum System (4.7) konnen genau dann durch k beliebig platziert
werden, wenn das System (4.7) beobachtbar ist. Der Riickfihrvektor berechnet sich dann
nach der Formel

k= (pol +p1A+-+p 1A + A") E (4.10)

in Abhdngigkeit von t = Q3'00,...,0,1]7 ~ der letzten Spalte der inversen Beobachtbar-
keitsmatriz (2.138) — und den Koeffizienten p; des gewiinschten charakteristischen Poly-

noms
n

PPN =Po+ A+ -+ P XN+ X =[N = A

=1

Einflu3 von Messrauschen: Theoretisch kénnen die Beobachtereigenwerte beliebig weit
links platziert werden, da keine StellgroBenbeschriankungen wie beim Reglerentwurf ein-
gehalten werden miissen. Allerdings tritt in der Praxis hdufig Messrauschen r(¢) in der
Messung

y(t) = Cx(t) +r(t) (4.11)
auf, was einen direkten Einflufl auf den Beobachter hat. Betrachtet man namlich die
Fehlerdynamik (4.5) mit dem zusétzlichen Eintrag 7 (), so ergibt sich

é(t) = (A—KCQCe(t) — Kr(t). (4.12)

Da die Eintriige in der Beobachtermatrix K anwachsen, je weiter die Beobachtereigenwerte
nach links verschoben werden, wird das Messrauschen den Beobachtungsfehler e(t) stérker
beeinflussen.

Beispiel 4.1 (Simulationsbeispiel) Fir den gekoppelten Feder-Masse-Schwinger in
Abbildung 3.4 mit dem mathematischen Modell (3.27) und den Parametern (3.28) soll

ein Luenberger-Beobachter entworfen werden. Mit den gewiinschten FEigenwerten )\’1‘/2 =
—1£j1 und X;,, = =3+ 73 lautet die Beobachterverstirkung k gemdf (4.10)

51.0
126.8
6.8
22.54

E:

Alternativ kann k mit Hilfe der Ackermann-Formel (3.25) als Reglerverstirkung fir das
duale System

tg=A"xy+c'u
berechnet werden, unter MATLAB z.B. mit der Funktion k = acker(AT, ", [\, ..., AT,
Der Luenberger-Beobachter lautet dann

0 1.0  —=51.0 0
-1.0 —-1.0 —-125.8 1.0

=109 0 —e8 10 |Ttbuthky
0.1 01 —2274 —02 (4.13)
A—kc'
j=c'e
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4.3 Separationsprinzip

Bisher wurde der Regler- und der Beobachterentwurf getrennt voneinander betrachtet.
Wenn man nun beide Aspekte mit einander verbinden will, so bedeutet dies, dass fiir das
lineares zeitinvariante System der Form

z=Ax+ Bu, x(0)=x

4.14
Y= Cu (4.14)
ein Zustandsbeobachter
Simulator Korrektur
t=At+Bu+K(y—19), %(0)==2a (4.15)
y=Czx

entworfen und im Zustandsregelgesetz (3.1) anstelle des tatséchlichen Zustandes a der
beobachtete Zustand & eingesetzt wird:

u=-Kz&+ Sw. (4.16)
Abbildung 4.2 veranschaulicht die Struktur des resultierenden Regelkreises.

ixo

—= S —0 > &= Az + Bu - C -

Strecke

|*

- i=Ai+But+K(y—g) | =%
- §=C#
Beobachter
K |-
Regler

Abbildung 4.2: Struktur der Zustandsregler/Beobachter-Konfiguration.

Da bei einem separaten Entwurf die Reglerverstarkung K und die Beobachterverstirkung
K getrennt von einander berechnet werden, stellt sich direkt die Frage nach der Stabilitit
der Zustandsregler/Beobachter-Kombination in Abbildung 4.2 bzw. nach der Lage der
Eigenwerte im geschlossenen Kreis.

Um dies zu untersuchen, betrachtet man das Gesamtsystem (4.14)-(4.16) mit dem erwei-

terten Zustand
T .
wgesz{l, e=x— I

e
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und dem Differenzialgleichungssystem

-0 ATk [

é 0 A—KC| |e 0
~~ ~ ~ =
wges Ages mges Bges (4 17)

y=|[C 0] m

wobei fiir e das Fehlersystem (4.5) gilt. Die Fiihrungsgrofie w dient im geschlossenen Kreis
als Eingang zu (4.17).

Fiir die Stabilitdt des Gesamtsystems sind die Eigenwerte der erweiterten Dynamikmatrix
A s entscheidend. Aufgrund der Blockstruktur von A gilt aber fiir das charakteristische
Polynom des geschlossenen Kreises

det(A\T — Age) = det(\ — A+ BK) det(\ — A+ KC).

Dieses wichtige Ergebnis ist das sogenannte Separationsprinzip, das die Rechtfertigung fiir
einen separaten Regler- und Beobachterentwurf gibt.

Satz 4.2 (Separationsprinzip) Das System (4.14) sei wvollstindig steuerbar wund
beobachtbar. Dann besitzt der geschlossene Kreis in  Abbildung 4.2 mit der
Zustandsregler/Beobachter-Kombination (4.15), (4.16) das charakteristische Polynom

Pges(A) = det(A\I — A + BK)det(\I — A + KC) = p*(\) p*(\)

bestehend aus den gewiinschten charakteristischen Polynomen p*(\) und p*(\) des sepa-
raten Zustandsregler- und Beobachterentwurfs.

Aufgabe 4.1 Berechnen Sie die Ubertragungsmatriz Gl (s) = [Yi(s)/W;(s)] des dyna-
mischen Reglers, der sich durch Zusammenschaltung des vollstindigen Beobachters mit
dem Zustandsregler ergibt. Welchen Schluss kénnen Sie aus der Ordnung der einzelnen
Ubertragungsfunktionen in G (s) ziehen?

Beim Einsatz eines Beobachters in Kombination mit einem Zustandsregler wéhlt man
die Eigenwerte von (A — K C) nicht im Vergleich zu der Systemmatrix A (wie im Ab-
schnitt 4.2 diskutiert wurde), sondern in Bezug auf die Eigenwerte von (A — BK). Der
Gesamtentwurf folgt dabei folgenden Schritten:

a) Uberpriifung der Strecke auf Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit,

)
b) Entwurf einer Zustandsriickfithrung v = — Kz + Sw,
c) Festlegung der Beobachterpole anhand der Eigenwerte von (A — BK),
)

d) Berechnung der Beobachtermatrix K 2.B. mittels Reglerentwurf fiir das duale Sys-
tem (4.6). Wird ein LQR-Entwurf gewahlt, so sollte anhand der Beobachtereigenwerte
nachtréglich iberpriift werden, ob die Vorgaben aus ¢) erfiillt sind.
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In der Praxis gilt, dass die Realteile der Beobachterpole um den Faktor 2-6 “schneller”
sein sollten als die Realteile der dominierenden Eigenwerte der Matrix (A — BK), wobei
Faktor 2 bei stark verrauschten Messgrofien y(t) gilt. Diese Faustformel gewéahrleistet, dass
das Regelverhalten des geschlossenen Kreises hauptséchlich von der Matrix (A — BK)
abhéngt.

Beispiel 4.2 (Simulationsbeispiel) Fir den gekoppelten Feder-Masse-Schwinger in
Abbildung 3.4 mit dem mathematischen Modell (3.27) und den Parametern (3.28) sollen
der PI-Zustandsregler (3.131) und der Luenberger-Beobachter (4.13) kombiniert werden.
Da die Figenwerte des Beobachters um den Faktor 2-6 schneller sein sollen als die Figen-
werte (3.130) des geschlossenen Regelkreises, werden die Beobachtereigenwerte dazu auf
die Werte 5\1/2 =—4+72 und 5\3/4 = —6 £ 73 gelegt.

4.4 Behandlung von Storgroflen (Stérbeobachter)

In Abschnitt 3.6 wurde auf die Behandlung von Storgrofien beim Entwurf eines Zustands-
reglers eingegangen, wobei davon ausgegangen wurde, dass die Stérung d € R! mit einer
Storeingangsmatrix E € R™! auf das System

*=Ax+ Bu+ Ed, x(0)=x

4.18
Y= Cu (4.18)

wirkt. In vielen Féallen ist die Kenntnis der Storgréfle d hilfreich bzw. notwendig, z.B. um
eine Storgrofenaufschaltung zu realisieren (Abschnitt 3.6.1).

Wenn die Storung nicht messbar ist, so kann ein Storgroffenbeobachter eingesetzt werden,
um d zu schétzen. Dazu muss bekannt sein, welche Art von Stérung auf das System wirkt,
um ein Storgroffenmodell der Form

Tqg=Agxq, xq(0)=xqp0

4.19
d= Cd Ly ( )
ansetzen zu konnen. In Tabelle 4.1 sind drei Beispiele fiir Stérmodelle dargestellt.
Zusammen mit der Strecke (4.18) ergibt sich das erweiterte Modell
T A ECy| |z B x(0) X
Zbd - 0 Ad Tq + 0 bl Cl?d((]) - ZLd.0
’ (4.20)

y=|[C 0] {;J :

das in Abbildung 4.3 veranschaulicht ist. Analog zum vorherigen Abschnitt kann fiir das
erweiterte Modell (4.20) ein Luenberger-Beobachter entworfen werden. Die geschitzte

A

Storgrofe d(t) kann dann z.B. fiir eine StorgroBenaufschaltung (3.124)
u(t) = —K&(t)+ Sw— (B"B)'B'Ed(t) (4.21)

zusammen mit den geschitzten Zustédnden &(¢) verwendet werden.
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Art der Storung Stormodell Veranschaulichung
A d
konstant i = |
(z.B. Coulombsche ; B } | | -
Reibung) = Ld 0 't 1o ts ot
d

periodisch P 0 1 - /\
(z.B. Vibration mit d [—wg 0| -
konst. Frequenz) d=1,0]z, 0 \/ t

abklingend P —lx !
(z.B. Reaktionskinetik ¢ \ :\

in chemischen Reaktoren) d= x4 0 t % t3 t

Tabelle 4.1: Beispiele von Stormodellen (4.18).

d Ld :Bd_’o
Cd < d:d:Ada:d [ —
|
Y
u xTr Yy
— & = Ax + Bu - C —

Abbildung 4.3: Erweitertes Streckenmodell (4.20).

4.5 Reduzierter Beobachter

Beim vollstandigen Luenberger-Beobachter wird der gesamte Zustand @ geschétzt, ob-
wohl durch die Messung von y iiber die Ausgangsgleichung eine Linearkombination der
ZustandsgroBen bekannt ist. Diese Redundanz ist bei einem skalaren System

L= b
T =ar + bu (4.92)

Yy =cx
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direkt ersichtlich, da hier der Zustand x direkt aus der Ausgangsgleichung iiber die Be-
ziehung

z=" (4.23)

ermittelt werden kann. Um diese Informationen im allgemeinen Fall zu nutzen, wird an-
genommen, dass fiir das System

z=Ax+ Bu, x(0)=x (4.24)

mit dem Zustand x € R"”, dem Eingang u € R™ und den Matrizen A € R™*", B € R™™
im Folgenden p linear unabhéngige Messungen

y=Cz (4.25)

mit Rang(C') = p zur Verfiigung stehen. Man kann nun in weiterer Folge stets eine
regulédre Zustandstransformation

T = [5’1] = [C} x=Tz (4.26)

T2 T,

mit der Untermatrix T's € R P)*" finden, fiir die sich das transformierte System

& =AZ+Bu mit A=TAT', B=TB

Y- [Ipo O} = (4.27)

mit der partitionierten Struktur

£)- [ 4108
T2 Ay Ay [ B, (4.28)
y=[I,, 0]&

ergibt. Man sagt dann auch, das System (4.28) liegt in Sensorkoordinaten vor, da der
obere Teil des Zustands mit den Messgrofien iibereinstimmt. Multipliziert man die Diffe-
renzialgleichung fiir y = &; mit einer noch zu bestimmenden Matrix K, € R™)*P ynd
subtrahiert diese von der Differenzialgleichung fiir &5, dann ergibt sich mit dem neuen
Zustand

w =& — Koy (4.29)

das System
'l,b = (AQQ—K2A12)’U)+(A21—K2A11 +A22K2—K2A12K2)y+(BQ—KQBl)U . (430)

Dabei sind die GroBlen w und y bekannt und kénnen daher als Eingangsgrofien fiir das
System (4.30) betrachtet werden. Der reduzierte Beobachter fiir die unbekannten Grofien
w entspricht dann direkt dem trivialen Beobachter fiir (4.30), d.h.

IiJ = (AQQ — K2A12)’li7 + (BQ — K2B1)U+

_ - . R (4.31)
(A — KyAy + Ap Ky — Ko Ap Koy .
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Die Dynamik des Schétzfehlers e,, = w — w ist durch
ew = (Ap — KyAp) e, (4.32)

~V g
A22,e

gegeben und die Schétzung &, fiir den Zustand &, erhiilt man unmittelbar aus (4.29)

» =+ Koy. (4.33)

|

Es gilt nun folgender Satz:

Satz 4.3 (Luenberger-Beobachter reduzierter Ordnung) Wenn das System (4.24)
und (4.25) mit Rang(C) = p vollstindig beobachtbar ist, dann kann mit dem reduzier-
ten Beobachter (4.31), (4.33) der Zustand &, in Sensorkoordinaten (4.26) rekonstruiert
werden und mit Hilfe von K, kénnen die Figenwerte der Fehlerdynamik (4.32) beliebig
platziert werden.

In Analogie zum Reglerentwurf im Mehrgrofenfall liegt die Matrix K, durch Vorgabe ei-
nes gewiinschten charakteristischen Polynoms fiir die Fehlerdynamik (4.32) nicht eindeutig
fest. Im EingroBenfall (m = p = 1) ist der Sachverhalt aber eindeutig und die Elemente
des Beobachtervektors ks, kénnen z.B. durch Koeffizientenvergleich mit dem gewiinschten
charakteristischen Polynom bestimmt werden.

Beispiel 4.3 Fiir den gekoppelten Feder-Masse-Schwinger in Abbildung 3.4 wird nun an-
genommen, dass die Positionen s; und sy der Massen my und my gemessen werden. Die
Sensorkoordinaten (4.26) sind somit direkt durch

- ) ~ _|n
o[ a-[}

gegeben und das mathematische Modell (3.27) mit den Parametern (3.28) lasst sich durch
Vertauschung der Zustinde direkt in der Form (4.28)

1 0 0
] LR
L | = ~ |+ U
T ) x2 -1
—1 1 =1 1 0 (4.34)
0.1 —-0.2 : 01 -0.2

y_'1 000 [:zl}
01 : 0 0] %2
angeben. Da zwei Zustinde direkt gemessen werden, hat der reduzierte Beobachter die

Ordnung 2. Die Beobachterverstirkung Ko € R2*2 wird nun so gewdhlt, dass die Dyna-
mikmatriz der Fehlerdynamik (4.32),

. - 11 . 1o
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die gewiinschten Eigenwerte 5\*1‘ = —2 und 5\’2‘ = —3 besitzt. Dabei kann K, 2.B. wie folgt

gewdhlt werden
- -1 1 -2 0 1 1
K= [0.1 —0.2} a {0 —3] N {0.1 2.8] (4:36)
und man erhdlt den reduzierten Beobachter (4.31), (4.33)
s [2 0], 3 1], . [
Y=lo 31" 02 —86/Y T 0"

s w11
Ta=WT 191 —02|Y

(4.37)
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Kapitel 5

Folgeregelung

In Kapitel 3 wurde der Entwurf von Zustandsreglern betrachtet, um einerseits ein lineares
System zu stabilisieren und andererseits eine gewiinschte Fiihrungsgrofie w einzustellen
(siche Abbildung 3.2). Dabei wurde angenommen, dass w konstant ist und es sich somit
um einen stationdren Arbeitspunkt handelt.

In vielen praktischen Anwendungen ist dariiberhinaus die Folgeregelung von Bedeutung.
Typische Aufgabenstellung sind (siche Abbildung 5.1)

a) (Asymptotische) Glattung eines Sollwert- bzw. Fiihrungsgréfiensprungs, z.B. um die
Stellamplitude zu reduzieren bzw. das Auflaufen eines I-Anteils zu verhindern.

b) Nachfahren einer vorgegebenen Solltrajektorie y*(t), t € [0,T] fiir den Ausgang.
Beispiele dafiir sind Schweifivorgéinge (Schweifindhte) oder periodische Vorgénge in
der Fertigungstechnik.

¢) Realisierung eines Ubergangs zwischen zwei stationéiren Zustéinden ¥ — Z}; inner-
halb eines gewiinschten Zeitintervalls ¢ € [0, 7.

In diesem Kapitel werden — aufbauend auf den Ergebnissen von Kapitel 3 — zwei verschie-
dene Verfahren zur Realisierung einer Folgeregelung fiir lineare Systeme vorgestellt.

a) Asympt. Gliattung eines b) Nachfahren einer Solltraj. c¢) Arbeitspunktwechsel in
Fithrungsgrofensprungs fiir den Ausgang endl. Zeitintervall [0, T]

y* (1)
WAT Anfangs-
storung :
\
0 t 0 t 0 T t

Abbildung 5.1: Typische Aufgabenstellungen einer (Trajektorien-)Folgeregelung.
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5.1 Folgeregelung fiir den Ausgang

Bei der Ausgangsfolgeregelung handelt es um die Aufgabe, einer Solltrajektorie y*(t)
fiir den Ausgang y asymptotisch zu folgen, wie es in der Einleitung bereits beschrieben
wurde (siehe auch a) und b) in Abbildung 5.1). Im Folgenden wird dazu wieder ein lineares
zeitinvariantes System der Form

T = Ax + Bu (5.1)
y=Czx bzw. yi=cjz, i=1,....p=m |

betrachtet, wobei davon ausgegangen wird, dass die Anzahl der Stellgroffien u € R™ und
Ausgangsgrofien y € RP gleich ist, also p = m gilt.

5.1.1 Fehlerdynamik und Regelgesetz

Der bisherige Zustandsreglerentwurf mittels Ein-/Ausgangsentkopplung (Abschnitt 3.4)
kann direkt auf das Folgeregelungsproblem erweitert werden. In diesem Zusammenhang
wird der sogenannten Folgefehler zwischen den einzelnen vorgegebenen Solltrajektorien
y¥(t) und den Ausgangsverldufen y;(t), i =1,...,m durch

eyi(t) =vi(t) —yi(t), i=1,...,m bzw. ey(t)=y(t)—y*(t)

definiert. Die Aufgabe der Folgeregelung ist nun, diesen Folgefehler asymptotisch zu sta-
bilisieren.

Der Ausgangspunkt fiir den Folgeregelungsentwurf ist die entkoppelte Ein-/Ausgangs-
normalform (3.74), die der Einfachheit halber hier nochmal dargestellt ist:

T = T2

‘/Z‘i,Ti—l - j:i,ri

iz'i,n. = Vi, Zzl,m

7 = M,&,+ M,n+ Nv.

Die Matrizen M, M,, und N sind in (3.75) angegeben. Durch Einfiihrung der Riickfiih-
rung

Tz'—l
vi =y ) =Y p (0 - () (5.2)
T G
Y,

und unter Beriicksichtigung der Ausgangsbeziehungen

Y = T
yz(j) = jfi’j+1 R j = 1, e, Ty — 1 (53)
g = d i=1,...,m

kann aus der obigen Ein-/Ausgangsnormalform direkt die Dynamik des Folgefehlers

(ri)

y,; +pi,ri_1e(T§_1) + - +pi71éy,i +pi70€y7i = O, 7 = 1, ..M (54)

6 y7
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hergeleitet werden. Die Koeffizienten p; ; bestimmen sich aus den charakteristischen Po-
lynomen

pj()\) =Dio +pi’1)\+“'+pi,ri71)\nil + A= H()\—)\;J), 1= 1,...,77’1,. (55)

j=1

in Abhéngigkeit der gewiinschten Eigenwerte {)\j;,...,A;, .}, i =1,...,m. Mit Hilfe der
Ausgangsbeziehungen (5.3) ist erkennbar, dass das Regelgesetz (5.2) fiir die neuen Aus-
gange v; eine Verallgemeinerung des Falls (3.76) darstellen, da sich offensichtlich genau
(3.76) ergibt, wenn eine konstante Fithrungsgrofie w = y*(t) = konst. betrachtet wird.
Das Regelgesetz (5.6) im folgenden Satz verdeutlicht diesen Zusammenhang.

Satz 5.1 (Asymptotische Ausgangsfolgeregelung) Gegeben sei das lineare System
(5.1) mit dem vektoriellen relativen Grad {ry, ..., r,} und den beschrdankten (r;-fach stetig
differenzierbaren) Solltrajektorien y;(t) € C", t € [0,T]. Dann ist die Fehlerdynamik (5.4)
durch die Riickfihrung

PrLovi(®) + - + prr oyt TV (@) + 41 (1)
u=-Kz+H,’ : (5.6)

Pmo¥a(t) + -+ + D1 ™ D () 4 g™ (2)

asymptotisch stabilisierbar, wobei H,, die Kopplungsmatriz (3.59), K die Reglerverstdr-
kung (3.79) und p; ; die Koeffizienten der gewiinschten charakteristischen Polynome (5.5)
darstellen. Falls dariberhinaus die Nulldynamik (3.78) asymptotisch stabil ist, so ist der
Zustand n(t), t € [0,T] der internen Dynamik (3.67) bzw. (3.74) fir alle Zeiten T > 0

beschrankt.

Das Regelgesetz (5.6) folgt direkt aus (3.73) durch Aufspaltung der Fehlerterme in (5.2).
Aus (5.6) ist ebenfalls ersichtlich, dass fiir die Solltrajektorien

yi(t)yecCm, tel0,T]

gelten muss, wobei C" die Klasse der r;-mal stetig differenzierbaren Funktionen darstellt.
Dies muss gelten, damit die Stellgréfie w(t) auf [0, 7] stetig ist, also u(t) € C°, ¢ € [0,T]
gilt.

Beispiel 5.1 (Simulationsbeispiel) Fir den Feder-Masse-Schwinger in Abbildung 3.4
mit dem mathematischen Modell (3.27) wurde bereits in Beispiel 3.7 ein Zustandsregler
durch Ein-/Ausgangsentkopplung entworfen und simulativ getestet. In diesem Beispiel
soll fiir den Feder-Masse-Schwinger ein Ausgangsfolgeregler entworfen werden, um der
Solltrajektorie

Y () = Ymae Sin(w1) (5.7)
nachzufahren. Die (skalare) Kopplungsmatriz HJl und die Reglerverstirkung k' fir die
Figenwerte \f = =2 i =1,2,3 wurden bereits in (3.81) und (3.82) berechnet. Zusammen
mit dem zeitvarianten Fihrungsgroffenanteil ergibt sich das Regelgesetz (5.6)

1
u=—k'x+ F(8y* () + 1297 (t) + 63" (t) + y*®(t)) (5.8)
y
wobei sich y*(t) und seine Ableitungen aus (5.7) ergeben.
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Aufgabe 5.1 Vergleichen Sie mit Hilfe von MATLAB/SIMULINK die Simulationsergeb-
nisse fir das Folgeregelungsgesetz (5.8) mit dem Zustandsregelgesetz (3.83) und der (zeit-
varianten) Fihrungsgrofie w(t) = y*(t).

5.1.2 Folgeregelung mit Integralanteil

Im Falle von Storgrofien d, die auf das System

*=Ax+ Bu+ Ed, x(0)=x

5.9
y=Cx bzw. yz-:ciTa:, i1=1,....m (5.9)

mit E € R™! wirken, wird der Folgefehler e,(t) nicht gegen Null konvergieren. Um
Storeinfliissse bzw. Parameterabweichungen kompensieren zu kénnen, werden dhnlich dem
Vorgehen in Abschnitt 3.6.2 zusétzliche Integratorzustdnde

&=y (t) —y(t), x;(0)=0 (5.10)

eingefiihrt. Damit erweitert sich das Riickfithrgesetz (5.2)

ri—l
vi =y ) =Y pigeld) () + porwig(t), i=1,...,m. (5.11)
=0

bzw. die Fehlerdynamik (5.4)

k2
Y Y

t
6(r:) —|—pi7m,1€(n:71) 4+ -+ pi,oeyﬂ; + pu/ eyﬁ'(T) dr = O, 9, = 1, oo, (512)
0

um die zusétzlichen Integralanteile mit den Koeffizienten p; ;. Die zeitliche Ableitung der
Fehlerdynamik (5.12) fiithrt auf die Darstellung

(ri+1)

Cy.i

+ pi,ri_leg? 4+ -+ p@oéy,i +pi7]€y7i = 0, 7= 1, oo, Mm (513)

Die Koeffizienten p; ; und p; ; bestimmen sich aus den erweiterten charakteristischen Po-
lynomen

ri+1
PN = pis 4 pioh+ - A i NN =T = A1), i=1.m. (5.14)
j=1

in Abhéngigkeit der gewiinschten Eigenwerten {)\;,,..., A}, 1}, i=1,...,m.

Durch Einsetzen von (5.11) in (3.73) kann das Regelgesetz fiir die eigentliche Stellgrofie
u hergeleitet werden

=y —y, ©(0)=0 w(r1-1) “(r1)
proyi(t) + -+ pimay - ) +yr V()

* ' *(rm—1 *(Tm
Pm,o ym(t) + e +pm7rm—1y775 )<t) ym( )(t)
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wobei sich H,' und K wieder durch (3.59) und (3.79) ergeben und die Reglerverstirkung
fiir den Integralanteil durch

K,=H,)

D11 0
(5.16)
0 Pm,1

berechnet wird. Das Regelgesetz (5.15) stellt somit einerseits eine Erweiterung des Folge-
reglers (5.6) dar und besitzt andererseits Ahnlichkeit mit dem PI-Zustandsregler (3.125),
wobei an dieser Stelle der P-Anteil nicht betrachtet wurde.

Beispiel 5.2 (Simulationsbeispiel) Der Folgeregler fiir den Feder-Masse-Schwinger
aus Beispiel 5.1 soll um einen I-Anteil erweitert werden, um stationdre Stérungen im
Modell (3.27) kompensieren zu konnen. Dazu wird die zusdtzliche Differenzialgleichung

r=y —y=y —cz, 2(0)=0

mit dem Integratorzustand x; eingefiihrt. Die gewiinschten Eigenwerte im geschlossenen
Kreis sollen der Einfachheit halber bei \; = =21 =1,...,4 liegen. Damit ergibt sich das
charakteristische Polynom

Pi(A) = 16 4 32\ + 24X\ + 8\% 4+ \*
wobei p; = 16 gilt, siehe (5.14). Die Reglerverstirkung k' folgt aus der Formel (3.79)
k' =H, 'c(32I +24A +8A% + A’) = [-68 —7.8 —305.4 —223.4]

mit H, = —0.1 gemaf (3.81). Die Reglerverstirkung fir den Integralanteil ergibt sich aus
(5.16)
k‘[ = Hy_lp] = —160.

Somit lautet das gesamte Regelgesetz (5.15)

1
u= k't ki + o (327 (1) + 2497 (1) + 857 (1) + (1)) .

Y

5.2 Zwei-Freiheitsgrade-Regelung

Eine Alternative zur asymptotischen Folgeregelung ist die Zwei-Freiheitsgrade-Regelung
in Abbildung 5.2 bestehend aus einer Vorsteuerung und einer unterlagerten Regelung mit
dem Ziel, das Fiihrungs- und Stabilitdtsverhalten getrennt voneinander auszulegen.

Wie zu Beginn von Kapitel 5 bereits erwédhnt wurde (siehe auch c) in Abbildung 5.1),
besteht eine haufige Aufgabenstellung in der Realisierung eines Arbeitspunktwechsels zwi-
schen zwei stationdren Punkten (%, u* ) und (x%;, u};), die durch die stationéren System-
gleichungen

0=Ax) + Bu),, vy,=Cz} (5.17)
0=Ax;+ Buy, yp=Czj '

definiert sind. Die Aufgabe der Vorsteuerung ist nun, eine geeignete Steuertrajektorie
u*(t) auf dem Zeitintervall [0, 7] so zu bestimmen, dass das System (5.1) entlang nomi-
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T, Ty x* UR y u , x y(t) =y (1)
— Vorsteuerung K T = Ax + Bu - C ——

Regler Strecke

Abbildung 5.2: Zwei-Freiheitsgrade-Regelungsstruktur mit linearem Zustandsregler fiir ein
lineares System.

neller Solltrajektorien a*(¢) und y*(¢), t € [0, 7] von dem stationdren Punkt x* zu dem
Zielpunkt xp tberfithrt wird, d.h.

z*(t) = Ax™(t) + Bu*(t) mit «"(0)=x,, «(7)= :I:B (5.18)
y'(t) = Cz’(1) y () =vi, v(1)= ‘
Dabei ist die Transitionszeit 7" im Hinblick auf die Systemdynamik (5. 1) und das Einhalten

moglicher Beschréankungen zu wéhlen.

Der zusétzliche Regler in Abbildung 5.2 ist notwendig um Anfangsabweichungen x, # x%
des Systems (5.1) auszuregeln. Im Falle von konsistenten Anfangsbedingungen, d.h. g =
x’ in (5.1) und in Abwesenheit von Stérungen wird die Regelabweichung x*(t) — «(t) in
Abbildung 5.2 verschwinden und somit ur = 0 gelten.

5.2.1 Definition des flachen Ausgangs

Die Eigenschaft der Flachheit wurde in den 1990er Jahren von Michel Fliess, Jean Lévine,
Philippe Martin und Pierre Rouchon fiir nichtlineare Systeme definiert. Diese Eigenschaft
ermoglicht u.A. die einfache Berechnung einer Vorsteuerung. Fiir lineare Systeme ist die
Flachheit einfach anwendbar und hingt mit der Steuerbarkeit zusammen.

Wenn ein System flach ist, so konnen sémtliche Zustands- und Stellgréfien in Abhéngigkeit
eines flachen Ausgangs und seiner Zeitableitungen dargestellt werden. Im Folgenden wird
die Definition der Flachheit fiir ein nichtlineares System der Form

= f(x,u), x(0)=x
y = h(z)
mit dem Zustand « € R"”, dem Eingang u € R™ und dem Ausgang y € R? angegeben.

(5.19)

Definition 5.1 (Flacher Ausgang) Das System (5.19) heifit (differenziell) flach, wenn
es einen fiktiven Ausgang z = [z1,...,2y,]" der gleichen Dimension wie u gibt, der die
folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) Die Griflen z;, i = 1,...,m lassen sich als Funktionen der Zustands- und Stellgro-
Ben x = [x1,...,2,]T € R" und u = [uy, ..., uy,] € R™ und einer endlichen Anzahl
von Zeitableitungen u( ) ,k=1,...,a; ausdriicken, d.h.

z=¢(x,uy,... ,ugal), e Uy ,uT(S’")) = ¢(x,u,u,... ,u(o‘)) : (5.20)
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(ii) Die Zustandsvariablen x und Stellgréfien w lassen sich als Funktionen von z =

(21, ..., 2m]T und einer endlichen Anzahl seiner Zeitableitungen zi(k), it=1,...,0;
darstellen, d.h.

sc:'(pm(zl,...,ziﬁl),...,zm7...,z,(,fm)) = Pa(2,2,...,29) (5.21)
w=Pu(z1,..., 20 2Pt = ap(2, 3, ., 20D (5.22)

(#ii) Die Komponenten von z sind differenziell unabhéngig, d.h. sie erfillen keine Dif-
ferenzialgleichung der Form

w(z,2,...,29)=0. (5.23)

Sind diese Bedingungen (fir das nichtlineare System (5.19) zumindest lokal) erfillt, so
heifit der fiktive Ausgang (5.20) flacher Ausgang und das System (5.19) heifst flach.

Der flache Ausgang z erlaubt die Parametrierung samtlicher Zustands- und Stellgréfien
als auch der Ausgangsgrofien in Form einer Funktion

y =1,z 2,...,20). (5.24)
In diesem Zusammenhang spricht man auch von dem inversen System X1
= f(x,u) x=Py(z,...,27)
¥: ¢ y=h(z) = Y u=qhy(z,...,20D) (5.25)
z=¢(x,u,...,u) y:¢y(z,...,z(7)),

das in Abbildung 5.3 verdeutlicht wird.

z u z

L 2—1 - 3 -

inverses System System

Abbildung 5.3: Veranschaulichung des inversen Systems.

Beispiel 5.3 Betrachtet wird das nichtlineare System

B = —2 +u
By =1 — 75 (5.26)
Yy=2=a.

Fin flacher Ausgang des Systems ist z = xo. Wie man durch zweimaliges Differenzieren
von z leicht tberprifen kann, lassen sich die Zustinde xq, xo, die Stellgriffe u und der
Ausgang y in Abhdngigkeit von z, z und Z wie folgt parametrieren

T = 2242 = ,1(2,2)

To = 2 = 1/)352(2)

u = 22 +3222 4+ 2 = Yu(z,2, %) (5.27)
y = 23+2 = ,(z,2).
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Die Bedeutung des flachen Ausgangs z fiir den Entwurf einer Vorsteuerung ist direkt
ersichtlich, da mittels der Beziehungen (5.21)-(5.24) auf einfache Weise Steuer- und Soll-
trajektorien

z*(t) =Yg (2°(1), .. ., z*®) (1))
uw(t) = P (2°(t),..., 20D (1)) (5.28)
Yy (t) = 9y (z*(t), e z*('y)(t)) , te€]0,T]

in Abhéngigkeit einer flachen Solltrajektorie z*(¢) bestimmt werden kénnen.

Der flache Ausgang ist hiufig physikalisch oder anschaulich erklarbar. Allerdings ist im
allgemeinen nichtlinearen Fall die Untersuchung, ob das System (5.19) flach ist und die Be-
stimmung eines flachen Ausgangs z eine nicht-triviale Angelegenheit. Wie sich im néchsten
Abschnitt zeigen wird, vereinfacht sich dieses Problem fiir lineare Systeme erheblich, da
es in Verbindung mit der Steuerbarkeit gebracht werden kann.

5.2.2 Flacher Ausgang bei linearen Systemen

Eingrofienfall: Zunichst wird ein lineares System mit skalarer Stellgréfie v € R und
skalarem Ausgang y € R betrachtet

r=Ax -+ bu

y=c'z.

(5.29)

Geméif Definition 5.1 zeichnet sich ein (in diesem Fall skalarer) flacher Ausgang =z dadurch
aus, dass er alle Zustdnde @ und die Stellgrofle u parametriert. Dieser Zusammenhang ist
direkt iiber die Regelungsnormalform (2.123) bzw. (3.17) gegeben. Durch Wahl von

Z:flth.’E

und sukzessives Ableiten gilt

z 5/’1 tT
Z 7 tTA
= "7 |= (5.30)
Z(n—l) i'n tTAn—l
—— N——
T T
sowie '
W=, =tTA"z +t" A" 'bu. (5.31)
1

Offensichtlich lassen sich & und u aus den Gleichungen (5.30) und (5.31) berechnen.
Somit stellt der erste Zustand der Integratorkette der Regelungsnormalform einen flachen
Ausgang dar.
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Satz 5.2 (Flacher Ausgang fiir lineare Systeme — Eingrofienfall) Unter der An-
nahme, dass das lineare System (5.29) steuerbar ist, stellt

z=t'x (5.32)

einen flachen Ausgang von (5.29) dar, wobei t' gemdf} (3.16) die letzte Zeile der inversen
Steuerbarkeitsmatriz (2.113) ist. Durch den flachen Ausgang z und seine Zeitableitungen

&=2%...,207D]T (5.33)
sowie 2™ lassen sich der Zustand x, die Stellgrife u und der Ausgang y ausdriicken
x=T"'%, u=zz"—tTA"T g, y=c'T 'z, (5.34)

wobei die Transformationsmatriz T durch (3.16) gegeben ist.

Auch im linearen Fall hat der flache Ausgang z hiufig eine physikalische oder anschauliche
Bedeutung, wie es im folgenden Beispiel zu sehen ist.

Beispiel 5.4 (Inverses Pendel) Betrachtet wird das inverse Pendel in Abbildung 1.15
mit dem Zustandsvektor Ax = [Ag, Ag, Az, Ady|T und dem Modell (1.74), das aus
der Linearisierung um die obere Ruhelage g = (0,0, 2R, 0|7 hergeleitet wurde. In Bei-
spiel 2.11 wurde bereits die inverse Steuerbarkeitsmatrix le, die Transformationsmatriz
T und die Regelungsnormalform (2.131) angegeben. Mit der letzten Zeile t7 von le mn
(2.129) lautet der flache Ausgang (5.52)

[2 4M [ AM
po LmadaM) o Um+daM) (5.35)
9¢g 6g
Durch Multiplikation erhdlt man die neue Griffe
_ 6g 2
=7 = Az, + -lA, 5.36
*T T lmyaan) ¢ T Ate T glad (5-36)

die ein Vielfaches von z ist und somit ebenfalls einen flachen Ausgang darstellt. Die
Bedeutung von z lisst sich mit Hilfe von Abbildung 1.15 erkldren: Z beschreibt (fir kleine
Winkel ¢) den Punkt auf dem Pendelarm, der auf 2/3 der Pendellinge liegt.

Mehrgrof3enfall: Fiir die Definition des flachen Ausgangs fiir lineare Mehrgrofiensysteme

r = Az + Bu

5.37
Y= Ca (5.37)
kann die Regelungsnormalform (3.41) im Mehrgrofienfall herangezogen werden. In Analo-
gie zum Eingrofenfall stellen die ersten Zustédnde Z;;, ¢ = 1,...,m der Integratorketten
der Regelungsnormalform (3.41) den flachen Ausgang dar.
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Satz 5.3 (Flacher Ausgang fiir lineare Systeme — Mehrgrofienfall) Unter  der
Annahme, dass das lineare System (5.37) steuerbar ist, stellt

einen flachen Ausgang von (5.29) dar, wobei t] gemdfs (3.40) die Z;’:l pj-te Zeile der
inversen reduzierten Steuerbarkeitsmatriz (3.85) ist. Durch den flachen Ausgang z und
seine Zeitableitungen

& =[z,%,... ,z%pl_l), ey 2oy By ey 28T DT
sowie z%pl), .. .,zy(r’;m) lassen sich der Zustand x, die Stellgrofie w und der Ausgang y
ausdriicken
z%pl) tiA”
x=T"'%, u =| : |- : T '%, y=CT 'z, (5.38)

wobei die Transformationsmatriz T durch (3.39) gegeben ist.

Die Wahl des flachen Ausgangs ist vor allem im Mehrgréfenfall nicht eindeutig. Dies soll
in der folgenden Aufgabe verdeutlicht werden.

Aufgabe 5.2 Fiir das System (3.36) wurden die Vektoren t{ und tJ in (3.47) berechnet.
Somit ist ein flacher Ausgang durch 27 = [21, z5] = |12, 23] gegeben. Zeigen Sie, dass

[

einen alternativen flachen Ausgang fir das System (3.36) darstellt.

5.2.3 Flachheitsbasierte Vorsteuerung

In Abschnitt 5.2.1 wurde bereits erwéihnt, dass sich die Flachheitseigenschaft besonders
zum Entwurf einer Vorsteuerung im Rahmen der Zwei-Freiheitsgrade-Regelung (Abbil-
dung 5.2) eignet. Als Steuerungsaufgabe wird der Ubergang zwischen den stationiren
Punkten x* — x}; in einem vorgegebenen Zeitintervall [0, 7] betrachtet, wobei % und
x}; durch (5.17) definiert sind.

Eingrofienfall: Im Folgenden wird zunéchst das System (5.29) mit einer skalaren Stell-
groBe bzw. einem skalaren Ausgang z betrachtet, fiir das sich die stationéren Gleichungen
(5.17) zu

0=Az’ +bu’y, yi=c'z}

0=Axy +buly, yg=c'zy (5-39)
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ergeben. Zur Berechnung einer flachheitsbasierten Vorsteuerung geméafl (5.34) bedeutet
dies zunichst die Planung einer n-mal stetig differenzierbaren Solltrajektorie z*(t) €
C", t € [0, 7] mit den 2(n + 1) Randbedingungen
Z*(i)<0)

tTa =0, i=1,...,n
S ‘ (5.40)
t'xy, =0, 1=1,...,n.
Die geeignete Konstruktion von z*(t) mittels eines polynomialen Ansatzes wird in Ab-
schnitt 5.2.4 gezeigt. Wenn man nun z*(¢) in die Flachheitsparametrierungen (5.34) ein-

setzt, so ergeben sich die Solltrajektorien

() =T '&(t) wit ()= [2"(t),..., 2" V)]
ut(t) = 270 — T AT B (t) (5.41)
y'(t)=c"T'a*(t), tel0,T].

Da fiir die flache Solltrajektorie an den Réndern t = 0 und ¢t = T Stetigkeit bis zur n-ten
Ableitung 2*(™ (t) gefordert wird, ergibt sich eine stetige Steuertrajektorie u*(t) € C°.

Mehrgroéflenfall: Bei der Betrachtung des linearen Systems (5.1) mit der vektorwerti-
gen Stellgrofie w € R™ definieren sich die stationdren Punkte x% und x}; durch (5.17)
und ein flacher Ausgang z = [21,...,2,]" kann mit Hilfe von Satz 5.3 bestimmt wer-
den. Analog zum Eingrofienfall konnen nun p;-mal stetig differenzierbare Solltrajektorien
zf(t) € Cri, t € [0,T) geplant werden, die die Randbedingungen

0,
| (5.42)
, z:(J)(T):O, i=1,...,m.

erfilllen. Mit den flachen Solltrajektorien z}(t), ¢ € [0,7] ergeben sich x*(t) sowie die
Steuerung w*(t) aus der Parametrierung (5.38)

2 (t) = T-'%*(t) mit :f:*(t):[zf(t),...,zf(pl_l)(t),...,z*(pm”(t)]T

ZI(pl)(t) tIAm
wity=|  |[-|  |T&W (5-43)
Z;Epm)(t) t;APrn

y*(t) = CT '&*(t), tel0,T]

Aus der Forderung, dass die flachen Solltrajektorien bis zur p;-ten Ableitung 2 (p=9) () an
den Réndern t = 0 und ¢t = T stetig sein sollen, lasst sich schlieflen, dass die Steuertra-
jektorie u*(t) bei t = 0 und ¢t = T ebenfalls stetig ist.

5.2.4 Polynomiale Solltrajektorien

Eine gebréduchliche Methode zur Konstruktion von Solltrajektorien, die stationédre Rand-
bedingungen der Form (5.40) bzw. (5.42) miteinander verbinden, sind polynomiale Ansét-
ze. Dazu wird der Einfachheit halber der Fall eines skalaren flachen Ausgangs z betrachtet.
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n | Pnt1 Pny2 Pny3 Pr+a Pn+s Prn+6  Pnt7  Pnt8
1 3 -2
2 10 -15 6
3 35 -84 70 -20
4| 126 -420 540 -315 70
5| 462  -1980 3465 -3080 1386 -252
6| 1716  -9009 20020 -24024 16380 -6006 924
716435 -40040 108108 -163800 150150 -83160 25740 -3432

Tabelle 5.1: Koeffizienten der polynomialen Solltrajektorie (5.44) fir n=1,...,7.

Die Planung einer n-fach stetig differenzierbaren Solltrajektorie z*(t) € C™,t € [0,T7], die
die Randbedingungen (5.40) erfiillt, kann iiber das Polynom

2n+1 t i
S0 =5+ G- Yo (7)

i=n-+1

(5.44)

erfolgen. Aus der speziellen Struktur von (5.44) ist erkennbar, dass die Randbedingun-
gen an der Stelle t = 0 bereits erfiillt sind. Die n + 1 verbleibenden Parameter p;, i =
n+1,...,2n+1 miissen nun so bestimmt werden, dass z*(t) die verbleibenden n+1 Rand-
bedingungen (5.40) an der Stelle t = T erfiillt. Dies resultiert in einem Gleichungssystem
fiir die Koeffizienten p; mit der Losung

I LR

- =n+1,....2n+1.
il —n—Dlent1—q b

(5.45)
In Tabelle 5.1 sind die Koeffizienten p; fiir die Differenzierbarkeitsordnungen n =1,...,7
aufgelistet. Die daraus resultierenden Trajektorien (5.44) sind in Abbildung 5.4 dargestellt.

Im MehrgroBenfall kann (5.44) zur Planung der einzelnen Trajektorien z;(t) € C des
flachen Ausgangs z = [zy,..., 2" verwendet werden, indem die Differenzierbarkeitsord-
nung n im Polynomansatz (5.44) durch p; ersetzt wird.

1

0.8

0.2}

0 0.5 1 1.5 2
Zeit t

Abbildung 5.4: Polynomiale Solltrajektorie (5.44) fir n € {1,...,7}.
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Beispiel 5.5 (Simulationsbeispiel) Fir das inverse Pendel in Abbildung 1.15 sollen
eine Vorsteuerung und Solltrajektorien berechnet werden, um das Pendel in T = 2.5 s um
1'm zu versetzen. Mit dem Zustand Ax = [A¢, Ag, Az, Ady|T lauten die stationdren
Punkte

Az’ =10,0,0,0]", Axj=10,0,1m,0]". (5.46)

bzw. fir den flachen Ausgang (5.85) gilt
d=tlx, Zp=txp. (5.47)

Die Solltrajektorie z*(t) € C™ muss (n = 4)-mal stetig differenzierbar sein und folgt
aus (5.44) und den entsprechenden Koeffizienten aus Tabelle 5.1 mit der Ubergangszeit
T = 2.5s. Mit den Parametern | =1m, m = 1kg, M = 1kg und g = 9.81 m/s* und der
Transformationsmatriz T in (2.130) konnen die Solltrajektorien x*(t) fir die Zustinde
aus (5.41) berechnet werden

A¢*(t) 0 0 ~12 0 2*(t)
Ad*(t) | 0 0 0 —12| | 2@
A T =2 0 08 o ||z |0 TEOTL 549
At (t) 0 —11.772 0 0.8 | [*®)(¢)
z*(t) 7! 7 (1)
wdhrend sich die Steuerung zu
2*(t)
wt(t) = 2@ () — T AT : = 2*W(t) — 23544 5%(t), te[0,T]  (5.49)

ergibt. Abbildung 5.5 stellt die Solltrajektorien und die Vorsteuerung u*(t) fir das seitliche
Versetzen des inversen Pendels dar, die gemdf$ den obigen Beziehungen mit Hilfe von

Ag* [deg]

0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Zeit t Zeit t

0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Zeit t Zeit t

Abbildung 5.5: Flachheitsbasierte Solltrajektorien fiir das seitliche Versetzen des inversen
Pendels um 1m in 7" = 2.5s (Beispiel 5.5).
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MATLAB berechnet wurden. Zusdtzlich ist die Trajektorie des normierten flachen Ausgangs

(5.56)

(1) = _l(m—6|——g4]\4) (8) = Az (8) + %z N

= Az (t) + 0.667 Ap*(t), t€[0,T]
dargestellt, der fir ¢ << 1, d.h. sin¢ ~ ¢, den Punkt
-
Pgl = |xy + %lsinqﬁ, %lcos qb]

des Pendels auf der Hdéhe %l beschreibt. In den Momentaufnahmen in Abbildung 5.6 ist
P%l ebenfalls dargestellt, um den flachen Ausgang z bzw. Z zu illustrieren.

Abbildung 5.6: Momentaufnahmen des inversen Pendels mit Darstellung des Punktes P% !
zur Veranschaulichung des flachen Ausgangs (Beispiel 5.5).

5.2.5 Stabilisierende Regelung um die Trajektorie

In der Zwei-Freiheitsgrade-Regelkreisstruktur (Abbildung 5.2) wird die Regelung zur Sta-
bilisierung und Robustifizierung des Systems um die Solltrajektorie &*(¢) verwendet. Das
geregelte System in Abbildung 5.2 sowie die Vorsteuertrajektorien a*(t), w*(t) erfiillen
die Systemgleichungen

z(t) = Az(t) + B(u*(t) — Ke,(t)), x(0) ==

z*(t) = Az*(t) + Bu*(t). (5.50)

mit dem Zustandsfolgefehler e, (t) = x(t) — x*(t). Wenn man nun die Beziehungen (5.50)
voneinander abzieht, erhélt man das Zustandsfehlersystem

éx(t) = (A—BK)ez(t), ez(0)=xy—x*(0). (5.51)
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Die Reglermatrix K kann also mit den in Kapitel 3 beschriebenen Verfahren entworfen
werden, um das Fehlersystem (5.51) asymptotisch zu stabilisieren. Im Falle von Stérungen
kann alternativ ein PI-Zustandsregler geméafl Abschnitt 3.6.2 entworfen werden.

Beispiel 5.6 (Simulationsbeispiel) Im Sinne der Zwei-Freiheitsgrade-Regelung soll
die Vorsteuerung fir das inverse Pendel (Beispiel 5.5) durch einen Regler unterstiitzt
werden. In Beispiel 3.8 wurde bereits ein LQR-Regler mit der Reglerverstirkung (3.119)

kT =[-6421 —15.01 —3.16 —6.22]

entworfen, so dass die Dynamikmatrizc Ar = A — bk’ im geschlossenen Kreis asympto-
tisch stabil ist. Fir die Zwei-Freiheitsgrade-Regelung in Abbildung 5.2 ergibt sich somit
das Regelgesetz

Aug(t) = k" <Aaz*(t) — A:c(t)> :
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