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Kapitel 1

Dynamische Systeme

1.1 Der Systembegriff

Der Begriff eines Systems wird in den verschiedensten wissenschaftlichen und nichtwis-
senschaftlichen Bereichen verwendet, wobei dessen Bedeutung oft nicht klar definiert ist.
Einfach formuliert ist ein System die Verbindung unterschiedlicher Komponenten, die
miteinander in Interaktion stehen, zu einem Ganzen zum Zwecke der Durchfithrung be-
stimmter Aufgaben. Die Wechselwirkung eines Systems mit der Systemumgebung erfolgt
iiber die so genannten Eingangs- bzw. Ausgangsgrdfien, siehe Abbildung 1.1.

Eingangsgrofien Ausgangsgrofien
up —— — U1
Uy T System R Z
w, ——— I "

Abbildung 1.1: Systemdarstellung mit Ein— und Ausgangsgrofien.

Die Eingangsgrofien uy, us, ..., u,, sind dabei Grolen, die von der Systemumgebung auf
das System einwirken und nicht vom Verhalten des Systems selbst beeinflusst werden.
Man unterscheidet dabei zwischen Eingangsgroflen, mit denen man das System gezielt
(regelungstechnisch) beeinflussen kann (Stellgrifien) und Eingangsgrofien, die nicht un-
serer Kontrolle unterliegen (Stdorgrifien). Die AusgangsgroBen yq, ya, . . ., y, sind Grofen,
die vom System generiert werden und ihrerseits die Systemumgebung beeinflussen. Aus-
gangsgroflen, die messtechnisch erfassbar sind, nennt man auch Messgrdfien.

Im Folgenden betrachte man die zwei einfachen elektrischen Systeme von Abbildung 1.2,
nédmlich einen Widerstand und einen idealen Kondensator, mit der Eingangsgrofie i(t)
(Strom), der Ausgangsgrofie u(t) (Spannung) und der Zeit t.

Beim Widerstand R ist die Ausgangsgrofie zu jedem Zeitpunkt t eindeutig durch die
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Abbildung 1.2: Beispiel zu statischen und dynamischen Systemen.

Eingangsgrofie zum Zeitpunkt ¢ bestimmt, es gilt ndmlich

u(t) = Ri(t). (1.1)

Systeme dieser Art, deren Ausgangsgrofien lediglich vom Augenblickswert der Eingangs-
grofBen abhéngen, werden als statische Systeme bezeichnet.

Im Gegensatz dazu muss zur Berechnung der Spannung wu(t) des Kondensators C' zum
Zeitpunkt ¢ der Eingangsstrom i(7) fiir die gesamte Vergangenheit 7 < ¢ bekannt sein, da

gilt t .
u@:%[ :_/ &+bAﬁMr (12)

to) = Ug

Kennt man die Eingangsgrofie i(7) lediglich fiir das Zeitintervall ¢, < 7 < ¢, dann
muss zusédtzlich die Spannung des Kondensators zum Zeitpunkt ¢y als Anfangsbedingung
u(ty) = up bekannt sein. Wie man aus (1.2) erkennt, beinhaltet die Anfangsbedingung
die gesamte Information iiber die Vergangenheit 7 < t,. Man sagt auch, u(ty) beschreibt
den internen Zustand des Systems (Kondensator) zum Zeitpunkt ¢y. Systeme dieser Art,
deren Ausgangsgrofien nicht nur vom Augenblickswert der Eingangsgrofien sondern auch
von deren Vergangenheit abhéngen, werden als dynamische Systeme bezeichnet.

Wenn fiir ein System nach Abbildung 1.2, wie im Falle des Widerstandes und des Konden-
sators, die Werte der Ausgangsgrofien vy, ¥o, ..., Yy, zum Zeitpunkt ¢ ausschliefilich vom
Verlauf der Eingangsgrofien uy (1), ua(7), ..., un(7) fir 7 < t abhéngen, dann nennt man
das System kausal. Da alle technisch realisierbaren Systeme kausal sind, werden wir uns
im Folgenden auf diesen Fall beschrinken.

Die bisherigen Uberlegungen erlauben uns nun die allgemeine Definition der Zustandsgro-
en eines dynamischen Systems anzugeben:

Definition 1.1 (Zustand) FEzistieren fir ein dynamisches System Grifien xq,..., %,
mit der Eigenschaft, dass die Ausgangsgrofien yi, ya, ..., y, 2u einem beliebigen Zeitpunkt
t eindeutig durch den Verlauf der Eingangsgrofien uy (7), ug (T), ..., um (7) auf dem In-
tervall tg < 7 < t und den Werten von x1(ty), ..., x,(ty) fir ein beliebiges ty festgelegt
sind, dann heiffen die Grofien xy,...,x, Zustandsgrofen des Systems.

Dynamische Systeme, die sich durch eine endliche Anzahl n von Zustandsgrofien charak-
terisieren lassen, werden auch als Systeme mit finitem Zustand der Ordnung n bezeichnet.

Systemtheorie (WS 2010/2011) ©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen
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Diese Systeme mit finitem Zustand, oft auch konzentriert-parametrische Systeme genannt,
werden durch mathematische Modelle in Form von gewohnlichen Differentialgleichungen
und algebraischen Gleichungen beschrieben. Im Rahmen dieser Vorlesung schrianken wir
uns auf jene Systemklasse mit finitem Zustand ein, die eine Beschreibung durch ein ezpli-
zites mathematisches Modell folgender Form erlaubt:

Loy = filwr,.. T w, . U, t) z1(to) = @10
d
Sxy = folw1,...,Tp, UL, ... Up,t) Ta(to) = @2,
ETRLD 2(71 1 ) 2(to) 2,0 (1.3)
\d%l‘n = fn(xlw"axnaula"' um7t> ) xn(tO) :an,o
Zustandsdgln. mitVAnfangsbedingung
Y1 = hl(xl,...,xn,ul,...um,t)
Yoz = h2($1,...,l’n,u1,...um,t)
Yp = hp(x1, .., Tn U, .. Uy, t)
Ausganggéleichung
Fasst man die Eingangs-, Ausgangs- und Zustandsgréfen zu Spaltenvektoren
Uy Y1 Ty
Uz Y2 T2
Um Yp Tn

zusammen und schreibt zur Vereinfachung der Notation an Stelle von % einen Punkt iiber

die abzuleitende Grofle, dann lésst sich (1.3) in kompakter Vektorschreibweise in der Form

= f(x,u,t) mit x(tH) =z (1.5)
y = h(x,u,t) (1.6)

angeben. Die Groflen uw, y und @ werden einfach als Fingang, Ausgang und Zustand des
dynamischen Systems bezeichnet.

Wird der Zustand « als Element eines n-dimensionalen Vektorraumes betrachtet, dann
nennt man diesen Vektorraum auch Zustandsraum. Der Zustand eines Systems zum Zeit-
punkt ¢ kann dann als Punkt im n—dimensionalen Zustandsraum dargestellt werden. Die
Kurve all dieser Punkte im Zustandsraum fiir verdnderliche Zeit t in einem Zeitintervall
wird auch als Trajektorie bezeichnet, siehe Abbildung 1.3 zur Veranschaulichung einer
Trajektorie im 3-dimensionalen Zustandsraum.

1.2 Physikalische Beispiele

In den folgenden Abschnitten werden einige Beispiele aus verschiedenen physikalischen
Bereichen betrachtet und ihre Modellierung als dynamische Systeme diskutiert.

Systemtheorie (WS 2010/2011) ©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen
Institut fiir Mess—, Regel— und Mikrotechnik, Universitdt Ulm



1.2 Physikalische Beispiele Seite 4

x1

Abbildung 1.3: Veranschaulichung einer Trajektorie im Zustandsraum (z € R3?).

1.2.1 Elektrisches System

Abbildung 1.4 zeigt einen Serienschwingkreis mit der Eingangsspannung u(t) und der Aus-
gangsspannung y(t). Das mathematische Modell kann unmittelbar aus der Maschenregel
(Kirchhoffsche Gesetze)

0 = —u(t) + uc(t) + ur(t) + y(t) (L.7)

und den Bauelementgleichungen

d

Kondensator C: Cauc(t) =1i(t) mit uc(0) =ucp

d
Induktivitit L: Lsilt) = us(t) mit i(0) = io (1.8)
Widerstand R: Ri(t) = y(t)

hergeleitet werden.

Wiéhlt man als Zustandsgrofien den Strom i(t) durch die Induktivitdt und die Spannung
uc(t) am Kondensator, dann erhélt man unmittelbar die Zustandsdifferentialgleichungen

wli]= 1y g [T [ 1
und die Ausgangsgleichung
y(t)=[0 R] {“ZC(S)} . (1.10)

Die Losung der Zustandsdifferentialgleichungen fiir « (¢) = 0 unter den Anfangsbedingun-
gen uc (0) = ucp bzw. i (0) = ig sind in der folgenden Tabelle fallabhéngig dargestellt:

Systemtheorie (WS 2010/2011) ©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen
Institut fiir Mess—, Regel— und Mikrotechnik, Universitdt Ulm
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uc(t)
T uL(t)
ity |l b
C
u(t) | O A
i(t)
. o
Abbildung 1.4: Serienschwingkreis.

Fall a) uc (t) = exp (—7t) <<;uco + zo> sin (wt) + uc,o cos (wt))

1 R T (1.11)
\/ﬁ > 5Y3 i(t) = —exp(— <(wzo + —uc 0> sin (wt) — ig cos (wt)>

1

Fall b) uc (t) = exp (—7t) <<;UC’,O + wig) sinh (wt) + uc, cosh (wt))

1 R _ : (1.12)
\/ﬁ < 5Y3 i(t) = —exp (—7t) ((wio + wLuC’O) sinh (wt) — 7o cosh (wt)>

2 1. 2

Fall ¢) uc (t) = exp <_RCt> <<CZO + RCUC’O> t+ UC,0>

1 R 5 5 A (1.13)
—ﬁ =57 i(t) = —exp <_RCt> <<RC'ZO+R CUCO>t_i0>

wobei

R L (RY
T=op WM w=\or \ar) -

gilt. Offensichtlich unterscheidet sich das Schwingverhalten in Abhéngigkeit der Félle a)
bis ¢). In Abbildung 1.5 sind die Trajektorien fiir die Félle a), b), ¢) mit den Parametern
L =C =1und R € {1,2,3} sowie den Anfangsbedingungen uco = 2, ip = 1 fiir das

Zeitintervall 0 < ¢ < 10 dargestellt.

Aufgabe 1.1 Berechnen Sie zum elektrischen Kreis nach Abbildung 1.6 die Zustands-
dgln. und die Ausgangsgleichung fiir y = 1. Wdhlen Sie dazu geeignete Zustandsgrdfien

und verwenden Sie die Kirchhoffschen Gesetze.

Losung: Wenn iy und uc als Zustandsgroffen gewdhlt werden, ergibt sich

3 Ri1Rs> - Ry -
Zustandsdgln. % [Zl(t)] = [_L(%llJrRz) L(RIYRQ)] [Zl(t)

uc(t) C(Ri+R2)  C(Ri+R2) uC(t)
R 1 i (t)
Ausgangsgl. v(t) = |mim  mom) {uc(t)l

Systemtheorie (WS 2010/2011) ©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen
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Fall a)

— — -Fall b) ,
= = Fall ¢) \

uL(t) UL@)» )
— IRC
i) L e
u(t) () Ry Ry
y(t) = ia(t)

Abbildung 1.6: Elektrischer Kreis zu Aufgabe 1.1.

1.2.2 Mechanisches System

In Abbildung 1.7 ist ein einfaches Feder-Masse-Dampfer-System mit einer auf die Masse
m in z-Richtung wirkenden externen Kraft F'(¢) dargestellt. Fir die Riickstellkraft der
Feder und die Dampferkraft gelten die Beziehung

Fk (t) =kx (t) s Fd (t) = d%l’ (t) . (114)

Damit erhélt man das mathematische Modell unmittelbar aus dem Impulserhaltungssatz
in z-Richtung zu
d? d
mp® (t) = —kx(t) — dEx (t)+ F(t) . (1.15)
Wiéhlt man als Eingangsgrofie des Systems die Kraft F' (¢) und als Zustandsgrofen die Po-
sition () und die Geschwindigkeit v (t) = $a (¢) der Masse m, so lauten die zugehorigen

Zustandsdifferentialgleichungen ~at
%ng] i [_%0 _%1] [igg} ’ {g] P - (1.16)

Systemtheorie (WS 2010/2011) ©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen
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Masse m

mg

Abbildung 1.7: Feder-Masse-Dampfer—System. Abbildung 1.8: Einfachpendel.

Vergleicht man das mathematische Modell (1.16) mit jenem des elektrischen Serienschwing-
kreises (1.9), so erkennt man, dass diese die gleiche Struktur besitzen. Die zum mecha-
nischen System analogen Grofien im Serienschwingkreis lassen sich der folgenden Tabelle
entnehmen:

’ Mechanische Grofle: \ = \ Elektrische Grofle: ‘
Weg: x (t) Ladung: gc (t) = Cuc (t)
Geschwindigkeit: v (t) d (1) St o (t) d (t)y=C d (1)

eschwindigkeit: v (t) = —x rom: i =— =C—u
R dt W= gt dt"c
Kraft: F (t) Eingangsspannung: u ()
Masse: m Spule (Induktivitét): L
Federkonstante: k Kondensator (1/Kapazitit): 1/C
Déampfungskonstante: d Widerstand: R

Aufgabe 1.2 Zeigen Sie mit Hilfe obiger Tabelle, dass man durch Ersetzen der mecha-
nischen Grofien durch die dquivalenten elektrischen Groflen in (1.16) unmittelbar (1.9)
erhdlt. Bestimmen Sie die Losung der Zustandsdifferentialgleichung (1.16) fir F (t) =0
und die Anfangswerte x (0) = xo sowie v (0) = vy mit Hilfe von (1.11)-(1.13).

Als weiteres mechanisches Beispiel wird das mathematische Einfachpendel mit der Stablén-
ge | und der Punktmasse m in Abbildung 1.8 betrachtet. Als Ausgangsgrofie dient die
horizontale Auslenkung der Masse. Da die Punktmasse m kein Trigheitsmoment besitzt
und der Stab der Lénge [ als masselos angenommen wird (deswegen “mathematisches”
Pendel), reduziert sich das Tragheitsmoment des Pendels um den Aufhéngepunkt auf den
Steinerschen Anteil

J=mi*.

Die angreifende Gewichtskraft mg bewirkt das riickstellende Moment

M = —mglsin ¢

Systemtheorie (WS 2010/2011) ©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen
Institut fiir Mess—, Regel—- und Mikrotechnik, Universitdt Ulm
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in Abhéingigkeit des Pendelwinkels ¢. Das dynamische Modell des Pendels ergibt sich mit
Hilfe des Drallsatzes Jw = M und der Winkelgeschwindigkeit w = ¢ zu

d

Zustandsdgln. Egzﬁ =w
d g (1.17)
=7 sin ¢ .

Ausgangsgleichung y=Ising.

1.2.3 Hydraulisches System

Ein Speiserohr fordert einen Volumenstrom ¢ in einen Behélter, dessen Pegelhthe mit A
bezeichnet wird. Aus diesem Behélter fliefit durch ein Abflussrohr der Volumenstrom ¢,
in einen zweiten Behélter mit der Pegelhche hs, aus dem wieder ein Abfluss ¢y stromt
(siche Abbildung 1.9).

N ¢
h a
1
A /\
N q1
h a
2
N /

§QQ

Abbildung 1.9: Zwei—Tank—System.

Die Eingangsgrofie des Systems ist der Volumenstrom ¢ und als Ausgangsgrofie wird der
Abfluss aus dem zweiten Behélter g gewéhlt. Einfachheitshalber sei angenommen, dass
sdmtliche Behélter die gleiche Querschnittsfliche A haben und die Querschnitte der Ab-
flussrohre generell den gleichen Wert a aufweisen. Die Bilanzgleichungen fiir die beiden
Behélter lauten dann

d d
Adthl — {1, Adt hg =(q1 —(qy. (118)

Der Zusammenhang zwischen Pegelhtohe und Abfluss kann in guter Ndherung durch die
Ausflussformel von Torricelli

a1 :CL\/Qghl, G2 = an/ Q_th, hl,hg 2 0 (119)

berechnet werden, wobei g die Erdbeschleunigung bezeichnet. Damit errechnen sich die
Zustandsdifferentialgleichungen zZu

A hl —CL\/_\/_+ q hl Z O
AEhQZG\/%(\/h_l—\/h:> he >0

(1.20)

Systemtheorie (WS 2010/2011) ©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen
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und die Ausgangsgleichung ergibt sich in der Form

g2 = ay/2ghs . (1.21)

Aufgabe 1.3 FErweitern Sie das Zwei-Tank-System von Abbildung 1.9 zu einem Drei-
Tank-System. Nehmen Sie dabei an, dass As die Fliche und hs die Pegelhohe des dritten
Behdlters ist und dass das Abflussrohr aus dem dritten Behdlter eine Querschnittsfliche
ag aufweist. Berechnen Sie die Zustandsdifferentialgleichungen und die Ausgangsgleichung
fiir den Abfluss q3 aus dem dritten Behidlter.

Lésung:
Zustandsdgin. A%hl = —a\/29\/hy +q hy >0
A%f@za@(ﬁ—\/h_z) hy >0
A;;%hg = /29 (a\/h_Q _ ag\/h_3> hs >0

Ausgangsgl. g3 = as\/2ghs

1.2.4 Biologisches System

Betrachtet man die Rauber-Beute-Beziehung zweier Populationen, so kann die dynamische
Populationsentwicklung mit Hilfe der Lotka—Volterra-Differentialgleichungen beschrieben
werden. Bezeichnet man nun die Anzahl der Beutetiere mit x; und die der Rauber mit
xo, dann lautet das zugehorige mathematische Modell

—T1 = ary — b.fll'lfl'g s .1'1(0) =T1,0
C}f (1.22)
Eﬂ?g = —CT2 + d.TILUQ 5 .’L‘Q(O) = T20 -

Das mathematische Modell beruht dabei auf der Annahme, dass die Anzahl der Beutetiere
exponentiell mit der Wachstumsrate a > 0 zunimmt, wenn keine Rauber vorhanden sind.
Umgekehrt nimmt man an, dass bei Nicht-Vorhandensein von Beutetieren die Anzahl der
Réuber exponentiell mit der Rate ¢ > 0 abnimmt (Eigenkonkurrenz). Fiir den Fall, dass
beide Populationen vorhanden sind, setzt man die Anzahl der “feindlichen” Begegnungen
proportional dem Produkt der beiden Populationen an. Dabei liegt dem Modell der Ansatz
zu Grunde, dass die Anzahl der Beutetiere mit den “feindlichen” Begegnungen dezimiert
(Proportionalitdtskonstante b > 0) und die Anzahl der Réuber erh6ht (Proportionalitits-
konstante d > 0) werden.

Abbildung 1.10 zeigt das Verhalten der Populationen in der (x1, x2)—Ebene fiir die spezielle
Wahl a = b=d = 1und ¢ = 1 (Fall a) bzw. ¢ = 2 (Fall b). Die Anfangsbedingungen
in (1.22) sind 19 = 229 = 2. Wie man erkennt, weist das Rauber-Beute-Modell eine
geschlossene Trajektorie, auch Grenzzyklus genannt, auf. Im Fall b) profitiert offensichtlich
die Beutepopulation von der hoheren Eigenkonkurrenzrate ¢ = 2 der Réauber.
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3 ‘

Fall a)
Fall b)

0 0.5 1 15 2 25 3 3.5

Abbildung 1.10: Trajektorien des Réduber-Beute-Systems mit z1 9 = 229 = 2 sowie den
Parametern a =b=d =1 und ¢ = 1 (Fall a) bzw. ¢ = 2 (Fall b).

1.3 Linearitit und Zeitinvarianz

Wie man sich an Hand des Beispiels von Abbildung 1.11 einfach iiberzeugen kann, ist es
nicht méglich, die Linearitit eines Systems in der Form zu beurteilen, dass man sagt “Ein
System ist nichtlinear, wenn es ein nichtlineares Element beinhaltet.”

I
—

o~
S—

Abbildung 1.11: Aquivalente Schaltungen.

Daher soll zunéchst mathematisch korrekt klassifiziert werden, wann ein System der Form
(siehe auch (1.5))

z = f(x,u,t) mit x(ty) = xo (1.23)
y = h(x,u,t) (1.24)

mit dem Zustand & € R", dem Eingang u € R™ und dem Ausgang y € RP linear ist.
Dafiir sei angenommen, dass ¢ (xg,u (t),t) die Losung der Differentialgleichung (1.23)
zum Zeitpunkt ¢ fiir den Anfangswert x (tg) = ¢ und die Eingangsgrofie w (1), to < 7 < ¢,
bezeichnet.

Definition 1.2 (Linearitit) Das System (1.23), (1.24) nennt man linear, wenn fir al-
le (zuldssigen) Eingangsgrofien w (t) und jeden beliebigen Anfangszeitpunkt to > 0 die
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Ausgangsgrofie y (o, u,t) = h (@ (xo,u (t),t),u(t),t) zu jedem Zeitpunkt t > to die
folgenden Bedingungen mit o, awo, b1, P2 € R erfillt:

Y (1201 + @20 2,0,t) = aqy (201,0,t) + a2y (o2, 0,1) (1.25)
y(0761u1 +52’U;2,t) = Bly (0,’(1,1,25) +/82y (07u27t) (126)
y (zo, u,t) =y (20,0,t) + y (0,u,1) (1.27)

Dabei bezeichnet man die Eigenschaft (1.25) auch als das Superpositionsprinzip oder Zer-
legungseigenschaft hinsichtlich der Anfangswerte (Nulleingangslinearitit), (1.26) als das
Superpositionsprinzip hinsichtlich der EingangsgroBen ( Nullzustandslinearitdt) und (1.27)
als das Superpositionsprinzip hinsichtlich der Eingangsgréfien mit den Anfangswerten.

Aufgabe 1.4 Ist das System
rT=24u, y==x

mit dem Eingang u, dem Ausgang y und dem Zustand x linear? (Lésung: nein)

Es gilt nun folgender Satz:

Satz 1.1 Das System (1.23), (1.24) ist genau dann linear, wenn es sich in die Form

i=A{t)z+B()u

y=C({t)x+ D (t)u (1.28)

tberfiihren ldsst.

Dabei bezeichnet die Matrix A (t) eine (n x n)-Matrix, B (t) eine (n x m)-Matrix, C (t)
eine (¢ x n)-Matrix und D (t) eine (p x m)-Matrix, deren Eintrége lediglich von der Zeit
t abhéngen diirfen.

Aufgabe 1.5 Sind die Systeme der Abschnitte 1.2.1-1.2.4 linear oder nichtlinear?

Eine weitere wichtige Eigenschaft dynamischer Systeme betrifft die Zeitinvarianz. Bevor
dieser Begriff erlautert wird, sei festgehalten, dass mit f (¢t —T), 7" > 0 im Folgenden
die um die Zeit T nach rechts verschobene Zeitfunktion f (¢) gemeint ist, siche dazu
Abbildung 1.12.

Definition 1.3 (Zeitinvarianz) Man nennt das System (1.23)-(1.24) zeitinvariant,
wenn fir alle (zuldssigen) Eingangsgrofien w (t) und jeden beliebigen Anfangszeitpunkt
to > 0 nachfolgende Bedingunyg fiir alle t > tq erfiillt ist: Bezeichnet y (t) die Ausgangsgro-
e des Systems zum Zeitpunkt t fiir den Anfangswert x (ty) = @y und die Fingangsgrifie
u(7), to <7 <t, dann ist y (t — T) die Ausgangsgrifle des Systems fir den Anfangswert
x (to+T) = xg und die Eingangsgroffe u (t —T), to+T <7 <t+T.

Aufgabe 1.6 Ist das System
r=24u, y==x

mit dem Eingang u, dem Ausgang y und dem Zustand x zeitinvariant? (Ldsung: ja)
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L f(D) LV f-T)
| N
to t to t0—|—T t

Abbildung 1.12: Zur Verschiebung einer Zeitfunktion.

Es gilt nun nachstehender Satz:

Satz 1.2 Das System (1.23), (1.24) ist genau dann linear und zeitinvariant, wenn es sich
i die Form
© = Ax+ Bu

(1.29)
= Czxz+ Du

tberfiihren ldsst.
Aufgabe 1.7 Sind die Systeme der Abschnitte 1.2.1-1.2. zeitvariant oder zeitinvariant?

Aufgabe 1.8 Betrachten Sie ein Forderband. Die am Bandanfang pro Zeiteinheit auf-
gebrachte Materialmenge wird mit u (t) bezeichnet, die am Ende pro Zeiteinheit abgewor-
fene mit x (t). Fir den Transportvorgang vom Bandanfang bis zum Bandende bendtigt
das Material die Zeit ty (Totzeit). Das System lisst sich vereinfacht durch die Gleichung
x(t) =u(t —tr) beschreiben. Ist das System linear und zeitinvariant? (Lésung: ja)
Lisst es sich durch ein Modell der Form (1.23), (1.24) beschreiben? (Ldsung: nein)

1.4 Existenz und Eindeutigkeit der Losung

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Frage beschéftigen, wann die Losung eines
Differentialgleichungssystems {iberhaupt existiert und unter welchen Voraussetzungen die-
se Losung eindeutig ist. Dazu sollen im ersten Schritt noch ein paar Begriffe eingefiihrt
werden. Sind f und h in (1.23), (1.24) nicht explizit von der Zeit ¢ abhéngig, dann ist das
System zeitinvariant. Ein zeitinvariantes, nichtlineares System hat also die Form

z=f(x,u) mit x (ty) = xo (1.30)
y=h(x,u) (1.31)
Wirken auf das System (1.23), (1.24) keine Eingangsgrofien w ein, oder ist der zeitliche

Verlauf der Eingangsgrofien festgelegt, dann heift das System frei. Ein freies, nichtlineares
System kann man also in der Form

z=f(x,1) mit x (tg) = xo (1.32)
y=h(z,t) (1.33)
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anschreiben. Ist das System (1.23), (1.24) frei und zeitinvariant, dann nennt man es au-
tonom, und es hat die Form

z=f(x) mit x (ty) = xo (1.34)
y=h(x) . (1.35)

Im Folgenden betrachte man das freie, nichtlineare System (1.32). Ohne Beweis sei fest-
gehalten, dass die Stetigkeit von f (x,¢) in den Argumenten x und ¢ zwar die Existenz
einer Losung garantiert, aber diese keinesfalls eindeutig sein muss.

Beispiel 1.1 Gegeben ist das System
&= a3 mit  x(0)=20=0. (1.36)

Man idiberzeugt sich leicht, dass x'/3 zwar stetig ist, aber die Differentialgleichung (1.36)
die folgenden zwei Losungen zuldsst:

ﬂt):(?)m und (1) =0, (1.37)

Der nachstehende Satz gibt nun eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz und Ein-
deutigkeit der Losung von (1.32) an:

Satz 1.3 (Lokale Existenz und Eindeutigkeit) Es sei f (x,t) stickweise stetig in t
und geniige der Abschditzung

I (z,t) = f (g, O < Lz —yll, 0<L<oo (1.38)

firallex, y € B={z € R"| ||z — x| <7} und alle t € [ty,to + 7|. Dann existiert ein
0 >0 so, dass
&= f(x,1) mit  x(ty) = xo (1.39)

genau eine Lisung fiirt € [tg,to + 0] besitzt. Dabei wird (1.38) auch als Lipschitz-Bedingung
und L als Lipschitz-Konstante bezeichnet.

Fiir das Beispiel (1.36) findet man in der Néhe von zy = 0 tatséchlich keine Lipschitz-
Konstante L, fiir die gilt [2'/3| < L |z|.

Wenn « (t) Losung des Differentialgleichungssystems (1.32) ist, genau dann geniigt diese
auch der Integralgleichung

x (t) ::co—i—/t flx(r),7)dr . (1.40)

Diese Beobachtung ist der Ausgangspunkt fiir die Methode der sukzessiven Approximati-
on nach Picard. Erfillt ndmlich f (z,t) von (1.32) die Bedingungen von Satz 1.3, dann
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konvergiert die nachstehende Folge von Funktionen

o (t) = X

21 (1) :$0+/t f (o (7),7)dr

T (1) = oo + /tt flxy (), 7)dr (1.41)

24 (8) = @0 + / F (i (7) 1) dr

gegen die eindeutige Losung von (1.32), es gilt also

x(t) = kll}rgo xy (t) . (1.42)

Beispiel 1.2 Als Beispiel berechne man die Losung des Systems
t=ar mit x(0)=xzy und a€R (1.43)

mit Hilfe der Methode der sukzessiven Approrimation nach Picard. Man tiberzeugt sich
leicht, dass in diesem Fall die Folge von Funktionen gemdfl (1.41) wie folgt aussieht:

Zo (t) = 2o

t
21 (t) = 2o + / axodr = xo (1 4 at)
0

t tZ
) (t) :$0+/ aXo (1+a7) dr =X (1—|—at+a2§> (144)
0

' t k-1
xk(t)—xo—i-/o axg <1+a7'+...+ak_1(k_1)!)d7'.

Damit erhdlt man unmittelbar fiir k — oo die bekannte Lisung

x(t) = lim x; (1) = xo (Z ak%> = zpe™ . (1.45)

Die Beschreibung der Losung mit Hilfe der Picard—Iteration wird in Kapitel 2 wieder
aufgegriffen werden, um die Losung der Transitionsmatrix fiir lineare dynamische Systeme
anzugeben.

1.5 Linearisierung nichtlinearer Systeme

Im Allgemeinen ist die gezielte Beeinflussung linearer, zeitinvarianter Systeme durch Re-
gelung bzw. Steuerung wesentlich einfacher als die nichtlinearer Systeme. Falls jedoch nur
kleine Auslenkungen des nichtlinearen Systems um eine Ruhelage bzw. einen Arbeitspunkt
oder von einer Solltrajektorie betrachtet werden, kann das nichtlineare System sehr haufig
durch ein lineares mathematisches Modell hinreichend gut angendhert werden.

Systemtheorie (WS 2010/2011) ©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen
Institut fiir Mess—, Regel— und Mikrotechnik, Universitdt Ulm



1.5 Linearisierung nichtlinearer Systeme Seite 15

1.5.1 Begriff der Ruhelage

In einem ersten Schritt betrachte man das freie, nichtlineare System nach (1.32)

i = f(x,t) . (1.46)

Definition 1.4 (Ruhelage) Man sagt xr € R" ist eine Ruhelage des Systems (1.46),
wenn die folgende Bedingung fiir alle Zeiten t > 0 erfiillt ist:

f(zr,t)=0 (1.47)

Wie man erkennt, hat die Ruhelage xy die Eigenschaft, dass das System (1.46) fiir alle
Zeiten t > 0 in dieser Ruhelage verharrt, sofern man in der Ruhelage startet. Nichtlineare
Systeme konnen eine beliebige Anzahl von Ruhelagen aufweisen.

Beispiel 1.3 Die folgenden drei Beispiele nichtlinearer Systeme besitzen eine unterschied-
liche Anzahl an Ruhelagen:

1) d=@-1)(-2)(x-3) = wp1=12R2=2, 253=3

2) i‘l = ZL'Q@_J;I

. _ =  xp={x € R*xy =0 und z, ist beliebig}
To = sin (x3)

3) = (2+1) = keine Ruhelage

Bei linearen, zeitinvarianten autonomen Systemen der Form
T =Ax (1.48)

mit £ € R" und der (n x n)-Matrix A gibt es entweder genau eine Ruhelage, namlich
xr = 0, oder unendlich viele Ruhelagen, wobei man die zwei Falle wie folgt unterscheidet:

A ist regular det (A) #0 xr = 0 ist die einzige Ruhelage

A ist singular det (A) =0 es gibt unendlich viele Ruhelagen

Aufgabe 1.9 Bestimmen Sie die Ruhelage(n) des Rduber—Beute—Modells (1.22) in Ab-
schnitt 1.2.4. (Losung: x1r = vop =0 und x1r = ¢/d, vogp = a/b)

Aufgabe 1.10 Berechnen Sie die Ruhelage(n) des linearen Systems

[?1]:[1 a]{ml] mit a,beR.
To b 1 i)

Losung: ba#1: xp=0
ba=1: xp={x € R}z r=—axopr und xopr ist beliebig}
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Im Falle von nichtlinearen Systemen (1.30) mit einem Eingang w € R™ muss man zur
Bestimmung der Ruhelagen xp fiir ein festgelegtes konstantes u = wpr die Losungen des
nichtlinearen Gleichungssystems

J(zr,ur) =0 (1.49)

bestimmen. In diesem Fall nennt man das Paar (ug,xpr) auch einen Arbeitspunkt des
Systems (1.30). Bei linearen, zeitinvarianten Systemen der Form

& = Ax + Bu (1.50)

gelten zur Bestimmung der Ruhelagen fiir konstantes u = wg die folgenden Bedingungen:

det (A) #0 xp = —A~ ' Bup einzige Ruhelage
det (A) = 0 und rang (A) = rang ([A, Bupg)) es gibt unendlich viele Ruhelagen
det (A) = 0 und rang (A) # rang ([A, Bupg)|) es gibt keine Ruhelage

Aufgabe 1.11 Wie lauten die Ruhelage(n) des linearen, zeitinvarianten Systems

HEESIHERE

mit den reellen Parametern a, b und der Eingangsgrofie u = ug.

Lésung: b+# —2a: keine Ruhelage
b=—2a: xp={x Rz p= 25— aup und o ist beliebig}

1.5.2 Linearisierung um eine Ruhelage

Zur Vereinfachung der Schreibweise werden im Folgenden einige Abkiirzungen vereinbart.
Fiir die partielle Ableitung einer Funktion f () : R® — R nach z; an der Stelle ¢ = xp
schreibt man einfach

0 0
o @) =gt ) (151
Die Ableitung der skalaren Funktion f () an der Stelle x = xp ist der Zeilenvektor
0 0 0 0 9,
95 (@) L 55 (@R) = {a—xlf(wz%) ar, (zR) - pr (r) (1.52)

und die Ableitung einer vektorwertigen Funktion f () : R® — R™ an einer Stelle x = xg,
also die Jacobimatriz von f (), ist durch

0 0 0 T
87301]01 (CBR) 67302]01 (QUR) e 87%]01 (mR)
9 9 O fy@r) 2 (wn) O fy (zn)
o J2 R o J2 R . a_ J2 R
%f <w>‘w_$R — %f (;pR) - 0x1 | Oxo | | Oxy, | (1'53)
0 0 0
i aixlfm (fBR) Tmfm (CcR) s ai%fm (CcR) |
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gegeben.

Fiir die Linearisierung eines nichtlinearen Systems um eine Ruhelage oder Trajektorie
wird noch nachstehender Satz benotigt:

Satz 1.4 (Taylorformel zweiter Ordnung) Es sei angenommen, dass die vektorwer-
tige Funktion f (x) : D — R™ mit D C R™ als offene Teilmenge des R™ zweifach stetig
differenzierbar ist und die Punkte xgr sowie xr + Ax mitsamt ihrer Verbindungsstrecke
i D liegen. Dann ist

f(acR—i-Aa:):f(mR)—i-a%f(a:R) Az + 7 (xR, Ax) (1.54)

wobei fir das Restglied v (xg, Ax) eine Konstante K so existiert, dass folgende Abschit-
zung gilt:

r(xr, Az)|| < K||Az||*> bzw. lim Ir (@r, A) | =0. 1.55
Als Néchstes betrachte man das zeitinvariante, nichtlineare System
T = T, u mit x(tg) =x
f (w.u) (t0) = o o
y = h(xz,u)

mit der Ruhelage (Arbeitspunkt) (xg, ug), die definitionsgeméaf die Gleichungen
f(xr,ur) =0 und yip=h(xg,ug) (1.57)

erfiillt. Betrachtet man nun nur kleine Auslenkungen aus der Ruhelage, dann lassen sich
die GroBlen x, v und y in der Form

w(t)=zp+Az(t), w()=ur+Au(t), yl)=yp+Ay@)  (1.58)
anschreiben, wobei A die jeweiligen Abweichungen von der Ruhelage symbolisieren.
Setzt man (1.58) in (1.56) ein, erhdlt man mit der abgekiirzten Schreibweise

Tr + Az = f(xp+ Az, ur+ Au) mit  x(tp) = xr + Az (fo)

~—

~ (1.59)
ypr+Ay = h(xr+ Az,ur+ Au)

bzw. durch Anwendung der Taylorformel zweiter Ordnung nach Satz 1.4 und Vernachlés-
sigung der Restglieder ergibt sich

) 0 0
Ak = f(xgr,ur) + —f (Tr,up)A z+ —f (xg,ur)Au , Az (tg) = Axg =x9 — xR
— —_——— —_——

ox ou
=0 g -B
0 0
Yr + Ay =h(xr,ur) + —h (g, up)A z+ —h (xr,ur)Au . (1.60)
N — ox ou
= — —_—
Yr -C =D

Zusammenfassend ldsst sich folgender Satz formulieren:
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Satz 1.5 (Linearisierung um eine Ruhelage) Fs sei g, yp eine Ruhelage des Sys-
tems (1.56) fir w = wg. Die Anderung der Liosung Ax, Ay bei hinreichend kleinen
Abweichungen Aw von ugr und Axy von xp wird durch das lineare, zeitinvariante System

Az = AAx + BAu mit Az (tg) = Axg = o — TR

(1.61)
Ay =CAx + DAu
mit
0 0 0 0
A= 8_1;1: (CCR,'U;R) ) B = a_u.f (CBR,’U;R) ) C= %h (wR7 UR) ) D = %h («’BR, UR)

beschrieben. Das System (1.61) wird auch als Linearisierung von (1.56) um die Ruhelage
(Arbeitspunkt) (xg,ur) bezeichnet.

Beispiel 1.4 Als Beispiel betrachte man das mathematische Pendel von Abbildung 1.8
mit dem mathematischen Modell (1.17) in Zustandsdarstellung

d
w=—Zsing (1.62)

d
@Y @ z

und der horizontalen Position der Pendelspitze als Ausgangsgrdfie
y=1Ising. (1.63)

Die Ruhelagen errechnen sich zu ¢y = 0, wgy = 0 (Pendel in der unteren Ruhelage)
und ¢ro = T, wra = 0 (Pendel in der oberen Ruhelage). Gemdf (1.61) erhdlt man fiir
die Linearisierung um eine allgemeine Ruhelage ¢r, wr das linearisierte Modell in der

Form

d [A¢] 0 1

dt |Aw| — —%COSQSR 0
Durch Einsetzen von ¢pry1 =0, wry = 0 in (1.64) ergibt sich das linearisierte Modell um
die untere Ruhelage zu

d[ag] |0 1
&{Aw]_ —% 0

{iﬂ . Ay =lcosgr 0] {ﬁﬂ (1.64)

{ﬁﬂ , Ay=[l 0] {ﬁﬂ (1.65)

und analog erhdlt man fiir die obere Ruhelage ¢pro = m, wpao =0

% ﬁﬂ = % (1) {ﬁﬂ Ay = [~ 0] {ﬁﬂ (1.66)

Man beachte, dass die oft tibliche Néiherung fir kleine Winkel sin (¢) ~ ¢ und cos (¢) ~ 1
nur fir Betrachtungen um die Ruhelage ¢ = 0 giiltig ist!

Aufgabe 1.12 FEine Erweiterung des mathematischen Pendels in Abbildung 1.8 ist das
Pendel-Wagen—System in Abbildung 1.18 mit den Massen m und M wvon Wagen und
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X w

Abbildung 1.13: Wagen mit inversem Pendel.

Pendel, der Stablinge | und der angreifenden Kraft w = F. Mit Hilfe des Lagrange—
Formalismus kann das folgende nichtlineare dynamische Modell hergeleitet werden:

6g(m 4+ M) sin(¢) — 3 cos(¢)(2u + Imd? sin(¢))

¢ = [ (m + 4M + 3msin(9)) (167)
_ 8u+ Almg? sin(¢) — 3mg sin(2¢) ‘
Tw = 5m + 8 M — 3m cos(29¢)

Bringen Sie das System auf die Zustandsraumdarstellung & = f(x,u) mit dem Zustand
T = [}, ), T, | . Linearisieren Sie anschliefend das System um die obere Ruhelage
xr =[0,0,7R.4,0]" mit xr,, konstant aber beliebig.

Losung:
0 1 00 0
Ad = ?f;ﬁ%) R ~ T Au (1.68)
0 001 0
—3m, 4
wrag 0 00 4T

Aufgabe 1.13 Berechnen Sie fir das Zwei-Tank-System von Abbildung 1.9 die Ruhelage
fir einen stationdren Zufluss qr. Linearisieren Sie das System (1.20), (1.21) um diese
Ruhelage.

2

Léosung: Ruhelage hi gp = horp = und Linearisierung

2ga?

d [Ah]]  a’g [-1 0] [ARl z B a’g| [Ahy
E{Ahg}_A_QR 11 [am] Tlo]Y A= 0 0 Ak
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1.5.3 Linearisierung um eine Trajektorie

Neben der Linearisierung um eine Ruhelage ist auch die Linearisierung um eine Trajektorie
von Bedeutung. Dabei wird die Abweichung eines nichtlinearen Systems der Form

z = f(x,u) mit x(ty) ==
Y — hiow) (1.69)

von einer vorgegebenen Losungskurve (Trajektorie) betrachtet. Sind fiir (1.69) die Be-
dingungen von Satz 1.3 erfiillt, dann weifl man, dass fiir eine vorgegebene Eingangsgrofie
u(t) = u*(t) auf einem Intervall 0 <t < T und einen vorgegebenen Anfangswert &y = x;
die Losung x*(t) von (1.69) eindeutig festliegt. Es gelten also die Beziehungen

%w*(t) =f(x*(t),u"(t)) mit x"(ty) ==, und y*(t)=h(x"(t),u"(t)). (1.70)

Fiir hinreichend kleine Abweichungen der Eingangsgrofie w (t) und des Anfangswertes @
von u*(t) bzw. x stellen sich nur kleine Abweichungen der Losung @ (t) von x*(¢) im
Intervall 0 <t < T ein. Schreibt man « (t), w (t) und y (¢) in der Form

x(t)=x"(t)+ Az (t) , u(t) =u"(t) + Au (t) , y(t) =y*(t) + Ay(t) (1.71)

und setzt dies in (1.69) ein, dann erhdlt man mit Az = & Az (¢) die Beziehung

%m* + Az = f(z"+ Az, u" + Au) mit x(ty) = x* (to) + Az (to)

Yy + Ay =h(x"+ Az, u" + Au)

(1.72)

bzw. durch Anwendung der Taylorformel zweiter Ordnung nach Satz 1.4 und Vernachlés-
sigung der Restglieder ergibt sich

iw* + Az = f(z*,u*)+ 2f(w*, u*) Az + 9 (x*,u*) Au, Az (tg) = Azxg = xo — ;)
dt N—— ox ou
d — —
—a* A(t) B(t)
dt
y +Ay:h(w,u)+%h(m,u)Am+%h(m,u)Au. (1.73)
—_——
* —
Y C(t) D(t)

Zusammenfassend ldsst sich folgender Satz angeben:

Satz 1.6 (Linearisierung um eine Trajektorie) Es seix*(t) eine Trajektorie des Sys-
tems (1.69) fiir eine vorgegebene Eingangsgrofie u(t) = w*(t) und einen vorgegebenen
Anfangswert &y = x. Die Anderung der Losung Ax (t), Ay (t) bei hinreichend kleinen
Abweichungen Aw (t) von uw*(t) und Axy von xf wird durch das lineare, zeitvariante
System

A =A(t) Az + B (t) Au mit Az (ty) = Azxg = o — T}

Ay=C (t)Axz+ D (t) Au (1.74)
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mit 9 9
A =5 @), BH)=, f@.u),
0 0
C(t)= %h (", u") D (t) = %h (", u")

beschrieben. Das System (1.74) wird auch als Linearisierung von (1.69) um die Trajektorie
(x*,u*) bezeichnet.

Man beachte, dass die Linearisierung eines zeitinvarianten, nichtlinearen Systems der
Form (1.56) um eine Solltrajektorie im Allgemeinen ein zeitvariantes, lineares System

ergibt!

Beispiel 1.5 Gegeben ist das Differentialgleichungssystem

o'.zl (t) = W9 (t) W3 (t) + Uy (t) s w1 (O) = w10
wy (1) = —awy () ws (t) + us (t) wa(0) = wa g
(,Z}3 (t) = Us (t) , WS(O) = W30

mit dem konstanten Parameter o > 0. Fir die Fingangsgrofien ui(t) = u(t) = ui(t) =0
und die Anfangsbedingungen wi o = wap = wso = 0 ergibt sich die Trajektorie

wi (1) = wapsin (awspt) ,  wj (t) = wapcos (awsot) , w;(t) =wsp.

Die Linearisierung gemdaf (1.74) fihrt auf das lineare zeitvariante System

Adwn 0 awi(t)  awi(t) Aw; 1 0 0| [Au
Awy | = | —awj(t) 0 —awi(t)| [Awz| + [0 1 O [Auy

Zu guter Letzt sei auf eine wichtige Anwendung hingewiesen, bei der sich die Linea-
risierung um eine Trajektorie als niitzlich erweist. Im Rahmen der sogenannten Zwei-
Freiheitsgrade—Regelung wird ein Regelkreis bestehend aus Strecke und Regelung durch
eine Vorsteuerung ergénzt, sieche Abbildung 1.14. Der Vorteil dieses Ansatzes besteht in
der separaten Auslegung des Storverhaltens durch die Regelung und des Fithrungsverhal-
tens durch die Vorsteuerung.

Die Vorsteuerung stellt eine Steuertrajektorie w*(t) zur Verfiigung, so dass das nominelle
System einer gewiinschten Ausgangstrajektorie y*(¢) exakt nachfdhrt, siehe (1.70). Somit
muss die unterlagerte Regelung lediglich die Abweichungen

Ay(t) =y*(t) — y(t)
von der Solltrajektorie y*(t) ausregeln, die z.B. im Falle von Stérungen oder Modellun-

genauigkeiten auftreten konnen. Die gesamte Stellgrofle ergibt sich somit additiv aus den
Steuer— und Regelanteilen zu

u(t) =u*(t) + Au(t) mit Au(t) = q(Ay(t)).

Zur Auslegung des Regelgesetzes u = q(Ay) kann das linearisierte zeitvariante Mo-
dell (1.74) verwendet werden. Dies ist in der Regel einfacher als das nichtlineare Modell
& = f(x,u) des Systems fiir den Reglerentwurf zu verwenden.

Ein Beispiel fiir diese Methodik wird in der Vorlesung “Methoden der Optimierung und
Optimalsteuerung” behandelt. Auf die Zwei—Freiheitsgrade—Regelung fiir lineare Systeme
wird im spéteren Teil dieser Vorlesung noch néher eingegangen.
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Y

Vorsteuerung

— Regelung System -

Abbildung 1.14: Zwei-Freiheitsgrade-Regelungsstruktur mit Ausgangsregelung fiir ein all-
gemeines (nichtlineares) System.
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Kapitel 2

Beschreibung und Eigenschaften
linearer Systeme

In diesem Kapitel werden einige grundlegende Konzepte zur Beschreibung linearer dyna-
mischer Systeme behandelt. Einige Punkte wurden bereits in den Vorlesungen “Einfithrung
in die Regelungstechnik” und “Signale und Systeme” angesprochen und werden an dieser
Stelle der Vollsténdigkeit halber wiederholt bzw. vertieft, z.B. im Hinblick auf lineare
Mehrgroensysteme.

Im Folgenden wird von der Zustandsraumdarstellung eines linearen (zeitinvarianten) Mehr-

grofensystems der Form
x=Ax+ Bu, x(t) =xo

y=Cx+ Du

mit x € R", u € R™, y € R? und den Matrizen A € R*™", B € R*™™, C € RP*",
D € RPX™ ausgegangen.

(2.1)

2.1 Beschreibung im Zustandsraum

Lineare dynamische Systeme lassen sich im Zustandsraum mit Hilfe der Transitionsmatriz
beschreiben. Im Folgenden wird diese Vorgehensweise erlautert und der Bezug zur Sprung—
und Impulsantwort hergestellt.

2.1.1 Transitionsmatrix

Im Weiteren betrachte man zunéchst das lineare, autonome System
T=Ax mit x(tH) =z . (2.2)

Wegen der Zeitinvarianz darf man hier den Anfangszeitpunkt ¢y beliebig festlegen, weshalb
er einfachheitshalber im Folgenden auf ¢y = 0 gesetzt wurde.

Mit Hilfe von Satz 1.3 aus Abschnitt 1.4 kann leicht auf die Existenz und Eindeutigkeit
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der Losung von (2.2) geschlossen werden. Dazu wird die Abschétzung
Az — Ay[| = [[A(z —y)| < [[All |z -y (2.3)

mit || Al als der induzierten Matrixnorm der Matrix A betrachtet. Es ist somit direkt
ersichtlich, dass das System (2.2) mit der Lipschitz-Konstanten L = ||A|| die Lipschitz-
Bedingung (1.38) von Satz 1.3 erfiillt.

Damit ldsst sich nach der Methode der sukzessiven Approximation nach Picard (Ab-
schnitt 1.4)

Lo (t) = Ly
t
Ty (t) = Xy —I—/ AmodT = (I + At) i)
0

t f2 2.0
932(t):930+/A(I+A7)w0d7:(I+At+A2§>m0 :
0

: t2 tk
x (1) = (I+At+A2§+...+Aky)wo

mit der (n X n)-Einheitsmatrix I die Losung von (2.2) in der folgenden Form anschreiben:

x(t) = ®(t)xo mit @(t):ZAktk—]z. (2.5)

Die (n x n)-Matrix ® (t) wird als Transitionsmatriz bezeichnet. Wegen der grofen Ahn-
lichkeit zur Exponentialreihe (1.45) im skalaren Fall schreibt man auch

P (1) = exp (Al) . (2.6)

Beispiel 2.1 Als Beispiel berechne man die Transitionsmatriz des Systems

i’l . 0 1 T
- ol ] e
Die Reihendarstellung (2.5) der Transitionsmatriz liefert unmittelbar das Ergebnis
10 01 0 1]fo 1]1¢ [1 ¢
(I’(t)_[o 1}+{0 o}“{o o} {0 o}?‘{o 1}' (28)
————
=0

Aufgabe 2.1 Berechnen Sie die Transitionsmatrixz des Systems

= o)
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Es kann gezeigt werden, dass die Transitionsmatrix ® (¢) die folgende Beziehungen erfiillt:

1) Anfangswert ®0)=1

2) Produkteigenschaft — ® (t + s) = @ (¢) P (s)

3) Invertierbarkeit O (t)=® (1) (2.9)
4) Differenzierbarkeit %(I) ()= AP (1) .

Im néchsten Schritt soll nun ein allgemeines linearen, zeitinvariantes System der Form
(siehe auch (1.29))

= Az + Bu x (0) = x (2.10)
y=Cz+ Du. (2.11)

betrachtet werden. Die Herleitung der allgemeinen Losung von (2.10), (2.11) erfolgt tiber
die Methode der Variation der Konstanten. Dazu setzt man in (2.10) die Losung des
homogenen Differentialgleichungssystems mit der zeitabhéngigen Grofle @ (t) der Form

x (1) = ® (&) x (1) (2.12)
ein. Damit erhélt man
D (t)xo (t) + @ (t) 3o (t) = A® (t) xo (t) + Bu (1) (2.13)
bzw. mit & (t) = A® (t) (Eigenschaft (4) von (2.9)) ergibt sich
& (t) & (t) = Bu(t) (2.14)
und mit @' (t) = ® (—t) (Bigenschaft (3) von (2.9)) folgt
o (t) = & (—t) Bu (t) . (2.15)

Durch Integration von (2.15) errechnet sich @ (¢) zu

xo (t) = xo (0) + /0 ® (—7)Bu(7r)dr (2.16)

bzw. wegen x (0) = xo (0) = g und ® (t) @ (—7) = ® (¢t — 7) (Eigenschaft (2) von (2.9))
folgt

(1) = ® (1) z (£) = ® (1) 20 +/0 ® (t — 1) Bu (r)dr . (2.17)

Dieses Ergebnis ist im folgenden Satz zusammengefasst.

Satz 2.1 Die allgemeine Liosung des Systems (2.10), (2.11) lautet

zc(t)z(ID(t)zco—i—/O & (1) Bu(r)dr

y (t) = Cx (t) + Du (t)

(2.18)

mit der Transitionsmatriz ® (t) von (2.6).
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Die Zustandstrajektorie x(t) als auch der Ausgang y(t) setzen sich also aus zwei iiber-
lagerten Anteilen zusammen, die die freie Bewegung und die durch den Eingangsverlauf
u(t) erzwungene Bewegung charakterisieren:

t
2(t) = BBz + / &(t — 7)Bu(r)dr (2.19)
S~—— 0
homogene Lsg. ™ -~ 4
partikuldre Losung
t
y(t) = CP(t)x, +/ C®(t — 7)Bu(1)dT + Du(t) (2.20)
S— 0
freie Bewegung ~~ ” Durchgriff

erzwungene Bewegung

Es existieren eine Reihe von analytischen und numerischen Verfahren, um die Tran-
sitionsmatrix ®(¢) zu berechnen, z.B. das Entwicklungstheorem von Sylvester. Ein weiteres
Verfahren basiert auf der Zustandstransformation in die Diagonalform — bzw. allgemeiner
—in die Jordansche Normalform. Diese Transformation wird im néchsten Abschnitt ndher
betrachtet.

Vollsténdigkeitshalber sei ebenfalls_.erwéhnt, dass fiir lineare, zeitvariante Systeme der
Form (1.28) vollkommen analoge Uberlegungen angestellt werden kénnen, die aber an
dieser Stelle nicht weiter vertieft werden sollen.

2.1.2 Sprung— und Impulsantwort

Die allgemeine Darstellung (2.18) vereinfacht sich erheblich, wenn die Impuls— und Sprun-
gantwort fiir das System (2.10), (2.11) betrachtet wird. Es sei daran erinnert, dass der
Dirac—Impuls bzw. die Dirac Delta—Funktion als der Grenzwert

S(t) = limr(t),  r.(t) = {1/5 Ost=e (2.21)

e—0 0 sonst

mit den Eigenschaften

/ d(r)dt =o(t), /_OO (r)dr =1 bzw. /_00 f(r)o(a—7)dr = f(a) (2.22)

—00 o0 [e.e]

definiert ist. Fiir den Einheitssprung gilt

o(t) = {0 <0 (2.23)

1 t>0.

Die Impulsantwort y(t) = g(t) fiir einen (vektoriellen) Dirac-Impuls u(t) = [5(t),...,8(t)]"
mit verschwindenden Anfangsbedingungen xy = 0 und ohne Durchgriff D = 0 ergibt sich
direkt aus (2.20) zu

git)y=C®(t)B bzw. gt) =c"®(t)b (m=p=1) (2.24)

Die Funktion g(t) wird auch als Gewichtsfunktion bezeichnet. Mit Hilfe von g(¢) ist auch
ersichtlich, dass das Ausgangsverhalten y(t) in (2.20) durch das Faltungsintegral (xo = 0,
D=0

y(t) = /o gt —71)u(r)dr (2.25)
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beschrieben werden kann. Die Sprungantwort y(t) = h(t) des Systems (2.10), (2.11) auf
einen Einheitssprung u(t) = [o(t),...,0(t)]" kann aus der Integration der Impulsantwort
g(t) gewonnen werden, d.h.

h(t):/oth)(T)BdT bzw. h(t):/otcTCP(T)de (m=p=1). (2.26)

Fiir det(A) # 0 lasst sich dieses Integral in der geschlossenen Form

h(t)=CA ' (®(t)—I)B bzw. h(t)=c" A H(®{t)—I)b (m=p=1)| (2.27)

darstellen.

2.2 Zustandstransformation

Die Wahl der Zustandsgroflen ist keinesfalls eindeutig bei einem dynamischen System. Es
ist daher haufig von Vorteil, das lineare System mit Hilfe einer requldren Zustandstrans-
formation

x(t) = Vi(t) (2.28)

und dem neuen Zustand & € R™ in eine einfachere Darstellung zu bringen, in der z.B. die
Berechnung der Transitionsmatrix ®(¢) oder der Entwurf eines Reglers einfacher wird.
Abbildung 2.1 veranschaulicht grafisch diese Vorgangsweise.

Anhand der reguliren Zustandstransformation (2.28) mit einer regulédren (n x n)-Matrix
V lasst sich das lineare, zeitinvariante System

t=Ax+Bu , z(0)=x

2.29
y=Cx+ Du ( )
mit dem Zustand x € R" in die Form
=V ''AVZ+V 'Bu, z(0)=& =V ',
f v
CVA~ 5 B (2.30)
YT
C D
Problem im Transformiertes
Originalbereich Vv Problem
Losung im v! Losung im
Originalbereich transformierten Bereich

Abbildung 2.1: Regulédre Zustandstransformation.
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mit dem Zustand & € R” iiberfithren. Man sagt dann auch, die beiden mathematischen
Beschreibungen (A, B,C, D) von (2.29) und (A, B,C, D) von (2.30) sind dquivalent.
Man beachte, dass in diesem Fall die beiden quadratischen Dynamikmatrizen A und A
gem#B Definition dhnlich sind, und die Transformation A = V"' AV somit Ahnlichkeits-
transformation heifit.

Von elementarer Bedeutung ist dabei, dass die Matrizen A und A = V' AV bei ciner re-
guldren (n x n)-Matrix V' die gleichen Eigenwerte und die gleiche Determinante besitzen,

d.h.
det(A) = det(V AV,

det(A\I — A) = det(\] — V'AV).

Wie bereits oben erwahnt wurde, kann man diese Transformation zu einem neuen Zustand
& nun verwendet werden, um die Losung des Systems (2.29) geméaf Satz 2.1

(2.31)

:v(t)zti'(t)moJr/O ®(t—7)Bu(r)dr
y(t)=Cz(t)+ Du(t),

(2.32)

zu vereinfachen, siehe auch Abbildung 2.1. Dazu wahlt man die Zustandstransformation
(2.28) so, dass die Struktur von A des transformierten Systems (2.30) eine einfache Be-
rechnung der Transitionsmatrix ® () von (2.30) zuléisst. Dies ist zum Beispiel der Fall,
wenn A Diagonalstruktur aufweist oder in Jordanscher Normalform vorliegt.

Die Losung des transformierten Systems (2.30) lautet dann

Z(t) = <I>(t)530+/0 ®(t—7)Bu(r)dr
y(t) = C&(t) + Dul(t).

(2.33)

Transformiert man (2.33) mit der Vorschrift (2.28) in den Zustand z unter Verwendung
der Ausdriicke fiir B, C und D von (2.30) zuriick, erhélt man

z(t) = V‘i)(t)VlilJo—f—/o Ve(t—7)V 'Bu(r)dr (2.34)

y(t) = Cz(t)+ Du(t).

Durch Vergleich mit (2.32) ergibt sich der Zusammenhang zwischen ®(¢) und @ (¢) zu

d(t)=VO () VL (2.35)

Im Folgenden werden zwei Spezialfille betrachtet, ndmlich die Transformation auf Dia-
gonalform bzw. auf Jordan—Form.

2.2.1 Transformation auf Diagonalform

Eine wichtige Ahnlichkeitstransformation ist die Transformation auf Diagonalform. Die
Spalten der zugehorigen Transformationsmatrix

V = [v1,vy,...,0,] (2.36)
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setzen sich aus den Eigenvektoren der Matrix A zusammen, die mit Hilfe der Eigenwerte
Ai, i =1,...,n durch
Avi:)\ivi, izl,...,n

definiert sind. Damit die Transformationsmatrix V' regulér ist, sei im Folgenden sei an-
genommen, dass die Eigenvektoren v; linear unabhéingig sind. Dies ist insbesondere dann
gegeben, wenn die Eigenwerte \; einfach sind.

Dann gilt offensichtlich
AV = [Avy, ..., Av,) = [\vg, ..., \v,] = Vdiag(\)

bzw.
M O - 0
- . _ 0 X -+ O
A=V AV =diag(\)=| . . . . (2.37)
0 0 - \,
Das transformierte System in £-Koordinaten lésst sich also in der Form
=A%+ Bu, %(0)=V 'z, B=V B (2.38)
darstellen, wobei die Dynamik jedes Zustandes z;, ¢ = 1,...,n durch den entsprechenden

Eigenwert A; bestimmt ist. Geméfl (2.5) ergibt sich die transformierte Transitionsmatrix

0 k

(1) = Z A it A" = diag(A\F)

wobei die einzelnen Diagonalelemente durch die Reihenentwicklung der Exponentialfunk-
tion ausgedriickt werden konnen (siehe auch (1.45) in Beispiel 1.2):

e/\lt 0 .. 0
- 0 e ... 0
e(t)=1| . . . | (2.39)
0 0 .. 6)\nt

Die Transitionsmatrix des Originalproblems erhélt man aus (2.35). Es sei angemerkt, dass
die vorher getroffene Annahme, ndmlich dass alle Eigenwerte einfach sind, nur hinreichend,
nicht aber notwendig ist, um ein lineares System in Diagonalform zu transformieren.

Algebraische und geometrische Vielfachheit: Um von der obigen Annahme der ein-
fachen Eigenwerte abzuriicken, sei in Erinnerung gerufen, was algebraische und geometri-
sche Vielfachheit bedeutet: das charakteristische Polynom det (A — AI) = 0 der Matrix

A habe m verschiedene Wurzeln Ay, ..., \,, € C mit den entsprechenden Vielfachheiten
ni,...,Ny,. Dann gelten folgende Bezeichnungen:

e n,; ist die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes \;, i = 1,...,m,

e ¢; ist die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes \;, i = 1,...,m, die als die

Dimension des Eigenraumes zum FEigenwert \; definiert ist, d.h.
g; = dim (Kern (A — \,1)) .

Einfacher ausgedriickt stellt g; die Anzahl der linear unabhéngigen Eigenvektoren v
dar, die \; A = \;v erfiillen. Fiir die geometrische Vielfachheit g; eines Eigenwertes

Systemtheorie (WS 2010/2011) ©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen
Institut fiir Mess—, Regel— und Mikrotechnik, Universitdt Ulm



2.2 Zustandstransformation Seite 30

Mit Hilfe dieser Definitionen ldsst sich zeigen, dass eine (n x n)-Matrix A genau dann
durch eine Ahnlichkeitstransformation auf Diagonalform gebracht werden kann, wenn fiir
jeden Eigenwert \; die geometrische gleich der algebraischen Vielfachheit ist, d.h. n; =
gi, 1 =1,...,m. In diesem Fall spannen die Eigenvektoren der Matrix A den R"™ bzw. C"
auf.

Beispiel 2.2 Als Beispiel betrachte man das autonome lineare zeitinvariante System
3 2
zt=Ax=|01 0 |z , x(0)=x. (2.40)
0 0

Die Eigenwerte der Dynamikmatriz A lauten \y = 3 mit der algebraischen Vielfachheit
ny = 1 und Ay = 1 mit der algebraischen Vielfachheit ny = 2. Wegen Rang(A — MI) =2
und Rang(A — X I) =1 folgt unmittelbar die geometrische Vielfachheit von Ay zu g; = 1
und von Ay zu go = 2. Da die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten von A\ und
Ao gleich sind, existiert eine Figenbasis der Matriz A. Der Figenvektor zu Ay = 3 folgt
aus

0 2 =2
(A—)\lI) U = 0 -2 0 V) = 0 (241)
0 0 =2
zuv] = [1,0,0] und die Eigenvektoren zu Ay = 1 errechnen sich aus
2 2 =2
(A—XDv,=[00 0 |vy=0 , k=223 (2.42)
00 O
zuvg =10,1,1] und v] =[-1,1,0]. Mit der Transformationsmatriz
1 0 -1
V =[v,v9,v3]=| 0 1 1 (2.43)
01 0

ergibt sich das System (2.40) im transformierten Zustand & (t) = V 'z (t) zu

300
=V 'AVE=|0 1 0 |&, &0)=&y=V'ag. (2.44)
0 1

_ et 0 0
®(t)=| 0 € 0 (2.45)
0 0 ¢
und damit errechnet sich die Transitionsmatriz des Originalsystems (2.40) zu
et o3t ot ot _ Bt
PH)=VeHVI=| 0 ¢ 0 . (2.46)
0 0 et
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Man kann natiirlich die soeben besprochene Methode der Diagonalisierung auch fiir Sys-
teme mit konjugiert komplexen Eigenwerten anwenden. Wie man in der folgenden Aufgabe
allerdings sieht, sind in diesem Fall sowohl die Transformationsmatrix V' als auch die
transformierte Dynamikmatrix A komplexwertige Matrizen.

Aufgabe 2.2 Transformieren Sie das System

& — Az — {_01 (1)} z, z(0)== (2.47)

auf Diagonalform und berechnen Sie die Transitionsmatriz ®(t) zu (2.47).

2.2.2 Nichtdiagonaldhnliche Systemmatrizen

Im vorigen Abschnitt wurde fiir die Transformation auf Diagonalform angenommen, dass
die Eigenwerte \; der Dynamikmatrix A die gleiche algebraische und geometrische Viel-
fachheit besitzen, was vor allem bei einfachen Eigenwerten der Fall ist. Diese Annahme
soll nun gelockert werden.

Im Folgenden wird angenommen, A sei ein Eigenwert der (n x n)-Matrix A mit der
algebraischen Vielfachheit n und der geometrischen Vielfachheit 1, so dass aus der Eigen-
wertgleichung

A’l71 = )\’Ul (248)
lediglich ein Eigenvektor v; bestimmt werden kann. In diesem Fall konnen (n — 1) zusétz-
liche linear unabhéngige Hauptvektoren v, ..., v, durch Losung der Gleichungen

(A= X)viy=v; , i=12...,.n—1 (2.49)

bestimmt werden. Bildet man nun die Transformationsmatrix (2.36), so kann gezeigt wer-
den, dass nach der Ahnlichkeitstransformation die neue Matrix

Al 0 0 1 0

- . 0 A 0 00 0
A=V AV =| . . =M + . (2.50)

0 0 A 00 0

- N

entsteht. Zur Berechnung der Transitionsmatrix ®(t) = €4’ ist es hilfreich, A in die

Diagonalmatrix \I und die Matrix N aufzuspalten. Somit erhilt man'
B(t) = At = MMt (2.51)

Zur Berechnung von ™! kann die Reihendarstellung (2.5)

o0

tk
Nt __ E Z\]‘k
© = k!
k=0

! Die Aufspaltung (2.51) ist moglich, da die Matrizen I und N kommutieren, d.h. die Beziehung
IN = NI erfiillt ist.
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verwendet werden. Genauere Betrachtung von N zeigt dabei, dass die Nebendiagonalen
bei N* jeweils um eine Zeile nach oben wandern, z.B. N? ergibt sich zu

0 1 o] o 1 0 001 ... 0

o 0 0 ol o 0 0 L
R 1 11 looo ... 1
00 ol o 0 0 000 ...0

Somit kann die Transitionsmatrix (2.51) in der folgenden Form geschrieben werden:

2! (n— 21)‘
th
VS RN SRR )
d(t)=e n—2)! (2.52)
00 t
|00 1]

Aufgabe 2.3 Transformieren Sie das System

0o -2 -1
=1 2 1 x
0 1 1

auf die Form von (2.50). Berechnen Sie anschlieffend die Transitionsmatric @(t)

2.2.3 Behandlung konjugiert komplexer Eigenwerte

Eine (n x n)-Matrix A mit reellen Koeffizienten kann nur Eigenwerte besitzen, die entwe-
der reell oder konjugiert komplex sind. Die komplexwertigen Matrizen, die im Falle von
konjugiert komplexen Eigenwerten entstehen (sieche Aufgabe 2.2), storen zwar nicht weiter,
doch besteht oft der Wunsch, dass die Matrizen des transformierten Systems (A, B , C , D)
von (2.30) ebenfalls reellwertig sind.

Wie diese Transformation dann im Detail aussieht, wird im Folgenden anhand einer Dy-
namikmatrix A besprochen, die r = n/2 paarweise verschiedene konjugiert komplexe
Eigenwerte der Form

)\z:az+9ﬁ17 )\::al_]57m Zzlyar

besitzt. Mit Hilfe der reguldren Matrix

1 —j 0 0 1 1 0 0

1 1 0 O J —J 0 O
T=3|:i , T = : (2.53)

0 0 1 —3 0 0 1

0 0 1 3 0 0 i =g
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und den konjugiert komplexen Eigenvektoren (v;,v; ), i = 1,...,r wird die Transforma-
tionsmatrix V' wie folgt angesetzt

_ _ 1 N J - 1 N T
V = [Ul,vl ,...,v,«,vr} T = [5 (vl+vl),§ (”1 _Ul)"“’i (U7«+Ur),§ (UT —vT)] .
\% Re (v1) Im (v1) Re (v,.) Im (v,)
- (2.54)
Die Dynamikmatrix A des transformierten Systems errechnet sich damit zu
A=V AV =T'V 'AVT (2.55)
———
=A
bzw.
[a1+jB1 0 0 0 ] ap P+ 0 0
0 oa1—jp1 - 0 0 31 a1 -+ 0 0
A=17"| S o T=| ¢ f ot | (256)
0 0 ar""jﬁr 0 0 0o - Qy /87‘
L 0 0 0 ar_jﬁr_ 0 0 - =B a

=A

Die Transitionsmatrix @ (t) des transformierten Systems mit der Dynamikmatrix A von
(2.56) kann in geschlossener Form angegeben werden

ea1t cos (5115) ealt sin (51t) o 0 0
—etsin (B1t) e*tcos (Bit) --- 0 0
B (1) = At = ; TS | L] @D
0 0 ce ea’"t CcOS (/BTt) eaTt sin (Brt)
0 0 s —efrtgin (Brt) et cos (6rt)

2.2.4 Reelle Jordansche Normalform

Die Ergebnisse der Abschnitte 2.2.1-2.2.3 lassen sich nun wie folgt fiir ein allgemeines
lineares, zeitinvariantes System (2.29) kombinieren.

Satz 2.2 (Reelle Jordansche Normalform) Es sei die reellwertige (n x n)-Matriz
A die Dynamikmatriz des linearen, zeitinvarianten Systems (2.29). Angenommen, A ha-
be k reelle und (n — k) /2 konjugiert kompleze Eigenwerte. Dann existiert eine regulire
Zustandstransformation der Form (2.28)

V =[vy,...,v5, Re (vp41) , Im (vg41) , ..., Re (v,) , Im (v,)] (2.58)

bestehend aus linear unabhdingigen (komplezwertigen) Eigen- und Hauptvektoren v;, j =
L...,r mitr = (n+k)/2 so, dass die Dynamikmatriz des transformierten Systems fol-
gende Form

J, 0 - 0

A 0 Jy -~ 0

A=vi'av=| = " | (2.59)
0 0 - J,
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annimmt. Dabei bezeichnen J;, 1 =1, ..., die so genannten Jordanblocke, deren Struktur
fiir reelle Figenwerte \; in der Form

A1 0 0
0 N -+ 0 0

Ji=1: o (2.60)
0 0 - N 1
(000 - 0 A

bzw. fiir konjugiert komplexe Eigenwerte a; £+ 75; in der folgenden Form gegeben ist:

W I, --- 0 0
o w ... 0 0 5 Lo
. . ) . _ Q; i _
J, = : : Lo mat W_|:_5i ai], I, [O 1} (2.61)
o o --- W I,
| 0 0 0 W_

Beispiel 2.3 Die Kombination der drei betrachteten Fdlle in den Abschnitten 2.2.1-2.2.3
soll fiir das Beispiel
2 -2 -6 -8 -10
4 8 12 15
t=| 6 4 1 0 0 T (2.62)

o o0 o0 0 =3

gezeigt werden. Die Systemmatriz besitzt die folgenden Eigenwerte:

FEigenwert \; algebr. Vielfachheit n; geom. Vielfachheit g; < n;
)\1 = —3 1 1
No=1+72 2 1

Die Eigenvektoren zu Ay = —3 und Ay = 1 + j2 lauten

5 17 2 11"
—_— —_—— 1 p— _—— 1 - ._ . 2‘
V1 |:070707 47 :| » V2 |: 37 707 3 +]670:| ( 63)

Da fiir Ay die algebraische und geometrische Vielfachheit nicht tbereinstimmen, wird mit
Hilfe der Beziehung (2.49) ein zusdtzliche Hauptvektor

8 2 5 5
A— NI vy = = wvy=|-—-1jz,———j—,0 2.64
( 2 )US V2 V3 |: 97 7j37 18 j18, 1 ( )
berechnet. Damit lautet die Transformationsmatriz V-
0 —% 0 —g 0
0 1 0 1 0
V = [v1,Re(v2),Im (v3),Re (v3),Im(v3)]=| 0 0 0 O 2 (2.65)
3 -bl-i 3
1 0 0 0 0
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~ -1
und die transformierte Dynamikmatric A =V~ AV in der reellen Jordanschen Normal-
form errechnet sich zu

3.0 0 0 0
M0 0 0 1 2 1 0
A=|o W L|=]0 21 0 1|, w= _RI‘;EX)) 3282; . (2.66)
0 0 W 0 0 0 1 2 ? ?
0 0 0 -2 1

Aus den Uberlegungen der Abschnitte 2.2.1-2.2.3 folgt die Transitionsmatriz des trans-
formierten Systems zu

e 3 0 0 0 0
0  e'cos(2t) e'sin(2t) tefcos(2t) te'sin(2t)
D(t)=| 0 —e'sin(2t) e'cos(2t) —te'sin(2t) te' cos (2t) (2.67)
0 0 0 el cos (2t)  €'sin (2t)
0 0 0 —elsin (2t) e cos (2t)

bzw. fir das Originalsystem (2.62) nach (2.35)
dt)=Ve )V (2.68)

mit V. von (2.65).

Aufgabe 2.4 Transformieren Sie das System

-2 0 3
T = 1 -2 2 x
0 0 -1

wn die Jordansche Normalform und berechnen Sie die Transitionsmatrix i‘(t)

2.3 Stabilitit linearer Systeme

Mit den bisherigen Erkenntnissen soll in diesem Abschnitt die Stabilitéit linearer dyna-
mischer Systeme betrachtet werden. Da dieses Thema bereits Bestandteil der Vorlesung
“Einfiihrung in die Regelungstechnik” war, wird es im Folgenden nur kompakt dargestellt.

2.3.1 Bedeutung der Eigenvektoren

Die Eigenvektoren der Systemmatrix A, die bereits fiir die Transformation auf Diagonal-
form bzw. auf die Jordansche Normalform in Abschnitt 2.2 von Bedeutung waren, lassen
sich anschaulich geometrisch interpretieren. Dazu wird von einem autonomen System

£ =Ax mit x(0) =z (2.69)

ausgegangen und zunéchst der Begriff eines invarianten Unterraums definiert.
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Definition 2.1 Es sei V ein linearer Unterraum des R™ mit der Basis {ri,...,ry}. Man
nennt V invariant gegeniiber einer (n X n)-Matriz A, wenn fir alle x € V auch Ax € V
qgilt.

Aus der Definition des Eigenvektors Av; = \;v; zu einem Eigenwert )\; sicht man unmit-
telbar, dass v, invariant gegeniiber A ist. Mit anderen Worten heifit dies, dass wenn man
mit einem Anfangswert @, auf einem Eigenvektor startet, also z.B.

To = Yv1, Y €R, (2.70)

dann verbleibt die Trajektorie fiir alle Zeiten in dieser Richtung des Eigenvektors, d.h. die
Losung hat die Form

x(t)="v(t)v; . (2.71)
Um dies zu zeigen, setzt man (2.71) in das System (2.69) ein und erhalt

’.}/ (t) V1 =7 (t) A'l)1 =7 (t) )\1’01 (272)
bzw.
(5 (H) =7 () A) o1 = 0. (2.73)
Da der Eigenvektor v, # 0 ist, muss demnach gelten
() =7 )M (2.74)
bzw.
v () = yoet . (2.75)

Dies bedeutet, dass sich das System entlang eines Eigenvektors durch eine gewdhnliche
Differentialgleichung erster Ordnung beschreiben ldsst. Die spezielle Losung (2.71) mit
(2.75)

x (1) = e, (2.76)

wird auch als Eigenschwingung des Systems (2.69) bezeichnet.

Beispiel 2.4 Als Beispiel betrachte man folgendes System zweiter Ordnung

. 1.4 —-1.2
T =Ax = [ 19 04 } T . (2.77)
Die Eigenwerte der Dynamikmatriz A errechnen sich zu Ay = —1 und Ay = 2, die Eigen-
vektoren lauten
—0.447 —0.894
o= { —0.8941 und vz = { 0.447 ] (2.78)
und die zugehorige Jordansche Normalform ergibt sich zu
e —1 —1 0
A=V AV = 0o 2| - (2.79)

Abbildung 2.2 zeigt den Verlauf der Trajektorien mit den zugehorigen Eigenvektoren v,
und vs.
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Abbildung 2.2: Verlauf der Trajektorien in Beispiel 2.4.

2.3.2 Asymptotische Stabilitat

Aus dem bisher Gesagten lasst sich auf einfache Art und Weise das Losungsverhalten eines

linearen, zeitinvarianten autonomen Systems der Form (2.69) schlieflen. Die asymptotische
Stabilitat ist dabei wie folgt definiert:

Definition 2.2 (Asymptotische Stabilitit) Das dynamische System (2.69) heifit asym-
ptotisch stabil, wenn fir alle (0) = xy # 0 der Grenzwert limy_,o, x(t) = 0 gilt.

Zur Vereinfachung wird zunéchst davon ausgegangen, dass das System (2.69) einfache
Eigenwerte \; besitzt, so dass die Losung x(t) = ®(t)x, iiber die Diagonalform

eMt 0 0
. 0 e ... 0
zt)=VeH)V3ie,=V | . . | Vle,
0 0 etnt

bestimmt ist. Offensichtlich gilt

0 fiir Re(\;) <0
=41 fir Re(N;)) =0
oo fiir Re(\;) >0
Somit strebt @(t) genau dann gegen 0, wenn Re();) < 0 gilt.

lim ’e)‘it
t—o0

Bei mehrfachen Eigenwerten folgt aus Abschnitt 2.2.2 und (2.52), dass fiir die Anteile der
Transitionsmatrix ®(t)

0 fir Re(N\;) <0
lim }tke’\"t )1 fiir Re(A;)) =0 (falls \; einfach)
t—00 oo fiir Re(\;) =0 (falls \; mehrfach)
oo fiir Re(\;) >0
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gelten muss. Somit ist die Bedingung Re()\;) < 0 fiir die asymptotische Stabilitét von
x(t) = V@®(t)V 'xy auch bei mehrfachen Eigenwerten giiltig.

Diese Betrachtungen lassen sich auch auf konjugiert komplexe Eigenwerte iibertragen,
siehe (2.57). Allgemein lasst sich im Hinblick auf die Jordansche Normalform in (2.59)-
(2.61) folgender Satz herleiten:

Satz 2.3 Jede Losung x; (t), j =1,...,n des Systems (2.69) ist eine Linearkombination
der Funktionen
threM 2% cos (Bt)  und  t*e® sin (Bt) (2.80)

fur die reellen Eigenwerte \, die konjugiert komplexen FEigenwerte o £ jB und kq, ko,
ks =0,...,(r—1) mitr als der jeweiligen Dimension der Jordanblicke.

Als direkte Konsequenz von Satz 2.3 lassen sich die Bedingungen fiir asymptotische Sta-
bilitat wie folgt angeben:

Satz 2.4 (Asymptotische Stabilitdt) Fir alle Anfangswerte xy € R™ des Systems
(2.69) gilt genau dann
lim @ (t) = lim & (t) @y = 0, (2.81)

t—o00 t—o00

wenn alle Eigenwerte der Matriz A negativen Realteil besitzen. Man sagt dann auch, die
Ruhelage xr = 0 ist asymptotisch stabil.

In Abbildung 2.3 sind einige Beispiele von Eigenwerten dargestellt, um das allgemeine
Losungsverhalten zu illustrieren:

a) die Zeitvorgénge klingen monoton ab, das System ist asymptotisch stabil; der lang-
samste Vorgang (Eigenwert A1) dominiert den Zeitvorgang

b) das System ist instabil, bei einer Anfangsstorung strebt |z(t)| ohne Schwingungen
ins Unendliche

c) das System ist asymptotisch stabil, der Zeitvorgang hat oszillatorische Anteile

d) das System ist instabil, es treten aufklingende oszillatorische Zeitvorginge auf.

Aufgabe 2.5 Ist die Ruhelage xr = 0 der folgenden Systeme

. 120 . 1 =2
=05 6 |=x, T=| 5, 4 |Z
1 0 —1

global asymptotisch stabil? (Losung: nein, nein)

Aufgabe 2.6 Berechnen Sie fiir das linearisierte Modell (1.68) des Wagen—Pendel-Systems
in Aufgabe 1.12 die Figenwerte. Was folgt daraus fir die Stabilitdt des Systems in der
oberen Ruhelage?

6g(m+M)

Lésung: Mo =0, Asa = =/ 7000

= obere Ruhelage st instabil
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Abbildung 2.3: Losungsverhalten bei unterschiedlichen Eigenwerten.
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2.4 Eingangs-/Ausgangsverhalten

Neben der bisher behandelten mathematischen Formulierung linearer, zeitinvarianter Sys-
teme in Form von Zustandsdifferentialgleichungen und Ausgangsgleichungen (siehe (2.29))
ist sehr haufig eine Beschreibung des Systemverhaltens vom Eingang u € R™ zum Aus-
gang y € RP ohne Kenntnis des Zustandes * € R" gewiinscht. Dieses so genannte
Eingangs-Ausgangsverhalten kann in Form von Ubertragungsfunktionen im Eingréfen-
fall (m = p = 1) bzw. Ubertragungsmatrizen im Mehrgrofenfall beschrieben werden.

Die Grundlagen von Ubertragungsfunktionen waren bereits Bestandteil der Vorlesung
“Einfiihrung in die Regelungstechnik” und werden deshalb im Folgenden nicht im Detail
beschrieben. Dies betrifft insbesondere die Grundlagen der Laplace-Transformation £, von
deren Kenntnis ausgegangen wird.

2.4.1 TUbertragungsfunktion und Ubertragungsmatrix

Wendet man die Laplace-Transformation auf das lineare zeitinvariante Eingréfiensystem

t = Ax+bu , x(0)=x
(2.82)
y = c'z+du

mit dem Zustand & € R", dem skalaren Eingang u € R und dem skalaren Ausgang y € R
an, so erhélt man

sX(s)—xy = AX(s)+bU(s)

Y (s) — X (s) +dU(s) . (2:83)
Berechnet man nun aus der ersten Gleichung von (2.83) die Grofie X (s)
X(s)=(sI — A) "xg+ (sI — A) " bU(s) (2.84)
und setzt dies in die zweite Gleichung ein, ergibt sich
Y(s)=c"(sI —A) "xo+ (c" (sI —A)""b+d) U(s). (2.85)

Daraus lisst sich unmittelbar der Begriff der Ubertragungsfunktion definieren:

Definition 2.3 (Ubertragungsfunktion) Fir das lineare zeitinvariante Eingrofensys-
tem von (2.82) mit dem Zustand x € R", der Eingangsgrifie u € R und der Ausgangs-
grofie y € R gelte ¢y = 0. Die von der speziellen Wahl von u unabhingige Funktion G(s)
mit

Y(s) =G(s)U(s) (2.86)
heifit Ubertragungsfunktion von (2.82).

Im Abschnitt 2.1 wurde festgestellt (Satz 2.1), dass sich die allgemeine Losung von (2.82)
in der Form

8
—~
~+
~—
l

®(t)x, +/0 ®(t—7)bu(r)dr (2.87)

c'x(t) + du(t)

<

—~
~+

~—
I
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mit der Transitionsmatrix ® (¢) anschreiben ldsst. Wendet man nun auf die erste Zeile von
(2.87) die Laplace-Transformation an, so ergibt sich unter Verwendung des Faltungssatzes
die Beziehung

X (s5) = ®(s)xo + P(s)bU(s). (2.88)
Durch Vergleich von (2.84) mit (2.88) zeigt sich unmittelbar, dass sich die Laplace-
Transformierte der Transitionsmatrix ® (¢) in der Form

B(s)=(sI— A" (2.89)

errechnet. Damit ist neben der im vorigen Kapitel diskutierten Transformation auf Jordan-
sche Normalform eine weitere Moglichkeit zur effizienten Berechnung der Transitionsma-
trix gegeben.

Aufgabe 2.7 Berechnen Sie die Transitionsmatriz ® (t) des Systems
T = L1 x
41
mit Hilfe der Laplace-Transformation.

Mit Hilfe von (2.88) und (2.89) lisst sich nun die Ubertragungsfunktion G(s) wie folgt
berechnen:

Satz 2.5 (Ubertragungsfunktion) Die Ubertragungsfunktion G (s) des linearen, zeit-
invarianten Eingrofiensystems (2.82) errechnet sich zu

Z(s)
N(s)

G(s) = =c"(sT—A)"'b+d (2.90)

mit den Polynomen Z(s) und N(s). Sind die Polynome Z(s), auch Z&hlerpolynom ge-
nannt, und N(s), auch Nennerpolynom genannt, teilerfremd, dann gilt grad (Z(s)) <
grad (N(s)) < n und die Nullstellen des Nennerpolynoms N(s), die so genannten Pole
der Ubertragungsfunktion G(s), sind auch Eigenwerte der Matriz A. Die Umkehrung gilt
im Allgemeinen nicht (siehe Beispiel 2.5). Der Grad des Nennerpolynoms grad(N(s)) gibt
auch die Ordnung der Ubertragungsfunktion G(s) an.

Beweis: Die Beziehung (2.90) erhélt man unmittelbar indem man in (2.85) oy = 0 setzt.
Um die restlichen Aussagen in Satz 2.5 bewerten zu konnen, wird die Inverse der Matrix
(sI — A) in der Form

1 adj(sI —A)
(sT—A)" = det (sI — A)
ausgedriickt, wobei mit adj (sI — A) die Adjunkte der Matrix (sI — A) bezeichnet wird.?
Setzt man (2.91) in die Ubertragungsfunktion (2.90) ein

(2.91)

~ Z(s) cladj(sI — A)b+ddet(sI — A)
G =N = det (sT — A) ’ (292)

erkennt man unmittelbar, dass

2Anmerkung: Die Elemente A;; der Adjunkten adj(A) = [A;;] einer Matrix A = [a;;] entsprechen
den Subdeterminanten der (n — 1) x (n — 1)-Matrizen von A, die durch Streichen der j-ten Zeile und der
i-ten Spalte hervorgehen, multipliziert mit dem Faktor (—1)"*7.
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e die Pole der Ubertragungsfunktion G(s) auch Eigenwerte der Matrix A sind, da
det (sI — A) dem charakteristischen Polynom der Matrix A entspricht,

e das Nennerpolynom N(s) von G(s) maximal die Ordnung n haben kann und

e der Grad des Zahlerpolynoms Z(s) kleiner oder gleich dem Grad des Nennerpoly-
noms N (s) sein muss, da adj (sI — A) zufolge der Definition lediglich aus Polynomen
(n — 1)-ter Ordnung in s besteht. u

Aufgabe 2.8 Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion G(s) des linearisierten Zweitank-
systems von Aufgabe 1.13

d Ahl . CLQQ —1 0 Ahl 1/14 . (129 Ahl
&{A@] T age |1 -1 |an| T o |AT Ae=0 A,
mit der Eingangsgrofie Aq und der Ausgangsgrofie Aqs.
1

(s%—i—l)
a’g

Lésung: Die Ubertragungsfunktion lautet G(s) =

Das folgende Beispiel greift die Aussage in Satz 2.5 auf, dass im Allgemeinen nicht davon
ausgegangen werden kann, dass die Eigenwerte einer Systemmatrix A auch die Pole der
zugehorigen Ubertragungsfunktion sind.

Beispiel 2.5 Betrachtet wird das Pendel-Wagen—System aus Aufgabe 1.12. Nach Aufga-
be 2.6 ergeben sich die Eigenwerte des linearisierten Modells (1.68) in der oberen Ruhelage
2

6g(m + M)

Ao = A3y =
12=0, 3,4 [(m + 41M)

Wenn man nun wahlweise die Wagenposition bzw. den Pendelwinkel als Ausgang betrach-
tet, d.h.
Ay, = Az, bzw. Ay, = Ao,

so ergeben sich die Ubertragungsfunktionen

Gi(s) = AYl( ) _ —
P TAU() T U+ A0t — Gg(m + M) (2.98)
Cats) AYz( ) 0 |
290 = AU(s) ~ I(m + 4M)s2 —6g(m + M)

Offensichtlich findet im Fall von Gy(s) eine Pol-Nullstellen—Kiirzung statt, die dafiir ver-
antwortlich ist, dass die Eigenwerte Ay 2 = 0 nicht mehr als Pole von Go(s) in Erscheinung
treten.

Mehrgrofienfall: Im Falle von m Eingéingen und p Ausgéngen tritt an Stelle der Uber-
tragungsfunktion G(s) die sogenannte Ubertragungsmatriz G(s). Die Herleitung erfolgt
vollkommen analog zur Ubertragungsfunktion. Die Laplace-Transformation angewandt
auf das lineare, zeitinvariante System

£ = Ax+Bu , z(0)=z

2.94
y = Cx+ Du (2:94)
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mit dem Zustand x € R", dem Eingang u € R™ und dem Ausgang y € R? ergibt
sX(s)—xy = AX(s)+ BU(s)

Y(s) = CX(s)+ DU(s). (2.95)
Durch Elimination der Grofle X (s) mit
X(s)=(sI — A" BU(s) + (sI — A) ™" x (2.96)
folgt unmittelbar
Y(s)=(C(sI - A 'B+D)U(s) + C (sI — A) 'z, (2.97)
und fiir £y = 0 erhélt man die (p x m)-Ubertragungsmatrix
G(s)=C(sI—A) "'B+D=C®(s)B+D (2.98)
die sich aus den einzelnen Ubertragungsfunktionen
G(s) = GH§<S) Glm(S) mit  Gy(s) = Yi(s) (2.99)
Gnls) - Gonl) )

zusammensetzt.

2.4.2 Realisierungsproblem

Im Satz 2.5 wurde gezeigt, dass es sehr einfach ist, zu einem linearen, zeitinvarianten
EingroBensystem (2.82) die Ubertragungsfunktion G(s) zu berechnen. Unter dem Reali-
sierungsproblem versteht man die umgekehrte Aufgabe, nimlich zu einer gegebenen Uber-
tragungsfunktion G(s) eine Zustandsdarstellung der Form (2.82) mit den Gréfien A, b, ¢
und d zu suchen. Jene Zustandsrealisierungen, die eine minimale Anzahl von Zustdnden
haben, werden auch als Minimalrealisierung der Ubertragungsfunktion G(s) bezeichnet.
Es sei an dieser Stelle nochmals betont, dass die Zustandsrealisierung einer Ubertragungs-
funktion G(s) natiirlich keinesfalls eindeutig ist.

Satz 2.6 (Realisierbarkeit) Eine Ubertragungsfunktion

Z(s)
N(s)

G(s) = (2.100)

mit dem Zdihler- und Nennerpolynom Z(s) und N(s) ist genau dann realisierbar, wenn
grad(Z(s)) < grad(N(s)) oder dquivalent dazu gilt lims_, |G(s)| < 00

In der englischsprachigen Literatur bezeichnet man eine Ubertragungsfunktion (2.100)
mit grad (Z (s)) < grad(N(s)) auch als proper bzw. fiir grad (Z(s)) < grad(N(s)) als
strictly proper. Durch Polynomdivision von Z(s) durch N(s) ist es unmittelbar einsichtig,
dass fiir grad (Z(s)) > grad (N(s)) in der zugehorigen Zustandsdarstellung Ableitungen
der Eingangsgrofle u auftreten miissen, und man somit nicht mehr direkt die Struktur
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von (2.82) erhélt. Um fiir G(s) von (2.100) eine Minimalrealisierung zu finden, miissen
die Polynome Z(s) und N(s) teilerfremd sein.

Im Folgenden werden zwei kanonische Minimalrealisierungen der Ubertragungsfunktion

Y(s) Z(s) bo+bis+---+ by_18" 1 + b,s"

G(s) = = -
) U(s) N(s) ag+as+--++a, 18"+ s"

(2.101)

angegeben, wobei vorausgesetzt wird, dass die Polynome Z(s) und N(s) teilerfremd sind,
und das Nennerpolynom monisch ist, d.h. der hochstwertigste Koeffizient von N(s) ist 1.

Die Ubertragungsfunktion (2.101) kann in der Form (unter Vernachlissigung des Argu-

ments s)
b+ bis A bys”

Y =
N(s)
geschrieben werden. Durch Umstellung und Einfithrung der Gréflen X;

U

1 S g1 s”

Y =0y —U +by —— coot+ by, —U+b,——U 2.102
"Ny TRl T T mg Y TR (2.102)
——— —— ——

X, X5 X,

folgen die einfachen Zusammenhénge

8X1 = XQ y . SXn,1 = Xn . (2103)
Weiterhin folgt aus
1
Xl = mU = SnX1—|—an_1Sn_1X1—|—...—|—(118X1—|—(10X1 =U
S

bzw. im Hinblick auf (2.103)
SXn + an_an + Ce + a1X2 + (L()Xl = U . (2104)

Die Ausgangsgleichung erhélt man aus (2.102) und Ersetzen von sX,, geméf (2.104)

Y = (bo — CLan> X1 + -+ (bnfl - an,lbn) Xn + an . (2105)
5,_/ ~ —- -
bO bn—l

Die Gleichungen (2.103) und (2.104) lassen sich in der Matrixform

Xy 0 1 0 0 Xy 0
X 0 0 1 0 X 0
T e : RN
Xn—1 0 0 0 1 Xn—1 0
Xn —ayp —a; ... —QAp—2 —Qp_1 Xn 1
—— - ~- e e N 2.1
X A X b (2.106)
Xy
N 1 ~~
T Xo| d
(&
N——
X
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) - — (O
bn bn—l bl bO
A A A A
Uu 1 Tn 1 Tn—1 T3 1 o
—4 — - _ e e i - -
S S S
Y Y Y
an—1 aj ao

Abbildung 2.4: 1. Standardform bzw. Regelungsnormalform (2.106).

schreiben. Durch die inverse Laplace-Transformation von (2.106) ist aber unmittelbar
eine Zustandsrealisierung der Ubertragungsfunktion G(s) von (2.101) gefunden. Man
nennt diese Realisierung (2.106) auch 1. Standardform oder Regelungsnormalform.3 Abbil-
dung 2.4 zeigt das zugehorige Strukturschaltbild. Diese Normalform wird in Abschnitt 2.5.3
im Zusammenhang mit der Eigenschaft der Steuerbarkeit noch ndher untersucht.

Die Herleitung einer zweiten Realisierung kann einfach iiber einen Trick erfolgen. Die
Ubertragungsfunktion G(s) als skalare rationale Funktion in s bleibt unveréndert, wenn
man sie transponiert, d.h.

G(s)=c(sT — A) ' b+d=(c"(sT—A) ' b+d) =b" (sT—AT) "c+d. (2.107)
Gleichung (2.107) besagt offensichtlich, dass das Eingrofiensystem (2.82) und
& = Az t+cu , x(0)=mx
. (2.108)
y = bx+du

die gleiche Ubertragungsfunktion G(s) haben. Das System (2.108) nennt man auch das
zu (2.82) duale System. Wendet man dies auf (2.106) an, erhdlt man die Realisierung

[ X, ] 0 ... ... 0 —ag X, bO
X, 1 0 0 —a X, b
s| = 1 : : o+ U
Xo-1| 00 0 —an | [Xn-1| |baoo
L Xn ] 000 o1 —apy] L Xn ] o]
~ VvV
— )G — T (2.109)
Xi
Y=[00 ... 01 |: |+ b U.
N —~ ~—
bT X’ﬂ d
N——
X

3Haufig werden auch die Begriffe Steuerbarkeitsnormalform oder Steuerungsnormalform verwendet.
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u
Y Y Y Y
bO bl bn—l bn
1 T 1 €2 Tn—-1 1 I _{ Yy
— ——— _ e e _ "
— S _ S _ S
o a1 ap—1

Abbildung 2.5: 2. Standardform bzw. Beobachtungsnormalform (2.109).

Die Form (2.109) heifit auch 2. Standardform oder Beobachtungsnormalform.* Abbil-
dung 2.5 zeigt das zugehorige Strukturschaltbild. Diese Normalform wird in Abschnitt 2.6.3
im Zusammenhang mit der Eigenschaft der Beobachtbarkeit noch ndher untersucht.

Beispiel 2.6 Als Beispiel bestimme man fiir die Ubertragungsfunktion

_Y(s) s3+2s
) = o T o D2 36T D) (2.110)

die Regelungsnormalform. Dazu bringt man die Ubertragungsfunktion in die monische
Form (2.101)

1s3 4 25
G(s) = 3 3 2.111
() 83—§SQ—S+§ ( )

Die Regelungsnormalform lisst sich nun unmittelbar aus (2.106) ablesen und lautet im
Zeitbereich

d T 0 1 0 T 0
En =10 0 1 ol + (0] u
3 -3 1 3] L= 1
(2.112)
I 1
v=1-5 1 3] ||+
I3

Die betrachteten Standardformen (2.106) und (2.109) sind sogenannte Minimalrealisie-
rungen. Man nennt nun eine Zustandsrealisierung minimal, wenn es die geringst mogliche
Anzahl von Zusténden unter allen moglichen Realisierungen aufweist. Wie der folgende
Satz zeigt, sind die Minimalrealisierbarkeit eng mit den Eigenschaften der Steuerbarkeit
und Beobachtbarkeit verkniipft, die in den Abschnitten 2.5 und 2.6 behandelt werden.

Satz 2.7 (Minimalrealisierung) FEine Zustandsrealisierung {A, b, c,d} zu einer Uber-
tragungsfunktion G(s) ist genau dann minimal, wenn das Paar { A, b} vollstindig steuer-
bar und das Paar {A, ¢} vollstindig beobachtbar ist.

4Hiufig werden auch die Begriffe Beobachtbarkeitsnormalform oder Beobachternormalform verwendet.
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2.4.3 BIBO-Stabilitat

Die asymptotische Stabilitit der Ruhelage nach Satz 2.4 bezieht sich auf ein lineares,
zeitinvariantes, autonomes System. Mit Hilfe der so genannten BIBO-Stabilitit (BIBO
— Bounded Input Bounded Output) lasst sich die Stabilitdt des Eingangs-Ausgangs-
verhaltens eines linearen, zeitinvarianten Systems der Form (2.82) beurteilen.

Definition 2.4 (BIBO-Stabilitét) Fir ein lineares, zeitinvariantes Eingroffensystem
(2.82) mit der Eingangsgrofie u und der Ausgangsgrofie y gelte xy = 0. Das System
heifst BIBO-stabil, wenn zu jeder beschréankten Eingangsfunktion w (t) eine beschriankte
Ausgangsfunktion y (t) gehort, d.h. zu jedem finiten a > 0 mit |u(t)| < a ezistiert ein
finites b > 0 so, dass |y ()| < b gilt.

Die BIBO-Stabilitédt lasst sich einfach anhand der Impulsantwort (2.24)
gt)=L{G(s)1}=c"® ()b, t>0 (2.113)
mit der Dirac Delta-Funktion § (¢) iiberpriifen. Es gilt nun folgender Satz:

Satz 2.8 (BIBO-Stabilitit anhand der Impulsantwort) FEin lineares, zeitinvarian-
tes Eingrofiensystem der Form (2.82) ist genau dann BIBO-stabil, wenn die Impulsant-
wort g (t) nach (2.113) absolut integrabel ist, d.h. die folgende Ungleichung gilt

/OOO lg (t)|dt < o0. (2.114)

Eine weitere Moglichkeit zur Uberpriifung der BIBO-Stabilitiit erfolgt iiber die Ubertra-
gungsfunktion G(s) von (2.90).

Satz 2.9 (BIBO-Stabilitit anhand der Ubertragungsfunktion) FEin lineares, zeit-
invariantes Eingrofensystem der Form (2.82) ist genau dann BIBO-stabil, wenn fir alle
Pole s; = a; + jw; der zugehorigen Ubertragungsfunktion G(s) von (2.90) gilt

Re (Sz> =q; <0. (2115)

Da nach Satz 2.5 jeder Pol von G(s) ein Eigenwert der Dynamikmatrix A ist, folgt aus der
asymptotischen Stabilitit der Ruhelage g = 0 des autonomen Systems & = Ax (siehe
Satz 2.4), dass das System auch BIBO-stabil ist. Die Umkehrung gilt nur dann, wenn die
Ordnung der Ubertragungsfunktion G(s) und die des Systems iibereinstimmen!

Aufgabe 2.9 Geben Sie fir das nicht BIBO-stabile, lineare, zeitinvariante Eingrofen-
system mit der Ubertragungsfunktion

Y 1

U s2+1
eine beschrinkte Fingangsgrifie u (t) so an, dass die Ausgangsgrofie y(t) unbeschrdnkt
ist. (Lésung: u (t) = Asin (1))
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Aufgabe 2.10 Uberpriifen Sie anhand der Sitze 2.8 und 2.9, ob die Ubertragungsfunk-

tionen 1 1
s — S
Gi(s) = S’ Ga(s) = s+2 Gs(s) =5, Gals) = s2+s+1

BIBO-stabil sind.
Lésung: Gi(s), Gs(s) sind nicht BIBO-stabil, Go(s), G4(s) sind BIBO-stabil.

2.4.4 Interpretation der Nullstellen

In der Vorlesung “Einfithrung in die Regelungstechnik” wurde bereits darauf eingegangen,
dass die Nullstellen s¢; einer Ubertragungsfunktion

G(S) _ Z(S) _ 11;%1(‘9_80,2')7
N(s)  Ilizi(s = si)
zwar nicht die Stabilitdt des Systems beeinflussen, wohl aber die Geschwindigkeit und

Amplituden der Systembewegung. An dieser Stelle soll auf weitere regelungstechnisch
relevante Aspekte von Nullstellen eingegangen werden.

(2.116)

Blockadeeigenschaft: Im Bildbereich sind die Nullstellen diejenigen (komplexen) Fre-
quenzen s = Sq;, fir die

G(SQJ‘) =0

gilt, d.h., das die Ausgangsgrofie keine Komponente mit der Nullstellenfrequenz sy ; be-
sitzt. Um diesen Umstand niher zu betrachten, wird ein stabiles System mit der Uber-
tragungsfunktion (2.116) und (der Einfachheit halber) einer bestimmten reellen Nullstelle
s0,; betrachtet. Die zu der Nullstelle korrespondierende Eingangsfunktion ist

u(t) = ce®* bzw. U(s) = ¢

S — S0,

im Bildbereich mit der Konstanten ¢ > 0. Die zugehorige Antwort lautet dann

Y(s) = G(s)U(s) = (s —s01) - (s— 80’1]1\25;— S0,i1) -+ (5 — Som)

woraus direkt ersichtlich ist, dass das zur Nullstelle korrespondierende Signal u(t) = ce®®it
durch das System nicht iibertragen wird. Die Eigenschaft wird als Blockadeeigenschschaft
von Nullstellen bezeichnet und wird in der Nachrichtentechnik z.B. beim Kerbfilter aus-
geniitzt, um Frequenzen innerhalb eines engen Frequenzbereiches auszufiltern.

Beispiel 2.7 Betrachtet wird wieder das Pendel-Wagen—System in Aufgabe 1.12 bzw. Ab-
bildung 1.13. Wenn man das Pendel um die obere Ruhelage linearisiert und als Ausgang
die Pendelspitze

Ay = Az, + [AQ

betrachtet, so ergibt sich die Ubertragungsfunktion

G(s) = AY(s) 2ls* + 6y
7= AU(s)  —l(m+4M)s* + 6g(m + M)s?
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Dabei ist ersichtlich, dass G(s) ein konjugiert komplezes Nullstellenpaar

So = Jw Sy = —jw w = 69
0_] 9 0o — .7 9 - 2l

besitzt. Wenn das Eingangssignal entsprechend der Nullstellenfrequenz
u(t) = e* + e*' = cos (wt)

gewdhlt wird, so ist diese Frequenz am Ausgang y(t) nicht mehr vorhanden. Insbesondere
kann durch geeignete Wahl der Anfangsbedingungen Ax(0) = Axq erreicht werden, dass
der Ausgang, also die Pendelspitze in Ruhe ist, wihrend das Fingangssignal u(t) = cos(wt)
eine Dauerschwingung des Wagens und des Pendels bewirkt! Abbildung 2.6 zeigt dieses
Verhalten beispielhaft fiir eine halbe Periode t € [0, T].

t=0 t=m/w

Abbildung 2.6: Stationédrer Ausgang bei Nullstellenfrequenz in Beispiel 2.7.

Gegenliufiges Ein—/Ausgangsverhalten: Eine regelungstechnische Schwierigkeit tritt
bei Nullstellen in der rechten Halbeebene auf, d.h. wenn Nullstellen so; mit Re(so;) > 0
existieren. In diesem Fall spricht man auch von einem nichtminimalphasigen System. Dazu
wird die Ubertragungsfunktion

s—c

s) — 2.117
() S* 4+ Gp_ SV 4+ a1s + ag ( )

mit der Nullstelle sy = ¢ betrachtet. Es wird angenommen, dass das Nennerpolynom ein
Hurwitzpolynom ist und somit asymptotische Stabilitit vorliegt.

Im Folgenden soll die Sprungantwort von G(s) genauer betrachtet werden. Anhand des
Anfangswertsatzes der Laplace-Transformation

lim y(t) = lim s G(s)U(s)

t—0+ S—00
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kann man sich leicht davon iiberzeugen, dass fiir die Ableitung y@(t) = S—;y(t) mit
yID(04+)=0,7=0,1,...,i—1

. ) (4 — T oitl -
tl_l}I&y (t) Slgrolos G(s)U(s), >0 (2.118)
gelten muss. Im Hinblick auf den Differenzgrad n — 1 der Ubertragungsfunktion (2.117)
gilt fiir die Sprungantwort A(t) offensichtlich
lim A9(t) =0, i=1,...,n—2, lim A" V() =1. (2.119)

t—0+ t—0+
Betrachtet man zusétzlich den stationdren Endwert
: . c
tlgglo h(t) = £1_I>I(l) sG(s)U(s) = “u
so fillt im Vergleich zur Anfangsableitung y" =V (¢) = h(®=1(¢) = 1 auf, dass die Sprung-
antwort fiir eine Nullstelle in der rechten Halbebene (¢ > 0) zunéchst in die falsche
Richtung startet.

Auch wenn diese Untersuchung fiir mehrfache Nullstellen in der rechten Halbebene schwie-
riger wird, so kann man doch festhalten, dass das Gegenschwingverhalten charakteristisch
ist fiir nichtminimalphasige Systeme.

Beispiel 2.8 Betrachtet wird die Sprungantwort der Ubertragungsfunktion

2 s—c
G(s)=—-2_°>—"°
(s) c(s+1)(s+2)
mit der Nullstelle sy = ¢ und den Polstellen s; = —1 und s, = —2. Fir ¢ > 0 bzw.

¢ < 0 ist das System also nichtminimalphasig bzw. minimalphasig. Der stationdre Wert
der Sprungantwort ergibt sich aufgrund der Normierung zu lim;_,o, h(t) = 1, wihrend die
Anfangssteigung

lim A(t) = —

t—0+ C

2 |<0 falls ¢>0
>0 falls ¢<0

betragt. Abbildung 2.7 zeigt die Sprunganwort fiir verschiedene Parameterwerte c, fiir die
das gleich— bzw. gegenldufige Fin—/Ausgangsverhalten gut zu erkennen ist.

Nullstellen im Mehrgréflenfall: Bei MehrgroBensystemen (2.94), bei denen das Ein-
gangs-/Ausgangsverhalten durch eine Ubertragungsmatrix (2.98) bzw. (2.99) beschrieben
wird, ist die Definition und Untersuchung von Nullstellen ungleich komplizierter. Man
unterscheidet in diesem Fall zwischen

o Ubertragungsnullstellen,
e invariante Nullstellen,

e Eingangs—/Ausgangs—Entkopplungsnullstellen .

Fiir weitergehende Informationen zu Nullstellen im Mehrgrofienfall sei auf die einschléagige
Literatur am Ende des Kapitels verwiesen.
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e — — — — ]

". y c=-05
\ - —-c=-0.25
N -—c=025
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Abbildung 2.7: Sprungantwort von G(s) in Beispiel 2.8.

2.5 Steuerbarkeit

Den nachfolgenden Betrachtungen liege ein lineares, zeitinvariantes, zeitkontinuierliches

System der Form
t=Ax+Bu , z(0)=x (2.120)

mit dem Zustand x € R", dem Eingang w € R™ sowie den Matrizen A € R™*" und
B € R™™ zu Grunde.

Definition 2.5 (Steuerbarkeit) Man nennt das lineare System (2.120) vollstandig steu-
erbar, wenn ausgehend von einem beliebigen Anfangszustand xy eine stickweise stetige
Fingangsgrifie w (t), 0 < t < T mit der endlichen Zeit T' so ezistiert, dass gilt  (T') = 0.

2.5.1 Steuerbarkeit nach Kalman

Um die Eigenschaft der Steuerbarkeit eines linearen Systems (2.120) zu untersuchen, be-
trachte man zunéchst die allgemeine Losung von (2.120) zum Zeitpunkt ¢

z(t) = ® (t)xo + /Ot & (t—7)Bu(r)dr (2.121)

mit der Transitionsmatrix ®(t) = eA! (vergleiche dazu Satz 2.1). Setzt man nun t = T
und 0.B.d.A. y = 0 in (2.121) ein, so erhélt man

x(T) = /O(I)(T—T)BU(T)dT:/O ZAk@Bu(T)dT

k!
- (T —7)*
= ZA’“B/O T w(r)dr .
k:O N )

J/

(2.122)

T
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Fiir eine beliebige Steuertrajektorie w(t), ¢ € [0,7] mit der festen Endzeit T" sind die
Vektoren 7, konstante m—dimensionale Vektoren. Aus (2.122) erkennt man also, dass sich
x (T) als Linearkombination der Spaltenvektoren von B, AB, A>B, ... darstellen lésst.
Da wegen der Steuerbarkeit von (2.120) « (T') ein beliebiger Punkt des R™ ist, miissen
die Spaltenvektoren von B, AB, A’B, ... den R" aufspannen. Mit anderen Worten, die
Matrix

[B,AB,A’B,..., A" 'B,A"B,A""'B, .. ] (2.123)

muss den Rang n besitzen. Um dieses Zwischenergebnis weiterzufiihren, kann das Cayley—
Hamilton—Theorem verwendet werden:

Satz 2.10 (Satz von Cayley—Hamilton) Bezeichnet
PN =po+piA+ -4 P AN
das charakteristische Polynom der Matrix A € R™", so geniigt A der Beziehung

p(A) =al + a1 A+... +a, 1 A"+ A" =0. (2.124)

Der Satz von Cayley—Hamilton besagt, dass die Matrix A™ durch eine Linearkombination
der niedrigeren Potenzen ausgedriickt werden kann, bei der die Koeffizienten denen des
charakteristischen Polynoms entsprechen.

Da die Matrizen A"B, A" B, ... geméfd Satz 2.10 offensichtlich keine weiteren linear
unabhéngigen Eintriage in der Matrix (2.123) liefern, ist es also ausreichend, in der Rang-
iiberpriifung von (2.123) lediglich die Matrixeintrige B bis A" 'B zu betrachten. Diese
Uberlegungen fithren auf den nachfolgenden Satz:

Satz 2.11 (Steuerbarkeitskriterium nach Kalman) Das System (2.120) ist genau
dann vollstindig steuerbar, wenn die sogenannte Steuerbarkeitsmatrix

Qs =[B,AB,..., A" 'B] bww. Qg= b, Ab,..., A" 'b] (2.125)

den Rang n hat.

Um zu zeigen, dass Satz 2.11 auch hinreichend ist, also die Rangbedingung Rang(Qg) = n
auch die Steuerbarkeit impliziert, wird die sogenannte Gramsche Matriz (controllability
gramian)

.
G:/ eA"BBT (¢*7) dr (2.126)
0

betrachtet. Mit dhnlichen Argumenten wie im oberen Teil kann gezeigt werden, dass G
fir alle Zeiten T' > 0 regulér ist, wenn Rang(Qg) = n erfiillt ist. Damit kann man fur
eine gewiinschte Zeit T' durch Einsetzen der Eingangsfunktion

w(t) = BT (AT G (z(T) — ATy (2.127)
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in die Gleichung (2.122)
x(T) = ®(T)xo +/0 & (T — 7)Bu(r)dr
= ®(T)x +/0 ®(7)Bu(T — 7)dr (2.128)
= ®(T)xo + / eA"BBT (eAT)TdT G ' (z(T) - eATa:O) =x(T)

-G
zeigen, dass das System (2.120) in den gewiinschten Zustand @ (") tibergefiihrt wird.
Wenn die Steuerbarkeit gegeben ist, so existieren — neben (2.127) — unendlich viele Steue-
rungen, um das System (2.120) von & nach @7 zu steuern. Ein interessanter Aspekt der

speziellen Steuerung (2.127) ist, dass sie den Ubergang im Zeitinterval [0, 7] mit minima-
len Energieaufwand realisiert und somit das Kostenfunktional

minimiert.

Beispiel 2.9 Das linearisierte Modell des inversen Pendel-Wagen—Systems in Aufga-
be 1.12 soll auf Steuerbarkeit untersucht werden. Mit der Systemmatriz A und dem Steu-
ervektor b aus (1.68) ergibt sich die Steuerbarkeitsmatriz

0 6 0 —36g(m+M)
I(m~+4M) Sog(men) 12 (m-+4M)2
—6 —obg(m
Qg = |1m+4) g 12(m+4M)? 18?ng (2.129)
g AN 180 Tm-+AM)?
mt4M 0 l(m+4]\g/[)2 0
Die Determinante 1996 o2
g
det(Qs) = i a7

zeigt, dass Qg requldr und das linearisierte Pendel in der oberen Ruhelage steuerbar ist.

Die Uberpriifung der Steuerbarkeit anhand der Steuerbarkeitsmatrix von (2.125) (siche
auch den MATLAB-Befehl ctrb) kann insbesondere bei grofieren Systemen numerisch pro-
blematisch werden. Aus diesem Grund wird die Erreichbarkeit bei diesen Systemen sehr
oft direkt tiber die Gramsche Matrix von (2.126) untersucht. Dazu nachfolgender Satz:

Satz 2.12 (Steuerbarkeit iiber die Gramsche Matrix) Das System (2.120) ist ge-
naw dann vollstandig steuerbar, wenn die Gramsche Matrix (controllability gramian)

T
G = / eA"BBT (¢*7) " dr (2.130)
0
requldr ist.

Systemtheorie (WS 2010/2011) ©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen
Institut fiir Mess—, Regel— und Mikrotechnik, Universitdt Ulm



2.5 Steuerbarkeit Seite 54

Wenn die Dynamikmatrix A von (2.120) lauter Eigenwerte mit negativem Realteil besitzt
(man nennt A dann auch Hurwitz-Matriz), dann kann die Gramsche Matrix (2.130) nume-
risch stabil mit Hilfe einer Lyapunov-Gleichung berechnet werden. Da nun angenommen
wurde, dass die Dynamikmatrix A eine Hurwitz-Matrix ist, ist die Existenz des Integrals
G, = limy_, . G garantiert und G, ist Losung der Lyapunov-Gleichung

AG. + G A" +BB" =0 (2.131)
(man vergleiche dazu den MATLAB-Befehl gram). Um (2.131) zu zeigen, setze man G

von (2.130) in (2.131) ein

-
lim Ac*" BB’ (eAT)T +e*"BB" (AeAT)TdT +BB"=0 (2.132)

T—o0 0~

d VvV
E <€ATBBT (eAT)T>
und erhilt schlussendlich das Ergebnis
lim eA"BBT (e*")' - BBT+ BB = 0. (2.133)
—00
~0

2.5.2 Steuerbarkeit nach Hautus

Ein weiteres Steuerbarkeitskriterium wurde von Hautus hergeleitet, das zusétzlich zur
Aussage ob das System (2.120) steuerbar ist, gegebenfalls auch angibt, welcher Eigenwert
nicht steuerbar ist.

Satz 2.13 (Steuerbarkeitskriterium nach Hautus) Das System (2.120) ist genau dann
vollstéandig steuerbar, wenn die Bedingung

Rang ([A,-I _ A, B]) —n (2.134)

fur alle Eigenwerte N\;, i = 1,...,n der Matriz A erfillt ist.

Im Gegensatz zum Kalman-Kriterium (Satz 2.11), bei dem der Rang einer (n x nm)-
Matrix tiberpriift werden muss, werden beim Hautus—Kriterium die einzelnen (n x n+m)-
Matrizen [\;I — A, B] auf Ihren Rang iiberpriift.

Somit kann man durch das Hautus—Kriterium eine Aussage dariiber erhalten, welche Ei-
genwerte nicht steuerbar sind. Des Weiteren bietet sich das Hautus—Kriterium fiir Systeme
an, bei denen Parameter in den Systemmatrizen vorkommen, siehe Beispiel 2.9.

2.5.3 Regelungsnormalform

Im Folgenden wird das lineare Eingrofiensystem

z=Ax+bu, z=(0)==x
- ()= (2.135)
y=c x+du
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mit dem Zustand € R", dem skalaren Eingang u € R und dem skalaren Ausgang y € R
betrachtet.

Die Regelungsnormalform wurde bereits in Abschnitt 2.4.2 als Realisierung einer Ubertra-
gungsfunktion G(s) betrachtet. In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie ein lineares
System (2.135) im Zustandsraum mittels einer reguldren Zustandstransformation

x=VE bzw. £=Tzx mit T=V""' (2.136)

auf die Regelungsnormalform

0 1 0 0 |
0 1 0 (_)
= : : - - : T + O (!
o 0 - 0 1 1 (2.137)
| —@ —a1 - —0p—2 —0n—1| -
A=TAT! b=Tb
Yy = [bo — aobn Ce bn—l - an_lbn] T + bnu

transformiert werden kann. Die Steuerbarkeitsmatrix spielt dabei eine wichtige Rolle.

Aus (2.137) ist ersichtlich, dass der erste Zustand #; von & = [Z1,...,%,]" n-mal diffe-

renziert werden kann, bevor der Eingang u auftaucht. Im Folgenden wird z; durch die
Gleichung
i =tz (2.138)

angesetzt, wobei der Vektor ¢t so bestimmt werden soll, dass der Eingang u erst in der
n—ten Zeitableitung auftritt. Sukzessive Ableitung von Z; nach der Zeit ¢t und Vergleich
mit (2.137) liefert

TL=Fy=t"Azx +t'bu mit tTh=0
iy =ds =tT A%z +tT Abu tTAb =0
(2.139)
# Y =g, =tTA e + tT A" ?bu tTA" 2 =0
P =g, =T AT + tT AV b tTA" =1,

Die Zwangsbedingungen lassen sich in der Vektorform
t'[b,Ab,....,A"'b] =[0,...,0,1]
Qs
in Abhéangigkeit der Steuerbarkeitsmatrix Q¢ zusammenfassen. Falls Q¢ regulér ist, ergibt
sich

t'=100,...,0,1]Qg" . (2.140)

Offensichtlich bestimmt sich der erste Zustand #; = t'x der Regelungsnormalform mit
Hilfe der letzten Zeile der inversen Steuerbarkeitsmatrix Qg'. Somit gilt der folgende Satz:
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Satz 2.14 (Transformation auf Regelungsnormalform) Das lineare System (2.135)
kann durch die Transformation (2.136) mit der Transformationsmatriz

tT
tTA T 1 1
T = _ , t'=[0 ... 0 1Qg", Qs = [b, Ab,..., A" 'b] | (2.141)

tTAn_l

auf die Regelungsnormalform (2.137) gebracht werden, wenn die Steuerbarkeitsmatriz Qg
requlér ist. Dabei stellt 7 die letzte Zeile der inversen Steuerbarkeitsmatriz dar.

Vorteilhaft bei der Regelungsnormalform ist, dass sie einfach aus einer Ubertragungs-
funktion G(s) bestimmt werden kann, wie in Abschnitt 2.4.2 gezeigt wurde. Des Weiteren
ist es charakteristisch fiir die Regelungsnormalform, dass der Eingang v nur den letzten
Zustand von @ beeinflusst, was insbesondere fiir den Reglerentwurf von Vorteil ist.

Die Regelungsnormalform lédsst sich auch fiir Mehrgrofiensysteme (2.120) angeben. Dies
wird im néchsten Kapitel im Rahmen des Entwurfs von Zustandsreglern behandelt.

Beispiel 2.10 Betrachtet wird erneut das inverse Pendel in Abbildung 1.13 mit der re-
guldren Steuerbarkeitsmatriz (2.129). Die inverse Steuerbarkeitsmatriz lautet

0 o 0 m+ M

. "7” 0 m+ M 0

Q' = 0  (m+4M) 0 _ UmtaM) | (2.142)
9 6g
12(m+4M) U(m+4M)
S 0 — e 0
Mt der letzten Zeile ,

£ = | Bl i) 0] (2.143)

und der Dynamikmatriz aus (1.68) lautet die Transformationsmatriz (2.141)

_ P(m+4M)? 0 _ l(m44M) 0
99 6g
0 _ P(m+4M)? 0 _ l(m+4M)
T = Ut d0) 99 6g (2.144)
— === 0 0 0

und schliefllich die Regelungsnormalform (2.137)

0 1 0 0 0

. loo 10 0
6g(m+M)

0 0 Smii) g 1
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2.6 Beobachtbarkeit

Uber die Steuerbarkeit eines linearen Systems erhilt man Aussagen iiber die Wirkung des
Einganges auf den Systemzustand. Mit Hilfe der Beobachtbarkeit wird untersucht, welche
Kenntnis iiber den Systemzustand man prinzipiell erhalten kann, wenn ausschliellich die
Ausgangsgrofien eines dynamischen Systems gemessen werden konnen.

Den nachfolgenden Betrachtungen liege ein lineares, zeitinvariantes, zeitkontinuierliches
System der Form
£t = Ax+Bu , z(0)=x

y = Czx+ Du (2.146)

mit dem Zustand & € R", dem Eingang u € R™, dem Ausgang y € R? sowie den Matrizen
A eR™ BeR™" C &R und D € RP*™ zu Grunde.

Definition 2.6 (Beobachtbarkeit) Man nennt das System (2.146) vollstandig beob-
achtbar, wenn aus der Kenntnis der Eingangs- und Ausgangsgrofien w (t) und y (t) auf
dem Intervall 0 < t < T sowie der Systemmatrizen A, B, C und D der Anfangszustand
xq errechnet werden kann.

2.6.1 Beobachtbarkeit nach Kalman

Nachfolgender Satz gibt nun ein auf Basis der Systemmatrizen (C, A) iiberpriifbares
Kriterium fiir die Beobachtbarkeit des Systems (2.146) an:

Satz 2.15 (Beobachtbarkeit nach Kalman) Das System (2.146) ist genau dann voll-
standig beobachtbar, wenn die sogenannte Beobachtbarkeitsmatrix

C c'
CA c'A
B= : baw. Qp = : (2.147)
CAn—l cTAn—l

den Rang n hat.

Der Beweis von Satz 2.15 orientiert sich im Wesentlichen am Vorgehen bei der Steuerbar-
keit und soll deswegen lediglich skizziert werden. In einem ersten Schritt betrachte man
die allgemeine Losung fiir die Ausgangsgrofie y (¢) von (2.146) zum Zeitpunkt ¢

y(t) = C® (t)xo + /O ‘co (t — ) Bu(r)dr + Du (t) (2.148)

-~

v (t)

mit der Transitionsmatrix ®(t) = eA! (vergleiche dazu Satz 2.1). Da in (2.148) nach
Definition 2.6 der Ausdruck v (¢) fiir 0 < ¢ < T bekannt ist, kann (2.148) in der Form

yt) =CP(t)xo
<~
y(t) —v(t)
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umgeschrieben werden und die Untersuchung der Beobachtbarkeit reduziert sich auf die
Frage, ob aus Gleichung (2.149) x, eindeutig bestimmt werden kann, wobei g (¢) im In-
tervall 0 < ¢t < T bekannt ist. Aus diesem Grund kann im Weiteren ohne Einschrankung
der Allgemeinheit bei der Beobachtbarkeitsuntersuchung des Systems (2.146) der Eingang
u(t)=0,0<t<T, gesetzt werden, d.h.

y(t) = C®(t)zo. (2.149)

Beweis von Satz 2.15 (Notwendigkeit): Die Beweisfiihrung erfolgt durch Wider-
spruch, d.h., man nimmt an, Rang(Qpz) < n. Dann existiert ein nichttrivialer Vektor
a # 0 so, dass gilt

C
CA
, a=0 bzw. CA*a=0, k=0,1,...,n—1. (2.150)
CAnfl

Dabei sei angemerkt, dass iiber das Cayley—Hamilton—Theorem jede weitere Matrixpotenz
A"k > n durch eine Linearkombination (2.124) ausgedriickt werden kann, so dass (2.150)

CA*a =0, k=nn+1,... (2.151)
impliziert. Mit der Reihendarstellung

— k-
d(t)=> A o
k=0
der Transitionsmatrix erkennt man unmittelbar, dass fiir £y = @ und u(t) =0, t € [0, 7]
die Beziehung (2.149) in der Form

e k
y(t)y=>_ C’Ak%a =0. (2.152)
k=0 '

geschrieben werden kann. Dies bedeutet, dass zwei verschiedene Anfangswerte, ndmlich
xo = a und xy = 0, zur selben Ausgangsgrofie y (t) = O fithren und daher am Ausgang
nicht unterschieden werden kénnen. Da aber vorausgesetzt wurde, dass das System (2.146)
vollsténdig beobachtbar ist und da wegen der Linearitét von (2.146) die Existenz und
Eindeutigkeit der Losung gewéhrleistet ist, muss gelten a = 0, was aber ein Widerspruch
zur Annahme ist. n

Beweis von Satz 2.15 (Hinléinglichkeit): Um zu zeigen, dass Satz 2.15 auch hinrei-
chend ist, also die Rangbedingung Rang(Qz) = n die Beobachtbarkeit impliziert, wird
die zugehorige Gramsche Matriz (observability gramian)

N
G = / (4)" CTCeAdr (2.153)
0

eingefiihrt. Wie im Falle der Steuerbarkeit kann gezeigt werden, dass G regulér ist, wenn
die Beobachtbarkeitsmatrix Q5 den Rang n besitzt. Multipliziert man nun (2.149) von

links mit G~ (eAt)T C'" und integriert von 0 bis 7', dann erhélt man

T T
/ C_;'_l (eAt)T Clej (t) dt = é—l/ (eAt)T CTCGAtdt Ty = T (2'154)
0 0
G
und hat damit eine explizite Vorschrift gegeben, wie man @y berechnet. [ ]
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Abbildung 2.8: Schematische Darstellung eines Heiflluftballons (Aufgabe 2.12).

Aufgabe 2.11 Leiten Sie die Rangbedingung fir die Beobachtbarkeitsmatriz (2.147) auf
einem alternativen Weg her, indem Sie aus Kenntnis der Ausgangsgrofen y(t), y@(t),
i =1,...,n —1 und der Eingangsgrofen w(t),u®(t),i = 1,...,n — 1 versuchen, den
Zustand x(t) des Systems (2.146) zum Zeitpunkt t zu rekonstruieren.

Die Uberpriifung der Beobachtbarkeit an Hand der Beobachtbarkeitsmatrix von (2.147)
(siche auch den MATLAB-Befehl obsv) kann insbesondere bei grofieren Systemen nume-
risch problematisch werden. Aus diesem Grund wird die Beobachtbarkeit bei diesen Sys-
temen oft direkt tiber die Gramsche Matrix von (2.153) untersucht (man vergleiche dazu
wiederum den MATLAB-Befehl gram). Dazu nachfolgender Satz:

Satz 2.16 (Beobachtbarkeit iber die Gramsche Matrixz) Das System (2.146) ist
genau dann vollstandig beobachtbar, wenn die Gramsche Matrix (observability gramian )

T
G = / (") CTCerdr (2.155)
0

requldr ist. Wenn die Dynamikmatriz A eine Hurwitz-Matriz ist, dann lisst sich G =
limr oo G aus der Lyapunov-Gleichung

ATG. +G ,A+C'C=0 (2.156)

errechnen.

Aufgabe 2.12 Die Bewegung eines HeifSluftballons nach Abbildung 2.8 wird ndiherungs-
weise durch ein mathematisches Modell der Form

AT = —lAT+u
T
1
v = —— (v—w)+cAT (2.157)
T2
h = v

Systemtheorie (WS 2010/2011) ©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen
Institut fiir Mess—, Regel- und Mikrotechnik, Universitdt Ulm



2.6 Beobachtbarkeit Seite 60

mit der Temperaturdifferenz zur Gleichgewichtstemperatur AT, der Hohe des Ballons h,
der Vertikalgeschwindigkeit des Ballons v, der vertikalen Windgeschwindigkeit w (Stér-
grofie) sowie der zur zugefihrten Wérme proportionalen Stellgrofie .

(1) Ist es maéglich, die Temperaturinderung AT und eine konstante Windgeschwindig-
keit w allein auf Grund der Messung der Hohe h zu beobachten?

Losung: Erweitern Sie fiir die konstante Windgeschwindigkeit w das mathemati-
sche Modell um die Differenzialgleichung w = 0. Fir das erweiterte Modell lautet
die Beobachtbarkeitsmatrix

0 0 1 0
0 1 0 O ‘ —0
o _o L g _1
T1 T2 7—22 7—22

und damit ist das erweiterte System fir o # 0 mit der Messgrdfie y = h vollstindig
beobachtbar.

(2) Ist das System (2.157) mit der Eingangsgrofe u vollstindig steuerbar?
Lésung: ja fir o # 0

(3) Ist das System (2.157) mit der Eingangsgrifie w vollstindig steuerbar?

Losung: nein

Aufgabe 2.13 Untersuchen Sie die Beobachtbarkeit des linearisierten Modells (1.12) des
Pendel-Wagen—Systems in Abbildung 1.13 fiir die Ausgdnge

Ay, = Az, bzw. Ays = A¢.

Losung: beobachtbar bzgl. Ayy, nicht beobachtbar bzgl. Ay, — direkt ersichtlich an

0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 1 0 0

Qp1= | -3m Qpo = | 69(m+M)
B1 mi4]\94 73(7)719 00 B2 l(gm+4M) » 0+M) 00
0 m+4M 00 0 l(gm+4M) 00

2.6.2 Beobachtbarkeit nach Hautus

Wie im Falle der Steuerbarkeit gibt es auch bei der Beobachtbarkeit neben dem Kalman-—
Kriterium noch weitere Kriterien, um die Beobachtbarkeit zu untersuchen. An dieser Stelle
sei zusatzlich das Hautus—Kriterium erwahnt.

Satz 2.17 Das System (2.120) ist genau dann vollstéindig steuerbar, wenn die Bedingung

Rang lAiIC; A]

fir alle Figenwerte \;, 1 = 1,...,n der Matriz A erfillt ist.

=n (2.158)
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Ahnlich dem Hautus Kriterium bei der Steuerbarkeit (Satz 2.13), kann mit Hilfe die
Rangbedingung (2.158) gegebenenfalls iiberpriift werden, welche Eigenvorgénge des Sys-
tems nicht beobachtbar sind.

2.6.3 Beobachtungsnormalform

In Analogie zu Abschnitt 2.5.3 wird im Folgenden von einem linearen Eingréffensystem

r=Ax+bu, x0)==x
. (0) = (2.159)
y=c x+du

mit dem Zustand & € R", dem skalaren Eingang u € R und dem skalaren Ausgang y € R
ausgegangen.

Die Beobachtungsnormalform wurde bereits in Abschnitt 2.4.2 als Realisierung einer Uber-
tragungsfunktion G(s) betrachtet. In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie ein lineares
System (2.159) im Zustandsraum mittels einer regulidren Zustandstransformation

x=Va (2.160)
auf die Beobachtungsnormalform
0 ... ... 0 —ap’ T b — agh,
1 0 ... 0 —a by — aqb,,
T = 1 T + : u
0 0 . 0 —aps by—2 — an_2by (2.161)
_O 0 1 —Qp—1 | _bn—l - an—lbn_
A-v-av b=V"'b
y=10 ... 0 1]Z+byu

transformiert werden kann. Die Beobachtbarkeitsmatrix spielt dabei eine wichtige Rolle,
wie im folgenden Satz zu sehen ist:

Satz 2.18 (Transformation auf Beobachtungsnormalform) Das lineare zeitinvari-
ante System (2.159) kann durch die Transformation (2.160) mit

0 T
: TA

V=[v Av ... A" ], v=Qp | @s= . (2.162)
1 CT14nfl

auf die Beobachtungsnormalform (2.161) gebracht werden, wenn die Beobachtbarkeitsma-
triz Qg regquldr ist. Dabei stellt v die letzte Spalte der inversen Beobachtbarkeitsmatrix
dar.
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In Analogie zur Regelungsnormalform (2.137) ist die Beobachtungsnormalform besonders
gut fiir den Beobachterentwurf geeignet, der im spéteren Verlauf der Vorlesung behandelt
wird. Charakteristisch fiir die Beobachtungsnormalform ist, dass die Ausgangsgrofie y
lediglich von der letzten Komponente des Zustands @ abhéngt.

Die Beobachtungsnormalform ldsst sich auch fiir Mehrgrofiensysteme (2.146) angeben.
Dafiir sei auf die am Ende des Kapitels angegebene Literatur verwiesen.

2.7 Dualitéatsprinzip

Es wurde bereits in Abschnitt 2.4.2 gezeigt, dass eine skalare Ubertragungsfunktion G(s)
unverdandert bleibt, wenn man sie transponiert, es gilt also

Gls)=c" (sSI—A) "b+d=b"(sT—AT) "c+d. (2.163)

Mit dieser Motivation kann man auch im MehrgroBenfall (m > 1) das sogenannte primale
und duale System

x = Ax + Bu &p=A"xp+C'u

und P e P (2.164)
y=Cx+ Du yp=B'xzp+ D'up
primales System dualeggystem

definieren. Fiir die Ubertragungsmatrizen gilt Gp(s) = G'(s), wie sich durch Transpo-
nieren von G(s) leicht zeigen lisst:

GT(s)= (C(sT—A)'B+ D) =B (sI - AT)"'CT+ D" = Gp(s).  (2.165)

Dariiberhinaus gilt die Eigenschaft, dass die Steuerbarkeit (Beobachtbarkeit) des primalen
Systems dquivalent zur Beobachtbarkeit (Steuerbarkeit) des dualen Systems ist. Dies ist
anhand der transponierten Steuerbarkeits— und Beobachtbarkeitsmatrizen

Q-sl: = QB,D ) QE = QS,D
leicht zu zeigen und lésst sich in dem folgenden Satz zusammenfassen.
Satz 2.19 (Steuerbarkeit/Beobachtbarkeit des dualen Systems) Das duale Sys-

tem ist genau dann steuerbar (beobachtbar), wenn das primale System beobachtbar (steu-
erbar) ist.
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Kapitel 3

Zustandsregler

In der Vorlesung “Einfithrung in die Regelungstechnik” wurden vorrangig Ausgangsre-
gelungen fir Eingroflensysteme (m = p = 1) betrachtet, bei denen die Ausgangsgrofie y
gemessen wird. Mit der Kenntnis von y und der vorgegebenen Fiihrungsgrofie w berechnet
der Regler als dynamisches System die Stellgrofe u, siehe Abbildung 3.1.

Fithrungs- Regeldiff. Regler  Stellgrofe Strecke  Regelgrofie

rofe W (s E(s Us Y(s
g (s) (s) Cnls) (s) Gs(s) (s) _

Abbildung 3.1: Ausgangsregelung (Eingrofienfall m = p = 1).

Setzt man nun voraus, dass der gesamte Zustand eines Systems messtechnisch erfassbar
ist, dann ist es moglich, einen so genannten Zustandsregler zu entwerfen. Unter einem
linearen Zustandsregelgesetz versteht man eine dynamiklose, lineare Abhéngigkeit der
Stellgrofle w von den ZustandsgroBen  und Fithrungsgréfien w

u=-Kz+ Sw. (3.1)

In Abbildung 3.2 ist der Regelkreis mit der (m x n)-Riickfithrmatrix K und der (m X p)—
Vorfiltermatrix S dargestellt.

In den folgenden Betrachtungen wird ein lineares Mehrgrofiensystem mit dem Eingangs-
vektor w € R™ und ohne Durchgriff (D = 0) im Ausgangsvektor y € R? betrachtet

z=Azx+ Bu, x(0)=x

y—Ca. (3.2)

Beim Auslegen eines Zustandsreglers sind insbesondere die folgenden regelungstechnischen
Ziele von Interesse:

(a) Stabilitdt des geregelten Systems
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Fithrungs- Eingangs- Strecke Zustand Ausgangs-
grofe w uy vektor u x vektor y
S = Ax + Bu - C -
Vorfilter Regler
UR
K -

Abbildung 3.2: Zustandsregler (Mehrgrofienfall m,p > 1).

(b) Verbesserung des Eingangs—/Ausgangsverhaltens

(
(

)

c)

d) Erzielung eines verbesserten transienten Verhaltens
)
)

Erh6hung der Dampfung

e) Kompensation von Storungen

(
(

Genaue Fiihrungsgrofienfolge.

Insbesondere im Hinblick auf Punkt (a) soll die Reglermatrix K so ausgelegt werden, dass
der geschlossene Kreis

z=Ax+ B(—Kz + Sw) = (A—- BK)xz + BSw (3.3)
asymptotisch stabil ist, die Eigenwerte \; der Matrix (A — BK) also in der linken Halb-
ebene liegen.

Der Punkt (e) wird in Abschnitt 3.6 behandelt, wihrend Punkt (f) im letzten Kapitel des
Skriptes betrachtet wird. An dieser Stelle wird davon ausgegangen, dass die Fiithrungsgrofie
w konstant ist und dass keine Stérungen auf das System (3.2) wirken.

3.1 Stationires Vorfilter

Falls mit einem Zustandsregler der Ursprung eines linearen Systems (3.2) stabilisiert wer-
den soll, ist es ausreichend, die Verstdarkungsmatrix K im Riickfiihrgesetz (3.1) zu bestim-
men. Im allgemeinen Fall einer Fiithrungsgrofie w # 0 kommt ein Vorfilter zum Einsatz,

siehe Abbildung 3.2.

Wenn davon ausgegangen wird, dass die Reglermatrix K bekannt ist, gilt im geschlossenen
Kreis (3.3). Das Vorfilter soll nun so entworfen werden, dass keine bleibende Regelabwei-
chung am stationédren Ausgang

d.h. fiir ¢ — oo, auftritt. Mit der stationdren Riickfiihrung u, = —Kx + Sw ist der
stationére Zustand x., durch

0= (A— BK)z. + BSw
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bestimmt. Wenn der geschlossene Kreis (3.3) asymptotisch stabil ist, liegen alle Eigenwerte
Ai der Matrix (A — BK) in der linken Halbebene. Somit ist (A — BK) regulér, so dass

o = (BK — A) 'BSw
gilt. Der stationdre Ausgang (3.4) lautet also
Y., =C(BK — A)"'BSw = Iw. (3.5)

Aus der Zwangsbedingung y., = Iw = w kann die Vorfiltermatrix S durch Inversion
bestimmt werden

1

S=[C(BK —-A)"'B]"

(3.6)

Die Invertierbarkeit des Klammerausdruckes folgt aus der Annahme, dass jedes gewiinsch-
te Yy, in (3.5) durch geeignete Wahl von uy = Sw (siche Abbildung 3.2) einstellbar ist.

3.2 Direkte Eigenwertvorgabe im Eingréf3enfall

Der Grundgedanke der Eigenwert— bzw. Polvorgabe besteht darin, die Eigenwerte des
geschlossenen Kreises (3.3) vorzugeben, um z.B. eine gewiinschte Dynamik zu erzielen. In
diesem Abschnitt wird ein lineares System mit skalarer Stellgrofie u

r=Ax+bu, x(0)=wx

3.7
y=c'x. (3.7)

betrachtet. Setzt man nun das Zustandsregelgesetz
u=—k'x + Sw (3.8)

an, so wird beim Reglerentwurf durch Polvorgabe die Reglerverstirkung k' so gewihlt,
dass die Matrix Agr des geschlossenen Kreises

&= (A—-bk")x+ Sbw, x(0)=mx
N e’
Ar (3.9)
.

y=cx.
die gewiinschten Eigenwerte A7, ¢ = 1,...,n besitzt.

Die einfachste Moglichkeit der Polvorgabe besteht darin, die Reglerverstiarkung durch
Koeffizientenvergleich des gewiinschten charakteristischen Polynoms und des charakteris-
tischen Polynome des geschlossenen Kreises (3.9) zu berechnen.

Dazu betrachtet man das charakteristische Polynom des geschlossenen Kreises (3.9)

g\ k) = det(\I — A +bk")
= qo(k) + (k)X + -+ + guoa (R)A"H 4+ A"
bei dem die Koeffizienten ¢;(k) von den (noch unbekannten) Elementen der Reglerver-

stirkung k' = [k1, ..., k,] abhdngen. Durch Polvorgabe soll sich das charakteristische
Polynom

(3.10)

n

PN =po+ oAt pa NN =[O =) (3.11)

i=1
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mit den vorgegebenen Eigenwerten \! einstellen. Gleichsetzen von (3.10) und (3.11)
det(\ — A+ bk) = (A - X))
i=1

bzw.
ao(k) + qu (k)N + -+ Gua (RN " = po+ prd -+ P A N

sowie anschlieBender Koeffizientenvergleich fiithrt zu

wk)=po, ak)=p, ... @u1(k)=pu1. (3.12)

Das Gleichungssystem (3.12) besteht aus n Gleichungen fiir die n Elemente k; der Reg-
lerverstiarkung k, die eindeutig durch (3.12) bestimmt sind.

Im Falle mehrerer Stellgréfen m > 1 ist das Gleichungssystem fiir die Elemente k;; der
Reglermatrix K unterbestimmt (n Gleichungen, nm Unbekannte k;;). Es existieren also
unendlich viele Losungen, sofern das System (3.2) steuerbar ist. Zudem sind die Glei-
chungen (3.12) im Mehrgrofienfall nichtlinear, da jetzt Produkte und Potenzen der Unbe-
kannten k;; auftreten. Die direkte Eigenwertvorgabe ist somit nur fiir Eingréfensysteme
empfehlenswert.

Beispiel 3.1 Betrachtet wird das System

-2 0 3 -1
z=|1 2 2|lx+ |0 |u (3.13)
0 01 1

mit den Eigenwerten \; = —2, Ay = 1 und X3 = 2. Mit der Riickfihrung u = —k'x und
der Dynamikmatriz des geschlossenen Kreises

ki —2 ke 3+ks
Arp=A-bk"=| 1 2 2
—ky —ky 1—ks

ergibt sich das charakteristische Polynom (3.10)
det(A\—Ap) = 4 — 8k1 + 8k — ks + (=4 + 6ky + ko) A+ (—=1 — k1 + k3) A +A°. (3.14)

hd v~ N~

(k) @ (k) (k)
Die Figenwerte des geschlossenen Kreises sollen nun auf X = —2 (unverdndert), Ny = —1
und Ny = —3 platziert werden. Das zugehirige charakteristische Polynom (3.11) lautet
2
P =TI = A1) =6+ 11A+6X>+ % (3.15)

i=1

FEin Koeffizientenvergleich zwischen (3.14) und (3.15) fihrt auf ein lineares Gleichungs-
system, fiir k' = [k, ko, ks] mit der Losung

3 17
5 5 k’g — 6, k’g —_ .

ky = 5

Aufgabe 3.1 Unter MATLAB kann die Funktion place fiir die direkte Eigenwertvorgabe
verwendet werden. Informieren Sie sich iber die Funktion mit Hilfe des MATLAB-Aufrufs
“help place” bzw. “doc place”. Uberpriifen Sie die Ergebnisse aus Beispiel 3.1.
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3.3 Reglerentwurf in Regelungsnormalform

Der Entwurf eines Zustandsreglers durch Transformation auf die Regelungsnormalform
stellt einen allgemeineren Ansatz dar als die direkte Eigenwertvorgabe im vorherigen Ab-
schnitt.

3.3.1 Ackermann—Formel (Eingréflenfall)

In Abschnitt 2.5.3 wurde gezeigt, dass das System (3.7) auf die Regelungsnormalform (2.137)
gebracht werden kann, indem die Transformation

Ty '

Cl = : z, t'=[0 ... 0 1]Qg" (3.16)
i'n tTAn—l
N—— N——

T T

mit der letzten Zeile ¢T der inversen Steuerbarkeitsmatrix le verwendet wird. Fiir einen
Reglerentwurf mittels Eigenwertvorgabe ist die Regelungsnormalform besonders gut ge-
eignet, da die Stellgrofle u gezielt die letzte Zeile der Normalform beeinflusst.

Eine kompaktere Darstellung der Regelungsnormalform (2.137) ist

T = o
i = i (3.17)
I, = g'@+u
wobei sich Z; = #;4, direkt aus (2.137) ergibt, wiahrend die letzte Zeile mit
g =t"A"T! (3.18)

durch Differentiation von Z,, und Vergleich mit (2.137) resultiert. Durch Ansatz von

u=v—g'% (3.19)

mit dem neuen Eingang v kann die Regelungsnormalform (3.17) auf die entkoppelte Form

T = T2
i, = v

gebracht werden, die eine Integratorkette der Léange n mit v als neuem Eingang darstellt,
siehe Abbildung 3.3. Setzt man nun ausgehend von einem gewiinschten charakteristischen

Polynom

PN =po+ oAt paa NN =[O =) (3.21)
=1

den neuen Eingang v wie folgt an

v = _pOi'l - pn—ljna (322)
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Y

el

[

Abbildung 3.3: Entkoppelte Regelungsnormalform (3.20) im EingroSenfall.

so ergibt sich die Dynamik des geschlossenen Kreises zu

0 1 0
T = 00 B (3.23)
—Po —P1 - —Dn
Ap

Es ist direkt ersichtlich, dass fiir das charakteristische Polynom im geschlossenen Kreis
det(AI — Ag) = p*(\) gilt. Die tatsdchliche Stellgrofie (3.19) ergibt sich aus dem Riick-
fithrgesetz (3.22) fiir v und (3.16), (3.18) zu

U = _pOil - pn—l-%n - gT:i
=—t"(pol + - +p, 1A+ ANz (3.24)
KT

Die Bestimmungsgleichung fiir die Reglerverstirkung k' ist die bekannte Ackermann—
Formel, die im folgenden Satz festgehalten ist:

Satz 3.1 (Ackermann—Formel im Eingrofienfall) Die Eigenwerte der Dynamikma-
triv Arp = A — bk" des geschlossenen Kreises (3.9) mit der Riickfihrung (3.8) konnen
genau dann beliebig plaziert werden, wenn das System (3.7) steuerbar ist. Der Rickfiihr-
vektor berechnet sich dann nach der Formel

kT = tT (pOI + plA + -+ pn_lAn_l + An) (325)

in Abhdingigkeit von t7 in (3.16) — der letzten Zeile der inversen Steuerbarkeitsmatriz
(2.125) — und den Koeffizienten p; des gewiinschten charakteristischen Polynoms (3.21).

Beispiel 3.2 (Simulationsbeispiel) Als Beispiel betrachte man den Zweimassenschwin-
ger von Abbildung 3.4 bestehend aus den zwei Massen my und ms, den zwei linearen Federn
mit den Federkonstanten ¢, und co sowie den zwei geschwindigkeitsproportionalen Ddamp-
fern mat den Dampfungskonstanten dy und ds. Auf die erste Masse my wirkt die externe
Kraft Fo., die zugleich die Stellgréfie u = F,, des Systems darstellt. Die auf die zweite
Masse mo wirkende Kraft Fy ist als unbekannte Stérung aufzufassen. Das mathematische
Modell errechnet sich direkt durch Anwendung des Impulserhaltungssatzes auf die beiden
Massen my und msy in der Form

mis = —¢ (31 - 52) —dy (51 - 5‘2) — Fewt (3.26)

Ma8y = ¢1 (81 — S2) + dy (81 — $2) — c252 — dasy — Fy,
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: 52
& R
Fou L= 7, L
m ma
| W W Z

S1

Abbildung 3.4: Gekoppelter Feder—-Masse—Schwinger (Beispiel 3.2).

wobei s; und sy die Auslenkungen der Massen my und mo um die entspannte Lage der
Federn beschreiben.

Mit den Zustandsgréfien ®7 = [s1,v1 = $1, 82,09 = 8o, der Stellgrife u = F,uy, der
Storung d = F; und der Ausgangsgriffe y = so ergibt sich die Zustandsdarstellung von

(3.26) zu

0 1 0 0
0 0
La _d a A 1 0
Y mq mq ma mq - —
2 ﬁ _Cl+02 _d1—|—d2 0 I
L 1o mo mo mo —— \_\T;LZ_/
A
y=1[0 0 1 0]x. (3.27)
—_——
T
c
Fir die Parameter
m1:1, m2:10, 61262:1, d1:d2:1 (328)
lautet die Steuerbarkeitsmatriz
0 -1 1 —-0.1
—1 1 —0.1 —-0.98
Qs = [b, Ab,..., A%b] = 0 0 —01 002 (3.29)

0 -0.1 0.02 0.106

Qg ist requldr, wie man sich leicht anhand der Determinante det(Qg) = 0.01 tuberzeugt.
Die letzte Zeile der inversen Steuerbarkeitsmatriz Q' lautet

t" =[-1,0,-8,10]. (3.30)

Die Figenwerte der Dynamikmatrixz A liegen bei

A = —0.555 £ 70.9, A3y~ —0.045 £ 0.3

und sollen im geschlossenen Kreis auf

fp=—05£505, Ny=-1, X\j=-2
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verschoben werden. Die Ackermann—Formel (3.25) liefert die Reglerverstirkung
kT =[-1.8,-2.8,—5.4,—18.4]. (3.31)

Um stationdr auf einen gewiinschten Sollwert w fir y fahren zu kénnen (Abbildung 3.2),
wird zusdtzlich ein Vorfilter S gemdf (3.6) berechnet

1

S=(c"(bk" —A)"'b)  =-10
Somit ergibt sich der gesamte Regeleingriff (siehe Abbildung 3.2)
u=—k'x+ Sw. (3.32)

Aufgabe 3.2 Unter MATLAB kann die Ackermann—Formel (3.25) mit Hilfe der Funktion
acker berechnet werden. Informieren Sie sich tiber die Funktion mit Hilfe des MATLAB-
Aufrufs “help acker” bzw. “doc acker”. Uberpriifen Sie mit Hilfe der acker-Funktion die
Reglerverstirkung (3.31) in Beispiel 3.2 als auch die Ergebnisse in Beispiel 3.1.

3.3.2 Steuerbarkeitsindizes im Mehrgroéfienfall

Im Mehrgrolenfall kann ein Reglerentwurf in der Regelungsnormalform analog zum Ein-
groBenfall in Abschnitt 3.3.1 erfolgen. Um zunéchst die Mehrgréffen—Regelungsnormalform
herleiten zu kénnen, ist der Begriff der Steuerbarkeitsindizes von Bedeutung.

Dazu ist es hilfreich, das lineare Systeme (3.2) in Abhéngigkeit der einzelnen Stellgrofien
u = [uy,...,uy,]" mit den Steuervektoren B = [by,...,b,,] darzustellen

= Ax+ Bu= Ax + Z bu;, x(0)=mxg. (3.33)

i=1

Im Folgenden wird davon ausgegangen wird, dass die Steuervektoren b; linear unabhingig
sind, also die Rangbedingung
Rang(B) =m

erfiilllt ist. Mit der Darstellung (3.33) lésst sich auch die Steuerbarkeitsmatrix (2.125)
spaltenweise angeben

Qs=[br,... .bp,Aby,... Ab,,... A" 'by,... A", (3.34)

Im Eingrofienfall konnte die inverse Steuerbarkeitsmatrix le dazu verwendet werden, um
die Transformation auf Regelungsnormalform zu erreichen (Satz 2.14). Im Mehrgrofenfall
ist dies nicht so einfach moglich, schon allein wegen der Tatsache, dass die Steuerbarkeits-
matrix (3.34) nicht quadratisch ist.

Im ersten Schritt muss daher Q¢ nach n linear unabhéngige Spalten durchsucht werden.
Dies fithrt auf den Begriff der Steuerbarkeitsindizes, die von elementarer Bedeutung im
Mehrgrofienfall sind:

Definition 3.1 (Steuerbarkeitsindizes) Der i—te Steuerbarkeitsindex p; des linearen
steuerbaren Systems (3.33) ist die kleinste ganze Zahl, so dass der Spaltenvektor A’'b;
von den links gelegenen Spalten der Steuerbarkeitsmatriz (3.34) linear abhdingig ist.
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Wenn die Steuerbarkeitsmatrix Qg regulér ist, das System (3.33) also vollsténdig steuerbar
ist, so ist auch die reduzierte Steuerbarkeitsmatriz !

Qs=[br.... . A" b, b AT S =, (3.35)
=1

die sich mit Hilfe der Steuerbarkeitsindizes ergibt, regulér. Die Definition der Steuerbar-
keitsindizes beinhaltet ebenfalls den Eingréfienfall, bei dem die Steuerbarkeitsmatrix Qg
durch

Qs=[b,Ab,... A" b € R™"

gegeben ist. Wenn Qg regulér ist, dann gilt nach Definition 3.1 fiir den (einzelnen) Steu-
erbarkeitsindex p = n.

Beispiel 3.3 Gegeben ist das System

u. (3.36)

1
2 T +
3

o O = O
o= O O
N = OO
S O O
o O O

-1
Die Steuerbarkeitsmatriz (3.34) lautet

b, b, Ab; Ab, A%’b;, A%b, A’b, A’b,

1 0o 0 0o o0 1 1 5

o0 1 0o o 2 2 11| (3.37)
Qs=190 0 0o 1 1 5 3 92

o1 0 2 0 3 -1 1

Zundchst wird der erste Steuerbarkeitsindexr p; untersucht. Fir p, =1 st offensichtlich,
dass Ab; linear unabhdngig ist von den linken Spalten by und bs. Es muss also p; > 1
gelten. Tatsdchlich ist py = 2, da sich A®by als Linearkombination

A’b, = Ab, — 2b,

der von Aby links gelegenen Spalten in Qg darstellen lisst. Analog dazu ergibt sich der
zweite Steuerbarkeitsindex p, = 2, da offensichtlich gilt

A2b2 = b1 -+ 3b2 -+ 2Ab1 —+ 5A2b1 .
Die reduzierte Steuerbarkeitsmatriz (3.35) lautet somit

by Ab; by, Ab,

0
(3.38)

N = OO

»n

|
co o~
co~o

0
0
1

I Man beachte, dass die Spalten in Q g anders geordnet sind als in Qg!
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Aufgabe 3.3 Berechnen Sie die Steuerbarkeitsindizes p1, p2, ps fir das System (3.33) mit
der System— und Steuermatrix

03 2 01 2
A=|10 4| .,B=10 0 1
010 100

Léosung: p1 = ps = p3 = 1.

3.3.3 Regelungsnormalform im Mehrgrof3enfall

Die Steuerbarkeitsindizes p; sind von elementarer Bedeutung, um das Mehrgrofiensys-
tem (3.33) auf Regelungsnormalform zu iiberfithren. Die Transformationsvorschrift ist
eine Verallgemeinerung des EingroBenfalls (3.16) und besitzt die Blockstruktur

B ] ot ]
1 tIApl_l
z=Tx, T= , T = (3.39)
-%m,l t;rn
| :Z'mpm ] i t;Apm—l .
Die Vektoren ¢! sind durch die Vorschrift
a) [
l=1:1Qs, € =10,...,0,1,0,,...,0] e R" (3.40)
1T T —
m €m (51 p)—1

gegeben. Der Vektor ¢] stellt die Zé’:l p;—te Zeile der inversen reduzierten Steuerbarkeits-
matrix (3.35) dar und verallgemeinert somit den Eingréfenfall (3.16).

Satz 3.2 (Transformation auf Regelungsnormalform — Mehrgrofienfall) Das li-
neare Mehrgrifiensystem (3.33) erfille die Rangbedingung Rang(B) = p und sei vollstdin-
dig steuerbar mit den Steuerbarkeitsindizes py,. .., pm. Dann kann das System (3.33) mit
Hilfe der Transformation (3.39), (3.40) auf die Regelungsnormalform

i = Tip
j};i,pi_l = Fip, (3.41)
Tipy, = gid+hiu, i=1,....m
mit den Vektoren
gl =t]A"T', hl=t/A"'B, i=1,....m (3.42)

gebracht werden. Dabei stellt t] die 23:1 p;—te Zeile der inversen reduzierten Steuerbar-
keitsmatriz (3.35) dar.
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Die Matrixdarstellung der Regelungsnormalform (3.41) lautet

~ 1 ~ ~m ~
. N, D N B
=" 77 a7 w (3.43)
N N D., B,
g T
A=TAT! B=TB
mit den Blockmatrizen
0 1 0 0 0
Di=|" 7 lerwon, Nl ere e (344)
0 0 1 0 --- 0
X X X X X
sowie
0 0 0 0 0
B, =|° Lo € RPx™ (3.45)
0O --- 0 0 0
X x 1 X X

wobei die “x"-Eintrage Elemente bezeichnen, die nicht notwendigerweise 0 oder 1 sind.

Es ist direkt ersichtlich, dass (3.41) bzw. (3.43) die Regelungsnormalform (2.137) bzw.
(3.17) im Eingroenfall beinhaltet. Im allgemeineren Fall mit m > 1 Stellgrolen umfasst
die Blockstruktur in (3.41) m Blocke fiir die Zustande (Z;1,...,T;,,) entsprechend dem
Steuerbarkeitsindex p;.

Beispiel 3.4 Betrachtet wird erneut Beispiel 3.3. Die inverse reduzierte Steuerbarkeits-
matriz (3.38) lautet

S (3.46)

1

o
o= O O

n

|
coom
co—o

Aufgrund der Steuerbarkeitsindizes p1 = 2 und py = 2 stellen die Vektoren t] und t) in
(3.40) die 2. und 4. Zeile von Q;l dar, d.h.

t/ =10,1,0,0], t; =1[0,0,1,0]. (3.47)

Mit der System— und Steuermatriz in (3.36) erhdlt man die vollstindige Transformati-
onsvorschrift (3.39)

Z11 t! 0100
- T

e T el R R
2,1 2
Too tJA 01 31
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Zur Aufstellung der Regelungsnormalform kann man nun entweder die Vektoren g/, h;r
gemdf (3.41) oder die gesamte Dynamikmatriv A = TAT ™" in (3.43) berechnen. In
beiden Fidllen erhdlt man in Matrizform geschrieben

0 1 0 0 0 0

: 0 0 1 2. 10

=19 0 0 11%%t10 ol ™ (3.48)
-2 1 =7 5 01

Aufgabe 3.4 (Fortsetzung Aufgabe 3.3) Transformieren Sie das in Aufgabe 3.3 ge-
gebene System auf Regelungsnormalform.

Lésung: Da p1 = ps = p3 = 1 gilt, haben die Integratorketten in der Regelungsnormal-
form (3.41) bzw. (3.43) lediglich die Linge 1:

) 0 0 1 1 00 T
rT=|-6 -2 —1|{xz+ |0 1 Olu mit = T2,
4 1 2 0 01 T3

Aufgabe 3.5 Untersuchen Sie das Mehrgrifiensystem mit der System— und Steuermatrix

a>0

I
coococoo
coococoo
N =
cor~roOoOoO

_ o O O a O

SO OO O
S oo~ OO

o O OO

auf Steuerbarkeit. Berechnen Sie die Steuerbarkeitsindizes py, pa und stellen Sie die redu-
zierte Steuerbarkeitsmatriz Qg auf. Bestimmen Sie die Transformationsvorschrift (3.39),
(3.40) und transformieren Sie das System anschlieffend auf Regelungsnormalform.

Hinweis: Die Steuerbarkeitsindizes sind p1 = 2 und py = 4. Verwenden Sie MATLAB zum
Aufstellen der Matrizen und die Befehle rank und inv zur Rangtiberprifung und numeri-
schen Inversion.

3.3.4 Entkopplung und Eigenwertvorgabe

Analog zum Eingréfienfall kann auch bei Mehrgrofiensystemen eine lineare Zustandsriick-
fithrung (3.1)
u=—-Kzx+ Sw

entworfen werden, um die Pole des geschlossenen Kreises

&= (A—BK)z+ Sw
———
Ar
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U1 T1,p x1,2 T1,1
—_— f % - - - - - —- — f > f E—
Um jmwm im,? -%m,l
—_— f > - - - == — - — f > f >

Abbildung 3.5: Entkoppelte Regelungsnormalform (3.51) im Mehrgrofienfall.

vorzugeben. Die Regelungsnormalform (3.41) ist dazu besonders vorteilhaft, da die Stell-
groflen u jeweils am Ende der einzelnen Integratorketten bzw. in den letzten Zeilen der
einzelnen Blocke in (3.43) auftauchen.

Die letzten Differenzialgleichungen der Regelungsnormalform (3.41) lassen sich in der
Form

T1p, tI A7 tfAn!
= : T '% + : Bu (3.49)
Fip] LA A
H

mit der Kopplungsmatric H € R™*™ zusammenfassen. Unter der Annahme, dass Rang(B) =
m gilt, ist H invertierbar und die Wahl der Stellgréfe

tIA”l
wu=H'(-| : |T'%%+ v) (3.50)
t; APm
mit den neuen Eingiingen v = [vy, ..., v,,]" fiihrt auf die entkoppelte Form der Regelungs-
normalform )
T = T2
i'i,prl = Ty, (3.51)
IL'LM = VU, izl,...,m,

die m Integratorketten der Lénge p; mit den neuen Eingéngen v; darstellt, sieche Abbil-
dung 3.5.

In Analogie zum Eingrofienfall setzt man nun die neuen Eingéinge v; wie folgt an
vV = _pi,O-%i,l — e — pi,pifli’i,pi s Z = 1, o, (352)

wobei p; ; die Koeffizienten der gewiinschten charakteristischen Polynome

pi
p:()\) = Dio +pi,1/\ + .. +pi7pi_1)\pi_1 + N\ = H()\ — )\;-k’j) , 1=1,....,m (353)

j=1
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sind. Auf diese Weise stellt sich fiir die einzelnen Integratorketten (3.51) die Dynamik

ILM 0 1 . 0 Ti1
0 0 o mit  det(M,, — Ag,) =pi(\) (3.54)
Tip, —Pio —DPin ccc —Dip; | LYiei
Ap;

ein. Die tatséichliche Stellgrofie (3.50) ergibt sich aus (3.52) und (3.39), (3.42) zu

t-erpl pl’ot—lr + 4 pl,plfltIAm_l
w=—H" o+ : ) x. (3.55)
t;}r/LApm m70t; _|_ e + pmmm_lt;APm_l
K

Dies stellt die Mehrgroflenvariante der Ackermann—Formel dar, die im folgenden Satz
zusammengefasst ist.

Satz 3.3 (Ackermann—Formel im Mehrgroflenfall) Unter der Annahme, dass das
System (3.2) steuerbar ist und Rang(B) = m gilt, konnen die Eigenwerte der Dynamikma-
triv Ap = A— BK mit der Riickfiihrung (3.1) beliebig platziert werden. Die Reglermatriz
K berechnet sich dann nach der Formel

t-lr(pLOI —|—p1’1A 4+ -4 prl_lAprl + Am)
K=H" : (3.56)

T (Dod + Pma A+ -+ P p 1 AP 4 AP

in Abhdngigkeit von der Kopplungsmatriz H in (3.49) und den Vektorent] — den 23:1 pj—
ten Zeilen der inversen reduzierten Steuerbarkeitsmatriz (3.35) — sowie den Koeffizienten
pij der charakteristischen Polynome (3.53).

Im Mehrgroflenfall existieren verschiedene Freiheitsgrade, die im Eingroéfenfall nicht vor-
handen sind. Zum Beispiel ist nicht eindeutig, wie die charakteristischen Polynome (3.53)
zu wahlen sind, bzw. wie die n Eigenwerte

A A At

auf die einzelnen Steuerbarkeitsindizes p; zu verteilen sind, die die Dynamik der einzelnen
entkoppelten Systeme (3.51) bestimmen. Des Weiteren existieren neben den Steuerbar-
keitsindizes p; (Definition 3.1) in der Regel weitere Kombinationen {p, ..., p/,}, so dass
die reduzierte Steuerbarkeitsmatrix Q g vollen Rang hat.

Beispiel 3.5 Betrachtet wird das System (3.36) aus Beispiel 3.3. Die Steuerbarkeits-
indizes p1 = 2, pa = 2 sowie die Transformationsvektoren
t{ =[0,1,0,0], t; =10,0,1,0].
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wurden bereits in Beispiel 3.4 berechnet. Die Kopplungsmatrizc H gemafs (3.49) lautet

Al L 10
H_[t;A]B_[O 1}'

Mit Hilfe der Ackermann—Formel (3.56) kann die Reglerverstirkung wie folgt berechnet
werden

K- H! {tI(pl,oI +pi1A+ Ag)]

td (pool + a1 A+ A?)

mit H™' = I. Die Eigenwerte der Systemmatriz A in (3.36) lassen sich unter MAT-
LAB mit dem Befehl eig numerisch bestimmen und lauten

(3.57)

A = —0.2806 £ 5 0.419, A3/4 =~ 2.7806 = 5 0.367 .

Das System (8.36) ist also instabil. Die gewiinschten Eigenwerte im geschlossenen Kreis
sollen nun auf {—1,—1,—2, =2} wverschoben werden. Dabei gibt es Freiheiten, wie die
Paare {\] |, A o} und {1, Ao} gewdhlt werden, 2.B.

{A A} ={-1,-1} o |23 112

{Xo1, Ao} = {—2, -2} T 17 2609
bzw.

{Ma, A2 ={-1,-2} K- 3 4 13 2

a1, Aen} = {-1,-2} 1 5 21 8|°

In beiden Fdllen ldsst sich leicht mit Hilfe von MATLAB dberprifen, dass die Dynamik-
matric Ar = A — BK des geschlossenen Kreises die gewiinschten Eigenwerte besitzt.

Aufgabe 3.6 Berechnen Sie fir das in den Aufgaben 3.3 und 3.4 betrachtete Problem die
Verstirkungsmatriz K gemdaf$ (3.56). Verwenden Sie dazu die gewiinschten FEigenwerte
{-1,-2,-3}.

Aufgabe 3.7 Berechnen Sie die Verstirkungsmatriz K fir das System in Aufgabe 3.5
mit den gewiinschten Eigenwerten, indem Sie z.B. alle Eigenwerte auf -1 legen. Uberpriifen
Sie das Ergebnis durch Berechnung der Figenwerte der Dynamikmatric Ap = A — BK
im geschlossenen Kreis.

Hinweis: Verwenden Sie MATLAB zum Auswerten der Ackermann—Formel (5.56) und
zum Uberpriifen der Eigenwerte.
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3.4 Reglerentwurf durch Ein—/Ausgangsentkopplung

Bei dem Zustandsreglerentwurf iiber die Regelungsnormalform wurde die Dynamik des
geschlossenen Regelkreises vorgegeben, ohne die Ausgangsgréfen y = [y1,...,y,]" néher
zu betrachten. Aufgrund der Verkopplung des Systems kann durch die Transformation auf
Regelungsnormalform auch in der Regel kein gewiinschtes dynamisches Verhalten fiir die
Ausgangsgrofien y = [yy, ..., y,)" eingestellt werden.

Dies ist genau das Ziel bei der Ein—/Ausgangsentkopplung, bei der (wie der Name be-
reits sagt) das Ein—/Ausgangsverhalten des Systems entkoppelt wird, um ein gewiinschtes
Dynamikverhalten direkt fiir die einzelnen AusgangsgroBen y = [yy, ..., ¥, vorzugeben.
Im Folgenden wird dazu angenommen, dass die Stellgroflen u € R™ und Ausgangsgrofien
y € RP die gleiche Dimension besitzen, d.h.

p=m|.

Dieses Reglerentwurfsverfahren geht urspriinglich auf Falb und Wolovich zuriick, wobei
weitere Einsichten durch das Aufkommen der Methodik der Ein—/Ausgangslinearisierung
in der nichtlinearen Regelungstheorie gewonnen werden kénnen.

3.4.1 Relativer Grad

Der Begriff des relativen Grades ist von mafigeblicher Bedeutung bei der Ein—/Ausgangs-
entkopplung. Dazu wird das lineare Mehrgroflensystem

; (3.58)

yi:cich, 1=1,...,m
elementweise in den einzelnen Stellgrofien u; und Ausgangsgréfien y; betrachtet.

Definition 3.2 (Vektorieller relativer Grad) Das lineare System (3.58) besitzt den
vektoriellen relativen Grad {ry,...,r,} falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(i) ] A*b; =0, i=1,....om, j=1,....m, k=0,1,....r,—2
(i) die (m x m)-Matriz

ctA" b, - A",
H — : :

Y

: : (3.59)
ctA™ by - A b,

ist nicht singuldr, d.h. Rang(H,) =m.
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Die Bedeutung des Index r; wird klar, wenn der Ausgang y; = ¢]  als Funktion der Zeit
t sukzessive abgeleitet wird:

v = c]Ax + ¢} [bi,....by|u = c]Ax
=0 wg. (i)
i = c]A’x  + \c}A[bb by = c]A’x
=0 we. (i)
(ri—1) . T Ari—1 T ATi—2 . T Ari—1 (3.60)
; = ¢ A" x + ¢ A" [bl,...,bml'u, = ¢c,A" x
— 0 wg. (i)

= AT 4+ TAT by, by

N J/

£ 0 wg. (ii)

Aus den obigen Gleichungen erkennt man, dass das Element r; des vektoriellen relativen
Grades {r1,...,r,} angibt, wie oft der Ausgang y; differenziert werden muss, bevor min-
destens eine Stellgrofle u; erscheint. Wenn der vektorielle relative Grad wohldefiniert ist,
gilt

» ri<n. (3.61)
=1

Die hochsten Ausgangsableitungen yz(”) bestimmen die Ein—/Ausgangskopplung

yir cl A" ctA" 7 'oy - A" B, | [w

=] =+ : : : (3.62)
yirm) cl A" ct Ay - e AT, | U
Kopplung;rrnatrix H, U

des Systems (3.58).

Eingroflenfall: Im Falle einer skalaren Stellgrofie v und einer skalaren Ausgangsgrofie y
(m = p = 1) vereinfachen sich die Bedingungen in Definition 3.2 zu

() A =0, k=0,1,...,r—2
N S (3.63)
(i) ¢ A"Tb#0
und die Kopplungsmatrix H, reduziert sich auf die skalare Grofie
Hy=c'A" ' mit r<n. (3.64)

Im Eingroflenfall (m = p = 1) verzichtet man sprachlich auf das Wort wvektoriell und
bezeichnet r als den relativen Grad.
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3.4.2 Ein—/Ausgangsnormalform

Die Definition des vektoriellen relativen Grades {ry,...,r,} kann nun verwendet werden,
um die folgende regulidre Zustandstransformation anzugeben

- :,.5‘1’1 -— — C:lr -—
12‘177»1 C—errlil
X T, o~ . :
{wy} = { y} x mit x,= : ceR", T,= : e R™™. (3.65)
n T, —
\\,.’-/ ~ :i‘m 1 cT
T T .’ m
L jm,rm i L c;l'nATm—l i
Die ersten r Zustdnde x, stellen die Ableitungen yi(j), 7 =1,...,r; — 1 der einzelnen

Ausgéinge y; dar. Damit die Transformation regulér ist, wird T;, € R"™"*" so angesetzt,
dass gilt

Rang [iy] —n. (3.66)

n

Satz 3.4 (Lineare Ein—/Ausgangsnormalform) Der Ausgang y = [y1,-..,Ym]" des
linearen Systems (3.58) besitze den wvektoriellen relativen Grad {ry,...,r,m} mit r =
Yomiri < n. Dann kann T,, € R"™7"*" stets so gewdihlt werden, dass die Transforma-
tion (3.65) reguldr ist und das System (3.58) in die Ein—/Ausgangsnormalform

SLCm = I
Tarml = Fin . (3.67)
E/A-Dynamik: Tip, = Gyi%Ty+gr,n+hyu, i=1..m
Interne Dynamik: n = Myx,+M,n+ Nu
mit den Ausgangsgréfen y; = T;1, 1 = 1, ..., m transformiert werden kann. Die Vektoren
und Matrizen in (3.67) ergeben sich zu
g = |9y, 9] = AT, hy, = ¢fA"'B, i=1,....m (3.68)
M = [M, M,] = T,AT"', N = T,B. '

Die m Integratorketten fiir die Zusténde &,, bilden die sogenannte Ein-/Ausgangsdynamik,
wéahrend die Dynamik fiir den Teilzustand n € R"™" die sogenannte interne Dynamik des
Systems (3.58) darstellt.

In vielen Féllen kannm = [n1, ..., 7,_]" direkt einzelnen Zustinden x; zugeordnet werden,

so dass sich die Transformationsvorschrift n = T,z entsprechend vereinfacht.

Beispiel 3.6 Der gekoppelte Feder—Masse—Schwinger in Beispiel 3.2 und Abbildung 3.4
wird durch das dynamische Modell (3.27) mit dem Ausgang y = sy (Position der Masse

Systemtheorie (WS 2010/2011) ©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen
Institut fiir Mess—, Regel- und Mikrotechnik, Universitdt Ulm



3.4 Reglerentwurf durch Ein—/Ausgangsentkopplung Seite 82

my) beschrieben. Fir die mechanischen Parameter gilt wieder mi = 1, my = 10, ¢; =
co =1 und dy = dy = 1. Sukzessive Differentiation des Ausgangs y = so liefert

y = c'=zx =001 0=

Y = c'Az +c'bu = [O 00 1] T (3.69)
j = cA’r+c"Abu = [0.1 0.1 —02 —02] x ‘
y® = cTA’z +cTA%u [-0.12 —0.02 0.14 —0.06] = —0.1u.

Da u in der dritten Ableitung auftritt, also ¢ A*b = —0.1 # 0 gilt, ist der relative Grad
r = 3. Damit ergibt sich der erste Teil der Transformation (3.65) zu

71 c’ 0 0 1 0
Ty = |T2| = cAlxz=|0 0 0 1 |z=Tyx.
T3 cTA? 0.1 0.1 —0.2 —02

Damit die gesamte Transformationsmatriz T in (3.65) requldr ist, ist eine einfache Wahl
von n € RY durch n = s; = x1 gegeben, d.h.

T 0 0 1 0
To T, o 0 0 0
T3 101 0.1 —-0.2 —0.2
n 1 0 0 0

X!
[
|
—_

T (3.70)

Die Ein—/Ausgangsnormalform (3.67) lautet dann

T1 = To

]%’2 = .Ci’g
I3 =[01 =01 —0.2] &, + (-0.1)n+ (—0.1)u
g, n h

=12 2 10| &, +(-1)7.
N——— N~
M, M,
Die Bedeutung der internen Dynamik kann anhand von Abbildung 3.4 anschaulich erkldrt

werden: da der Ausgang y = $o die Position der rechten Masse mqy ist, beschreibt n =
Mz, + M,n die Bewegung der linken Masse my, die von [y, 9, 4" = &, angeregt wird.

3.4.3 Entkopplung und Eigenwertvorgabe

Aufgrund der Annahme, dass der relative Grad {ry, ..., r,} existiert und somit die Kopp-
lungsmatrix H, vollen Rang hat (siehe (ii) in Definition 3.2), kann die Steuergréfie u in
Abhéngigkeit der neuen Eingdinge v € R™ angesetzt werden

cl A"
w= H;1< | Tag v) , (3.72)
cl A
——_———
G
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3 entkoppelte Ein-/Ausgangsdynamik

J

NN SANRCERNN

interne Dynamik

U1

j1,7’1

Um

Y

Abbildung 3.6: Entkoppelte Ein—/Ausgangsnormalform (3.73).

was zu der entkoppelten Ein—/Ausgangsnormalform

Ti1 = iﬁm
Thret = Hin (3.73)
ji,ri = Vi, z:l,m
n = M,%,+M,n+ Nv
mit ~ _ _ ~
M=[M, M,]=M-NH,'G, N=NH, (3.74)
fiihrt. Durch Einfiihrung der neuen Eingiinge v = [v1,...,v,,]T kénnen die Integratorket-

ten fiir die einzelnen Ausgénge y; = ;1 gezielt angesteuert werden, die wiederum auf die
interne Dynamik wirken. Die entkoppelte Ein—/Ausgangsnormalform ist in Abbildung 3.6
dargestellt.

Es ist nun naheliegend, wie im vorherigen Abschnitt vorzugehen, und der entkoppelten
Ein—/Ausgangsdynamik eine gewiinschte Dynamik vorzugeben, indem die neuen Eingénge
v durch

Vi = —PioTi1 = — Pipi—1Tip;, L=1,...,m (3.75)

angesetzt werden, wobei p; ; die Koeffizienten der gewiinschten charakteristischen Poly-
nome

Ti

pi(A) = pio+ piad A pig N N =[N A), i=1...m (3.76)

j=1

darstellen. Im Gegensatz zur Eigenwertvorgabe in der Regelungsnormalform spielt aber
bei der Ein—/Ausgangsentkopplung die Stabilitéit der internen Dynamik in (3.73) eine
entscheidende Rolle. Des Weiteren taucht n in der Gleichung (3.72) fiir die tatséchliche
Stellgrofle w auf, was zu grofien Stellamplituden fithren kann, wenn die interne Dynamik
instabil ist.
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Um diesen Sachverhalt zu untersuchen, setzt man die Ausgangsgréfien identisch Null

()

Y; :ji,j—l EO, jzoala"'ari_17
yi(r")zvi =0, i1=1,...,m
und betrachtet die sogenannte Nulldynamik
=My (3.77)

die sich als Sonderform der internen Dynamik in (3.73) ergibt. Die Nulldynamik (3.77)
kann anschaulich interpretiert werden: sie stellt die Restdynamik des Systems (3.58) dar,
wenn die Ausgangsgroffen identisch Null gehalten werden. Mit Hilfe der Nulldynamik lésst
sich nun folgender Satz formulieren:

Satz 3.5 (Zustandsreglerenwurf durch Ein—/Ausgangsentkopplung) Das lineare
System (3.58) habe den vektoriellen relativen Grad {r1,...,r,} und die Nulldynamik (5.77)
sei asymptotisch stabil. Dann ist das System (3.58) mit dem Regelgesetz (3.1) und der
Reglermatrix

T (prol +piiA+ -+ pry 1AV 4 A
K=H] -

Yy

: (3.78)
Cn(Pmol +Pm1A+ -+ Py, 1 AT+ A™)

asymptotisch stabilisierbar, wobei H,, die Kopplungsmatriz (3.59) und p; ; die Koeffizien-
ten der gewinschten charakteristischen Polynome (3.76) fir die Fin—/Ausgangsdynamik
in (3.67) darstellen.

Beweis: Die Reglermatrix K in (3.78) ergibt sich direkt aus (3.72) zusammen mit dem
Regelgesetz (3.75) fiir die neuen Eingiinge v = [v,...,v,]" und den Transformations-
gleichungen fiir 7; ; gemédf (3.65). Die Stabilitdt des geschlossenen Regelkreises kann in
der Ein—/Ausgangsnormalform (3.67) bzw. (3.73) leicht gezeigt werden. Fiir die einzelnen
Integratorketten der Ein—/Ausgangsdynamik gilt aufgrund von (3.75)

= 0 1 0

Ti1 . . fi,l
= 0 0 1 S, t=1,...,m.
LT —Pio —Pi1  —Piri—1 BT
~ ~
Ay,i
Fasst man A, ; in der Blockdiagonalmatrix A = diag(Ay,..., Ay,) zusammen und

betrachtet zusétzlich die interne Dynamik in der Form (3.73), so ergibt sich die Gesamt-
struktur des transformierten und geregelten Systems

i3 - ~ Pio - Pir—1

Tyl — | _ Ay— 9 Ty mit P = : :1

n My—NP M,, n '0 e '_1 ’
Ap
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wobel p; ; die Koeffizienten der charakteristischen Polynome (3.76) sind. Aufgrund der
Blockstruktur von Ap gilt fiir das charakteristische Polynom des geschlossenen Kreises

det(M — Ag) = det(\,,, — A,) det(\I,,_, — M,).

Die Eigenwerte im geschlossenen Kreis setzen sich also genau aus den Wurzeln der Wunsch-
polynome (3.76) und den Eigenwerten der Nulldynamik (3.77) zusammen! [

Die Berechnung der Reglermatrix (3.78) hat Ahnlichkeit mit der Eigenwertvorgabe iiber
die Regelungsnormalform in (3.56). Der Unterschied besteht darin, dass durch die Aus-
gangsgroBen y mit dem vektoriellen relativen Grad {ri,...,r,} keine vollstindige Zu-
standstransformation gebildet werden kann, wenn r, + ... + r,, = r < n gilt. Somit
existiert eine interne Dynamik bzw. Nulldynamik der Ordnung n — r, deren Stabilitét
gewihrleistet sein muss.

Beispiel 3.7 (Simulationsbeispiel) Betrachtet wird erneut der gekoppelte Feder—Masse—
Schwinger in Abbildung 3.4. Die Ein—/Ausgangsnormalform wurde bereits in (3.71) her-
geleitet (Beispiel 3.6). Da die Stellgrofie u in der internen Dynamik nicht auftaucht, kann
die Nulldynamik (3.77) direkt angeschrieben werden

H=—n. (3.79)

Die Nulldynamik ist also asymptotisch stabil und ein Ein—/Ausgangsentkopplungsregler
kann gemdfs Satz 3.5 entworfen werden.

Mit dem relativen Grad r =3 (siehe Beispiel 3.6) lautet die Kopplungsmatriz (3.59) bzw.

(3.64)
H,=c"A’b=-0.1, (3.80)

die im vorliegenden Eingrofenfall eine skalare Grdfle ist. Mit den gewiinschten Eigenwer-
ten \f = —2,1=1,2,3 lautet das charakteristische Polynom (3.76)

pr(A\) =8+ 12X + 6% + 23,
so dass sich die Reglerverstirkung (3.78) wie folgt berechnen ldsst
ET = ﬁcT(SI +12A+6A% + A®) = [-4.8 —58 —69.4 —107.4].  (3.81)
Das wvollstandige Regelgesetz nach (3.1) lautet
u=—k'z+Sw mit S=(c"(bk" —A)"'b)"t =80, (3.82)

wobei sich der Vorfilter S mit Hilfe von (3.6) berechnet. Aufgrund der Stabilitat der Nulldy-
namik ist auch die Dynamikmatriz des geschlossenen Kreises Ar = A — bk asymptotisch
stabil, wovon man sich leicht iberzeugen kann.

Abbildung 3.7 stellt die Simulationsergebnisse fiir einen Fihrungsgrofiensprung auf w =
0.3 mit (0) = 0 dar. Wihrend der Ausgang y gemaf Eigenwertvorgabe ohne Uberschwin-
gen stationdr auflim, ., y(t) = w geregelt wird, klingt die Anrequng der internen Dynamik
(Zustand n = s1) asymptotisch ab.
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Abbildung 3.7: Simulationsergebnisse fiir den gekoppelten Feder—Masse—Schwinger mit
dem Zustandsregler (3.82) basierend auf der Ein—/Ausgangsentkopplung (Beispiel 3.7).

3.4.4 Interpretation der Nulldynamik

Die Nulldynamik (3.77) lasst sich im Eingrofienfall anhand der Ubertragungsfunktion

G(s) =

anschaulich erkldren, wobei vorausgesetzt wird, dass die Zéhler— und Nennerpolynome
teilerfremd sind. Wie in Abschnitt 2.4.2 gezeigt wurde, stellt die Regelungsnormalform

bo + bls —+ -+ bn_rsn—r
ap +ais+ -+ ap_15" 4 5"

(3.83)

0 1 0 0
= z+ || u
0 0 1 0 (3.84)
—Qag —Aap —QAp—1 1
Yy = |:b0 bl bn—r 0 ... O]w

eine Minimalrealisierung fiir die Ubertragungsfunktion (3.83) dar. Um das System (3.84)
auf Ein—/Ausgangsnormalform zu transformieren, wird die Transformation (3.65) in der
speziellen Form

- c’
- T TA m gl
Tyl Tl i =] % e, | =] | =T (385)
n Tr/ ~ .
N—— Ly CTArfl Nn—r Lp—r
T ——" ——
v T
y
angesetzt. Damit lautet die Ein—/Ausgangsnormalform (3.67)
T1 = Iy
3},1 = I i . (3.86)
I, = g,%,+g;n+h,u
W = M,i,+M,n

Systemtheorie (WS 2010/2011) ©Prof. Dr.-Ing. Knut Graichen
Institut fiir Mess—, Regel- und Mikrotechnik, Universitdt Ulm



3.5 Optimale Regelung (LQR~Problem) Seite 87

Eine genauere Betrachtung der internen Dynamik liefert

Ui = I = X2 = 12

. . (3.87)
h—r—1 = Tp—r—1 = Tp—r = Mn—r

ﬁn—r - jfn—r = Tp—r4+1 = _b6771 -t b/n—rnn—r + ‘%1 .

Die letzte Zeile folgt aus der Ausgangsbeziehung in (3.84) und 0} = b;/b,,—,. Somit besitzt
die interne Dynamik die Struktur

00 0 0 1 0
) Co 0] - :
_ . 3.88
=10 o ol ™o o 1" (3.88)
10 0 =by —b) b,
M, M,

Durch Nullsetzen der Zusténde &, = 0 ergibt sich die Nulldynamik n = Myn. Die
zugehorige charakteristische Gleichung resultiert aus der letzten Zeile von M,

_ 1
det(AI — M y) = —

n—r

(bo + b1 A+ by AT AT (3.89)

Im Vergleich mit der urspriinglichen Ubertragungsfunktion (3.83) kann also festgehalten
werden:

Die Eigenwerte der Nulldynamik entsprechen den Nullstellen der Ubertragungsfunk-
tion G(s). Eine stabile Nulldynamik liegt also vor, wenn die Nullstelle der zugehorigen
Ubertragungsfunktion G(s) in der linken Halbebene liegen. Wenn das System nichtmi-
nimalphasig ist, also eine oder mehrere Nullstellen von G(s) in der rechten Halbebene
liegen, so ist die interne Dynamik instabil. Ein Zustandsregler, der mit Hilfe der Ein—
/Ausgangsentkopplung entworfen wurde, ist also nur asymptotisch stabil, wenn das
zu regelnde System minimalphasig ist (siehe Satz 3.5).

3.5 Optimale Regelung (LQR—Problem)

Bei den bisher betrachteten Zustandsreglern wurde die Riickfiihrverstdarkung durch Ei-
genwertvorgabe berechnet, wobei im Mehrgroflenfall zusétzliche Freiheiten bei der Reg-
lerauslegung bestehen. Die Eigenwert— bzw. Polvorgabe hat die Vorteile, dass die Regler-
verstarkung durch die Formeln (3.25), (3.56) bzw. (3.78) explizit berechnet werden kann
und dass dem geschlossenen Regelkreis eine gewiinschte Dynamik eingepragt wird.

Allerdings treten in vielen technischen Anwendungen Forderungen an die Regelgiite einzel-
ner Zustands— bzw. Stellgroflen auf. Bei der Eigenwertvorgabe kénnen diese Forderungen
nur bedingt beriicksichtigt werden, da die Zuweisung von Eigenwerten keinen direkten
Einfluss auf das Regelverhalten der einzelnen Zustandsgréfien bzw. Stellgréfien hat.
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Abbildung 3.8: Beispielhaftes Zustands- und StellgroBenverhalten fiir unterschiedliche Ge-
wichtungsverhéltnisse von Q und R (z € R, u € R, § =0).

Einen anderen Zugang bietet die (lineare) optimale Regelung, bei der die Regelgiite durch
ein Kostenfunktional

J(u,xg) = %LET(T)SIE(T) + %/0 ' ()Qx(t) + u' (t)Ru(t)dt (3.90)

auf einem Zeitinterval ¢ € [0, 7] charakterisiert wird, wobei sich die Zustandsverldufe in
Abhéngigkeit von w(t) aus dem Systemmodell

x=Ax+ Bu, z(0)=x (3.91)

berechnen. Die quadratischen Matrizen S € R™" und Q € R"*" seien symmetrisch und
positiv semi-definit, wihrend R € R™*™ symmetrisch und positiv definit angesetzt wird.
Der Term %wTQaz gewichtet den zeitlichen Verlauf der Zusténde @ (t) im Vergleich zum
StellgréBenterm ju' Ru, wihrend j27S@ den Endwert (7') gewichtet. Man spricht bei
dem Term %uTRu héufig auch von einem Energieanteil, da u quadratisch vorkommt.

Wegen dem quadratischen Kostenfunktional und der linearen Systemdynamik wird dieses
Problem in der Literatur auch als LQR-Problem (Linear—Quadratic—Regulator) bezeich-
net. Gesucht wird der optimale Stellgrofienverlauf w*(¢), der das Kostenfunktional (3.90)
minimiert, d.h.

J(u*, xy) = m(lgl J(u,xy) . (3.92)
Das Optimierungsproblem (3.90), (3.91) kann dabei wie folgt interpretiert werden: Bringe
das System (3.91) ausgehend von x(0) = xy so nah wie moglich zum Ursprung unter
Verwendung “optimaler” Zustands— und StellgroBenverldufe x*(¢) und w*(¢). Die Gewich-
tungsmatrizen S, @ und R bestimmen dabei das Eingangs— und Zustandsverhalten des
Systems. Abbildung 3.8 veranschaulicht den Zusammenhang exemplarisch fiir z € R und
u € R.

Wie sich in den folgenden Abschnitten herausstellen wird, fithrt die Losung des LQR~-
Problems auf ein lineares Regelgesetz, den sogenannten LQR—-Regler bzw. Riccati—Regler.
Zur Losung des LQR-Problems wird die dynamische Programmierung nach BELLMAN
herangezogen.

2 Eine symmetrische Matrix M ist positiv semi-definit, wenn sémtliche Eigenwerte )\; > 0 sind. M
ist positiv definit, wenn \; > 0 gilt.
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Die optimale Losung des Teilproblems
mit Startwert z*(t) ist das letzte Segment
der urspriinglichen Losungskurve

o

| 0 t T Zeit

Abbildung 3.9: Veranschaulichung des Optimalitdtsprinzips (z € R).

3.5.1 Einfithrung in die dynamische Programmierung

Um die prinzipielle Idee der dynamischen Programmierung zu veranschaulichen, wird von
der Minimierung eines allgemeinen nichtlinearen Kostenfunktionals

J(w, ) = o(2(T)) + /0 I(z(t), u(t), t) dt (3.93)

mit p : R” — R} und [ : R" x R™ x Ry — R} unter Beriicksichtigung der nichtlinearen

Systemdynamik
= f(x,u,t), x(0)=mx (3.94)

ausgegangen. Die Grundlage der dynamischen Programmierung bildet das Optimalitits-
prinzip, das im folgenden Satz und in Abbildung 3.9 veranschaulicht wird.

Satz 3.6 (Optimalitétsprinzip) Eine optimale Losung hat die Figenschaft, dass — be-
ginnend bei jedem Punkt dieser Losung — die verbleibende Losung im Sinne der Optimie-
rungsaufgabe optimal ist.

Das Optimalitétsprinzip kann auf das Optimierungsproblem (3.93), (3.94) angewendet
werden, indem die Uberfiihrungskosten (Englisch: cost-to—go)

T

Vix(t),t) = m(igl {/ lx(T),u(r),7)dr + gp(az(T))} (3.95)
(- t

eingefiihrt werden. Wenn die optimale Zustandstrajektorie *(¢) bekannt ist, dann stellt

V(x*(t),t) die optimalen Uberfihrungskosten dar und die zugehérige optimale Steuerung

ist das Reststiick von w*(t), siche Abbildung 3.9.

Fiir jeden Zeitpunkt ¢’ mit ¢ < ¢’ < T ldsst das Minimierungsproblem (3.95) fiir V' (x(t), )
in der Form

Vix(t),t) = IQILl(lgl {/t l(x(7),u(r),7)dr +/t/ l(x(r),u(r),7)dr + go(a:(T))} (3.96)
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schreiben. Da nach dem Optimalitétsprinzip das Endstiick einer optimalen Kurve selber
wieder optimal ist, gilt fir (3.96)

t/

V(x(t),t) = m(u)q {/ l(x(7),u(r),7)dr + V(2(t), t’)} : (3.97)
utl t

Im Hinblick auf Satz 3.6 und Abbildung 3.9 sei daran erinnert, dass fiir die optimale

Losung offensichtlich a(t) = «*(¢t) und x(t') = x* (') gelten muss.

Die Beziehung (3.97) kann weiter vereinfacht werden, wozu der Einfachheit halber =
x(t) und ' = x(t') verwendet wird. Unter der Annahme, dass V' (x, t) stetig differenzier-
bar ist, existiert die Taylor—Entwicklung

V', t)=V(x,t)+ Ve t)at)At + Vi(x, t) At + O(At?). (3.98)

Die Funktionen V', und V; stellen die partiellen Ableitungen von V' beziiglich « und ¢
dar. Des Weiteren gilt in erster Naherung

/t/ Uz(7),u(r),7)dt = l(z,u,t) At + O(At?). (3.99)

Einsetzen von (3.94), (3.98) und (3.99) in (3.97) und Vernachléssigung von Termen hoherer
Ordnung in At fiihrt auf die Form

V(1) = min {l(zc, w, AL+ V(e t) + V(@ t) fz, u, )AL + V(, t)At} . (3.100)
Dieser Ausdruck lésst sich weiter vereinfachen. Da V' (x,t) per Definition (3.95) optimal
und somit unabhéngig vom StellgréBenverlauf w(7), t € [t,T] ist, kann er aus aus dem
Minimierungsausdruck genommen und gegen V(x,t) auf der linken Seite gekiirzt wer-
den. Des Weiteren kann V;(x,t)At aus der Minimierungsklammer herausgenommen und
anschliefend die ganze Gleichung durch At gekiirzt werden. Letztendlich stellt man fest,
dass die StellgréBe w(t) im verbleibenden Klammerausdruck I(x, u,t)+ V1 (x,t)f(z,u,t)
nur noch zum Zeitpunkt ¢ auftritt und nicht mehr als Zeitfunktion w(7), 7 € [t, '], wie es
in (3.95) der Fall war. Somit kann (3.100) in der endgiiltigen Form

0="Vi(x,t)+ 1%%% {l(:z:, u,t) + V) (z, 1) f(z, u,t)} (3.101)
geschrieben werden. Diese Gleichung stellt eine nichtlineare partielle Differenzialgleichung
fir V(x,t) dar und ist unter dem Namen Hamilton—Jacobi-Bellman—Gleichung (HJB-
Gleichung) bekannt. Um V(x,t) aus (3.101) bestimmen zu konnen, ist noch die Endbe-
dingung

Ve, T) = p(x) (3.102)

notwendig, die aus (3.95) folgt. Es gilt nun folgender Satz:

Satz 3.7 (Hamilton—Jacobi—-Bellman—Theorem) SeiV (x,t) eine stetig differenzier-
bare Losung der HJB-Gleichung (3.101) mit der Endbedingung (3.102). Des Weiteren sei
u*(t), t € [0,T] eine stickweise stetige Funktion, die das Problem

min {l(az*(t), w,t)+ V@ (), 0 f(z* (1), u, t)} (3.103)

ucR™m
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fir alle z*(t) und t € [0,T] minimiert, wobei x*(t) die zugehdorige (angenommen eindeuti-
ge) Losung von (3.94) sei. Dann stellt V(x*(t),t), t € [0, T] mit V(x*(T),T) = p(x*(T))
die optimale Uberfihrungskostenfunktion (optimal cost-to—go) des Optimierungsproblems
(3.93), (3.94) fir alle Zeiten t € [0,T) dar und die Steuertrajektorie w*(t) ist optimal.

Leider ist es nur in wenigen Féllen moglich, eine analytische Losung der HJB-Gleichung
zu berechnen. Gelingt dies aber, so kann man V' (z, t) in das Minimierungsproblem (3.103)
einsetzen und somit ein optimales Regelgesetz u = k(x, t) herleiten, das (3.103) minimiert.
Alternativ kann (3.101) ndherungsweise (suboptimal) numerisch gelost werden, was an
dieser Stelle aber nicht weiter vertieft wird.

3.5.2 Riccati—Differenzialgleichung

Obwohl die Anwendung der HJB—Gleichung fiir allgemeine nichtlineare Probleme schwie-
rig ist, stellt sie doch eine elegante Mo6glichkeit zur Losung des LQR~Problems dar. Mit
dem quadratischen Kostenfunktional (3.90) und dem linearen System (3.91) lautet die
HJB-Gleichung (3.101)

1 1
0 = Vi(,t) + min {éazTQaz + §uTRu + V] (x,t)(Azx + Bu)} . (3.104)

ucR™

Da der Minimierungsterm stetig differenzierbar in w ist, kann die optimale Stellgrofie u*
iiber die verschwindende erste Ableitung

u' =R 'B"V,(x,1), (3.105)
bestimmt werden. Einsetzen in (3.104) und Umformen liefert

1
0=Vi+3 (azTQw _VIBR'B"V, + VI Az +2"ATV, ) (3.106)
2V Az

wobei an dieser Stelle die Argumente der Einfachheit halber vernachléssigt wurden. In der
obigen Gleichung sind V' («,t) und die partiellen Ableitungen V;(x,t) und V,(x,t) noch
unbekannt.

Ein geeigneter Ansatz fiir die Uberfithrungskosten ist

Vi@, t) = %wTP(t)w (3.107)

mit der noch unbekannten zeitvarianten und symmetrischen Gewichtungsmatrix P(t).
Damit gilt
1 .
Vi(x,t) = §a:TP(t):I:, Ve(z,t) = P(t)x. (3.108)

Setzt man nun (3.108) in die HJB-Gleichung (3.106) ein, so ergibt sich die endgiiltige
Form (unter Vernachléssigung der Argumente)

1 .
0=5a" (P +Q-PB'R'BP+ PA+ ATP) x. (3.109)
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Die Endbedingung (3.102) lautet mit dem Ansatz (3.107)

1
0= §a:T (P(T)-S)z. (3.110)
Da die HIB-Gleichung (3.109) fiir alle beliebigen Zustédnde & gelten muss, miissen die
Klammerterme in (3.109) und (3.110) verschwinden. Somit erhélt man fiir P(t) die soge-
nannte Matriz—Riccati—Differenzialgleichung

P=-PA-A"P+PBR'B'P-Q, P(1)=S5| (3.111)

Der Ausdruck (3.105) fiir die optimale Stellgrofie w*(¢) kann somit als das optimale Re-

gelgesetz
u=—-K{t)x mit K(t)=R'B'P(t), (3.112)

dargestellt werden. Einige Anmerkungen sind im Folgenden zusammengetragen:

e Bei der Losung der Matrix—Riccati-Differentialgleichung (3.111) geht man aufgrund
der nicht vorhandenen Anfangsbedingung zweckméfligerweise von ¢ = T aus und
integriert rickwdrts in der Zeit bis t = 0.

e Aufgrund dieser Riickwértsintegration muss die zeitvariante Riickfiihrmatrix K ()
im Voraus, also vor der eigentlichen Regelung des Systems, berechnet werden!

e P(t) ist symmetrisch und positiv semi-definit (alle Eigenwerte A; > 0). Somit ist die
Riccati-Dgl. der Ordnung n? aufgrund der Symmetrie nur n(n+1)/2 (untereinander
verkoppelten) Differentialgleichungen dquivalent.

e Im Falle von zeitvarianten Systemmatrizen A(t), B(t) und/oder Gewichtungsma-
trizen Q(t), R(t) dndert sich nichts an der Herleitung,.

Auf die regelungstechnischen Einsatzmdoglichkeiten der Riccati-Differenzialgleichung wird
in der Vorlesung “Methoden der Optimerung und optimalen Steuerung” noch néher ein-
gegangen.

3.5.3 Algebraische Riccati—Gleichung

Ein Sonderfall liegt vor, wenn das Kostenfunktional (3.90) auf dem unendlichen Zeitin-
tervall [0, 00) betrachtet wird. In diesem Fall macht die Endgewichtung sa™(T)Sx(T)
keinen Sinn, da ohnehin ||x(t)|| — 0 fiir £ — oo gelten muss, damit das Funktional (3.90)
einen endlichen Wert besitzt. Es wird also im Folgenden S = 0 gesetzt. Des Weiteren
wird angenommen, dass

e () positiv semi—definit und R positiv definit ist,
e das System (3.91) steuerbar ist,

e das Paar [A, C] beobachtbar ist, wobei die Matrix C aus der Zerlegung C'C = Q
(z.B. mittels der Cholesky—Zerlegung) resultiert.
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Unter diesen Annahmen kann gezeigt werden, dass die Losung der Riccati-Dgl. (3.111)
in Riickwirtszeit gegen eine stationsire positiv semi-definite Matrix P konvergiert. Dabei
ist P unabhingig von dem Randwert P(T) bei dem die Riickwirtsintegration gestartet
wird, solange P(T') positiv semi—definit ist. Somit kann zur ndherungsweisen Bestimmung
von P die Riccati-Dgl. (3.111) ausgehend von einem beliebigen positiv semi-definiten
Endpunkt P(T), z.B. P(T) = 0, riickwirts integriert werden, bis die zeitliche Anderung
P(t) unterhalb eines Toleranzkriteriums liegt.

Eine elegantere Moglichkeit P zu bestimmen, ist die Losung der sogenannten algebraischen
Matriz—Riccati—Gleichung

PA+A"P-PBR 'B'P+Q=0]|, (3.113)

die sich direkt aus (3.111) mit P(t) = 0 ergibt. Da die Gleichung nichtlinear ist, kénnen
mehrere Losungen existieren. Es kann aber unter den obigen Annahmen gezeigt werden,
dass nur eine positiv semi-definite Losung P existiert. Zur Berechnung von P aus der
algebraischen Riccati-Gleichung (3.113) kénnen verschiedene Verfahren verwendet werden
(z.B. das Verfahren nach Kalman und Englar), auf die an dieser Stelle nicht eingegangen
werden soll.

Mit Hilfe des Optimalitétsprinzips in Satz 3.6 kann gezeigt werden, dass das nun zeitin-
variante Riickfithrgesetz (3.112)

u=—-Kzx mit K=R'B'P (m>1)
1 _ 3.114
w=—k'x kT = I b'P (m=1) ( )

tatsdchlich die optimale Losung des Problems (3.90), (3.91) auf dem unendlichen Intervall
[0, 00) liefert. Die Ergebnisse sind im folgenden Satz zusammengefasst.

Satz 3.8 (LQ—Regler fiir lineare zeitinvariante Systeme) Gegeben sei das steuer-
bare lineare zeitinvariante System (3.91) mit dem zu minimierenden Kostenfunktional

J(u, o) — % /0 T2 ()TQ o) + w(®)T Ru(t)dt, (3.115)

wobei Q positiv semi-~definit und R positiv definit sind und das Paar [A, C] mit Q = c'C
beobachtbar ist. Dann ergibt sich das Minimum von (3.115) durch das optimale Riick-
fiihrgesetz (3.114) zu J(w,@o) = 2] Pxo, wobei P die eindeutige positiv semi-definite
Losung der algebraischen Riccati—Gleichung (3.113) ist. Des Weiteren besitzen samitliche
Eigenwerte der Matriz (A — BR™' BT P) negative Realteile, so dass der geschlossene
Kreis

t=(A-BR 'B'P)z, z(0)=x

asymptotisch stabil ist.

Der optimale Zustandsregler (3.114) wird hdufig auch als Riccati—Regler oder LQ-Regler
(“linear—quadratischer Regler”) bezeichnet und wird in der Praxis hiufig eingesetzt. Unter
MATLAB kann die optimale Riickfithrmatrix K = R™'B" P mit Hilfe der Befehle lqr bzw.
Igrd oder dlgr berechnet werden.
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Beispiel 3.8 (Simulationsbeispiel) Als Beispiel betrachte man das inverse Pendel-
Wagen—System in Abbildung 1.13. Mit den Parametern | = 1m, m = 1kg, M = 1kg
und g = 9.81m/s* lautet das linearisierte System (1.68) mit den Zustinden Ax =
[Ag, Ad, Ay, Ady|T und dem Ausgang Ay = Az,

0 100 0
. 23544 0 0 0 —1.2
Az = 0 00 1 Ax + 0 Au
~58% 0 0 0 0.8 (3.116)
A TV
A b

Ay=1[0 0 1 0] Az
Das inverse Pendel ist instabil, was man an den Eigenwerten (MATLAB Befehl eig)
App =0, Mgy =485
ablesen kann. Fir den LQR-Entwurf werden die Gewichtungsmatrizen zundchst mit
Q = diag(10°,10°,10°,10%), R=10""

angesetzt. Die numerische Liosung der Riccati-Gleichung (3.113) mit Hilfe von MAT-
LAB (Befehl Igr) fihrt zu der Reglerverstirkung (3.114)

k" =[-6421 —15.01 -3.16 —6.22] . (3.117)
Ein Blick auf die Figenwerte der Dynamikmatric A = A — bk’
M= —T737, A=-334, Agu=—116+;0.41

zeigt, dass der geschlossene Kreis asymptotisch stabil ist. Zusdatzlich wird ein Vorfilter
gemdf (3.6) entworfen

S = (c"(bkT — A)'b) ' = -3.16,

um stationdr eine gewiinschte Wagenposition w einzustellen. Im Hinblick auf die Regel-
kreisstruktur in Abbildung 3.2 ergibt sich die gesamte Stellgrifie zu

Au=—k"Az + Sw.

Abbildung 3.10 zeigt die Ergebnisse fiir die obige Wahl von Q und R fiir Anfangsbedin-
gungen Ax(0) = Axy = 0 und eine gewiinschte Wagenposition von w = 0.2 m.

Uber die relative Wahl der Gewichtungen in Q und R kann man beim LQR-Entwurf ge-
zielt auf das Regelverhalten einzelner Zustinde bzw. der Stellgrife eingreifen. Dies ist in
den verbleibenden Trajektorien in Abbildung 3.10 ersichtlich, wo jeweils der Winkel A¢
bzw. die Wagenposition Ax,, um den Faktor 1000 stdrker gewichtet sind. Die resultieren-
den Trajektorien weisen in diesem Fall ein deutlich verringertes Schwingverhalten in A¢
bzw. die Wagenposition Az, auf, was durch eine grifiere Stellamplitude erreicht wird.

Anmerkung: Wie in Beispiel 2.5 bereits untersucht wurde, besitzt die Ubertragungs-
funktion bzgl. der Wagenposition als Ausgangsgrofie Ay, siehe (2.93),

_AY(s)  AYi(s) 41s* — 6g _ 0.8s* —11.77
 AU(s)  AU(s)  I(m+4M)s* —6g(m + M)s2  s* — 23.5452

G(s)
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6- .
E 4-,‘“"
i w |
s < 2
I S obtT>—
> [
< ol \./
0 2 4 6 0 2 4 6
Zeit [s] Zeit [s]
/.
o\
0’-’7‘\ -
z — R=10"1,Q = diag(10°,10°,10°,10°)
|
J -10} - — = —R=10"1Q = diag(10%,10°,10°,10°)
o R=10"1,Q = diag(10°,10°, 103, 10°)
0 2 4 6

Zeit [s]

Abbildung 3.10: Simulationsergebnisse fiir das LQ-geregelte inverse Pendel mit unter-
schiedlichen Gewichtungen von @ und R (Beispiel 3.8).

die Nullstellen sy = —3.836 und sp2 = 3.836. Da 3072__2'71 der rechten Halbebene liegt, ist
das inverse Pendel nichtminimalphasig. Anhand der Ubertragungsfunktion des geschlos-
senen Kreises (MATLAB-Befehle ss und tf)

—2.535% +37.23
s 4+ 13.03s3 + 50.98s2 + 73.28s + 37.23

Gr(s)=Sc"(sI — Ar)"'b=

erkennt man, dass die Nullstellen so1 und sg o tnvariant gegeniber der Zustandsrickfih-
rung sind. Die Nullstelle soo > 0 ist verantwortlich fir das Gegenschwingverhalten des
inversen Pendels (siehe auch Abschnitt 2.4.4).

Aufgabe 3.8 Informieren Sie sich unter MATLAB tuber die Funktion Iqr durch den Aufruf
“help Igr” bzw. “doc Iqr”. Berechnen Sie mit Hilfe von Iqr geeignete Regler fiir die Systeme in
Beispiel 3.3 und Aufgabe 3.3. Vergleichen Sie die Reglerverstdrkungen und die Figenwerte
im geschlossenen Kreis fiir verschiedene Werte in den Gewichtungsmatrizen Q und R.

3.5.4 Vergleich zwischen Eigenwertvorgabe und LQR—-Entwurf

Abschlieflend sind einige wichtige Unterschiede zwischen dem Reglerentwurf mittels Pol-
vorgabe bzw. dem LQR-Entwurf zusammengetragen.

Polvorgabe:

e Die Dynamik des geschlossenen Kreises bzw. der Ein—/Ausgangsdynamik wird iiber
die Lage der Eigenwerte gezielt beeinflusst.
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e Die Beriicksichtigung von Stellgrofienbeschrankungen ist problematisch, da (aufler
iiber die Lage der Eigenwerte) kein direktes Ma8 fiir das Verhalten der Stellgrofien
besteht.

e Im EingroBenfall (m = 1) ist die Eigenwertvorgabe eindeutig.

e Im Mehrgroenfall (m > 0) bestehen zusétzliche Freiheitsgrade, z.B. die Verteilung

der Eigenwerte auf die Steuerbarkeitsindizes {p1, ..., p, } bzw. die Wahl alternativer
Indizes {p,...,pl,}, so dass die reduzierte Steuerbarkeitsmatrix Qg vollen Rang
hat.

e Der Reglerentwurf mittels der Polvorgabe ist analytisch in der Hinsicht, dass sich
die Bestimmungsgleichungen fiir die Reglerverstiarkung (3.25), (3.56) bzw. (3.78)
explizit angeben lassen.

LQR~-Entwurf:

e Die Figenwerte des geschlossenen Kreises konnen nicht direkt vorgegeben werden.

e Die Eintrige in den Gewichtungsmatrizen @ und R (zumindest in der Diagonalen)
besitzen eine anschauliche Bedeutung fiir das Verhalten des geschlossenen Kreises.

e Uber die Eintriige in R kann gezielt Einfluss auf einzelne StellgréBen genommen
werden, z.B. um Stellamplituden zu reduzieren und auf diesem Wege Stellgrofenbe-
schrankungen einzuhalten.

e Der LQR-Entwurf ist sowohl im Eingroflenfall als auch im Mehrgréfienfall eindeutig
definiert, d.h. es bestehen keine zusétzlichen Freiheitsgrade wie beim Reglerentwurf
mittels Polvorgabe.

e In der Praxis filhrt der LQR-Entwurf haufig zu einem robusteren Regler als der
Reglerentwurf mittels Polvorgabe. Dies gilt insbesondere fiir den Mehrgréfienfall.

e Der LQR-Entwurf ist ein numerisches Verfahren, da die algebraische Riccati—Glei-
chung (3.113), bzw. die Riccati-Differenzialgleichung (3.111) numerisch gelost wer-
den muss.

3.6 Behandlung von Storgréfien

In Abschnitt 3.1 wurde ein Vorfilter S so entworfen, dass die bleibende Regelabweichung
lim e,(1) = lim (w — (1))

fiir eine Fiihrungsgrofle w verschwindet. Dies ist natiirlich nicht mehr der Fall, wenn
die Streckenparameter vom nominellen Wert abweichen bzw. Storungen auf die Strecke

wirken. Man betrachte dazu das erweiterte System
r=Ax+ Bu+ Ed, xz(0)=<«
(0) == (3.118)
y=Cx

mit der Stéreingangsmatrix E € R™! und dem StérgroBenvektor d € R!. Setzt man fiir
u den Zustandsregler (3.1) an und betrachtet den stationéren Zustand &z = 0 mit einer
konstanten Stérung d, so erhélt man

xr = (BK — A)"'(BSw + Ed).
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Mit der Gleichung (3.6) fiir den Vorfilter S gilt fiir den stationdren Ausgang yp = Cxp
offensichtlich

yp=C(BK — A" (BSw+Ed) =w+C(BK — A)'Ed #w .

Diese stationére Regelabweichung lédsst sich durch eine Storgroflenaufschaltung, bzw. einen
zuséitzlichen I-Anteil im Regelgesetz (3.1) beriicksichtigen.

3.6.1 Storgroflienaufschaltung

Es wird im Folgenden angenommen, dass die Storung d in (3.118) messbar und bekannt
ist. Bei der Storgrofenaufschaltung wird die Stérung d kompensiert, indem zum Regelge-
setz (3.1) ein zusitzlicher Term wug addiert wird

u=—-Kx+Sw+ug. (3.119)

Dabei wird u, angesetzt, um den Storungsterm Ed im System (3.118) zu kompensieren,
d.h.
Bug+ Ed=0. (3.120)

Falls n = m gilt und B regulér ist, kann diese Beziehung eindeutig nach
ug = —B ' (Ed)

gelost werden, wodurch die Storung im System (3.118) exakt kompensiert wird. Fiir ge-
wohnlich gilt jedoch m < n, so dass die Inversion der Steuermatrix B nicht moglich ist.
Aus diesem Grund wird anstelle einer exakten Losung versucht, die Gleichung (3.120) im
Sinne eines Least—Squares—Ansatzes zu minimieren, d.h.

mind'd mit 6 = Buy+ Ed.

ug
Der zu minimierende Term &' stellt eine quadratische Norm dar und lisst sich durch
078 = (Bug+ Ed)" (Bug + Ed)
=ug B'Bug+uy B'Ed+d E"Buy+d'E"Ed
=ug B'Bug+2uy' B'Ed +d"E"Ed
darstellen. Das Minimum bzgl. ug ergibt sich mit Hilfe der ersten Ableitung

9(878)

— 9B "Buy + 2B "Ed = 0.
8’U,d

Unter der berechtigten Annahme, dass die Spalten der Matrix B linear unabhéngig sind,
ist B B invertierbar und die StorgréBenaufschaltung berechnet sich zu

uq=—(B'"B)'B"Ed, (3.121)

womit sich das gesamte Riickfiihrgesetz (3.119) wie folgt ergibt

u=—-Kx+Sw— (B"B)"'B"Ed |. (3.122)
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3.6.2 PI-Zustandsregler

Die StorgroBlenaufschaltung setzt das Wissen iiber die Storgréfie d und die Storeingangs-
matrix F voraus, was in praktischen Anwendungen oft nicht der Fall ist. Eine flexiblere
Méglichkeit ist, einen zusétzlichen I-Anteil im Regelgesetz (3.1) einzufiithren, um zumin-
dest konstante Stérungen und Parameterabweichungen stationér unterdriicken zu kénnen.
Dazu wird ein so genannter PI-Zustandsregler der Form

zr=w—Cx

3.123

angesetzt. Der PI-Zustandsreglerentwurf basiert auf dem um die Integratorzustande x; €
R? erweiterten System (3.118)

B a1 K e et | R
A B;

Um nun einen Regler fiir dieses erweiterte System auslegen zu konnen, ist der folgende

Satz hilfreich:
Satz 3.9 Wenn die Rangbedingung

Rang {_AC ?} =n+p

erfillt ist, dann folgt aus der Steuerbarkeit von (A, B) die Steuerbarkeit des erweiterten
Systems (Ar, By).

Der Entwurf der Reglerverstarkungen K, K, und K erfolgt nun in zwei Schritten:

Schritt 1: Im ersten Schritt wird fiir das erweiterte System (3.124) ein Zustandsregler

u=—[K, K {;‘ZI] (3.125)

entworfen. Der Vergleich von (3.123) mit (3.125) zeigt, dass gelten muss

K+K,C=K,, -K =K,. (3.126)

Schritt 2: Im zweiten Schritt miissen noch geméf (3.126) die Parameter K und K,
festgelegt werden. Da dieses Problem unterbestimmt ist, legt man im Allgemeinen K,
fest und berechnet sich anschlieBend K aus (3.126). Geht man davon aus, dass zum
Zeitpunkt ¢ = 0 die Anfangszustdnde o = 0 und x;( = 0 sind und die Fiithrungsgrofe
w fiir t > 0 konstant ist, so folgt aus (3.123)

u(0) = K,w.
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Wenn die Dynamikmatrix A stabil ist, also alle Eigenwerte in der linken Halbebene liegen,
dann errechnet sich die Ausgangsgréfie im eingeschwungenen Zustand zu

Yoo = lim y(t) = —CA™'Bus, bzw. us=—(CAT'B) 'y,

Es ist es nun zweckméfig, den Proportionalanteil K, so festzulegen, dass zum Zeitpunkt
t = 0 die StellgroBe w(0) den gleichen Wert, der auch fiir ¢ — oo zur Einhaltung der
Bedingung y., = w bendétigt wird, annimmt, d.h.

u(0) = K,w = —(CA™'B) 'w.

Somit gilt zusammenfassend fiir die einzelnen Verstirkungsmatrizen im Regelgesetz (3.123)
des PI-Zustandsreglers

K,=—-(CA'B)"!, K;=-K,, K=K,-K,C | (3.127)

wobei sich K; und K5 aus dem Reglerentwurf fiir das erweiterte System (3.124) (unter
Vernachléssigung des Storungsterms Ed) ergeben. Abbildung 3.11 zeigt das Blockschalt-
bild des PI-Zustandsreglers.

Anmerkungen:

e Der P-Anteil im Regelgesetz (3.123) ist nicht zwingend notwendig. Allerdings be-
wirkt er den Effekt einer statischen Vorsteuerung, da w(t) bei einem Sprung der
Fithrungsgréfie w moglichst schnell auf den stationdren Wert u,, gebracht wird.

e Zur Berechnung von K, fiir den P—Anteil in (3.123) wurde eine asymptotisch stabile
Dynamikmatrix A vorausgesetzt. In diesem Fall ist A reguldr und kann folglich
invertiert werden. Wenn A nicht asymptotisch stabil ist, so kann K, = 0 gesetzt
werden, was (3.123) sowie (3.127) entsprechend vereinfacht.

T Y
& = Az + Bu - C -
K -
Zustandsregler

Abbildung 3.11: Blockschaltbild des PI-Zustandsreglers.
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Beispiel 3.9 (Simulationsbeispiel) Fir den Zweimassenschwinger in Abbildung 3.4
mit dem zugehdrigen mathematischen Modell (3.27) soll ein PI-Zustandsregler so ent-
worfen werden, dass die Pole des geschlossenen Kreises bei

T/Q =—-05+3505, XN=-1, \Nj=-15, A =-2 (3.128)

liegen. Dem Entwurfsverfahren folgend ergibt sich mit Hilfe der MATLAB—Funktion acker
das Rickfiihrgesetz (3.123)

ir=w—c'z
u =—[-33 —43 -389 —604]z+ (—1)(w—c'z)+ (~15)z;. (3.129)
~ — _ ~——~ ——"
LT k, ki
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Kapitel 4

Beobachterentwurft

Fiir den Zustandsreglerentwurf wurde bisher angenommen, dass der ganze Zustandsvektor
x bekannt ist. In vielen Féllen ist dies natiirlich nicht mdéglich, weshalb man sich die
Frage stellt, ob man den Zustand « allein durch Kenntnis der Ausgangsgrofie y und der
Stellgrofle w rekonstruieren kann. Um diese Frage zu beantworten, betrachte man das
lineare zeitinvariante Mehrgroflensystem

z=Ax+ Bu, x(0)=x

Y Ca (4.1)

mit dem Zustand € R”, dem Eingang u € R™, dem gemessenen Ausgang y € R? sowie
den Matrizen A € R™*" B € R™™ und C € RP*".

Eine Einrichtung, die aus Kenntnis des Zeitverlaufes des Eingangs w(7) und des Ausgangs
y(7), 0 < 7 <t den Zustand x(t) zum Zeitpunkt ¢ bestimmt, wird Beobachter genannt.
Es wird sich in weiterer Folge noch zeigen, dass ein Beobachter fiir (4.1) genau dann
konstruiert werden kann, wenn das System (4.1) vollstédndig beobachtbar ist.

4.1 Trivialer Beobachter (Simulator)

Die einfachste Moglichkeit, den Zustand @ zu schéitzen, besteht darin, das mathematische
Modell der Strecke (4.1)

& = Ag:c + Bu, &(0) = (42)
y=C%

mit dem geschétzten Zustand & zu simulieren. Die Abweichung des geschéitzten Zustandes

& vom tatséchlichen Zustand @, der sogenannte Beobachtungsfehler e = x — &, geniigt

dann der Differenzialgleichung
ée=a—& mit e(0)=ey=mxy—&. (4.3)

Ein Beobachter der Form (4.2), der einfach eine Kopie des Streckenmodells im Rechner
darstellt, wird auch als trivialer Beobachter oder Simulator bezeichnet und er hat folgende
Nachteile:
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e Die Fehlerdynamik (4.3) ist offenbar nur dann stabil, wenn die Strecke stabil ist,
also samtliche Eigenwerte von A in der linken Halbebene liegen und

e das Abklingen von Beobachtungsfehlern ey bei stabilen Strecken kann nicht beein-
flusst werden, sondern ist durch die Streckendynamik festgelegt.

Der triviale Beobachter (4.2) macht noch nicht von der Tatsache Gebrauch, dass dem
System (4.1) die Messung des Ausgangs y zur Verfiigung steht. Diese Uberlegung fiihrt
schlussendlich zum so genannten vollstédndigen Luenberger-Beobachter, der im Folgenden
behandelt wird.

4.2 Vollstandiger Luenberger—Beobachter

Fiigt man dem trivialen Beobachter (4.2) einen zusitzlichen Term K (y — §), K € R™*?
dazu, so erhélt man den sogenannten Luenberger—Beobachter

: Korrektur
. Simulator - b
& =A¢+But+Ky—9), #0)=d (4.4)
§=C#

bestehend aus einem Simulator— und Korrekturteil, sieche Abbildung 4.1.

iwo

= t=Ax+Bu —= C -

Strecke

Ai + Bu+ K(y — 9)
c

T
F——————

>~

el

<
I

Beobachter

Abbildung 4.1: Struktur der Strecke/Beobachter—Konfiguration.

Die zugehorige Fehlerdynamik fiir e = @ — & mit @ von (4.1) und & von (4.4) errechnet
sich in der Form

ée=a—&
— Az + Bu— A% — Bu— KCz + KC&
— A(x — &) - KC(x — &) (4.5)
—(A-KC)e, e(0)=ey=xo— .
Ae
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Es stellt sich nun die Aufgabe, K so zu entwerfen, dass die Fehlerdynamikmatrix A, =
(A — KC) stabil ist, also alle Eigenwerte in der linken Halbebene liegen, damit der
Schétzfehler e(t) fiir t — oo gegen Null konvergiert.

Da die Matrix (A — KC) die gleichen Eigenwerte wie ihre Transponierte
(A-KC)T=AT-C'K'

besitzt, kann das Problem, K so zu wahlen, dass A — KC stabil ist, als ein Regler-
entwurfsproblem aufgefasst werden. Dies wird offensichtlich, wenn man die transponierte

Matrix (AT -C"K T) als die Systemmatrix eines geschlossenen Regelkreises fiir das duale
System in (2.164)
ItD:ATIBD—f—CT’U,D 16

yo = BTy (4.6)
mit dem Riickfiihrgesetz

Up = —K Tw D
interpretiert. In diesem Zusammenhang sei an Satz 2.19 erinnert, dem zufolge das Sys-
tem (4.1) beobachtbar ist, wenn das duale System (4.6) steuerbar ist. Zusammenfassend
gilt die folgende Analogie zwischen Regler— und Beobachterentwurf:

Zustandsregler < Beobachter

A AT
B c’
C BT
K K'
Qs Qs
Qs Qp

Die Berechnung der Verstirkungsmatrix K fiir den Luenberger Beobachter (4.4) kann
also iiber eines der in Kapitel 3 behandelten Verfahren erfolgen.

Eingroflenfall:  Aufgrund seiner Bedeutung und um die Dualitédt zwischen Zustands-
regler— und Beobachterentwurf hervorzuheben, wird im Folgenden die Polvorgabe mit Hilfe
der Ackermann-Formel im EingroBenfall (Satz 3.1) auf den Beobachterentwurf iibertragen.
Dazu wird das lineare Eingréflensystem

r=Ax+bu, z(0)==wx

47
P (4.7)

mit dem zu entwerfenden Beobachter (4.4)

Az +bu+k(y—179), #(0)=d

c'@

T

Naht
I

und der Fehlerdynamik (

W

.5) betrachtet

e=(A—kc e, e0)=ey=z)— . (4.9)
A
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Satz 4.1 (Ackermann—Formel fiir Zustandsbeobachter — Eingrofienfall) Die Ei-
genwerte der Fehlerdynamikmatric Ae = A — kcT des Fehlersystems (4.9) des vollstin-
digen Beobachters (4.8) zum System (4.7) kénnen genau dann durch k beliebig platziert
werden, wenn das System (4.7) beobachtbar ist. Der Riickfihrvektor berechnet sich dann
nach der Formel

‘]},:(]30[+]51A+...+13n_1A"‘1+A")f ‘ (4.10)

in Abhdngigkeit von t = Q3'0,...,0,1]7 ~ der letzten Spalte der inversen Beobachtbar-
keitsmatriz (2.147) — und den Koeffizienten p; des gewiinschten charakteristischen Poly-

noms
n

PN =po+ P+ + P AN =TIV = A

=1

Damit der Beobachtungsfehler e schneller abklingt als das Dynamikverhalten des beob-
achteten Systems, wéhlt man die Beobachtermatrix K zweckméBigerweise so, dass die
Eigenwerte von (A — K C') links der dominierenden Eigenwerte von A liegen.

Einflufl von Messrauschen: Theoretisch konnen die Beobachtereigenwerte beliebig weit
links platziert werden, da keine StellgréfSenbeschriankungen wie beim Reglerentwurf ein-
gehalten werden miissen. Allerdings tritt in der Praxis héufig Messrauschen r(¢) in der
Messung

y(t) = Cx(t) + r(t) (4.11)

auf, was einen direkten Einflufl auf den Beobachter hat. Betrachtet man namlich die
Fehlerdynamik (4.5) mit dem zusétzlichen Eintrag 7(t), so ergibt sich

é(t) = (A— KQ)e(t) + Kr(t). (4.12)

Da die Eintrége in der Beobachtermatrix K anwachsen, je weiter die Beobachtereigenwerte
nach links verschoben werden, wird das Messrauschen den Beobachtungsfehler e(t) stéarker
beeinflussen.

Aufgabe 4.1 (Simulationsbeispiel) Fir den gekoppelten Feder—Masse—Schwinger in
Abbildung 3.4 mit dem mathematischen Modell (3.27) und den Parametern (3.28) soll
ein Luenberger—Beobachter entworfen werden. Mit den gewiinschten Eigenwerten )\’{/2 =

—1=£j1 und Xj,, = =3+ j3 lautet die Beobachterverstirkung k gemdp (4.10)

51.0
126.8
6.8
22.54

k:

Alternativ kann k mit Hilfe der Ackermann—Formel (3.25) als Reglerverstirkung fir das
duale System
Tg=A"xy+cu
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berechnet werden. Mit der Beobachterverstdirkung k ergibt sich der Luenberger—Beobachter

2
0 1.0  —=51.0 0

-1.0 -1.0 —125.8 1.0

=10 0 68 10]|ZTPuthky
01 01 —2274 —02 (4.13)
A —kc'
g=c'a

4.3 Separationsprinzip

Wenn man nicht den gesamten Zustand & messen kann und doch einen Zustandsregler
einsetzen will, ist es naheliegend, den Zustandsregler mit einem Zustandsbeobachter zu
kombinieren. Das heift, fiir das lineare, zeitinvariante System der Form

z=Ax+ Bu, x(0)=x

4.14
Y= Cu (4.14)
wird ein Zustandsbeobachter
Simulator Korrektur
t=At+Bu+K(y—19), &(0)==2a (4.15)
y=Czx

entworfen und im Zustandsregelgesetz (3.1) anstelle des tatséchlichen Zustandes x der
beobachtete Zustand & in der Form

u=—-Kz&+ Sw (4.16)

eingesetzt. Abbildung 4.2 veranschaulicht die Struktur des resultierenden Regelkreises.

Wenn man nun den Zustandsregler und den Zustandsbeobachter separat entwirft, also die
Reglerverstirkung K und die Beobachterverstirkung K getrennt von einander berechnet,
stellt sich die Frage, wo die Eigenwerte des geschlossenen Kreises nach Abbildung 4.2 zu
liegen kommen. Die Antwort auf diese Frage gibt das so genannte Separationsprinzip:

Satz 4.2 (Separationsprinzip) Wenn das System (4.14) vollstindig steuerbar und voll-
stindig beobachtbar ist, dann ergibt sich das charakteristische Polynom des geschlossenen
Kreises von Abbildung 4.2 nach den Gleichungen (4.14)-(4.16) zu

Pges(N) = det(A\ — A + BK) det(\I — A+ KC) = p*(\)p* ()

mit den gewinschten charakteristischen Polynomen p*(X\) fir den Zustandsreglerentwurf
und p*(\) fir den Zustandsbeobachterentwurf.

Beweis: Um diesen wichtigen Satz zu beweisen, schreibt man den geschlossenen Kreis
(4.14)-(4.16) als Differenzialgleichungssystem mit dem erweiterten Zustand ], = [z ', e']
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iwo

— S —0 » & = Az + Bu - C >

Strecke

|
+Bu+K(y —9)

- i— Ad z
- §=Ci
Beobachter
K |=
Regler

Abbildung 4.2: Struktur der Zustandsregler/Beobachter—Konfiguration.

und dem Beobachtungsfehler e = & — & in der Form

o TR [

é 0 A—KC| |e 0
. h g 4
Lges Ages Lges Bges (4 ]_7)

y=|[C 0 m

wobei fiir e das Fehlersystem (4.5) gilt. Man erkennt unmittelbar, dass sich aufgrund der
Blockstruktur von A, das charakteristische Polynom des geschlossenen Kreises zu

det(A — Age,) = det(\] — A+ BK) det(A\] — A+ KC)

berechnet. ]

Aufgabe 4.2 Berechnen Sie die Ubertragungsmatriz G, (s) = [Yi(s)/W;(s)] des dynami-
schen Reglers, der sich durch Zusammenschaltung des vollstindigen Beobachters mit dem

Zustandsregler ergibt. Welchen Schluss konnen Sie aus der Ordnung der Ubertragungs-
funktion G (s) ziehen?

Lésung: Die Ubertragungsmatriz lautet
G.,(s)=C(sI - A+ BK) 'BS.

Die Ordnung der Ubertragungsfunktion ist lediglich n, da der Beobachtungsfehler in (4.17)
durch den Fingang w nicht beeinflusst werden kann und somit das System (4.17) ein nicht
erreichbares Teilsystem n-ter Ordnung besitzt. Somit kann man bei Betrachtung des Ein—
/Ausgangsverhaltens nicht erkennen, ob ein Regelkreis einen Beobachter besitzt oder nicht!

Beim Einsatz eines Beobachters in Kombination mit einem Zustandsregler wéhlt man
die Eigenwerte von (A — KC) nicht im Vergleich zu der Systemmatrix A (wie im Ab-
schnitt 4.2 diskutiert wurde), sondern in Bezug auf die Eigenwerte von (A — BK). Der
Gesamtentwurf folgt dabei folgenden Schritten:
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a) Uberpriifung der Strecke auf Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit,

b) Entwurf einer Zustandsriickfiihrung u = — Kz + Sw,

c¢) Festlegung der Beobachterpole anhand der Eigenwerte von (A — BK),

)
)
)
d) Berechnung der Beobachtermatrix K 7.B. mittels Reglerentwurf fiir das duale Sys-
tem (4.6). Wird ein LQR-Entwurf fiir den Beobachter gewéihlt, so sollte anhand der
Beobachtereigenwerte nachtriglich iiberpriift werden, ob die Vorgaben aus c) erfiillt

sind.

In der Praxis gilt, dass die Realteile der Beobachterpole um den Faktor 2-6 schneller
sein sollten als die Realteile der dominierenden Eigenwerte der Matrix (A — BK),
wobei Faktor 2 bei stark verrauschten Messgrofien y(t) gilt. Diese Faustformel ge-
wéhrleistet, dass das Regelverhalten des geschlossenen Kreises hauptsachlich von der
Matrix (A — BK) abhingt.

Beispiel 4.1 (Simulationsbeispiel) Fir den gekoppelten Feder—Masse-Schwinger in
Abbildung 3.4 mit dem mathematischen Modell (3.27) und den Parametern (3.28) sollen
der PI-Zustandsregler (3.129) und der Luenberger—Beobachter (4.13) kombiniert werden.
Da die Figenwerte des Beobachters um den Faktor 2—-6 schneller sein sollen als die Figen-
werte (3.128) des geschlossenen Regelkreises, werden die Beobachtereigenwerte dazu auf
die Werte 5\1/2 =—4+72 und 5\3/4 = —6 £ 73 gelegt.

4.4 Behandlung von Storgrofien — Storbeobachter

In Abschnitt 3.6 wurde auf die Behandlung von Stoérgrofien beim Entwurf eines Zustands-
reglers eingegangen, wobei davon ausgegangen wurde, dass die Stérung d € R! mit einer

Storeingangsmatrix E € R™* auf das System
r=Ax+ Bu+ Ed, x(0)=x
(0) == (4.18)
y=Cx

wirkt. In vielen Féllen ist die Kenntnis der Storgréfie d hilfreich bzw. notwendig, z.B. um
eine Storgrofienaufschaltung zu realisieren (Abschnitt 3.6.1).

Wenn die Storung nicht messbar ist, so kann ein Storgroffenbeobachter eingesetzt werden,
um d zu schiitzen. Dazu muss bekannt sein, welche Art von Stérung auf das System wirkt,
um ein Storgréiffenmodell der Form

id = Adac, acd(O) = a:d70

4.19
d= Cd g ( )
ansetzen zu konnen. In Tabelle 4.1 sind drei Beispiele fiir Stérmodelle dargestellt.
Zusammen mit der Strecke (4.18) ergibt sich das erweiterte Modell
x A ECy| |z B x(0) x
dﬁd - 0 Ad Tq + 0 bl iL‘d(O) - Ld.o
’ (4.20)
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Art der Storung Stormodell Veranschaulichung
A d
konstant i = |
(z.B. Coulombsche ; B } | | -
Reibung) = Ld 0 't 1o ts ot
d

periodisch By = 0 1 2, /\
(z.B. Vibration mit —wy 0 -
konst. Frequenz) d=1,0]z, 0 \/ t

abklingend P —lx !
(z.B. Reaktionskinetik ¢ \ :\

in chemischen Reaktoren) d= x4 0 t % t3 t

Tabelle 4.1: Beispiele von Stormodellen (4.18).

das in Abbildung 4.3 veranschaulicht ist. Analog zum vorherigen Abschnitt kann fiir das
erweiterte Modell (4.20) ein Luenberger-Beobachter entworfen werden kann. Die geschétz-
te Storgrofe d(t) kann dann z.B. fiir eine StorgroBenaufschaltung (3.122)

u(t) = —K&(t)+ Sw— (B"B)'B'Ed(t) (4.21)

zusammen mit den geschitzten Zustédnden &(¢) verwendet werden.

d T4 Zd,0
Cy = Tg=AqgTqg +—
P
¥
u T Y
— o= Ax + Bu - C —

Abbildung 4.3: Erweitertes Streckenmodell (4.20).
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4.5 Reduzierter Beobachter

Beim vollstandigen Luenberger-Beobachter wird der gesamte Zustand x geschétzt, ob-
wohl durch die Messung von y iiber die Ausgangsgleichung eine Linearkombination der
ZustandsgroBen bekannt ist. Diese Redundanz ist bei einem skalaren System

a4 b
T = ar + bu (4.22)
Yy =cx

direkt ersichtlich, da hier der Zustand x direkt aus der Ausgangsgleichung iiber die Be-

ziehung

)
=2 4.23
o= (423)

ermittelt werden kann. Um diese Informationen im allgemeinen Fall zu nutzen, wird an-
genommen, dass fiir das System

&z =Ax+ Bu, x(0)=x (4.24)

mit dem Zustand € R"”, dem Eingang u € R™ und den Matrizen A € R"*", B € R™™
im Folgenden p linear unabhéngige Messungen

y=Cz (4.25)

mit Rang(C') = p zur Verfiigung stehen. Man kann nun in weiterer Folge stets eine regulére

Zustandstransformation
- |z | C B
T = |:fi'2:| = [Tzl z=Tx (4.26)

mit der Untermatrix T5 € R(™P)*™ finden, fiir die sich das tranformierte System

=A%+ Bu mit A=TAT ', B=TB

_ (4.27)
y=[I,, 0]z
mit der partitionierten Struktur
BRI lEREE
) Ay Ayl [T B, (4.28)
Yy = [Ipxp 0] T

ergibt. Man sagt dann auch, das System (4.28) liegt in Sensorkoordinaten vor, da der
obere Teil des Zustands mit den Messgréflen iibereinstimmt. Multipliziert man die Diffe-
renzialgleichung fiir y = &; mit einer noch zu bestimmenden Matrix K, € R™ %P yund
subtrahiert diese von der Differenzialgleichung fiir &5, dann ergibt sich mit dem neuen
Zustand

w =& — Koy (4.29)

das System

w = (AQQ_K2A12)W+(A21_K2A11 +A22K2—K2A12K2)y+(32—K2B1)U. (4.30)
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Dabei sind die Gréflen v und y bekannt und kénnen daher als Eingangsgrofien fiir das
System (4.30) betrachtet werden. Der reduzierte Beobachter fiir die unbekannten Gréfien
w entspricht dann direkt dem trivialen Beobachter fiir (4.30), d.h.

’li) = (AQQ — ng&lz)'lf) + (BQ — KQBI)U+ (4 31)
(A21 - KQAH + A22K2 - K2A12K2)y-
Die Dynamik des Schétzfehlers e,, = w — w ist durch
éw = \(AQQ - K2A12)/ Ew (432)

A22,e

gegeben und die Schitzung &, fiir den Zustand &, erhdlt man unmittelbar aus (4.29)

&y =w+ Koy (4.33)

Es gilt nun folgender Satz:

Satz 4.3 (Luenberger—Beobachter reduzierter Ordnung) Wenn das System (4.24)
und (4.25) mit Rang(C) = p wvollstandig beobachtbar ist, dann kann mit dem reduzier-
ten Beobachter (4.31), (4.33) der Zustand &, in Sensorkoordinaten (4.26) rekonstruiert
werden und mit Hilfe von K, konnen die Figenwerte der Fehlerdynamik (4.32) beliebig
platziert werden.

In Analogie zum Reglerentwurf im Mehrgréfienfall liegt die Matrix K, durch Vorgabe ei-
nes gewiinschten charakteristischen Polynoms fiir die Fehlerdynamik (4.32) nicht eindeutig
fest. Im Eingroflenfall (m = p = 1) ist der Sachverhalt aber eindeutig und die Elemente
des Beobachtervektors k, kinnen z.B. durch Koeffizientenvergleich mit dem gewiinschten
charakteristischen Polynom bestimmt werden.

Beispiel 4.2 Fir den gekoppelten Feder—Masse—Schwinger in Abbildung 3.4 wird nun
angenommen, dass die Positionen s; und so der Massen my und ms gemessen werden.
Die Sensorkoordinaten (4.26) sind somit direkt durch

- | ~ _ |Un
y=ai= |2 @]
gegeben und das mathematische Modell (3.27) mit den Parametern (3.28) lasst sich durch
Vertauschung der Zustinde direkt in der Form (4.28)

0 0 o1 0 0
° 0 0 0 1 ~ 0
T I
. — “ .. P “ .. P - + e u
L?z] . [a’?] 1
-1 1 =1 1 0 (4_34)
_0.1 —-0.2 : 0.1 —0.2_

y__10200[5:11
01 i 0 0] L*2
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angeben. Da zwei Zustinde direkt gemessen werden, hat der reduzierte Beobachter die
Ordnung 2. Die Beobachterverstirkung Ko € R**? wird nun so gewdhlt, dass die Dyna-
mikmatriz der Fehlerdynamik (4.32),

: e 11 . 10
Agpe = Ay — KyAjy = [ } - K, [ } , (4.35)

0.1 —0.2 0 1
die gewiinschten Eigenwerte 5\’{ = —2 und 5\’2‘ = —3 besitzt. Dabei kann K, 2.B. wie folgt
gewdhlt werden

- -1 1 -2 0 1 1

K= [0.1 —0.2} a {0 —3] N {0.1 2.8] (4.36)
und man erhdlt den reduzierten Beobachter (4.31), (4.33)

s |1=2 0 . -3 -1 . -1

Y=l =3]YT|-02 —86/YT 0"

b —w 7L
Ta=WT 191 —02|Y

(4.37)
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Kapitel 5

Folgeregelung

In Kapitel 3 wurde der Entwurf von Zustandsreglern betrachtet, um einerseits ein lineares
System zu stabilisieren und andererseits eine gewiinschte Fiihrungsgrofie w einzustellen
(siche Abbildung 3.2). Dabei wurde angenommen, dass w konstant ist und es sich somit
um einen stationdren Arbeitspunkt handelt.

In vielen praktischen Anwendungen ist dariiberhinaus die Folgeregelung von Bedeutung.
Typische Aufgabenstellung sind

e (Asymptotische) Gliattung eines Sollwert— bzw. Fiithrungsgrofensprungs, z.B. um
die Stellamplitude zu reduzieren bzw. das Auflaufen eines I-Anteils zu verhindern.

e Nachfahren einer vorgegebenen Solltrajektorie y*(t), t € [0,7] fiir den Ausgang.
Beispiele dafiir sind Schweifivorgéinge (Schweifindhte) oder periodische Vorgénge in
der Fertigungstechnik.

e Realisierung eines Ubergangs zwischen zwei stationéiren Zustéinden ¥ — Z}; inner-
halb eines gewiinschten Zeitintervalls ¢ € [0, 7.

In diesem Kapitel werden — aufbauend auf den Ergebnissen von Kapitel 3 — zwei verschie-
dene Verfahren zur Realisierung einer Folgeregelung fiir lineare Systeme vorgestellt.

a) Asympt. Gliattung eines b) Nachfahren einer Solltraj. c¢) Arbeitspunktwechsel in
Fithrungsgrofensprungs fiir den Ausgang endl. Zeitintervall [0, T]

y* (1)
WAT Anfangs-
storung :
\
0 t 0 t 0 T t

Abbildung 5.1: Typische Aufgabenstellungen einer (Trajektorien—)Folgeregelung.
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5.1 Folgeregelung fiir den Ausgang

Bei der Ausgangsfolgeregelung handelt es um die Aufgabe, einer Solltrajektorie y*(t)
fiir den Ausgang y asymptotisch zu folgen, wie es in der Einleitung bereits beschrieben
wurde (siehe auch a) und b) in Abbildung 5.1). Im Folgenden wird dazu wieder ein lineares
zeitinvariantes System der Form

T = Ax + Bu (5.1)
y=Czx bzw. yi=cjz, i=1,....p=m |

betrachtet, wobei davon ausgegangen wird, dass die Anzahl der Stellgroffien u € R™ und
Ausgangsgrofien y € RP gleich ist, also p = m gilt.

5.1.1 Fehlerdynamik und Regelgesetz

Der bisherige Zustandsreglerentwurf mittels Ein—/Ausgangsentkopplung (Abschnitt 3.4)
kann direkt auf das Folgeregelungsproblem erweitert werden. In diesem Zusammenhang
wird der sogenannten Folgefehler zwischen den einzelnen vorgegebenen Solltrajektorien
y¥(t) und den Ausgangsverldufen y;(t), i =1,...,m durch

eyi(t) =vi(t) —yi(t), i=1,...,m bzw. ey(t)=y(t)—y*(t)

definiert. Die Aufgabe der Folgeregelung ist nun, diesen Folgefehler asymptotisch zu sta-
bilisieren.

Der Ausgangspunkt fiir den Folgeregelungsentwurf ist die entkoppelte Ein—/Ausgangs-
normalform (3.73), die der Einfachheit halber hier nochmal dargestellt ist:

T = T2

‘/Z‘i,Ti—l - j:i,ri

ji,ri = Vi, Zzl,m

7 = M,&,+ M,n+ Nv.

Die Matrizen M, M,, und N sind in (3.74) angegeben. Durch Einfiihrung der Riickfiih-
rung

Ti—l
vi =y ) =Y p (0 - () (5.2)
T G
Y,

und unter Beriicksichtigung der Ausgangsbeziehungen

Y = T
yz(j) = ji,j—l—l R j = 1, e, Ty — 1 (53)
g = d i=1,...,m

kann aus der obigen Ein—/Ausgangsnormalform direkt die Dynamik des Folgefehlers

(ri)

y,; +pi,ri_1e(T§_1) + - +pi71éy,i +pi70€y7i = O, 7 = 1, ..M (54)

6 y7
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hergeleitet werden. Die Koeffizienten p; ; bestimmen sich aus den charakteristischen Po-
lynomen

pr()\) :pi,O +pi71)\+"'+pi’n_1)\n_l +)\m = H<)\_)\:ﬂ>7 Z = 1,...,m. (55)

j=1

in Abhéngigkeit der gewiinschten Eigenwerte {A\},,...,Af, .}, i =1,...,m. Mit Hilfe der
Ausgangsbeziehungen (5.3) ist erkennbar, dass das Regelgesetz (5.2) fiir die neuen Aus-
ginge v; eine Verallgemeinerung des Falls (3.75) darstellen, da sich offensichtlich genau
(3.75) ergibt, wenn eine konstante Fiihrungsgrofie w = y*(t) = konst. betrachtet wird.
Das Regelgesetz (5.6) im folgenden Satz verdeutlicht diesen Zusammenhang.

Satz 5.1 (Asymptotische Ausgangsfolgeregelung) Gegeben sei das lineare System
(5.1) mit dem vektoriellen relativen Grad {ry,...,r,} und den beschrinkten (r;—fach ste-
tig differenzierbaren) Solltrajektorien y;(t) € Ci, t € [0,T].' Dann ist die Fehlerdynamik
(5.4) durch die Rickfihrung

PLoyi(t) + - 4 prm oy ) + 4 (1)
u=—-Kx+H, : (5.6)

Pno Y () + -+ o1y () 4 g (1)

asymptotisch stabilisierbar, wobei H,, die Kopplungsmatriz (3.59), K die Reglerverstdr-
kung (3.78) und p; j die Koeffizienten der gewiinschten charakteristischen Polynome (5.5)
darstellen. Falls dariberhinaus die Nulldynamik (3.77) asymptotisch stabil ist, so ist der
Zustand n(t), t € [0,T] der internen Dynamik (3.67) bzw. (3.73) fir alle Zeiten T > 0
beschrdnkt.

Das Regelgesetz (5.6) folgt direkt aus (3.72) durch Aufspaltung der Fehlerterme in (5.2).
Aus (5.6) ist ebenfalls ersichtlich, dass fiir die Solltrajektorien

yr(tyec, tel0,T]

gelten muss, wobei C™ die Klasse der r;—mal stetig differenzierbaren Funktionen darstellt.
Dies muss gelten, damit die Stellgréfie w(t) auf [0, 7] stetig ist, also u(t) € C°, ¢ € [0,T]
gilt.

Beispiel 5.1 (Simulationsbeispiel) Fir den Feder—Masse—Schwinger in Abbildung 3.4
mit dem mathematischen Modell (3.27) wurde bereits in Beispiel 3.7 ein Zustandsregler
durch FEin—/Ausgangsentkopplung entworfen und simulativ getestet. In diesem Beispiel
soll fiir den Feder—Masse—Schwinger ein Ausgangsfolgeregler entworfen werden, um der
Solltrajektorie

Y () = Ymae Sin(w1) (5.7)
nachzufahren. Die (skalare) Kopplungsmatriz H;l und die Reglerverstirkung k' fir die
Figenwerte \f = —2,i = 1,2,3 wurden bereits in (3.80) und (3.81) berechnet. Zusammen
mit dem zeitvariante Fihrungsgrofienanteil ergibt sich das Regelgesetz (5.6)

v —KTx Hi(sy* () + 1247 () + 657 (1) + 7@ (1) (5.8)

Yy
wobei sich y*(t) und seine Ableitungen aus (5.7) ergeben.

L ¢™ beschreibt die Klasse der n—mal stetig differenzierbaren Funktionen.
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Aufgabe 5.1 Vergleichen Sie mit Hilfe von MATLAB/SIMULINK die Simulationsergeb-
nisse fiir das Folgeregelungsgesetz (5.8) mit dem Zustandsregelgesetz (3.82) und der (zeit-
varianten) Fihrungsgrofie w(t) = y*(t).

5.1.2 Folgeregelung mit Integralanteil

Im Falle von Storgrofien d, die auf das System

*=Ax+ Bu+ Ed, x(0)=x

5.9
y=Czx bzw. y;=clx, i=1,....,m (5.9)

mit E € R™! wirken, wird der Folgefehler e,(t) nicht gegen Null konvergieren. Um
Storeinfliisse bzw. Parameterabweichungen kompensieren zu kénnen, werden dhnlich dem
Vorgehen in Abschnitt 3.6.2 zusétzliche Integratorzustédnde

@ =y (t)—y(t), (0)=0 (5.10)

eingefithrt. Damit erweitert sich das Riickfiithrgesetz (5.2)

ri—1
v; = y;(”)(t) — Zpivjegj)(t) +prixri(t), i=1,...,m. (5.11)
=0
bzw. die Fehlerdynamik (5.4)
t
61(”) —|—pi7ri,16§riil) + .- +pi706i + pjyi/ 61'(7') dr = 0, 7 = 1, .., m (5.12)
0

um die zusétzlichen Integralanteile mit den Koeffizienten p; ;. Die zeitliche Ableitung der
Fehlerdynamik (5.12) fiithrt auf die Darstellung

65”+1) +pi,ri,1€§n) -+ - +pi’oéi —O—puei =0 R 1= 1, ..., Mm (513)

Die Koeffizienten p; ; und pr; bestimmen sich aus den erweiterten charakteristischen Po-
lynomen

ri+1
p;z()\) =PI +pi,0>\ + - —I—pi,ri,l)\” + >\Ti+1 = H()\ — /\zj) , 1= 1, Loo,m (514)
j=1

in Abhéngigkeit der gewiinschten Eigenwerten {)\;,,..., A}, . },i=1,...,m.

Durch Einsetzen von (5.11) in (3.72) kann das Regelgesetz fiir die eigentliche Stellgrofie
u hergeleitet werden

zr=y"—y, x/(0)=0

PrLoyi(t) + - 4 oyt V) () 5.15
u:—Ka:—i—KIwI—i—H;l : (5.15)

*(rm)

* . *(1rm—1
P (1) + -+ + D1y () + g™ (8)
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wobei sich H,' und K wieder durch (3.59) und (3.78) ergeben und die Reglerverstirkung
fiir den Integralanteil durch

K,=H,

Pra 0
(5.16)
0 Prm

berechnet wird. Das Regelgesetz (5.15) stellt somit einerseits eine Erweiterung des Folge-
reglers (5.6) dar und besitzt andererseits Ahnlichkeit mit dem PI-Zustandsregler (3.123),
wobei an dieser Stelle der P—Anteil nicht betrachtet wurde.

Beispiel 5.2 (Simulationsbeispiel) Der Folgeregler fir den Feder—Masse—Schwinger
aus Beispiel 5.1 soll um einen [-Anteil erweitert werden, um stationdre Stérungen im
Modell (3.27) kompensieren zu kénnen. Dazu wird die zusdtzliche Differenzialgleichung

ir=y —y=y —cz, 2(0)=0
mit dem Integratorzustand x; eingefithrt. Die gewiinschten Eigenwerte im geschlossenen
Kreis sollen der Einfachheit halber bei \; = =21 =1,...,4 liegen. Damit ergibt sich das
charakteristische Polynom

Pi(A) = 16 + 32\ + 2407 + 8X\3 + \* |
wobei p; = 16 gilt, siche (5.14). Die Reglerverstirkung k' folgt aus der Formel (3.78)
k' =H 'c"(32I +24A+8A% + A’) = [-68 —7.8 —305.4 —223.4]

mit H, = —0.1 gemdf (3.80). Die Reglerverstirkung fir den Integralanteil ergibt sich aus
(5.16)
]{31 = H;lp] = —160.

Somit lautet das gesamte Regelgesetz (5.15)

1
u=—k'x+ ks + 7 (32y*(t) + 24y*(t) + 8§°(t) + y* (1)) .

Y

5.2 Zwei—Freiheitsgrade—Regelung

Eine Alternative zur asymptotischen Folgeregelung ist die Zwei—Freiheitsgrade-Regelung
in Abbildung 5.2 bestehend aus einer Vorsteuerung und einer unterlagerter Regelung mit
dem Ziel, das Fithrungs— und Stabilitdtsverhalten getrennt von einander auszulegen.

Wie zu Beginn von Kapitel 5 bereits erwéhnt wurde (siehe auch c) in Abbildung 5.1),
besteht eine haufige Aufgabenstellung in der Realisierung eines Arbeitspunktwechsels zwi-
schen zwei stationdren Punkten (%, uw* ) und (x%, u};), die durch die stationéren System-
gleichungen

0=Ax) + Bu),, vy,=Cz}

0= Az, + Buj,, y,=Cuz; (5.17)
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xh, T x up y u | x y(t) =y (1)
— > Vorsteuerung K = Ax + Bu - C —

Regler Strecke

Abbildung 5.2: Zwei-Freiheitsgrade-Regelungsstruktur mit linearem Zustandsregler fiir
ein lineares System.

definiert sind. Die Aufgabe der Vorsteuerung ist nun, eine geeignete Steuertrajektorie
u*(t) auf dem Zeitintervall [0, 7] so zu bestimmen, dass das System (5.1) entlang nomi-
neller Solltrajektorien *(¢) und y*(¢), t € [0,7] von dem stationdren Punkt x* zu dem
Zielpunkt xj iiberfiithrt wird, d.h.

&*(t) = Az*(t) + Bu™(t) mit

x*(0) =x, T) =x;
: : e A
y'(t) = Cx"(t) v (0) =y, y(I)=ys.
Dabei ist die Transitionszeit 7" im Hinblick auf die Systemdynamik (5.1) und das Einhalten

moglicher Beschrinkungen zu wéhlen.

Der zusétzliche Regler in Abbildung 5.2 ist notwendig um Anfangsabweichungen xy # x*
des Systems (5.1) auszuregeln. Im Falle von konsistenten Anfangsbedingungen, d.h. g =
2’ in (5.1) und in Abwesenheit von Storungen wird die Regelabweichung x*(t) — (t) in
Abbildung 5.2 verschwinden und somit ug = 0 gelten.

5.2.1 Definition des flachen Ausgangs

Die Eigenschaft der Flachheit wurde in den 1990er Jahren von Michel Fliess, Jean Lévine,
Philippe Martin und Pierre Rouchon fiir nichtlineare Systeme definiert. Diese FEigenschaft
ermoglicht u.A. die einfache Berechnung einer Vorsteuerung. Fiir lineare Systeme ist die
Flachheit einfach anwendbar und héngt mit der Steuerbarkeit zusammen.

Wenn ein System flach ist, so kénnen simtliche Zustands— und Stellgréfien in Abhéngigkeit
eines flachen Ausgangs und seiner Zeitableitungen dargestellt werden. Im Folgenden wird
die Definition der Flachheit fiir ein nichtlineares System der Form

= f(x,u), x(0)=wx
y = h(z)
mit dem Zustand « € R"”, dem Eingang u € R™ und dem Ausgang y € R? angegeben.

(5.19)

Definition 5.1 (Flacher Ausgang) Das System (5.19) heifit (differenziell) flach, wenn
es einen fiktiven Ausgang z = [z1,...,2,]" der gleichen Dimension wie u gibt, der die
folgenden Bedingungen erfillt:

(i) Die Grioflen z;, i =1,...,m lassen sich als Funktionen der Zustands— und Stellgri-
Ben ® = [x1,...,2,]" € R und u = [uy, ..., uy] € R™ und einer endlichen Anzahl
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z u z

L 2—1 - 3 -

inverses System System

Abbildung 5.3: Veranschaulichung des inversen Systems.

(k)

von Zeitableitungen w,; ', k =1,..., a; ausdriicken, d.h.
z=¢(x,uy,... ,ugal), Uy - ) = G, uY) (5.20)
(ii) Die Zustandsvariablen x und Stellgréfien w lassen sich als Funktionen von z =
(21, ..., 2m]" und einer endlichen Anzahl seiner Zeitableitungen zi(k), i =1,...,05;
darstellen, d.h.
@ =pg(z, .., 2 20 = (2,3, 2P (5.21)
u =Py (21,. .. ,z§ﬂ1+1), e 2 2P = (2, 2, 2B (5.22)

(iii) Die Komponenten von z sind differenziell unabhéngig, d.h. sie erfillen keine Dif-
ferenzialgleichung der Form

oz, 2,...,2%)=0. (5.23)

Sind diese Bedingungen (fir das nichtlineare System (5.19) zumindest lokal) erfillt, so
heifit der fiktive Ausgang (5.20) flacher Ausgang und das System (5.19) heifst flach.

Der flache Ausgang z erlaubt die Parametrierung sdmtlicher Zustands— und Stellgréfien
als auch der Ausgangsgrofien in Form einer Funktion

y:'gby(z,z,...,zm). (5.24)
In diesem Zusammenhang spricht man auch von dem inversen System 3!
= f(x,u) x=Py(z,...,27)
Y: ¢ y=h(z) = Yl u=1y(z,..., 20 (5.25)
z=¢(x,u,... u) yzv,by(z,...,zm),

das in Abbildung 5.3 verdeutlicht wird.

Beispiel 5.3 Betrachtet wird das nichtlineare System

B = -2 +u
O (5.26)
Yy=2ar.

Fin flacher Ausgang des Systems ist z = xo. Wie man durch zweimaliges Differenzieren
von z leicht uberprifen kann, lassen sich die Zustinde x1, xo, die Stellgriffe u und der
Ausgang u in Abhdngigkeit von z, Z und Z wie folgt parametrieren

x = 2242 = Y,1(2,2)

Ty = 2 = ,2(2)

u = 22 +3222 4+ 2 = Yu(z,2, %) (5.27)
y = 23+2 = (2, 2).
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Die Bedeutung des flachen Ausgangs z fiir den Entwurf einer Vorsteuerung ist direkt
ersichtlich, da mittels der Beziehungen (5.21)—(5.24) auf einfache Weise Steuer— und Soll-
trajektorien

z*(t) =Yg (2°(1), .. ., AL (1))
uw(t) = P (2°(t),..., 20D (1)) (5.28)
Y (t) =y (2°(t),...,270 1), te[0,T]

in Abhéngigkeit einer flachen Solltrajektorie z*(¢) bestimmt werden kénnen.

Der flache Ausgang ist haufig physikalisch oder anschaulich erklarbar. Allerdings ist im
allgemeinen nichtlinearen Fall die Untersuchung, ob das Systeme (5.19) flach ist und
die Bestimmung eines flachen Ausgangs z eine nicht-triviale Angelegenheit. Wie sich
im néchsten Abschnitt zeigen wird, vereinfacht sich dieses Problem fiir lineare Systeme
erheblich, da es in Verbindung mit der Steuerbarkeit gebracht werden kann.

5.2.2 Flacher Ausgang bei linearen Systemen

Eingrofienfall: Zundchst wird ein lineares System mit skalarer Stellgréfie v € R und
skalarem Ausgang y € R betrachtet

x = Ax + bu

. (5.29)

y=c x.
Geméif Definition 5.1 zeichnet sich ein (in diesem Fall skalarer) flacher Ausgang =z dadurch
aus, dass er alle Zustdnde @ und die Stellgrofle v parametriert. Dieser Zusammenhang ist
direkt iiber die Regelungsnormalform (3.17) gegeben. Durch Wahl von z = #; = '@ und
sukzessives Ableiten gilt

7 tT
2 T tTA
Sl =177 = Tl (5.30)
z(n=1) T, tT A
—_——  ——
x T
sowie '
=i, =tTA"z +t" A" 'bu. (5.31)
1

Offensichtlich lassen sich & und u aus den Gleichungen (5.30) und (5.31) berechnen.
Somit stellt der erste Zustand der Integratorkette der Regelungsnormalform einen flachen
Ausgang dar.

Satz 5.2 (Flacher Ausgang fiir lineare Systeme — Eingrofienfall) Unter der An-
nahme, dass das lineare System (5.29) steuerbar ist, stellt
z=t'x (5.32)

einen flachen Ausgang von (5.29) dar, wobei t7 gemdf} (3.16) die letzte Zeile der inversen
Steuerbarkeitsmatriz (2.125) ist. Durch den flachen Ausgang z und seine Zeitableitungen

& =22...,2079]" (5.33)
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sowie 2™ lassen sich der Zustand x, die Stellgrifie v und der Ausgang y ausdriicken
z=T'%, u=:"—tTA"T ', y=c'T'%, (5.34)

wobei die Transformationsmatrizc T durch (3.16) gegeben ist.

Auch im linearen Fall hat der flache Ausgang z hiufig eine physikalische oder anschauliche
Bedeutung, wie es im folgenden Beispiel zu sehen ist.

Beispiel 5.4 Betrachtet wird das inverse Pendel in Abbildung 1.13 mit dem Zustands-
vektor Az = [Ag, Ad, Az, Aiy|" und dem Modell (1.68), das aus der Linearisierung um
die obere Ruhelage xr = [0,0,2g.,0]" hergeleitet wurde. In Beispiel 2.10 wurde bereits
die inverse Steuerbarkeitsmatrix Q;l, die Transformationsmatriz T und die Regelungs-
normalform (2.145) angegeben. Mit der letzten Zeile t7 von Qg' in (2.143) lautet der
flache Ausgang (5.32)

I? 4M [ 4M
po EmAdd) o Um+dM), (5.35)
99 Gg
Durch Multiplikation erhdlt man die neue Grofle
_ 6g 2
= 2= Az, + =lAQ, 5.36
*T T lmyaan) ¢ T Ate T glad (5-36)

die ein Vielfaches von z ist und somit ebenfalls einen flachen Ausgang darstellt. Die
Bedeutung von z lisst sich mit Hilfe von Abbildung 1.13 erkldren: Z beschreibt (fir kleine
Winkel ¢) den Punkt auf dem Pendelarm, der auf 2/3 der Pendellinge liegt.

Mehrgroéflenfall: Fiir die Definition des flachen Ausgangs fiir lineare Mehrgrofiensysteme

T = Az + Bu

5.37
Y= Cu (5.37)
kann die Regelungsnormalform (3.41) im Mehrgrofienfall herangezogen werden. In Analo-
gie zum Eingroflenfall stellen die ersten Zustédnde Z; 1, ¢ = 1,...,m der Integratorketten
der Regelungsnormalform (3.41) den flachen Ausgang dar.

Satz 5.3 (Flacher Ausgang fiir lineare Systeme — Mehrgrofienfall) Unter der An-
nahme, dass das lineare System (5.37) steuerbar ist, stellt

einen flachen Ausgang von (5.29) dar, wobei t] gemdf (3.40) die 2;:1 pj-te Zeile der
inversen reduzierten Steuerbarkeitsmatriz (3.35) ist. Durch den flachen Ausgang z und
seine Zeitableitungen

ngl_l) Z(Pm_l)]T

T =|z1,%,..., ye ey Zmy By e ey Zpl
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sowie z%pl), .. .,zy(,’fm) lassen sich der Zustand x, die Stellgrofie w und der Ausgang y
ausdricken
ZY)I) ti A7
x=T"'%, u =\ : |- : T 'z, y=CT 'z, (5.38)
Z7(£m) t;APm

wobei die Transformationsmatriz T durch (3.39) gegeben ist.

Die Wahl des flachen Ausgangs ist vor allem im Mehrgréfienfall nicht eindeutig. Dies soll
in der folgenden Aufgabe verdeutlicht werden.

Aufgabe 5.2 Fiir das System (3.36) wurden die Vektoren t{ und tJ in (3.47) berechnet.
Somit ist ein flacher Ausgang durch 27 = (21, 25] = [0, 23] gegeben. Zeigen Sie, dass

[

einen alternativen flachen Ausgang fiir das System (3.36) darstellt.

5.2.3 Flachheitsbasierte Vorsteuerung

In Abschnitt 5.2.1 wurde bereits erwiahnt, dass sich die Flachheitseigenschaft besonders
zum Entwurf einer Vorsteuerung im Rahmen der Zwei-Freiheitsgrade-Regelung (Abbil-
dung 5.2) eignet. Als Steuerungsaufgabe wird der Ubergang zwischen den stationiren
Punkten x¥ — @, in einem vorgegebenen Zeitintervall [0, 7] betrachtet, wobei x* und
x’; durch (5.17) definiert sind.

Eingrofienfall: Im Folgenden wird zunéchst das System (5.29) mit einer skalaren Stell-
grofle bzw. einem skalaren Ausgang z betrachtet, fiir das sich die stationdren Gleichungen
(5.17) zu

0=Azx* +bu’, y,=c'z

0=Axh +buly, yg=c'zy (5.39)

ergeben. Zur Berechnung einer flachheitsbasierten Vorsteuerung gemifl (5.34) bedeutet
dies zunéichst die Planung einer n-mal stetig differenzierbaren Solltrajektorie z*(t) €
C", t € [0, T] mit den 2(n + 1) Randbedingungen

0 1=1,...,n

ey, 200 =0, 5.0
b 0.

, Z*(Z) (T)

1=1,...,n.

Die geeignete Konstruktion von z*(t) mittels eines polynomialen Ansatzes wird in Ab-
schnitt 5.2.4 gezeigt. Wenn man nun z*(¢) in die Flachheitsparametrierungen (5.34) ein-
setzt, so ergeben sich die Solltrajektorien

) =T'&(t) mit &)= ["(),...,2""V(@)]

m*
y*(t)=c'"T'a*(t), tel0,T].
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Da fiir die flache Solltrajektorie an den Réndern t = 0 und ¢t = T Stetigkeit bis zur n—ten
Ableitung 2*(™ (t) gefordert wird, ergibt sich eine stetige Steuertrajektorie u*(t) € C°.

Mehrgroéflenfall: Bei der Betrachtung des linearen Systems (5.1) mit der vektorwerti-
gen Stellgrofle u € R™ definieren sich die stationdren Punkte x% und @3 durch (5.17)
und ein flacher Ausgang z = [z1,...,2,]" kann mit Hilfe von Satz 5.3 bestimmt wer-
den. Analog zum Eingréfenfall konnen nun p;—mal stetig differenzierbare Solltrajektorien
zf(t) € CPi, t € [0,T) geplant werden, die die Randbedingungen

0, )

erfilllen. Mit den flachen Solltrajektorien z(t), ¢ € [0,7] ergeben sich x*(t) sowie die
Steuerung w*(t) aus der Parametrierung (5.38)

.
(1) =T'& (1) mit () = |0),.... 20,50

*(p1) T APt

2 () t A

()] A

y*(t) =CT '&*(t), tecl0,T]

Aus der Forderung, dass die flachen Solltrajektorien bis zur p;—ten Ableitung 2 (o) () an
den Réndern t = 0 und ¢t = T stetig sein sollen, lasst sich schlieflen, dass die Steuertra-
jektorie w*(t) bei t = 0 und ¢ = T ebenfalls stetig ist.

5.2.4 Polynomiale Solltrajektorien

Eine gebréuchliche Methode zur Konstruktion von Solltrajektorien, die stationdre Rand-
bedingungen der Form (5.40) bzw. (5.42) miteinander verbinden, sind polynomiale Ansét-
ze. Dazu wird der Einfachheit halber der Fall eines skalaren flachen Ausgangs z betrachtet.
Die Planung einer n—fach stetig differenzierbaren Solltrajektorie z*(t) € C",t € [0, 7], die
die Randbedingungen (5.40) erfiillt, kann iiber das Polynom

0 =sir G > n(5) (5.44)

1=n+1

erfolgen. Aus der speziellen Struktur von (5.44) ist erkennbar, dass die Randbedingun-
gen an der Stelle t = 0 bereits erfiillt sind. Die n + 1 verbleibenden Parameter p;, i =
n+1,...,2n+1 miissen nun so bestimmt werden, dass z*(¢) die verbleibenden n+1 Rand-
bedingungen (5.40) an der Stelle ¢ = T erfiillt. Dies resultiert in einem Gleichungssystem
fiir die Koeffizienten p; mit der Losung

(—1)"1(2n + 1)!

inli—n—DiEnt1—p ' "TheoEd (5.45)

pbi =

In Tabelle 5.1 sind die Koeffizienten p; fiir die Differenzierbarkeitsordnungen n =1,...,7
aufgelistet. Die daraus resultierenden Trajektorien (5.44) sind in Abbildung 5.4 dargestellt.
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| Pnt1 Pn+2 Pn+3 Pn+4 Pn+s Pn+6  Pn+7  Pn+s
1 3 -2

2 10 -15 6

3 35 -84 70 -20

4| 126 -420 540 -315 70

5| 462  -1980 3465 -3080 1386 -252

6 | 1716 -9009 20020 -24024 16380 -6006 924
716435 -40040 108108 -163800 150150 -83160 25740 -3432

Tabelle 5.1: Koeffizienten der polynomialen Solltrajektorie (5.44) fir n=1,...,7.

0 0.5 1 15 2
Zeit t

Abbildung 5.4: Polynomiale Solltrajektorie (5.44) fir n =1,...,7 mit 25 =0, 25 = 1 und
der Transitionszeit T" = 2.

Im MehrgroBenfall kann (5.44) zur Planung der einzelnen Trajektorien z/(¢) € C? des
flachen Ausgangs z = [21, ..., 2] verwendet werden, indem die Differenzierbarkeitsord-
nung n im Polynomansatz (5.44) durch p; ersetzt wird.

Beispiel 5.5 (Simulationsbeispiel) Fir das inverse Pendel in Abbildung 1.18 sollen
eine Vorsteuerung und Solltrajektorien berechnet werden, um das Pendel in T' = 2.5 s um
1m zu versetzen. Mit dem Zustand Ax = [A¢, Ad, Az, Ady|T lauten die stationdren
Punkte

Az =1[0,0,0,0]", Azj =10,0,1m,0]". (5.46)
bzw. fir den flachen Ausgang (5.35) gilt

S=tTxh, =tz (5.47)

Die Solltrajektorie z*(t) € C™ muss (n = 4)-mal stetig differenzierbar sein und folgt
aus (5.44) und den entsprechenden Koeffizienten aus Tabelle 5.1 mit der Ubergangszeit
T = 2.5s. Mit den Parametern |l =1m, m = 1kg, M = 1kg und g = 9.81 m/s* und der
Transformationsmatriz T in (2.144) konnen die Solltrajektorien x*(t) fir die Zustinde
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Ag* [deg]

0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Zeit t Zeit t

0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Zeit t Zeit t

Abbildung 5.5: Flachheitsbasierte Solltrajektorien fiir das seitliche Versetzen des inversen
Pendels um 1m in 7' = 2.5s (Beispiel 5.5).

aus (5.41) berechnet werden

A¢*(t) 0 0 -12 0 24(t)
A¢*(t)| 0 0 0 —12| | #@®
Ay T l-t2 0 08 o ||z |0 PO (G48)
AZE (1) 0 —11.772 0 08 | |2*®)(¢)
= (t) T 7 (1)
wdhrend sich die Steuerung zu
2 (t)
() =2Vt —tTAT | = W (t) —23.544 5% (t), te[0,T]  (5.49)

ergibt. Abbildung 5.5 stellt die Solltrajektorien und die Vorsteuerung u*(t) fir das seitliche
Versetzen des inversen Pendels dar, die gemdf$ den obigen Beziehungen mit Hilfe von
MATLAB berechnet wurden. Zusdtzlich ist die Trajektorie des normierten flachen Ausgangs

(5.36)

7(t) = —l(mi—gw) 2 (t) = Aat (1) + gz AG*(t)

= Az (t) + 0.667 Ap*(t), te€[0,T]
dargestellt, der fir ¢ << 1, d.h. sin¢ ~ ¢, den Punkt
-
Pgl = |xy + %lsmqﬁ, %lcos qb]

des Pendels auf der Hdéhe %l beschreibt. In den Momentaufnahmen in Abbildung 5.6 ist
P%l ebenfalls dargestellt, um den flachen Ausgang z bzw. Z zu illustrieren.
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Abbildung 5.6: Momentaufnahmen des inversen Pendels mit Darstellung des Punktes P% !
zur Veranschaulichung des flachen Ausgangs (Beispiel 5.5).

5.2.5 Stabilisierende Regelung um die Trajektorie

In der Zwei—Freiheitsgrade—Regelkreisstruktur (Abbildung 5.2) wird die Regelung zur Sta-
bilisierung und Robustifizierung des Systems um die Solltrajektorie x*(t) verwendet. Das
geregelte System in Abbildung 5.2 sowie die Vorsteuertrajektorien *(t), w*(¢) erfiillen
die Systemgleichungen

x(t) = Ax(t) + B(u*(t) — Keg(t)), x(0) = o
” : ) (5.50)
z*(t) = Ax*(t) + Bu*(t).
mit dem Zustandsfolgefehler e, (t) = x(t) — *(¢). Wenn man nun die Beziehungen (5.50)
voneinander anzieht, erhdlt man das Zustandsfehlersystem

es(t) = (A — BK)eu(t), es(0)=zo—z*(0). (5.51)

Die Reglermatrix K kann also mit den in Kapitel 3 beschriebenen Verfahren entworfen
werden, um das Fehlersystem (5.51) asymptotisch zu stabilisieren. Im Falle von Stérungen
kann alternativ ein PI-Zustandsregler geméfl Abschnitt 3.6.2 entworfen werden.

Beispiel 5.6 (Simulationsbeispiel) Im Sinne der Zwei—Freiheitsgrade—Regelung soll
die Vorsteuerung fir das inverse Pendel (Beispiel 5.5) durch einen Regler unterstiitzt
werden. In Beispiel 3.8 wurde bereits ein LQR—Regler mit der Reglerverstirkung (3.117)

k' =[-6421 —15.01 —3.16 —6.22]

entworfen, so dass die Dynamikmatrizc Ar = A — bk’ im geschlossenen Kreis asympto-
tisch stabil ist. Fir die Zwei—Freiheitsgrade—Regelung in Abbildung 5.2 ergibt sich somit
das Regelgesetz

Aug(t) = kT <Aw*(t) - Am(t)) .
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