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Vorwort

Die Regelungstechnik ist ein Pflichtfach vieler Ingenieurstudienrichtungen. Fiir Elek-
trotechnik-Studenten erweitert sie die Kenntnisse tiber dynamische Systeme vor al-
lem um das Wichtigste der Regelungstechnik, den Entwurf von Riickfiihrsteuerun-
gen. Fiir Studierende der Verfahrenstechnik, des Maschinenbaus und anderer Dis-
ziplinen kommt ein weiterer Aspekt hinzu. Die Regelungstechnik basiert auf der
Beschreibung und der Analyse der Systemdynamik und betont diesen Aspekt gegen-
tiber stationdren Modellvorstellungen, wie sie in der Kinetik chemischer Prozesse
oder der Kinematik mechanischer Systeme zum Ausdruck kommen.

Modellbildung und Analyse dynamischer Systeme sowie der Entwurf von Rege-
lungen stehen im Mittelpunkt dieses Lehrbuches, das die Leser in anwendungsnaher
Weise mit den methodischen Grundlagen der Regelungstechnik vertraut macht.

In den ersten Kapiteln wird ausfiihrlich auf das Zeitverhalten dynamischer Syste-
me eingegangen. Dabei wird das Zustandsraummodell eingefiihrt, das auf dem fun-
damentalen und zugleich ingenieurtechnisch sehr gut interpretierbaren Begriff des
Systemzustandes beruht und eine Standardform dynamischer Systembeschreibungen
darstellt. In der nachfolgenden Analyse wird gezeigt, dass nicht nur zwischen der Fi-
genbewegung und der erzwungenen Bewegung eines Systems zu unterscheiden ist,
sondern die erzwungene Bewegung weiter in das Ubergangsverhalten und das sta-
tiondre Verhalten zerlegt werden kann. Dies hat mehrere Konsequenzen. Aus der
Zerlegung wird deutlich, dass wichtige KenngroBen wie Pole und Nullstellen im
Zeitverhalten sichtbar sind. Dariiber hinaus erkennt der Leser, dass zwischen For-
derungen an das stationire und an das Ubergangsverhalten des Regelkreises unter-
schieden werden muss, wobei sich spiter herausstellt, dass die erste Gruppe von
Forderungen durch eine zweckmifBige Wahl der Reglerstruktur erfiillt werden kann,
wihrend die Erfiillung der zweiten Forderung eine zweckméifige Parameterauswahl
notwendig macht.

Mit dieser ausfiihrlichen Darstellung der Modellformen und der Analysemetho-
den im Zeitbereich verldsst dieses Buch den traditionellen Weg, einschleifige Regel-
kreise von vornherein mit Frequenzbereichsmethoden zu behandeln, und umgeht da-
mit die Schwierigkeit, dass die Lernenden von Beginn an Eigenschaften des Zeitver-
haltens dynamischer Systeme in den Frequenzbereich transformieren miissen. Hier
werden diese Figenschaften zunéchst direkt im Zeitbereich erliutert.

Die Behandlung dynamischer Systeme im Frequenzbereich schlief3t sich an die
Betrachtungen im Zeitbereich an, wobei die bereits behandelten Systemeigenschaften
wie Pole und Nullstellen jetzt als KenngroBen des Frequenzgangs bzw. der Ubertra-
gungsfunktion wiedererkannt werden. Deshalb ist es in spiteren Kapiteln moglich,



VI

auf Zeitbereichs- oder Frequenzbereichsdarstellungen wechselweise zuriickzugrei-
fen, je nachdem, wie es die im dritten Teil des Buches behandelten Entwurfsaufga-
ben erfordern.

Ein wichtiges Ziel bei der Stoffauswahl bestand darin, moglichst viele regelungs-
technische Grundprinzipien zu beriicksichtigen. So wurden mit der Modellvereinfa-
chung, dem Inneren-Modell-Prinzip und einfachen Methoden der Robustheitsana-
lyse Themen aufgenommen, die in vielen Grundlagenbiichern fehlen, obwohl sie
wichtige und bereits bei einschleifigen Regelkreisen sehr nutzbringende Methoden
darstellen.

Das Wissen der Regelungstechniker umfasst allgemeingiiltige Methoden, die
durch Blockschaltbilder, Gleichungen und Algorithmen dargestellt werden. Um die-
ses Wissen anschaulich zu machen, werden zahlreiche Anwendungsbeispiele aus
so unterschiedlichen Gebieten wie der Elektrotechnik, der Verfahrenstechnik, des
Maschinenbaus und der Verkehrstechnik sowie aus der Biologie und Bereichen des
taglichen Lebens behandelt. Diese Beispiele demonstrieren gleichzeitig den fach-
iibergreifenden Charakter der Regelungstechnik und tragen den unterschiedlichen
Interessen der Studenten der genannten Fachrichtungen Rechnung.

Zahlreiche Ubungsaufgaben dienen zur Festigung des Stoffes und regen die Le-
ser an, iiber Anwendungen oder auch Erweiterungen des Stoffes nachzudenken. Die
Losungen der wichtigsten Aufgaben sind im Anhang angegeben.

Die Literaturhinweise am Ende jedes Kapitels beziehen sich auf Aufsitze und
Biicher, die maBigeblich zur Entwicklung der Regelungstheorie beigetragen haben.
Ausserdem werden Lehrbiicher fiir ein vertiefendes Studium einzelner Anwendungs-
gebiete der Regelungstechnik empfohlen.

Die Losung praktischer Regelungsaufgaben erfordert umfangreiche numerische
Auswertungen, die man problemlos einem Rechner tibertragen kann. Um den An-
schluss an die rechnergestiitzte Arbeitsweise der Regelungstechniker herzustellen,
werden die grundlegenden Befehle des Programmsystems MATLAB angegeben.
MATLAB wurde gewihlt, weil dieses System an allen Universitdten und in vielen
Bereichen der Industrie angewendet wird. Die angefiihrten MATLAB-Befehle sollen
die Leser anregen, den erlernten Stoff an umfangreicheren Beispielen zu erproben
und dabei ein Gefiihl fiir dynamische Vorginge zu bekommen sowie erste Erfahrun-
gen beim Reglerentwurf zu sammeln. Bei der Behandlung von MATLAB wird auch
offensichtlich, dass zwar die numerischen Berechnungen einem Rechner iibertragen
werden konnen, dass aber die Aufbereitung der Aufgabenstellung und die Interpre-
tation der erhaltenen Ergebnisse dem Ingenieur tiberlassen bleiben und dass dafiir
die in diesem Buch vermittelten regelungstechnischen Kenntnisse notwendig sind.

Die Lehre in der Regelungstechnik lebt im Spannungsfeld zwischen mathemati-
scher Exaktheit und Allgemeingiiltigkeit einerseits sowie ingenieurgeméfler Darstel-
lung und Interpretation andererseits. Die Mathematik wird als Sprache verwendet,
in der Regelungsaufgaben und Losungsmethoden kompakt und so allgemein for-
muliert werden konnen, dass sie fiir sehr unterschiedliche praktische Probleme an-
wendbar sind. Das Buch zeigt diesen Aspekt der Regelungstechnik, ohne die grofBt-
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mogliche Allgemeingiiltigkeit der Darstellung anzustreben. Unter Nutzung praktisch
zweckmifBiger Vereinfachungen wird der mathematische Apparat auf das Notwen-
dige beschrinkt, so dass von den Lesern lediglich Kenntnisse in Matrizenrechnung
sowie iiber die Fourier- und Laplacetransformation vorausgesetzt werden miissen.
Die Abschnitte zu den Integraltransformationen geben keine mathematisch tiefgriin-
dige Einfiihrung, sondern stellen die ingenieurtechnische Interpretation in den Mit-
telpunkt, die fiir die Kombination der Denkweisen im Zeit- und im Frequenzbereich
unabdingbar ist.

Die wichtigsten Ideen der Regelungstechnik lassen sich in Formeln kurz und
priagnant ausdriicken. Dennoch besteht das regelungstechnische Wissen nicht aus ei-
ner Formelsammlung, sondern aus dem Verstindnis dieser Formeln. Der Denkweise
des Ingenieurs entsprechend nimmt die Interpretation der mathematisch beschriebe-
nen Methoden einen breiten Raum ein. Das Buch enthilt eine Vielzahl von Beispie-
len, Kurven und Bildern, die den Inhalt der Formeln illustrieren.

Das Buch ist in zwei Bidnde unterteilt, wobei der erste Band den Stoff einer
Einfiihrungsvorlesung, der zweite Band den einer Vertiefungsvorlesung enthélt. Da
Beispiele aus allen Anwendungsgebieten behandelt werden, kann es fiir alle inge-
nieurtechnischen Studienrichtungen eingesetzt werden. Dabei konnen fiir Elektro-
technikstudenten die im ersten Teil behandelten systemtheoretischen Grundlagen
kiirzer abgehandelt werden als im Buch, weil die Horer mit dynamischen Model-
len und einigen Analysemethoden aus vorhergehenden Lehrveranstaltungen zur Sys-
temtheorie, zu elektrischen Netzwerken und zur Signalanalyse vertraut sind. An der
Ruhr-Universitidt Bochum setze ich dieses Buch fiir eine Pflichtveranstaltung des
Studienschwerpunktes Automatisierungstechnik ein, die an eine fiir alle Elektrotech-
nikstudenten obligatorische Einfithrungsvorlesung in die Automatisierungstechnik
anschlieft'. Die Regelungstechnikvorlesung bietet vor allem mit der Anwendung
bekannter Modellbildungsmethoden auf nichtelektrische Systeme und der Analyse
riickgekoppelter Systeme Neues und widmet sich dann ausfiihrlich den Reglerent-
wurfsverfahren. Im Unterschied dazu ist den Studenten des Maschinenbaus, der Ver-
fahrenstechnik oder der Informatik die systemtheoretische Denkweise weniger ge-
laufig, so dass fiir diese Horer die Modellbildung und die Erlauterung verschiedener
Verhaltensweisen dynamischer Systeme einen breiten Raum einnehmen miissen. In
allen Fillen geht das Buch etwas tiber den Vorlesungsumfang hinaus und ermoglicht
ein weiterfiihrendes Studium einzelner Gebiete.

Bei der Konzipierung meiner Vorlesung und spiter dieses Buches wurde mir be-
wusst, wie stark meine Auffassungen von der Regelungstechnik durch meinen ver-
ehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr.-Ing. habil. Dr. E. h. KARL REINISCH, geprigt sind,
der in seinen Lehrveranstaltungen in Ilmenau moderne Theorie mit anschaulichen
Beispielen aus vielen Bereichen kombinierte. Das in seinem Institut mit regelungs-
technischen Methoden untersuchte Wachstum der Gewédchshausgurke ist anschau-

! vgl. J. Lunze: Automatisierungstechnik, Oldenbourg-Verlag, Miinchen 2003
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liches Beispiel dafiir, dass das Anwendungsgebiet der Regelungstechnik nicht auf
technische Bereiche beschrinkt ist.

Die mehrjdhrige Ausarbeitung meiner Vorlesung, aus der dieses Buch entstand,
haben meine Mitarbeiter und Studenten durch Kritik und Verbesserungsvorschlige
unterstiitzt. Gern habe ich auch Hinweise meiner Fachkollegen, die dieses Buch in
ihren Lehrveranstaltungen einsetzen, aufgegriffen. Bei der Uberarbeitung des Textes
fuir die sechste Auflage half vor allem mein Mitarbeiter Dipl.-Ing. JAN RICHTER.
Frau ANDREA MARSCHALL iiberarbeitete einige Abbildungen.

Die wichtigste Anderung in der sechsten Auflage betrifft die Modellierung der
Gleichstrommaschine, deren Parameter auf Anregung von Herrn Prof. Dr.-Ing. RAI-
NER PICKHARDT und unter Mitwirkung von Herrn Dr.-Ing. JOHANNES DASTYCH
an eine im Praktikum verwendete Maschine angepasst wurden. Dadurch haben sich
die numerischen Ergebnisse der betreffenden Beispiele gegeniiber den Vorauflagen
veriandert, nicht jedoch die Interpretation der Ergebnisse. Die Einfithrung in MAT-
LAB wurde um einige fiir die Projektaufgaben niitzliche Funktionen erweitert.

Bochum, im Januar 2007 J. Lunze

Auf der Homepage www . ruhr-uni-bochum.de/atp — Books des Lehrstuhls fiir
Automatisierungstechnik und Prozessinformatik der Ruhr-Universitit Bochum finden In-
teressenten weitere Informationen zu den Beispielen, die zur Erzeugung einiger Bilder ver-
wendeten MATLAB-Programme sowie die Abbildungen dieses Buches in A4-Vergroflerung
fiir den Gebrauch in der Vorlesung.
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Hinweise zum Gebrauch des Buches

Formelzeichen. Die Wahl der Formelzeichen hilt sich an folgende Konventionen:
Kleine Buchstaben bezeichnen Skalare, z. B. x, a, t. Vektoren sind durch halbfet-
te Kleinbuchstaben (x, a) und Matrizen durch halbfette GroBbuchstaben (A, X)
dargestellt. Entsprechend dieser Festlegung werden die Elemente der Matrizen und
Vektoren durch kursive Kleinbuchstaben (mit Indizes) symbolisiert, beispielsweise
mit z1, x2, x; fiir Elemente des Vektors  und a2, a;; fiir Elemente der Matrix A.
Werden Grofien, die im allgemeinen Fall als Vektor oder Matrix geschrieben werden
(z. B. «, A), in einem einfachen Beispiel durch Skalare ersetzt, so wird dies durch
den Ubergang zu kleinen kursiven Buchstaben (z bzw. a) verdeutlicht. Dann gelten
die vorher mit Vektoren und Matrizen geschriebenen Gleichungen mit den skalaren
GroBen gleichen Namens.

Mengen sind durch kalligrafische Buchstaben dargestellt: Q, P.

Funktionen der Zeit und deren Fourier- bzw. Laplacetransformierte haben den-
selben Namen, unterscheiden sich aber in der GroBe. So sind der Funktion f(¢) im
Zeitbereich die Funktionen F'(jw) bzw. F(s) im Bildbereich zugeordnet.

Bei den Indizes wird zwischen steil gesetzten Abkiirzungen und kursiv gesetzten
Laufindizes unterschieden. Beispielsweise kennzeichnet der Index ,,m* bei y,, den
Messwert einer Ausgangsgrofie y, wihrend er bei y,, den m-ten Systemausgang
bezeichnet. Im zweiten Fall kann fiir m eine beliebige Zahl eingesetzt werden und
es gibt aufler y,,, z. B. auch die GroBe y,,—1.

Die verwendeten Formelzeichen und Bezeichnungen orientieren sich an den in-
ternational iiblichen und weichen deshalb von der DIN 19299 ab. Beispielsweise
werden fiir die Regelgrofie und die Stellgroie die Buchstaben y und « verwendet.
bzw. x sind die international gebrduchlichen Formelzeichen fiir eine Zustandsvaria-
ble bzw. den Zustandsvektor.

Wenn bei einer Gleichung hervorgehoben werden soll, dass es sich um eine For-
derung handelt, die durch eine geeignete Wahl von bestimmten Parametern erfiillt

werden soll, wird iiber das Gleichheitszeichen ein Ausrufezeichen gesetzt (é).

Bei Verweisen auf Textstellen des zweiten Bandes ist den Kapitelnummern eine
romische Zwei vorangestellt, z. B. 1I-3.

Bei den Beispielen wird mit Zahlengleichungen gearbeitet, in die die physikali-
schen Groflen in einer zuvor festgelegten Malleinheit einzusetzen sind. Bei den Er-
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gebnissen werden die Maf3einheiten wieder an die GroBen geschrieben. Dabei wird
zur Vereinfachung der Darstellung in den Gleichungen nicht zwischen den physi-
kalischen Groflen und ihren auf eine vorgegebene Maleinheit bezogenen Grofien
unterschieden (vgl. Abschn. 4.4.4).

Ubungsaufgaben. Die angegebenen Ubungsaufgaben sind ihrem Schwierigkeits-
grad entsprechend folgendermaf3en gekennzeichnet:

e Aufgaben ohne Markierung dienen der Wiederholung und Festigung des unmit-
telbar zuvor vermittelten Stoffes. Sie konnen in direkter Analogie zu den behan-
delten Beispielen gelost werden.

e Aufgaben, die mit einem Stern markiert sind, befassen sich mit der Anwendung
des Lehrstoffes auf ein praxisnahes Beispiel. Fiir ihre Losung werden vielfach
auller dem unmittelbar zuvor erlduterten Stoff auch Ergebnisse und Methoden
vorhergehender Kapitel genutzt. Die Leser sollen bei der Bearbeitung dieser Auf-
gaben zunichst den prinzipiellen Losungsweg festlegen und erst danach die Lo-
sungsschritte nacheinander ausfithren. Die Losungen dieser Aufgaben sind im
Anhang 1 angegeben.

e Aufgaben, die mit zwei Sternen markiert sind, sollen zum weiteren Durchdenken
des Stoffes bzw. zu Erweiterungen der angegebenen Methoden anregen. Bei die-
sen Aufgaben wie auch bei den Projektaufgaben wird der Losungsweg nicht in
strukturierter Form vorgegeben, sondern die Aufstellung des Losungsweges ist —
wie in der regelungstechnischen Praxis — die erste zu 16sende Teilaufgabe.

MATLAB. Eine kurze Einfithrung in das Programmpaket MATLAB wird im An-
hang 2 gegeben. Die wichtigsten Funktionen der Control System Toolbox werden
am Ende der einzelnen Kapitel erldutert. Dabei wird nur auf die unbedingt notwen-
digen Befehle und deren einfachste Form eingegangen, denn im Vordergrund steht
die Demonstration des prinzipiellen Funktionsumfangs heutiger rechnergestiitzter
Analyse- und Entwurfssysteme. Von diesen Erlduterungen ausgehend konnen sich
die Leser mit Hilfe des MATLAB-Handbuchs den wesentlich groBeren Funkti-
onsumfang des Programmsystems leicht erschlieBen. Programmzeilen sind in der
Schreibmaschinenschrift gesetzt.

Die Behandlung von MATLAB zur Demonstration der rechnergestiitzten Ar-
beitsweise des Ingenieurs bringt die Schwierigkeit mit sich, dass das Buch mit je-
der neuen MATLAB-Version veraltet, weil wichtige Befehle von Version zu Version
umgestellt werden. Es sei deshalb darauf hingewiesen, dass derartige Umstellun-
gen zwar die fehlerfreie Nutzung des Programmsystems erschweren, nicht jedoch
die methodischen Grundlagen der Regelungstechnik veridndern, die im Mittelpunkt
dieses Buches stehen.
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Die MATLAB-Programme, mit denen die in diesem Buch gezeigten Abbildun-
gen hergestellt wurden und die deshalb als Muster fiir die Losung dhnlicher Analyse-
und Entwurfsprobleme dienen konnen, stehen iiber die Homepage des Lehrstuhls fiir
Automatisierungsteschnik und Prozessinformatik der Ruhr-Universitit Bochum

http://www.ruhr-uni-bochum.de/atp — Books

jedem Interessenten zur Verfiigung.



Zielstellung und theoretische
Grundlagen der Regelungstechnik

Dieses Kapitel beschreibt die Zielstellung der Regelungstechnik und gibt
eine Ubersicht iiber die in beiden Binden dieses Lehrbuches behandelten
Themen.

1.1 Aufgaben der Regelungstechnik

Die Regelungstechnik befasst sich mit der Aufgabe, einen sich zeitlich verindern-
den Prozess von auflen so zu beeinflussen, dass dieser Prozess in einer vorgegebenen
Weise ablduft. Aufgaben diesen Typs findet man nicht nur {iberall in der Technik,
sondern auch im tiglichen Leben. Beispielsweise soll die Raumtemperatur, die sich
in Abhingigkeit von der Sonneneinstrahlung und anderen Einfliissen zeitlich dndert,
zwischen vorgegebenen Grenzwerten bleiben. Der Greifer eines Roboters soll sich
entlang der Kante eines Werkstiickes bewegen oder so schnell wie moglich von ei-
nem zu einem anderen Punkt gefiihrt werden, um dort ein Werkstiick zu greifen.
Gleiches gilt fiir den Greifer eines Kranes, der Ziegel zu einem bestimmten Platz auf
der Baustelle befordern soll.

In allen diesen Fillen muss eine von auflen beeinflussbare Grofie so ausgewéhlt
werden, dass das vorgegebene Ziel erreicht wird. Da diese Auswahl in Abhéingigkeit
davon getroffen wird, inwieweit das Ziel bereits erreicht ist, entsteht ein Regelkreis,
der aus dem gegebenen Prozess und einer neu zu schaffenden Einrichtung, dem Reg-
ler, besteht. Im ersten Beispiel war der Prozess der betrachtete Raum und der Regler
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das Thermoventil, das die aktuelle Lufttemperatur misst und in Abhingigkeit von
deren Abweichung von der Solltemperatur mehr oder weniger Wirme in den Heiz-
korper stromen lédsst. Im Roboterbeispiel iibernimmt eine Steuereinrichtung die Auf-
gabe, den Greifer auf einer vorgegebenen Bahn bzw. zu einem gegebenen Punkt zu
fiihren, wobei die Steuerung auf Daten, die von den am Greifer montierten Sensoren
geliefert werden, zuriickgreift und die Antriebe des Roboters beeinflusst. Im dritten
Beispiel stellt der Kranfahrer den Regler dar, der mit Augenmal} die aktuelle Grei-
ferposition ermittelt und den Kran steuert.

Grundbegriffe. Etwas abstrakter formuliert befasst sich die Regelungstechnik mit
der Steuerung dynamischer Systeme. — Diese Begriffsbestimmung bezieht sich auf
die zwei wichtigen Begriffe ,,dynamisches System* und ,,Steuerung®, die einer Er-
lauterung bediirfen.

Als dynamisches System wird eine Funktionseinheit bezeichnet, deren wichtigsten
KenngroBen sich zeitlich dndern und die deshalb als Funktionen der Zeit darge-
stellt werden.

Dabei wird zwischen Eingangsgroflen, die auf das System einwirken und die
zeitlichen Verénderungen innerhalb des Systems verursachen, und Ausgangsgroflen
unterschieden, die das Verhalten des Systems als Reaktion auf die Eingangsgrofien
beschreiben. In Abhingigkeit von der betrachteten Problemstellung konnen sehr un-
terschiedliche technische Gerite und Anlagen, Lebewesen oder soziale Einheiten als
dynamisches System aufgefasst werden. Bei einer Klimaregelung stellt der Raum
mit der Heizenergie als Eingangsgrofie und der Temperatur als Ausgangsgrofe das
dynamische System dar. Beim Autofahren ist es das Fahrzeug mit den Winkelstel-
lungen des Gas- und Bremspedals sowie des Lenkrades als Fingangsgroflen und der
Geschwindigkeit (mit Betrag und Richtung) als Ausgangsgrofien.

Die Verinderungen, die sich in einem dynamischen System abspielen, werden als
dynamischer Prozess bezeichnet.

Bei der Klimaanlage stellt das Erwidrmen der Raumluft den betrachteten Prozess
dar. Man kann ein dynamisches System deshalb auch als einen Teil der Welt auffas-
sen, in dem dynamische Prozesse ablaufen. Fiir Regelungsaufgaben ist der Unter-
schied zwischen System und Prozess unwesentlich, so dass beide Begriffe synonym
verwendet werden.

Unter Steuerung wird die zielgerichtete Beeinflussung eines dynamischen Sys-
tems bezeichnet.

In Abhingigkeit von der Betrachtungsebene konnen mehrere Arten der Steue-
rung unterschieden werden (Abb. 1.1). Auf der unteren Ebene wird die Steuergrof3e
u; durch den Regler ¢ direkt in Abhéngigkeit von der gemessenen Ausgangsgrofie
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Abb. 1.1: Struktureller Aufbau einer Mehrebenensteuerung

y; berechnet. Dies geschieht in sehr kurzen Zeitabschnitten, also kontinuierlich oder
quasikontinuierlich. Steuereinrichtung und gesteuertes System stehen in stindiger
Wechselwirkung und bilden einen ,,Kreis““. Man spricht deshalb von einer Steuerung
im geschlossenen Wirkungskreis oder einer Regelung. Diese Steuerungsebene steht
im Mittelpunkt aller weiteren Betrachtungen. Es wird deshalb an Stelle von ,,Steue-
rung® i. Allg. mit dem Begriff ,,Regelung® gearbeitet.

Die hoheren Ebenen betreffen lingerfristigere Steuerungsaufgaben als die Re-
gelung. Die Optimierung befasst sich mit der Bestimmung von Arbeitspunkten, die
im Sinne von Giitekriterien, welche aus Qualititsparametern, Sicherheitsvorschriften
oder okonomischen Bewertungen abgeleitet werden, besonders giinstig sind. Wie die
Abbildung zeigt, werden im Ergebnis der Optimierung Vorgaben w; fiir die Ebene
der Regelung gemacht. Diese Vorgaben betreffen einen langen Entscheidungshori-
zont. Fiir Produktionsprozesse kann schlie3lich die Ebene des Managements zu den
Steuerungsebenen gezihlt werden, denn hier werden Entscheidungen getroffen, die
das langfristige Verhalten der betrachteten Anlage betreffen. In der Abbildung ist
die Produktionsplanung als Beispiel dafiir angegeben. Das Planungsergebnis ist ein
Zeitplan, der Randbedingungen fiir die Optimierung festlegt.

Die in vielen Bereichen anwendbaren Begriffe ,,dynamisches System* und ,,Re-
gelung® sind die Grundlage dafiir, dass die Regelungstechnik eine fachiibergreifende
Ingenieurwissenschaft ist. Thre Methoden konnen auf Systeme angewendet werden,
deren physikalische Wirkungsprinzipien sich grundlegend voneinander unterschei-
den. Diese Tatsache wird durch die vielen in diesem Buch behandelten Regelungs-
aufgaben aus der Verfahrens- und Energietechnik, dem Maschinenbau, der Gebiu-
deautomatisierung und aus vielen anderen Bereichen offensichtlich werden.
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Regelungsaufgabe. Die bisherigen Erlduterungen haben deutlich gemacht, dass sich
die Regelungstechnik mit folgender Aufgabenstellung befasst:

Gegeben ist ein dynamisches System (Regelstrecke, kurz: Strecke) mit einer von
auflen beeinflussbaren GrofBe (Stellgrofle) und einer messbaren GroBe (Regelgro-
JSe). Weiterhin ist ein Regelungsziel vorgegeben, das typischerweise die Aufgabe
enthilt, die messbare Grole auf einem vorgegebenen konstanten Wert zu halten
oder in der durch die Fiihrungsgrofse vorgegebenen Weise zeitlich zu verdndern.
Gleichzeitig soll die Wirkung der dulleren Storung unterdriickt werden.

Gesucht ist eine Regeleinrichtung (kurz: Regler), die unter Nutzung der gemesse-
nen Werte die Stellgrdfie so vorgibt, dass das geregelte System das Regelungsziel
erfiillt.

Storgrofie
Fithrungsgrofle Regelabweichung Stellgrofie ld(t) Regelgrofie
t t t t
w() =0 (9 Regeleinrichtung u(t) Regelstrecke y

Abb. 1.2: Grundstruktur des Regelkreises

Abbildung 1.2 erldutert diese Aufgabenstellung. Die Regelgrofie y(t) hidngt von
der Stellgrofe u(t) und einer StorgroBe d(t) ab, die nicht beeinflussbar ist. Ziel der
Regelung ist es, die RegelgroBe der vorgegebenen FiihrungsgroBe w(t) nachzufiih-
ren, so dass idealerweise y(t) = w(¢) fiir alle Zeitpunkte ¢ gilt. Der Regler muss
deshalb die Stellgrofe u(t) so vorgeben, dass der Einfluss der Storgrofe auf die Re-
gelgroBe kompensiert und die Regelgrof3e der Fithrungsgrofe angepasst wird. Dabei
steht dem Regler als Information neben dem gewiinschten Wert w(t) auch der aktu-
elle Wert y(t) der RegelgroBe zur Verfiigung. Als Differenz

e(t) = w(t) —y(t)

beider Groflen kann der Regler die Regelabweichung (Regeldifferenz) bestimmen
und in Abhéngigkeit von dieser die Stellgroe zweckmiBig vorgeben. Der Regler
stiitzt sich also nicht nur auf die FithrungsgroBe w(t), sondern auch auf den aktuel-
len Istwert y(t) der RegelgroBe. Wenn die FiihrungsgroRe konstant ist (w(t) = w),
bezeichnet man w als Sollwert.

Die beschriebene Regelungsaufgabe wird in diesem Band fiir Systeme behan-
delt, die eine StellgroBe und eine RegelgroBe haben (einschleifige Regelkreise). Der
zweite Band untersucht die Regelungsaufgabe fiir Strecken mit mehreren Stell- und
RegelgroBen.
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Grundstruktur des Regelkreises. In Abb. 1.3 ist eine gegeniiber Abb. 1.2 erweiter-
te Struktur eines Regelkreises aufgezeichnet. Diese Abbildung zeigt, dass bei Rege-
lungen hiufig zwischen der RegelgroBe y(¢) und dem Messwert y,,, (¢) der Regelgro-
Be unterschieden werden muss, weil das Messglied selbst dynamische Eigenschaften
besitzt, aufgrund derer die Messgrofle u. U. erheblich von der tatsichlich im Prozess
vorhandenen Grofle abweicht. Dasselbe trifft auf die Eingangsseite der Regelstre-
cke zu. Der vom Regler vorgegebene Wert w(t) fiir die StellgroBe wird durch das
Stellglied in den am Prozess wirksamen Wert ug () umgesetzt. Stellglieder weisen
i. Allg. ein eigenes dynamisches Verhalten auf und besitzen sehr hiufig nichtlinea-
re Eigenschaften, die sich z. B. in oberen und unteren Schranken fiir die Stellgro-
Be ug (t) oder in einer Ansprechempfindlichkeit bemerkbar machen, aufgrund derer
ugr (t) nur dann veréndert wird, wenn sich u(t) um einen Mindestbetrag verindert.
Der Block ,,Stellglied* reprisentiert diese typischen Stellgliedeigenschaften.

Storgrofe
d(t)
" . Storverhalten
Fiihrungsgrofie Regelgrofe
ul), u(?) ur () ys() W)
Regler Stellglied Stellverhalten
Regelstrecke
Messglied

l Messrauschen

()

Yn(1)

Abb. 1.3: Erweiterte Grundstruktur des Regelkreises

Die RegelgroBe hat mit der Stellgroe v und der StorgroBe d zwei Eingangs-
groBen. Wenn man die Wirkung beider Eingénge auf die Regelgroe voneinander
trennen will, zerlegt man den Block ,,Regelstrecke* aus Abb. 1.2 in zwei Blocke, die
in Abb. 1.3 mit ,,Stellverhalten® und ,,Storverhalten® bezeichnet sind.

Auch das Reglergesetz kann erweitert werden, so dass der Regler an Stelle der
Regelabweichung die Fithrungsgrofe w und die gemessene Regelgrofie ., als ge-
trennte Eingangsgrofien erhilt. Dies eroffnet z. B. die Moglichkeit, die Fiihrungsgro-
Be zunzchst durch ein Vorfilter zu veréindern oder das Messrauschen aus der Mess-
grofie zu filtern, bevor Regel- und Fiihrungsgrofie verglichen werden.

In Abhingigkeit von der betrachteten Regelungsaufgabe bzw. den zu untersu-
chenden Eigenschaften eines geschlossenen Regelkreises wird im Folgenden ent-
weder auf die detaillierte Abb. 1.3 oder die vereinfachte Abb. 1.2 zuriickgegriffen.
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Abbildung 1.2 geht aus Abb. 1.3 durch Zusammenfassung des Stellgliedes, des Stell-
verhaltens der Strecke und des Messgliedes zur erweiterten Regelstrecke hervor. Der
Vergleich beider Abbildungen zeigt, dass beim vereinfachten Kreis keine Unterschie-
de zwischen ug (t) und u(t) bzw. Y, (t) und y(t) gemacht werden und dass das Stell-
glied und das Messglied zur Regelstrecke hinzugerechnet werden.

Prinzipielle Wirkungsweise der Regelung. Jede Regelung beinhaltet drei wichtige
Schritte:

1. Messen. Die Regelgrofie wird entweder direkt gemessen oder — bei nicht mess-
baren Regelgroflen wie z. B. Qualitdtskennwerten — aus anderen Messgroflen
berechnet.

2. Vergleichen. Der Wert der Regelgroflie wird mit dem Wert der Fiihrungsgro-
Be verglichen. Die Differenz zwischen beiden Grofen ist die Regelabweichung

e(t) = w(t) — y(t).

3. Stellen. Aus der Regelabweichung wird unter Beriicksichtigung der dynami-
schen Eigenschaften der Regelstrecke die Stellgrofle bestimmt.

Reglergesetz. Welche StellgroBe u(t) der Regler bei einer Regelabweichung e(t) als
EingangsgroBe fiir die Regelstrecke vorgeben soll, wird durch das Reglergesetz (1.1)
beschrieben, das die allgemeine Form

u(t) = k(y(t), w(t)) (1.1)

hat und in vielen Fillen als direkte Beziehung zwischen e und u geschrieben wird:
u(t) = kr(e(t)) (1.2)

Das Reglergesetz (also die Funktion k bzw. kr) kann sehr einfach sein und beispiels-
weise die Form
u(t) = 0,4e(t)

haben, bei der sich der Wert der Stellgrole durch Multiplikation des aktuellen Wer-
tes der Regelabweichung mit 0,4 ergibt. Viele Regler enthalten jedoch dynamische
Komponenten wie beispielsweise einen Integrator, der die integrierte Regelabwei-
chung eg(t) = fg e(7)dr ermittelt und dann die StellgroBe entsprechend

u(t) =0,2e(t) +0,8er(t)

bestimmt. Bei diesen Reglern hiingt der aktuelle Wert w(t) der Stellgroe nicht nur
vom aktuellen Wert y(¢) der RegelgroRe, sondern vom Verlauf der Regelabweichung
bis zum Zeitpunkt ¢ ab. Die Funktion k£ in Gl. (1.1) ist dann, streng genommen,
keine Funktion der reellwertigen Menge der Signalwerte von y mehr, sondern eine
Funktion, die tiber die Menge der moglichen Zeitverldufe von y definiert ist.
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Obwohl viele Regelungsaufgaben mit einem sehr einfachen Reglergesetz gelost
werden konnen, ist die Auswahl des Reglergesetzes fiir eine vorgegebene Regel-
strecke und fiir vorgegebene Giiteforderungen nicht einfach. Der Grund dafiir liegt
in der Dynamik der Regelstrecke, auf die bei der Auswahl des Reglers auch dann
Riicksicht genommen werden muss, wenn der Regler selbst keine dynamischen Ei-
genschaften besitzt. Im einfachsten Fall duflert sich die Dynamik der Regelstrecke
in einer zeitlichen Verzogerung, mit der die Regelgro3e auf die Stellgrof3e reagiert.
Wie die folgenden einfachen Beispiele zeigen, muss die Regelung diese zeitliche
Verzogerung berticksichtigen.

Beispiel 1.1 Temperaturregelung einer Dusche

Stellen Sie sich vor, Sie stehen unter einer Dusche mit einer Einhebelmischbatterie. Die
Dusche ist die Regelstrecke mit der Stellung der Mischbatterie als Stellgrofie und der Tem-
peratur des Wassers an der Brause als Regelgrof3e. Sie selbst iibernehmen die Aufgabe des
Reglers, die Wassertemperatur Ihren gefiihlsméBigen Vorgaben anzupassen. Sie verstellen
den Mischbatteriehebel in Abhingigkeit von der Regelabweichung, also der Differenz aus
der ,.,gemessenen‘ und der ,,vorgegebenen‘ Temperatur. Dabei miissen Sie beriicksichtigen,
dass aufgrund des Transportweges des Wassers von den Ventilen zur Brause eine Zeitverzo-
gerung eintritt. Sie miissen warten, bis die Wirkung Ihrer Ventilverstellung als Temperatur-
verdnderung fiihlbar wird. Reagieren Sie zu heftig, so verpassen Sie sich selbst Hitze- oder
Kilteschauer... O

Beispiel 1.2  Positionierung einer Last mit einem Portalkran

An der Laufkatze eines Portalkrans hingt ein Haken mit einer Last, die zu einem vorgegebe-
nen Punkt transportiert werden soll. Zur Vereinfachung der Aufgabe wird nur die horizonta-
le Bewegung y(t) der Last betrachtet. Das Regelungsziel besteht in der Bewegung der Last
zum Punkt w, d. h., es soll fiir einen moglichst frithen Zeitpunkt 7" die Beziehung y(T') = w
gelten. AuBerdem wird verlangt, dass die Last nicht schwingt, d. h., dass y(7") = 0 gilt. Als
Kranfiihrer kénnen Sie die Beschleunigung u(t) der Laufkatze beeinflussen. Sie tiberneh-
men dabei die Funktion des Reglers.

Es ist offensichtlich, dass es nicht ausreicht, die Lautkatze senkrecht iiber die vorgege-
bene Position w zu fahren, denn dann wiirde die Last iiber dieser Position pendeln und erst
nach sehr langer Zeit am Zielpunkt zur Ruhe kommen. Der Kranfahrer muss die Dynamik
der aus Laufkatze, Haken und Last bestehenden Regelstrecke beachten. Dafiir nutzt ein ge-
iibter Kranfahrer kein mathematisches Modell, sondern ein ,,mentales Modell*, das er aus
seiner Erfahrung besitzt. Er fahrt die Laufkatze iiber die vorgegebene Position w hinweg,
um durch ein anschliefendes Zuriickfahren der Laufkatze die Pendelbewegung der Last zu
dédmpfen.

Offensichtlich dndert sich die Regelstrecke in Abhiingigkeit von der Last. Dies hat Aus-
wirkungen auf die Wahl der Stellgrofen, obwohl das Regelungsziel unveridndert bleibt. O

Beispiel 1.3 Regelung einer Dampfmaschine

Der Fliehkraftregler fiir Dampfmaschinen ist einer der ersten industriell genutzten Regler.
Die Mitte des 18. Jahrhunderts vor allem im Bergbau eingesetzten Dampfmaschinen muss-
ten unterschiedliche mechanische Arbeitsgerite antreiben und wurden dabei in zeitlich sehr
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stark verdnderlicher Weise belastet. Da es zunichst keine Regelung fiir die Drehzahl gab,
anderte sich die Drehzahl in Abhingigkeit von der Last.

J. WATT! erfand eine einfache mechanische Riickfiihrung von der Drehzahl auf das
Dampfeinlassventil, die diese Drehzahlschwankungen wesentlich dimpfte. Die Achse des
in Abb. 1.4 gezeigten Fliehkraftreglers ist mit der Dampfmaschine verbunden, so dass die
Drehzahl n dieser Anordnung proportional zur Drehzahl der Maschine ist. Aufgrund der
gezeigten mechanischen Verbindung ist der Klappenwinkel 5 vom Winkel « abhiingig, der
seinerseits von der Drehzahl n abhingt. Wird die Drehzahl aufgrund einer Lastinderung
grofer, so hebt die groBer werdende Fliehkraft die beiden rotierenden Massen an und «
vergrofiert sich. Aufgrund der gezeigten Anordnung verkleinert sich 5 und der Druck p bzw.
der Massenstrom des Dampfes in den Kolben wird verkleinert. Damit wird der vergroferten
Drehzahl entgegengewirkt, denn mit kleinerer Dampfzufuhr verringert sich die Drehzahl
der Maschine.

N
N4

n

Abb. 1.4: Prinzip des Fliehkraftreglers

Die gezeigte Anordnung weist auf eine wichtige Eigenschaft von Regelkreisen hin: Der
Regler muss der Ursache der Drehzahlabweichung entgegenwirken. Der ,,Wirkungsweg*
von der aktuellen Drehzahl iiber den Regler und das Dampfeinlassventil zuriick zur Dreh-
zahl muss ein ,,Minuszeichen® enthalten - die Riickkopplung muss also eine Gegenkopplung
sein. Was passiert, wenn die Wirkungskette dieses Minuszeichen nicht enthilt, kann man
sich leicht tiberlegen, wenn man die Klappe des Dampfeinlassventils in der gestrichelt ge-
zeigten Weise einbaut. O

Das Know-how des Regelungstechnikers liegt in der Art und Weise, wie er fiir
ein gegebenes Regelungsproblem ein Reglergesetz auswihlt. Auch wenn dabei als
Ergebnis letzten Endes ein sehr einfacher Zusammenhang zwischen e(t) und u(t)
herauskommt, kann der Weg zu diesem Reglergesetz lang und beschwerlich sein.
Aus diesem Grund wird mit dem Entwurf des Reglergesetzes erst im Kap. 7 be-
gonnen. Alle vorhergehenden Erlduterungen dienen der Beschreibung und Analyse
dynamischer Systeme, auf denen der Reglerentwurf aufbaut.

Vergleich von Regelung und Steuerung. Prinzipiell kann ein dynamisches System
auch ohne Riickfithrung gesteuert werden (Abb. 1.5). In einer Steuerkette wird die
StellgroBe direkt aus der Fiihrungsgrofe ermittelt, d. h., es gilt

! JAMES WATT (1736 — 1819), britischer Ingenieur, Erfinder der Dampfmaschine
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u(t) = ks(w(t)).

Man spricht dann von der Steuerung in der offenen Wirkungskette oder von Steue-
rung im engeren Sinne des Wortes. Das betrachtete dynamische System heifit Steu-
erstrecke, die steuernde Einheit Steuereinrichtung (kurz: Steuerung).

Storgrofie
d(t)
Fithrungsgrofie StellgroBe l Regelgrofie
w(t) u(t) y(t)
Steuereinrichtung Steuerstrecke ———

Abb. 1.5: Steuerung in der offenen Wirkungskette

Damit in einer Steuerkette das gewiinschte Ziel y(t) = w(t) erreicht werden
kann, miissen zwei Bedingungen erfiillt sein. Erstens muss genau bekannt sein, wel-
che dynamischen Eigenschaften die Steuerstrecke besitzt. Unter Beachtung dieser
Eigenschaften kann die Stellgrofe so ausgewidhlt werden, dass die Ausgangsgrofie
der Steuerstrecke dem zeitlichen Verlauf von w(t) moglichst nahe kommt. Zweitens
darf die Steuerstrecke nicht gestort sein. Da die Steuereinrichtung keine Informa-
tionen iiber die Storgrofe erhilt, kann sie nicht auf die Storung reagieren. In der
Steuerkette tibertragen sich die Wirkungen der Storung ungemindert auf die Regel-
grofe.

Wenn die genannten Bedingungen erfiillt sind, kann man das betrachtete System
in der offenen Wirkungskette schneller auf den Sollwert bringen als bei einer Rege-
lung. Aufgrund dieses Vorteils gegeniiber einer Regelung erginzt man Regelungen
hiufig durch eine Vorsteuerung, die eine direkte Wirkung von der Fithrungsgrofie auf
die StellgroBe darstellt (Abb. 1.6).

Vorteile der Regelung gegeniiber der Steuerung in der offenen Wirkungskette.
Aus diesen Betrachtungen wird offensichtlich, dass die Verwendung einer Regelung
gegeniiber der Steuerung in der offenen Wirkungskette zwei entscheidende Vorziige
besitzt. Durch die Steuerung im geschlossenen Wirkungskreis (Regelung) kann das

Regelungsziel y(t) = w(t) auch dann in guter Niherung erreicht werden,

e wenn die Regelstrecke durch nichtmessbare Storungen beeinflusst wird und
e wenn die dynamischen Eigenschaften der Regelstrecke nicht genau bekannt sind
oder wenn sie sich zeitlich verdndern.

Die erste Eigenschaft wird als Storkompensation, die zweite Eigenschaft als Robust-
heit bezeichnet. Auf beide wird spiter ausfiihrlich eingegangen. Hier sei nur erwihnt,
dass die Storkompensation moglich ist, weil der Regler die Auswirkungen der Sto-
rung auf die Regelgroflie kennt und ihr durch die geeignete Wahl der Stellgrofe ent-
gegenwirken kann. Die Robustheit hat zur Folge, dass ein an einem Regelstrecken-
modell entworfener Regler auch dann noch eingesetzt werden kann, wenn sich die
Eigenschaften der Regelstrecke wesentlich von denen des Modells unterscheiden,
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weil sich diese Eigenschaften verindert haben oder weil die Regelstrecke nicht ge-
nau bekannt ist und deshalb nur ein grobes Niherungsmodell der Strecke verfiigbar
ist.

Um dies zu verdeutlichen, sei an das o.a. Beispiel der Temperaturregelung einer
Dusche erinnert. Die Regelungsaufgabe wird i. Allg. gelost, ohne vorher die Dusche
als nichtlineares System mit Totzeit — wie es in spéteren Kapiteln genannt wird — zu
modellieren. Grobe Kenntnisse iiber die Funktionsweise sind ausreichend. Aufler-
dem kann die Temperaturregelung auch dann erfolgreich ausgefiihrt werden, wenn
das heile Wasser langsam kilter wird, also eine duflere Storung wirkt. Die Dusche in
der offenen Wirkungskette zu steuern hiefe, den Hebel der Mischbatterie ohne Be-
riicksichtigung der tatsichlich eintretenden Wassertemperatur auf eine vorgegebene
Winkelstellung einzustellen und sich dann unter die Dusche zu stellen ...

Die beiden genannten Vorziige der Regelung beruhen auf dem Prinzip der Riick-
kopplung. Jede Riickkopplung besitzt die Eigenschaft, dass Informationen iiber das
aktuelle Verhalten der Regelstrecke zur Regeleinrichtung zuriickgefiihrt werden. Der
Regler kann deshalb die StellgroBe in Abhéngigkeit von den sich tatséchlich einstel-
lenden Werten der Regelgrofie — und nicht nur in Abhingigkeit von dem mit einem
Modell vorhergesagten Verhalten der Regelstrecke — festlegen. Die Riickkopplung
ist deshalb das wichtigste Grundprinzip der Regelungstechnik.

Um die Steuerung in der offenen Wirkungskette von der im geschlossenen Wir-
kungskreis zu unterscheiden, wird im Folgenden mit den Begriffen Steuerkette und
Regelkreis gearbeitet. Diesem deutschen Begriff entsprechen im englischen Sprach-
raum die Worte feedforward control bzw. feedback control, wobei control sowohl
mit Steuerung als auch mit Regelung iibersetzt werden kann. Der deutsche Begriff
Steuerung wird vor allem fiir diskrete Steuerungen verwendet, die auf diskrete Mess-
groBen mit diskreten Stellgroflen reagieren und dabei einen Regelkreis bilden, der
im Unterschied zu dem hier behandelten Regelkreis nicht in kontinuierlicher Zeit,
sondern nur zu den Zeitpunkten arbeitet, an denen die Steuerstrecke Messereignisse
erzeugt.

Vorsteuerung

w Uy ld

e U U y

f—> Regler Strecke

Abb. 1.6: Regelkreis mit Vorsteuerung

Kombination von Regelung und Vorsteuerung. Die wiinschenswerten Eigen-
schaften einer Regelung in Bezug auf Storung und Modellunsicherheiten einerseits
und die Moglichkeit zu einer schnelleren Umsteuerung eines Systems durch eine
Steuerung in der offenen Wirkungskette andererseits sind der Grund dafiir, dass man
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beide Arten von Steuerungen in der Praxis kombiniert (Abb. 1.6). Die Stellgrofie u
setzt sich dann aus einem Anteil uy der Vorsteuerung und einem Anteil ug der Rege-
lung zusammen. Dabei wird die Vorsteuerung so gewihlt, dass die Strecke moglichst
schnell der Fithrungsgroflie w nachgefiihrt wird. Die Regelung sorgt dafiir, dass die
Storung d sowie die Wirkung von Modellunsicherheiten ausgeglichen werden. Man
bezeichnet den Regelkreis in Abb. 1.6 auch als Regelkreis mit zwei Freiheitsgraden,
weil man mit dem Regler und der Vorsteuerung zwei Blocke frei entwerfen kann.

Beispiel 1.4  Fiillstandsregelung mit Vorsteuerung

Es wird die Fiillstandsregelung (LC - Ievel control) aus Abb. 1.7 betrachtet, bei der die
StellgroBe u den Volumenstrom in einen Behilter beeinflusst und das Regelungsziel darin
besteht, den Fiillstand des anfangs leeren Behilters auf den vorgegebenen Sollwertw = 1 m
zu bringen und dort zu halten. Die Entnahme der Fliissigkeit durch das untere Ventil wirkt

als Storung d.
|
I

Abb. 1.7: Fiillstandsregelung

Mit einer Steuerung in der offenen Wirkungskette kann man den Behilter sehr schnell
auf den Fiillstand von 1 m bringen, indem man die Stellgroe 1 Minute lang auf ihren
maximalen Wert 100 ml.m stellt (Abb. 1.8). Die Zeit von 1 Minute ergibt sich aus dem Be-
hilterquerschnitt von 0,1 m? und dem maximalen Volumenstrom.

Verwendet man eine Regelung, so kann die Stellgrofle nicht denselben Verlauf wie bei
einer Steuerung in der offenen Wirkungskette haben, denn sie ist jetzt von der Regelabwei-
chung e(t) = w(t) — y(t) abhingig, die wihrend des Fiillvorgangs stindig kleiner wird.
Dementsprechend nimmt auch der Wert der Stellgrof3e ab und der Fiillvorgang wird langsa-
mer.

Abbildung 1.9 zeigt den Fiillvorgang bei einer proportionalen Regelung

u(t) = kpe(t) (1.3)

mit w(t) = 1m bei unterschiedlicher Reglerverstirkung kp. Fiir kp = 100 hat die Stell-
grofe zu Beginn des Fiillvorgangs ihren maximalen Wert von 100 ﬁ, so dass man diesen
Fall am bestem mit der Steuerung in der offenen Wirkungskette vergleichen kann. Der Fiill-
vorgang dauert bei der Regelung ungefihr 2,5 mal so lange wie vorher.

Aus dem Blockschaltbild (Abb. 1.6) ist offensichtlich, dass eine Vorsteuerung nur bei
genauer Kenntnis der Anfangsfiillhohe und des Behilterquerschnitts ihre Aufgabe erfiillen
kann. Wire der Behilter beispielsweise schon etwas mit Fliissigkeit gefiillt oder hitte der
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100f

50p

Uy, in 1/min
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Abb. 1.8: Verhalten des Behdilters bei einer Steuerung in der offenen
Wirkungskette

0 0.5 1 1.5 2 2.5
¢t in min

Abb. 1.9: Verhalten des geregelten Behilters

u in 1/min

0 05 1 15 2 25
t in min

Abb. 1.10: Verhalten des Behilters bei einer Regelung mit Vorsteuerung
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Behiilter einen etwas kleineren Querschnitt als bei der Berechnung der Steuergrofie ange-
nommen wurde, so wiirde der Fiillstand bei der Steuerung in der offenen Wirkungskette
den gegebenen Sollwert iiberschreiten. Im Unterschied dazu kann die Regelung den Behil-
ter von dem veridnderten Anfangsfiillstand aus und bei veridndertem Behilterquerschnitt auf
den gewiinschten Sollwert fiillen.

u, d in1/min

0 05 1 15 2 25
t in min

Abb. 1.11: Storverhalten des Behilters

Deshalb verwendet man in der Praxis hiufig eine Kombination von Vorsteuerung und
Regelung. Der im oberen Teil von Abb. 1.10 gezeigte Verlauf der StellgroBle w ergibt sich
aus der gestrichelt dargestellten Vorsteuerung uv und der durch eine proportionale Rege-
lung mit dem Reglerparameter kp = 50 erzeugten Stellgrole ur. Die Amplitude der Vor-
steuerung und der Reglerparameter wurden so gewéhlt, dass die StellgroBenbeschrinkung
nicht iiberschritten wird, so dass alle drei Abbildungen untereinander vergleichbar sind.
Offenbar wird der Behilter jetzt schneller gefiillt als bei einer reinen Regelung.

Der Vorteil der Kombination von Vorsteuerung und Regelung wird sichtbar, wenn man
den Fiillvorgang durch Entnahme von Fliissigkeit stort. Der Volumenstrom d aus dem Be-
hilter ist im oberen Teil von Abb. 1.11 durch eine gestrichelte Linie eingetragen. Ohne Re-
gelung wiirde der Fiillstand stark abfallen, wie es die gestrichelte Linie im unteren Teil der
Abbildung zeigt. Durch die Regelung wird die StellgrofSe angehoben, so dass die Storung
wenigstens teilweise kompensiert wird. Die Abb. 1.10 und 1.11 zeigen im Vergleich mit
Abb. 1.9 den Vorteil einer Kombination von Vorsteuerung und Regelung: Der Fiillvorgang
ist schneller und die Steuerung kann Storungen kompensieren. Wie in Abb. 1.10 gezeigt
ist, trigt hdufig die Vorsteuerung uv den groBen Anteil zur Amplitude der Stellgrofie v bei
(uy > uR).

Weshalb die hier verwendete proportionale Regelung die Storung nicht vollstindig
kompensieren kann, wird spiter untersucht (Aufg. 7.7). O

1.3 Losungsweg fiir Regelungsaufgaben

Charakteristisch fiir Regelungen ist, dass die Stellgrofe tiber ein Reglergesetz be-
stimmt wird, das die allgemeine Form (1.2) hat. Nachdem die Funktion kr ausge-
wihlt und als Funktionseinheit (z. B. als Reglerbaustein) mit der Regelstrecke zu



14 1 Zielstellung und theoretische Grundlagen der Regelungstechnik

einem Kreis verschaltet ist, arbeitet die Regelung selbsttitig. Bei der Losung einer
Regelungsaufgabe konnen deshalb zwei Phasen unterschieden werden:

e Vorbereitungsphase: Fiir eine gestellte Regelungsaufgabe wird das Reglerge-
setz kg ermittelt und durch eine Funktionseinheit technisch realisiert.

e Arbeitsphase: Der geritetechnisch realisierte Regler bestimmt kontinuierlich
aus der Regelabweichung e(t) den aktuellen Wert u(t) der Stellgroe.

Gegenstand dieses Lehrbuches ist das Problem, fiir eine gegebene Regelungs-
aufgabe ein geeignetes Reglergesetz ki zu bestimmen bzw. gegebenenfalls zu er-
kennen, dass und warum die Regelungsaufgabe unter Beachtung aller in ihr enthal-
tenen Randbedingungen nicht 16sbar ist. Die geritetechnische Realisierung wird nur
insoweit betrachtet, wie sie die Wahl des Reglergesetzes beeinflusst.

Modell der Regelstrecke ~— —
Modell der Giiteforderungen Reglerentwet_pRegleracscts

Modellebene ﬁ }
Modellbildung Realisierung
Regelstrecke . Reglereinstellung ____. Rlll
Giiteforderungen T Fuzzy-Regelung cgler
Prozessebene

Abb. 1.12: Prinzipieller Losungsweg fiir Regelungsaufgaben

Der prinzipielle Losungsweg ist in Abb. 1.12 dargestellt. Es wird zwischen der
Prozessebene und der Modellebene unterschieden. Ausgangs- und Endpunkt fiir Re-
gelungsaufgaben ist die Prozessebene, auf der die Regelstrecke als ,,Gerit* vor dem
Betrachter steht und der Regler als neues Gerit in Betrieb genommen werden soll.
Demgegeniiber wird auf der Modellebene mit unterschiedlichen Beschreibungsfor-
men fiir die Regelstrecke, die Giiteforderungen an den Regelkreis und das Reglerge-
setz gearbeitet.

Der erste Schritt fiir die Losung von Regelungsaufgaben besteht in der Modellbil-
dung, die sowohl die Regelstrecke als auch die Giiteforderungen betrifft. Die Ana-
lyse der Regelstrecke, die Auswahl der Regelungsstruktur und die Festlegung des
Reglergesetzes erfolgt auf der Modellebene, d. h., unter Verwendung der vorhande-
nen Modelle. Um den Regler in Betrieb nehmen zu koénnen, muss das Reglergesetz
geritetechnisch realisiert werden.

Schwerpunkt dieses Lehrbuches ist die Losung von Regelungsaufgaben auf der
Modellebene, wobei davon ausgegangen wird, dass ein ausreichend genaues Modell
der Regelstrecke vorliegt und dass das Reglergesetz im Prinzip vollkommen frei ge-
wihlt werden kann. Diese Annahmen treffen nur unter idealisierten Bedingungen zu.
Wenn man mit ihnen arbeitet, kann man jedoch zunichst einmal untersuchen, was
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durch eine Regelung prinzipiell moglich ist bzw. was unter den Gegebenheiten einer
konkreten Regelungsaufgabe nicht realisierbar ist. Dabei sollte man beachten, dass
in der ingenieurtechnischen Praxis die Entscheidung dariiber, was nicht moglich ist,
mindestens von gleichem Wert ist wie die Losung der Aufgabe unter zweckmiBig
gewihlten Voraussetzungen.

An vielen Stellen wird in den folgenden Kapiteln auch darauf eingegangen, wel-
che Erweiterungen der behandelten Modellierungs-, Analyse- und Entwurfsverfah-
ren notwendig sind, wenn die genannten idealisierten Bedingungen nicht zutreffen.
Beispielsweise wird im Kap. 8 gezeigt, wie die Stabilititsanalyse auf Systeme erwei-
tert werden kann, deren Modelle fehlerbehaftet sind. Im Abschn. 12.2 wird erliutert,
wie Regler so entworfen werden konnen, dass sie robust gegentiber Modellunsicher-
heiten sind. Randbedingungen, die aus der technischen Realisierung des Reglers
resultieren, werden beispielsweise im Kap. 1I-9 bei der dezentralen Regelung be-
trachtet, bei der sich das zu realisierende Reglergesetz aus mehreren unabhingigen
Teilreglern zusammensetzt. Dabei ist u. a. die Frage zu beantworten, unter welchen
Bedingungen mehrere Regelkreise unabhingig voneinander als einschleifige Regel-
kreise entworfen werden diirfen.

Reglereinstellung und Fuzzyregelung. Ein alternativer Weg fiir die Losung von
Regelungsaufgaben ist in Abb. 1.12 durch den gestrichelten Pfeil auf der Prozess-
ebene eingetragen. Bei diesem Losungsweg wird versucht, ohne die hiufig recht
aufwindige Modellbildung auszukommen und den Regler direkt am Prozess ein-
zustellen. Darauf wird im Abschn. 9.4 eingegangen, wo es um die Einstellung von
PID-Reglern ohne Verwendung von Modellen geht. Dieser Losungsweg wird auch
bei der hier nicht behandelten Fuzzyregelung beschritten, bei der das als bekannt vor-
ausgesetzte Reglergesetz in Form von Regeln notiert und mit Hilfe eines Verfahrens
zur Verarbeitung unscharfer Regeln realisiert wird.

1.4 Ubersicht iiber die theoretischen Grundlagen der
Regelungstechnik

Die Methoden der Regelungstechnik dienen dem Ziel, Kriterien, Richtlinien und sys-
tematische Verfahren fiir die Auswahl des Reglergesetzes kg zu finden. Grundlagen
dafiir bilden Methoden zur Beschreibung dynamischer Systeme und zur Analyse von
Regelkreisen. Die Modellbildung, die Analyse dynamischer Systeme und der Reg-
lerentwurf bilden die drei Schwerpunkte dieses Buches.

Modellbildung. Der erste Teil dieses Buches befasst sich mit der Modellbildung.
Fiir ein gegebenes dynamisches System sind Modelle aufzustellen, die fiir die Analy-
se des Regelstreckenverhaltens und fiir den Entwurf von Reglern verwendet werden
konnen. Dabei wird in drei Schritten vorgegangen:

1. Das im Kap. 3 behandelte Blockschaltbild zeigt die Gliederung des Systems in
seine Elemente und deren Verkopplung, gibt jedoch die dynamischen Eigen-
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schaften der Elemente noch nicht genau wieder. Dennoch erweist sich diese
strukturelle Beschreibung als aussagekriftig und iibersichtlich genug, um wich-
tige Phinomene von Regelkreisen erkldren zu konnen.

2. Modelle in Form von Differenzialgleichungen beschreiben das zeitliche Verhal-
ten dynamischer Systeme quantitativ exakt. Im Kap. 4 wird neben der Differen-
zialgleichung das Zustandsraummodell als eine ,,standardisierte” Modellform
eingefiihrt, auf der viele Analyse- und Entwurfsverfahren fiir Regelkreise beru-
hen.

3. Fiir den Reglerentwurf spielt neben dem zeitlichen Verhalten auch das Verhalten
dynamischer Systeme im Frequenzbereich eine wichtige Rolle. Diese Form der
Systembeschreibung wird im Kap. 6 eingefiihrt und ausfiihrlich diskutiert.

Analyse riickgekoppelter Systeme. Die zweite Grundlage fiir die Losung von Re-
gelungsaufgaben bilden Verfahren zur Analyse riickgekoppelter dynamischer Syste-
me.

1. Im Kap. 5 wird gezeigt, wie mit Hilfe eines Zustandsraummodells eines dyna-
mischen Systems fiir eine gegebene EingangsgroBe w(t) die durch das System
erzeugte AusgangsgroBe y(t) berechnet werden kann. Ein alternativer Weg zur
Berechnung des Eingangs-Ausgangs-Verhaltens beruht auf der Verwendung der
im Kap. 6 eingefiihrten Ubertragungsfunktion.

2. Neben den quantitativ exakten Verhaltensbeschreibungen spielt eine qualitative
Bewertung der Eigenschaften der Regelstrecke bzw. des Regelkreises eine grof3e
Rolle. Diese Bewertung beruht auf der Zerlegung des betrachteten Systems in
elementare Ubertragungsglieder, von denen nicht die exakten Parameterwerte,
sondern deren Zugehorigkeit zur Klasse der proportionalen, integralen oder dif-
ferenzierenden Ubertragungsglieder maBgebend sind. Auf diese Klassifikation
wird in den Abschnitten 5.7 und 6.7 ausfiihrlich eingegangen.

3. Um Aussagen tiber die Losbarkeit von Regelungsaufgaben sowie tiber die Art
der eingesetzten Regler machen zu konnen, wird im Kap. 7 untersucht, wie das
stationdre Verhalten und das Ubergangsverhalten von Regelkreisen durch die
Wahl des Reglers beeinflusst werden kann, welche Regelgiite erreicht werden
kann bzw. welche Entwurfskompromisse gemacht werden miissen.

4. Die Stabilititsanalyse von riickgekoppelten Systemen spielt eine zentrale Rolle
beim Reglerentwurf. Im Kap. 8 werden die dabei angewendeten Stabilitétskrite-
rien behandelt.

Reglerentwurf. Der dritte Teil des Lehrbuches behandelt Verfahren zum Reglerent-
wurf mit folgenden Schwerpunkten:

1. Kapitel 9 gibt eine Ubersicht iiber die Entwurfsverfahren und behandelt die Reg-
lereinstellung ohne Modell.
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2. Zwei ausfiihrlich behandelte Entwurfsverfahren beruhen auf der Konstruktion
der Wurzelortskurve (Kap. 10) bzw. der Veridnderung des Frequenzganges der
offenen Kette (Kap. 11).

3. Weitere Entwurfsverfahren werden im Kap. 12 behandelt, insbesondere solche,
bei denen der Regler das Regelstreckenmodell als wesentliche Komponente ent-
halt.

4. FEinen Ausblick auf mehrschleifige Regelkreise gibt das Kap. 13.

Mit den in diesem Band behandelten Methoden werden die Grundlagen fiir die
Losung einer groflen Zahl von Regelungsaufgaben gelegt. Neben einschleifigen Re-
gelungen, die hier im Mittelpunkt stehen, basieren auch vermaschte Regelungen,
MehrgroBenregelungen und dezentrale Regelungen auf den in diesem Band einge-
fiihrten Modellen und Analyseverfahren. Diese Themen sind Gegenstand des zwei-
ten Bandes. Dort werden die bei MehrgroBensystemen auftretenden neuen dynami-
schen Phidnomene, die zusitzlichen Freiheitsgrade von Mehrgroflenreglern und die
Entwurfsverfahren fiir Systeme mit mehreren Stell- und RegelgroBen erldutert. Au-
Berdem wird mit der digitalen Regelung ein fiir die technische Realisierung von Reg-
lern wichtiges Thema behandelt.



Beispiele fiir technische und
nichttechnische Regelungsaufgaben

An vieltiltigen Beispielen zeigt dieses Kapitel das breite Einsatzgebiet der
Regelungstechnik und weist auf wichtige Randbedingungen fiir die Losung
von Regelungsaufgaben hin. Es zeigt dabei, dass sich die aus sehr unter-
schiedlichen Anwendungsgebieten stammenden Aufgaben in einheitlicher
Weise systemtheoretisch formulieren lassen.

2.1 Gebiudeautomatisierung

Die Gebidudeautomatisierung befasst sich mit Steuerungen und Regelungen zur Her-
stellung und Aufrechterhaltung eines vorgegebenen Raumklimas. Dieses weite Feld
reicht von der Regelung der Raumtemperatur bis zum air conditioning grofler Riu-
me, das einen ausreichenden Luftaustausch und die Sicherung einer angemessenen
Luftfeuchtigkeit einschliet. Als wichtige Aufgabe wird im Folgenden auf die Raum-
temperaturregelung eingegangen.

Die Regelung der Raumtemperatur ist notwendig, weil die Temperatur durch un-
terschiedliche Storgrofen wie Sonneneinstrahlung, Liiftung und die Anwesenheit
von Personen beeinflusst wird, die FiihrungsgroBle jedoch einen konstanten Wert
vorschreibt. Im einfachsten Fall wird die Raumtemperatur einer Wohnung geregelt
(Abb. 2.1 (oben)). Der Brenner wird solange eingeschaltet, bis der Referenzraum
(z. B. das Wohnzimmer) die vorgegebene Temperatur hat. Abbildung 2.2 zeigt das
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Abb. 2.1: Raumtemperaturregelung: Einzelraumregelung (oben); Regelung
der Raumtemperatur mit Thermostatventilen in Kombination mit einer
auBentemperaturgefiihrten Vorlauftemperaturregelung (unten)

Blockschaltbild des Regelkreises, das dieselbe Struktur wie in Abb. 1.2 hat. Heiz-
kessel, Heizkorper und Raum stellen die Regelstrecke dar. Die StellgroBe ist die
Brennerleistung.

Abgesehen von der Tatsache, dass diese Regelung die Brennerleistung nicht kon-
tinuierlich verstellen, sondern nur ein- und ausschalten kann und daraus Schwankun-
gen in der Raumtemperatur entstehen, besteht der wesentliche Mangel dieser Rege-
lung in der Tatsache, dass diese Regelung nur einen Raum auf der vorgegebenen
Temperatur halten kann, weil nicht mehr als eine StellgroBe zur Verfiigung steht.
Unterliegen die anderen Riaume anderen Wirmebelastungen, so kann deren Tempe-
ratur wesentlich von der des Referenzraumes abweichen.

Auflentemperatur
Solltemperatur Efs&?fé' l Raumtemperatur
Temperaturregler Heizung, Raum >

Abb. 2.2: Blockschaltbild der Raumtemperaturregelung

Eine Verbesserung der Regelgiite erreicht man durch zwei Maflnahmen (Abb. 2.1
(unten)). Die Vorlauftemperatur der Heizung wird iiber eine Kesselregelung konstant
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gehalten und die Riume werden einzeln durch Thermostatventile geregelt. Dabei
kann der Sollwert fiir jeden Raum einzeln festgelegt und die Raumtemperatur ein-
zeln durch eine geeignete Einstellung der in die Heizkorper flieBenden Warmemen-
gen beeinflusst werden (vgl. Aufgabe 7.6). Bei diesem Prinzip ist aus 6konomischen
Griinden eine weitere Maflnahme notwendig. Wenn bei relativ hoher Auflentempera-
tur die Thermostatventile tiberwiegend in der Nihe ihres SchlieBbereiches arbeiten,
geht viel Energie bei der Wiarmeerzeugung und dem -transport verloren. Deshalb
wird der Sollwert der Vorlauftemperatur der Auflentemperatur angepasst, also bei
kaltem Wetter herauf- und bei warmem Wetter herabgesetzt. Dies entspricht einer
StorgroBenaufschaltung (vgl. Kap. 13 und Aufgabe 13.1).

Dieses einfache Beispiel ldsst die Komplexitit von Regelungsaufgaben erahnen,
die zur Herstellung und Aufrechterhaltung eines angenehmen Klimas in groen Réu-
men gelost werden miissen. Dort kommt es nicht nur auf eine gute mittlere Tempera-
tur, sondern auch auf eine angenehme Temperaturverteilung im Raum sowie auf die
Erzeugung einer passenden Luftfeuchtigkeit an. Um tibermifBigen Luftzug zu verhin-
dern, muss gleichmiBig iiber die gesamte Fliche des Raumes eingegriffen werden,
beispielsweise iiber Liiftungen an den Riickenlehnen vieler Sitze.

Die Gebidudeautomatisierung beinhaltet einerseits einfache Regelkreise wie die
durch die Thermostatventile realisierten. Andererseits weist sie viele verkoppelte Re-
gelungen auf, die dynamisch nicht voneinander getrennt behandelt und deshalb nicht
in mehrere Einfachregelungen zerlegt werden konnen. Hier miissen die im Kap. 13
beschriebenen Prinzipien vermaschter Regelungen angewendet werden. Da sich die
Leistung von Brennern nicht kontinuierlich einstellen ldsst, muss der Regler nichtli-
neares Verhalten, insbesondere Hystereseverhalten, aufweisen. Er kann mit Metho-
den der nichtlinearen Regelung entworfen werden.

Aufgabe 2.1 Blockschaltbild einer Raumtemperaturregelung

Die Temperatur in einem Raum soll unabhiingig von dufleren Einwirkungen konstant gehal-
ten werden.

1. Durch Veridnderung der Heizkorperventilstellung wird die Zimmertemperatur gesteu-
ert. Wenden Sie Abb. 1.5 auf dieses Beispiel an. Wie sieht dieses Blockschaltbild fiir
die Temperatursteuerung eines Raumes aus?

2. Thermoventile dienen der Temperaturregelung. Was sind die Elemente dieses Regel-
kreises und wie sieht Abb. 1.3 fiir dieses Beispiel aus? O

2.2 Prozessregelung

In der Verfahrenstechnik spielt die Regelungstechnik eine sehr grofie Rolle, so dass
sie dort mit einem eigenen Begriff belegt wird: Prozessregelung. Der Grund liegt dar-
in, dass verfahrenstechnische Anlagen nur dann zum gewiinschten Ergebnis fiihren
und dieses Ergebnis auf 6konomisch und 6kologisch bestem Wege erzielen, wenn die
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verarbeiteten Ausgangsstoffe genau in einer gegebenen Menge, Konzentration und
Temperatur vorliegen und der Prozess einen vorgegebenen zeitlichen Ablauf besitzt.
Im Folgenden wird an einigen Beispielen die Vielfalt der Regelungsaufgaben und die
Vielzahl der mit der Realisierung einer Regelung verbundenen Probleme erlédutert.

Abb. 2.3: Riihrkesselregelungen (LC = Fiillstandsregelung; TC =
Temperaturregelung; CC = Konzentrationsregelung)

Viele verfahrenstechnische Prozesse laufen in Reaktoren ab, so dass Fiillstands-,
Durchfluss- und Temperaturregelungen zu den Grundaufgaben der Prozessregelung
gehoren. Im linken Beispiel von Abb. 2.3 besteht die Aufgabe der beiden angege-
benen Regelkreise darin, den Fiillstand h konstant zu halten und den Stoff auf eine
vorgegebene Temperatur 7' zu erwiarmen. Als Storgrofle wirkt die Stoffentnahme
Qab, die durch einen entsprechenden Zufluss g,, ausgeglichen werden muss.

Diese Regelungsaufgabe ist relativ einfach, weil einerseits die Regelgrofen gut
messbar sind und andererseits das dynamische Verhalten des Behilters beziiglich
Verinderungen des Zulaufs und der Heizleistung in sehr einfacher Weise beschrie-
ben werden konnen. Typisch fiir verfahrenstechnische Anlagen ist die Tatsache, dass
mehrere voneinander unabhingige Regler an derselben Anlage arbeiten.

Komplizierter wird die Regelungsaufgabe, wenn in dem Behilter eine chemische
Reaktion ablduft. Im rechten Teil von Abb. 2.3 ist ein Riihrkesselreaktor dargestellt,
der mit zwei Stoffen A und B gefiillt wird. Der Reaktor kann aufgrund des Riihr-
werkes als homogen durchmischt angesehen werden. Die beiden Stoffe reagieren
miteinander, wodurch sich die Konzentrationen im Reaktor verindern. Durch die
Regelung soll erreicht werden, dass dem Reaktor stindig ein Produkt entnommen
werden kann, in dem die Stoffe A und B in vorgegebener Konzentration auftreten.

Reaktoren dieser Art werden kontinuierlich betrieben (,,Konti-Reaktor*), d. h.,
die dem Reaktor pro Zeiteinheit zugefiihrte Stoffmenge ist gleich der abgefiihrten
Menge (gab = ¢,u)- Die Regelung ist notwendig, weil sich die Konzentrationen cp
und cp, mit denen die Stoffe A und B in den beiden Zufliissen vorliegen, dndern.
StellgroBen sind die iiber die beiden Ventile festgelegten Massenstrome, wobei je-
doch der gesamte Zulaufstrom g,,, konstant bleibt.

Die Regelung muss auf zwei dynamische Effekte Riicksicht nehmen. Erstens
verdndern sich die Stoffkonzentrationen im Reaktor aufgrund verinderter Stoffkon-
zentrationen im Zulauf, wobei sich die zugegebenen Stoffe auf das gesamte Reak-
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torvolumen verteilen und mit den bereits vorhandenen Stoffen mischen. Zweitens ist
die Reaktionsrate sowohl von der Verweilzeit als auch von der Temperatur abhin-
gig. Die Temperaturabhingigkeit wird hiufig dadurch kompensiert, dass aufler der
in der Abbildung eingetragenen Regelung eine Temperaturregelung fiir den Reaktor
installiert wird und dass bei besonders empfindlichen Reaktionen die Ausgangsstoffe
dem Reaktor mit einer vorgegebenen und durch eine Regelung konstant gehaltenen
Temperatur zugefiihrt werden.

Kondensator
Kiihlmittel
Destillat

Riicklauf
Zulauf —
Verdampfer
Dampf
Sumpfabzug

Abb. 2.4: Destillationskolonne

Regelung einer Destillationskolonne. Die Realisierung der Regelung wird noch
schwieriger, wenn ein Teil des Produktes in die Apparatur zuriickgefiihrt wird (Re-
cycling). Diese Methode wird in der Verfahrenstechnik sehr hiufig angewendet, bei-
spielsweise bei Destillationskolonnen (Abb. 2.4). Sie ist sehr wichtig, da sich mit ihr
durch geeignete Wahl des Riicklaufverhiltnisses das statische Verhalten der Anlage
einstellen ldsst. Die Riickfithrungen haben aber auch wichtige Konsequenzen fiir das
dynamische Verhalten, das fiir die Regelung ausschlaggebend ist.

Destillationskolonnen dienen zur Trennung von Stoffgemischen. Regelgrofien
sind die Konzentrationen der Stoffe im Destillat und im Sumpfabzug. StellgréB3en
sind die Heizleistung des Verdampfers, das Riicklaufverhiltnis, das den auf den Zu-
lauf bezogenen Anteil des in den Kopf der Kolonne riickgefiihrten Destillats be-
schreibt, sowie der Volumenstrom am Sumpfabzug. Die Regelung muss den Tem-
peraturverlauf lings der Destillationskolonne gegeniiber Umgebungseinfliissen kon-
stant halten und Stérungen in Form schwankender Stoffkonzentrationen im Zulauf
ausgleichen.
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Destillationskolonnen haben ein wesentlich komplizierteres dynamisches Ver-
halten als die zuvor beschriebenen Riihrkessel. Da die genannten Stell- und Regel-
grofen dynamisch streng verkoppelt sind, kann die Regelungsaufgabe nicht mit ein-
schleifigen Regelkreisen gelost werden, sondern es miissen vermaschte Regelungen
(Kap. 13) oder MehrgroBenregelungen (Band 2) angewendet werden.

Weitere Schwierigkeiten fiir den Reglerentwurf entstehen durch die Tatsache,
dass die Parameter des Kolonnenmodells nicht exakt bekannt sind. Die Regelung
muss deshalb so entworfen werden, dass sie gegeniiber Modellfehlern robust ist und
die Regelungsaufgabe auch dann erfiillt wird, wenn sich die Regelstrecke in Wirk-
lichkeit etwas anders verhilt als ihr Modell. Uberdies weist die Kolonne ein aus-
geprigtes nichtlineares Verhalten auf, das allerdings in der Umgebung des Arbeits-
punktes linearisiert werden kann.

2.3 Regelungsaufgaben in Energiesystemen

GroBle Energieverbundsysteme, deren Aufgabe in der Versorgung einer grolen An-
zahl von Abnehmern mit elektrischem Strom, Gas oder Wirme besteht, sind ver-
netzte Systeme, in denen mehrere Regelungsaufgaben gleichzeitig durch jeweils eine
groBlere Anzahl von Reglern gelost werden miissen. Als Beispiel wird das in Abb. 2.5
gezeigte Elektroenergienetz betrachtet. Die in der Energietechnik iiblichen Darstel-
lung zeigt, dass das Netz vier Generatoren besitzt, die in unterschiedlichen Knoten
Energie einspeisen. Das Netz transportiert diese Energie iiber die dargestellten Lei-
tungen zu fiinf Verbrauchern. Sowohl die Generatoren G als auch die Last L stellen
summarisch die erzeugte Energie mehrerer Kraftwerksblocke bzw. den Energiever-
brauch mehrerer (i. Allg. sehr vieler) Verbraucher dar.

Teilnetz 1 Teilnetz 2
L?l
Lll
G12 .I I :
le L22 L
—_— 23
Piil?

Abb. 2.5: Ein aus zwei Teilnetzen bestehendes Elektroenergieverbundsystem

Entsprechend der Aufgabe des Netzes muss durch geeignete Regelungen dafiir
gesorgt werden, dass die Verbraucher zu jeder Zeit die von ihnen benétigte Elektro-
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energie erhalten, wobei es nicht nur auf die geforderte Leistung, sondern auch dar-
auf ankommt, dass die Energie fiir den Verbraucher mit konstanter Spannung (230
V) und konstanter Frequenz (50 Hz) zur Verfligung steht. Diese Zielstellung kann
nur dann erreicht werden, wenn die erzeugte Leistung pg stindig der verbrauchten
Leistung py angepasst wird, so dass

pa(t) = pv(t)

gilt. Da nur grofle Abnehmer ihren Verbrauch im Voraus den Energieerzeugern mit-
teilen miissen, besteht das Regelungsproblem im Ausgleich der nicht vorhersehba-
ren Anderungen des Leistungsbedarfs py (¢) der Verbraucher und im Ausgleich von
Anderungen der Leistungserzeugung, die beispielsweise aufgrund des unvorherseh-
baren Ausfalls von Kraftwerksblocken entstehen.

Die Steuerung erfolgt in der in Abb. 1.1 gezeigten hierarchischen Struktur. Die
Planungskomponente liefert die Lastvorhersage, die den zeitlichen Verlauf des Leis-
tungsbedarfs fiir einen oder mehrere Tage beschreibt (,,Tagesgang*). Zwischen den
Betreibern der einzelnen Netze ist eine Ubergabeleistung vereinbart. Um diese muss
die in einem Netz erzeugte Leistung hoher bzw. niedriger als die verbrauchte Leis-
tung sein. Aus diesen Angaben werden Einsatzzeiten und Arbeitspunkte aller Kraft-
werke festgelegt. Diese Aufgabe gehort zur Schicht ,,Optimierung® in Abb. 1.1. Sie
wird fiir jedes Netz einzeln gelost.

Die Lastverteilung beruht auf Lastflussrechnungen, aus denen hervorgeht, wel-
cher Leistungsfluss sich fiir vorgegebene Leistungserzeugung und vorgegebenen
Verbrauch im Netz einstellt, wobei auch die Spannungen an den Einspeiseknoten der
Erzeuger eine wichtige Rolle spielen. Ziel dieses Schrittes ist es, den zeitlichen Ver-
lauf der Energieerzeugung und der Einspeisespannungen so festzulegen, dass keine
Ubertragungsleitung iiberlastet wird und das System in einem wirtschaftlich giins-
tigen Arbeitspunkt arbeitet. Diese Aufgabe kann mit Hilfe einer statischen Netzbe-
schreibung gelost werden, in die die Struktur und die Parameter aller im Netz vor-
handenen Leitungen, Erzeuger und Verbraucher eingehen. Als Ergebnis entstehen
die Sollwerte w; fiir die unterlagerten Regelkreise.

Aufgabe der Regelungen ist es, diese Arbeitspunkte einzustellen und Stérun-
gen, die in Form von Abweichungen der erzeugten bzw. verbrauchten Leistung von
den Arbeitspunktwerten auf das System einwirken, auszugleichen (s. Aufgabe 7.4).
Die Regelungen werden fiir die einzelnen Teilnetze getrennt voneinander aufgebaut
und bestehen fiir jedes Netz selbst wiederum aus mehreren unabhingigen Teilreglern
(TR). Es entsteht also eine dezentrale Regelung. Die Regler schreiben Sollwerte fiir
die von jedem Kraftwerk zu erzeugende Leistung sowie fiir die Generatorspannung
vor. Dafiir stehen den Reglern die aktuellen Werte der Netzfrequenz, der Ubergabe-
leistung und der Knotenspannungen zur Verfiigung.

Die beschriebene Regelungsaufgabe kann in zwei weitgehend separate Teil-
aufgaben zerlegt werden, die als UQ-Regelung bzw. FU-Regelung bezeichnet wer-
den. Einerseits wird die Spannung, die sich an den wichtigsten Netzknoten einstellt,
mafgebend vom Blindleistungsfluss beeinflusst. Das zur Erzielung des beabsichtig-
ten Leistungsflusses notwendige Spannungsprofil tiber dem Netz wird deshalb durch
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Abb. 2.6: Steuerung von Elektroenergieverbundsystemen

Verinderung von Transformatorstufungen und Blindleistungseinspeisungen erzeugt,
woflir eine Spannungs-Blindleistungsregelung (UQ-Regelung) aufgebaut wird. An-
dererseits hingen die Netzfrequenz und die Wirkleistungsbilanz eng miteinander zu-
sammen, so dass die aktuelle Netzfrequenz als Indikator fiir die aktuelle Leistungs-
bilanz pg (t) — pr(t) verwendet und das Regelungsziel im Ausgleich der Frequenz-
abweichung A f besteht:

thjrolo Af(t) =0.

Da mit dieser Regelung gleichzeitig die zwischen den Teilnetzen flieBende Uber-
gabeleistung p;12 auf dem vereinbarten Wert gehalten wird, spricht man von der
Frequenz-Ubergabeleistungsregelung (FU-Regelung).

Die Aufgabe der Frequenz-Ubergabeleistungsregelung wird durch zwei verkop-
pelte Regelungen gelost. Weil der Leistungsbedarf eines Teiles der Verbraucher wie
auch die erzeugte Leistung der Kraftwerke von der Frequenz abhédngen, gleicht das
Netz einen Teil des Fehlers Ap = pg — pr, in der Leistungsbilanz selbststindig aus,
wobei sich ein erhohter Bedarf (Ap < 0) in einer Frequenzabsenkung bemerkbar
macht. Diese Regelung wird Primérregelung genannt. Sie beruht auf der Tatsache,
dass die Leistungsaufnahme der synchron mit der Netzfrequenz rotierenden Maschi-
nen bei Verkleinerung der Netzfrequenz abnimmt und dass andererseits die Dreh-
zahlregler der Kraftwerksblocke bei einer Abnahme der Drehzahl fiir eine Erhohung
der Leistungserzeugung sorgen.

Die Priméarregelung ist jedoch nicht in der Lage, das Leistungsdefizit vollstindig
abzubauen. Thr wird deshalb eine Sekundirregelung tiberlagert, die fiir jedes Netz
separat die Leistungsbilanz ausgleicht
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Jim Ap;(t) = lim (pg; () — pri(t)) = 0

und gleichzeitig die Netzfrequenz und die Ubergabeleistung auf die Sollwerte bringt.

Abbildung 2.6 ist also sowohl fiir die FU- als auch fiir die UQ-Regelung giil-
tig, wobei im ersten Falle die angegebenen Teilregler aus der Netzfrequenz und der
Ubergabeleistung die Sollwerte der Generatorleistungen berechnen und im zweiten
Fall die Knotenspannung durch Verstellung der Transformatorstufungen und iiber ei-
ne Verinderung der Sollwerte der Generatorspannungen geregelt werden. In beiden
Fillen wirken die Kraftwerke als Stellglieder, tiber die das Verhalten des Verbund-
systems als Ganzes beeinflusst wird.

Diese Regelungen werden u. a. in den Aufgaben 7.4 und 13.5 sowie im Bei-
spiel 11.1 genauer behandelt.

2.4 Robotersteuerungen

Roboter sind ein wichtiger Bestandteil der Fertigungsautomatisierung. Sie iiberneh-
men Fiige-, Montage- und Transportarbeiten, beispielsweise im Fahrzeugbau das
Schweilen und Lackieren der Karosserie oder die Montage von Getrieben. In Ferti-
gungszellen sind sie fiir den Wechsel von Werkstiicken und Werkzeugen verantwort-
lich. Neben einer Qualititserhohung der Produkte kann durch den Einsatz von Ro-
botern vor allem eine Flexibilisierung der Produktionsanlagen erreicht werden, denn
die Bewegungsablidufe der Roboter konnen durch eine entsprechende Programmie-
rung der Steuerung in sehr einfacher Weise veréindert werden.

Die Entwicklung von Industrierobotern wird in drei Generationen unterteilt. Ro-
boter der ersten Generation konnen vorprogrammierte Bewegungssequenzen ausfiih-
ren. Die Steuerung erfolgt in der offenen Wirkungskette (vgl. Abb. 1.5), so dass Sto-
rungen, die die Arbeitsweise des Roboters oder die GréBe oder Positionierung der
zu bearbeitenden Werkstiicke betreffen, nicht beriicksichtigt werden konnen. Man
spricht deshalb auch von einer Robotersteuerung und keiner Roboterregelung. Ro-
boter der ersten Generation sind in den traditionellen Einsatzgebieten des Punkt-
schweillens, Lackierens sowie der Werkstiickhandhabung einsetzbar, wo einfache
Bewegungsabliufe hiufig wiederholt werden miissen und wenige Stérungen im Ar-
beitsablauf auftreten.

Der Ubergang von der ersten zur zweiten Generation wurde mit dem Einbau
von Sensoren vollzogen. Dieser Schritt ist regelungstechnisch sehr bedeutend, denn
iiber die Sensoren erhilt die Steuerung Informationen iiber die aktuelle Bewegung
des Greifers einschlieBlich der vom Greifer auf das Werkzeug bzw. die Werkstiicke
ausgetiibten Krifte sowie tiber die Werkstiickposition und iiber die Umgebung des
Roboters. Damit wird aus der Robotersteuerung eine Roboterregelung (obwohl sich
dieser Begriff nicht eingebiirgert hat). Der Roboter kann seine Bewegung an verin-
derte Werkstiickgeometrie und -position anpassen und gegebenenfalls auf alternati-
ve Handhabungssequenzen umschalten. Infolge dessen wird der Einsatzbereich von
Robotern auf Gebiete ausgeweitet, bei denen komplizierte Konturen verfolgt oder
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Montageaufgaben gelost werden miissen, bei denen die Werkstiicke groflere geome-
trische Unsicherheiten aufweisen.

Der Entwurf der Robotersteuerung ist durch zwei wichtige praktische Randbe-
dingungen gekennzeichnet. Erstens kann von Robotern als Regelstrecke ein sehr gu-
tes Modell aufgestellt werden, was fiir Analyse- und Entwurfsaufgaben vorteilhaft
ist. Darin unterscheidet sich die Robotersteuerung — wie auch viele andere Rege-
lungsaufgaben fiir mechanische Systeme — wesentlich von der Regelung verfahrens-
technischer Prozesse. Die erhaltenen Modelle sind allerdings i. Allg. stark nichtline-
ar. Zweitens muss beriicksichtigt werden, dass sich wichtige Parameter wie Trig-
heitsmomente oder Gewichtsangaben wihrend der Bewegung des Roboters bzw.
durch das Greifen von Werkstiicken dndern. Die Regelung muss robust gegeniiber
diesen Parameterinderungen sein oder sich diesen Verinderungen anpassen (adapti-
ve Regelung).

Fertigungsauftrag

Handlungsplanung

Bewegungsfolgen Umweltdaten

Bewegungsplanung

Sollwerte Montagezustand

Online-Steuerung

Stellsignalel TMcsssignalc

Abb. 2.7: Hierarchische Struktur von Robotersteuerungen

Die Robotersteuerung beruht in den beiden genannten Generationen auf einer
expliziten Programmierung, bei der die Folge der auszufiihrenden Aktionen Schritt
fiir Schritt vorgeschrieben werden muss. Mit dem gegenwirtigen Ubergang zu Ro-
botern der dritten Generation soll diese Steuerung um Komponenten fiir die Bewe-
gungsplanung und die Handlungsplanung erweitert werden, so dass der Roboter die
Folge der auszufiihrenden Bewegungen selbst aus einer gegebenen Aufgabenstellung
ableiten kann. Die Robotersteuerung erhilt dabei den in Abb. 2.7 gezeigten hierar-
chischen Aufbau. Die Online-Steuerung und Regelung in der untersten Ebene sorgt
dafiir, dass der Roboter einer bestimmten Sollkurve folgt bzw. den Greifer an ei-
ner vorgegebenen Stelle positioniert. Ubergeordnet ist die Bewegungsplanung, durch
die in Abhzngigkeit vom aktuellen Montagezustand und unter Beriicksichtigung von



2.5 Regelung von Fahrzeugen 29

Hindernissen in der Roboterumgebung eine Solltrajektorie fiir die Online-Steuerung
vorgegeben wird. In der obersten Ebene wird die durch den Roboter auszufiihrende
Handlungsfolge aus einem gegebenen Fertigungsauftrag ermittelt.

Ein anderer Entwicklungsweg fiihrt zu Leichtbaurobotern, bei denen das Ge-
wicht des Roboters im Vergleich zum Gewicht der bewegten Teile wesentlich giins-
tiger ist als bei den heute eingesetzten Robotern, deren Gewicht i. Allg. das der be-
wegten Teile deutlich iibersteigt. Bei Leichtbaurobotern muss bei der Positionierung
des Greifers und bei der Bewegung berticksichtigt werden, dass sich die Arme in Ab-
héngigkeit von den auftretenden Kriften elastisch verformen. Der Einsatz derartiger
Roboter wird erst durch Verwendung geeigneter Regelungen ermoglicht. Die Rege-
lung sorgt dafiir, dass der Greifer trotz elastischer Verformungen des Roboters die
vorgegebene Position erreicht bzw. auf das Werkstiick die geforderte Kraft ausiibt.

2.5 Regelung von Fahrzeugen

Fahrzeuge sind ein sehr umfangreiches Anwendungsgebiet der Regelungstechnik.
Sie sind heute mit einer Vielzahl von Regelkreisen ausgestattet, von denen das Anti-
blockiersystem (ABS), die Antriebsschlupfregelung, die Fahrdynamikregelung und
elektronische Stabilisierung (ESP) oder die aktive Ddmpfung die bekanntesten sind.
Aber auch der Ziindvorgang wird heute durch aufwindige Steuerungen tiberwacht
und dem aktuellen Fahrzustand angepasst. Moderne Autos verfiigen dariiber hin-
aus iiber Geschwindigkeitsregler und iiberwachen den Abstand zum vorausfahren-
den Fahrzeug. Die Grundideen dieser Regelungen wird in den Aufgaben 3.2, 7.8
und 11.7 behandelt.

Bei Schienenfahrzeugen ist die Neigetechnik nur durch regelungstechnische Ein-
griffe moglich. Auch das Prinzip der Magnetschwebebahn ist nur mit Hilfe einer
Regelung realisierbar. Um den Fahrkorper in einem bestimmten Abstand iiber der
Schiene zu halten, sind nicht nur starke Elektromagnete notwendig, sondern auch
eine Regelung, die die Magnetkraft so der aktuellen Lage des Fahrkorpers anpasst,
dass der Abstand zur Schiene konstant gehalten wird (vgl. Aufgabe 11-6.5).

Bei vielen der angefiihrten Beispiele wird das Prinzip verwendet, mit Hilfe von
Regelungen mechanische Systeme konstruktiv zu vereinfachen bzw. deren dynami-
sches Verhalten relativ frei zu gestalten. So beruht die aktive Federung von Fahrzeu-
gen auf einer Regelung, die die Position bzw. Beschleunigung des Fahrzeugaufbaus
misst und tiber Hydraulikventile das Verhalten der Federbeine beeinflusst. Dies ver-
bessert nicht nur das dynamische Verhalten des Fahrzeugs, sondern ermoglicht es
auch, dass die Dampfung der Federung der aktuellen Situation angepasst wird, also
beispielsweise fiir die Fahrt auf der Autobahn hirter und fiir die Fahrt im Gelidnde
weicher eingestellt wird. Ohne Regelung liee sich eine derartige Anpassung nur
durch konstruktive Verdnderungen des Fahrzeugs realisieren.
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2.6 Mechatronik

Als Mechatronik wird ein aktuelles Gebiet bezeichnet, in dem durch Verkniipfung
von Methoden des Maschinenbaus, der Regelungstechnik und der Informatik neue
Funktionsprinzipien und Verhaltensformen fiir mechanische Systeme realisiert wer-
den. Auf der Grundlage regelungstechnischer Methoden und realisiert mit Rechner-
architekturen und Programmiermethoden der Echtzeitdatenverarbeitung wird das dy-
namische Verhalten mechanischer Systeme Forderungen angepasst, die allein durch
konstruktive MaBlnahmen nicht erfiillbar wiren. Wichtige Schnittstellen zwischen
dem zu steuernden mechanischen System und der Regelung bilden Sensoren und
Aktoren, iiber die der aus dem mechanischen System und einem Rechner bestehen-
de Regelkreis geschlossen wird. Die Integration der drei genannten Fachdiszipli-
nen wird besonders offensichtlich, wenn mechanische und informationsverarbeiten-
de Elemente auf einem gemeinsamen Chip vereinigt werden, wie es beispielsweise
beim Airbag-Sensor geschieht (Aufg. A4.5).

2.7 Flugregelung

Die Steuerung von Flugzeugen und Raumflugkorpern ist ein umfangreiches Gebiet,
in dem die Regelungstechnik eine grofle Rolle spielt. Das soll hier beispielhaft an
der Regelung von Flugzeugen erldutert werden. Ziel dieser Regelungen ist die Ein-
haltung vorgegebener Flugbahnen und die Kompensation der auf das Flugzeug wir-
kenden atmosphirischen Storungen.

Die Regelung hat den bereits mehrfach erwihnten hierarchischen Aufbau, durch
den unterschiedliche Regelungsaufgaben zwar weitgehend voneinander entkoppelt,
aber dennoch unter Beachtung ihrer Interaktion gelost werden. Auf der untersten
Ebene besteht die Aufgabe in der Stabilisierung des Flugzeugs im Raum. Roll-
und Nickwinkel sollen auf Sollwerten gehalten werden. Dies erfolgt manuell durch
den Piloten, der einen ,kiinstlichen Horizont* auf der Instrumententafel sieht und
das Flugzeug danach ausrichtet. Automatisch kann diese Aufgabe gelost werden,
wenn die Winkelgeschwindigkeiten in beiden Richtungen durch Kreisel gemessen
und durch Regler auf die Ruder zuriickgefiihrt werden. Als Beispiel wird spiter die
Stabilisierung der Rollbewegung behandelt (Aufgaben 6.27, 11.6 und A4.2). Diese
Regelungen nutzen die Ruder als Stellglieder, die ihrerseits wiederum durch Rege-
lungen in die vorgegebene Position gebracht werden. Als Beispiel hierfiir wird in
Aufgabe 10.9 die Regelung eines hydraulischen Ruderstellventils betrachtet.

Der Vorteil der automatischen Flugregelung liegt nicht nur in der Entlastung des
Piloten von Routineaufgaben. Eine Regelung kann auch schneller reagieren als ein
Pilot. Dies trifft insbesondere auf aulergewohnliche Situationen zu. Fillt beispiels-
weise ein Triebwerk aus, so erzeugen die verbleibenden Triebwerke eine Gierbe-
schleunigung (,,Drehbeschleunigung® beziiglich der Hochachse), die mit Hilfe des
Seitenruders ausgeglichen werden muss. Piloten reagieren typischerweise erst 2 Se-
kunden nach einem plotzlichen Triebwerksausfall und versuchen, ihre verspitete Re-
aktion durch einen starken Ruderausschlag zu kompensieren. Das Ruder muss so
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konstruiert sein, dass es die dabei entstehenden hohen Krifte iibertragen kann. Eine
automatische Regelung, die schneller reagiert, kommt mit kleineren Ruderausschla-
gen aus, so dass die Ruder ,leichter* dimensioniert werden konnen. Der Einsatz
einer automatischen Regelung hat also nicht nur eine Verbesserung des Verhaltens
des Flugzeugs zur Folge, sondern erhoht die Sicherheit und ermoglicht auch eine
leichtere Bauweise des Flugzeugs.

Auf der zweiten Steuerungsebene befinden sich Regelungen zur Kurs- und Ge-
schwindigkeitshaltung. Diese Regelungen verwenden dieselben Aktoren, arbeiten
jedoch in einem viel langsameren ZeitmalBstab.

Die dritte Regelungsebene betrifft die Bahnhaltung. Regelgrofien sind die Flug-
hohe und -richtung. StellgroBe ist der Triebwerksschub. Funknavigation wird zur
Ortung eingesetzt.

Die Regelungen der zweiten und dritten Ebene fithren dazu, dass der Pilot bei
modernen Maschinen nur noch Sollwerte fiir Richtung, Hohe und Geschwindigkeit
vorgibt. Durch diese Regelungen braucht sich der Pilot nicht mehr mit den in kurzen
Zeitabstinden notwendigen Steuerhandlungen zu befassen. Seine Aufgabe besteht
jetzt in der Uberwachung des Fluges.

Bei diesen Regelungen wird das Flugzeug als Regelstrecke betrachtet. Regelgro-
Ben sind die Koordinaten und Bewegungsrichtungen des Flugzeugs im Raum, wobei
fiir die unterste Regelungsebene die Ausrichtung des Flugzeuges im Raum und fiir
die beiden hoheren Ebenen das Flugzeug als Bewegung eines Punktes im Raum von
Bedeutung ist. StellgroBen sind die Winkel der Quer-, Seiten- und Hohenruder, der
Fliigelklappen sowie der Schub.

Diesen Regelungen des einzelnen Flugzeugs ist die Flugsicherung tibergeordnet,
die die Bahnen der Flugzeuge untereinander koordiniert und Vorgaben fiir den Weg
der Flugzeuge macht. Im Gegensatz zur Regelung umfasst die Flugsicherung vor
allem Planungsaufgaben, die in der Zuweisung von bestimmten Korridoren und in
Zeitvorgaben fiir die einzelnen Flugzeuge resultieren.

Hohe Sicherheitsanforderungen waren der Grund dafiir, dass selbsttitige Rege-
lungen, bei denen sich der Pilot nicht mehr direkt im Regelkreis befindet, sehr z6-
gernd und stets mit Hilfe redundanter Mess- und Stellsysteme eingefiihrt wurden.
Besondere Vorbehalte gab es aus sicherheitstechnischen Griinden bei der Einfiih-
rung des fly-by-wire, also von Regelungen, die elektronisch realisiert sind und in
der zivilen Luftfahrt erst seit Einsatz des ,,Airbus* angewendet werden. Traditionell
wurden Regelkreise durch hydraulische oder mechanische Komponenten ausgefiihrt.

2.8 Der Mensch als Regler

Bei vielen Problemen des tiglichen Lebens muss der Mensch Geriéte oder Maschi-
nen steuern. Dabei beobachtet er das Resultat seiner Handlungen, vergleicht dieses
mit dem gewiinschten Ergebnis und veridndert gegebenenfalls seine Handlung. Der
Mensch steht also als Regler direkt im Regelkreis.
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Eine grof3e Zahl von Beispielen aus dem tiglichen Leben zeigt, dass die Losung
von Regelungsaufgaben tatsichlich ,.alltidglich ist. Die Positionierung eines Cur-
sors mit Hilfe der Maus ist genauso ein Regelungsvorgang wie Fahrrad fahren (vgl.
Aufgabe 10.11).

Andererseits verlangen viele technologische Prozesse, dass der Mensch als Reg-
ler wirkt und den Prozess in einer vorgegebenen Weise steuert. Der Mensch muss
dabei jedoch nicht wie in den Beispielen, die in den folgenden Kapiteln behan-
delt werden, kontinuierlich auf den Prozess einwirken. Seine Aufgaben liegen auf
dem Gebiet der Prozessiiberwachung und der operativen Steuerung, also auf den in
Abb. 1.1 gezeigten hoheren Steuerungsebenen. Die Uberwachung und der Eingriff in
den Prozess erfolgt nur in bestimmten, hiufig unregelmifBigen Zeitabstinden, wih-
rend im Folgenden von einer kontinuierlich wirkenden Regelung ausgegangen wird.
Trotz dieser Unterschiede sind auch die den Mensch einschlieBenden Regelkreise
riickgekoppelte Systeme mit den diesen Systemen eigenen Stabilitdtsproblemen.

Aufgabe 2.2  Steuerung eines Abfiillautomaten

Ein Abfiillautomat hat die Aufgabe, Behilter mit einer Fliissigkeit zu fiillen, ohne dass die
Behilter tiberlaufen.

1. Diese Aufgabe wird heute meist durch eine Steuerung (in der offenen Wirkungskette)
gelost. Zeichnen Sie die dazugehorige Steuerkette entsprechend Abb. 1.5. Inwiefern
muss bei der Festlegung der Steuerung ein Modell der zu fiillenden Behilter verwendet
werden? Uberlegen Sie, was passiert, wenn die Steuerstrecke verindert wird, indem
andersartige Behilter zum Fiillen bereitgestellt werden. Was sind denkbare Storungen,
auf die die Steuerung nicht reagieren kann?

2. Ergéinzen Sie den Abfiillautomat so, dass der Fiillvorgang durch eine Regelung be-
einflusst wird. Was passiert im Regelkreis, wenn Behilter ausgetauscht werden oder
Storungen wirken? O

Aufgabe 2.3  Der Chauffeur als Regler

Jeder Autofahrer ist ein Regler. Zeichnen Sie das Strukturbild dieser Regelung und erldutern
Sie, welche Fiithrungs- und Storgrofen auftreten sowie was ,,messen®, ,,vergleichen®, und
»stellen® in diesem Regelkreis bedeuten. O

Aufgabe2.4*  Lautstirkeregler

Warum ist der ,.Lautstirkeregler* Ihres Radios oder der HiFi-Anlage kein Regler in dem
hier verwendeten Sinn? Welchem regelungstechnischen Begriff entspricht diese umgangs-
sprachlichen Bezeichnung? O
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2.9 Biologische Regelkreise

In der Biologie besteht die Aufgabe von Regelungen darin, die inneren Bedingun-
gen in Organismen konstant zu halten. Hoher entwickelte Lebewesen sind existenzi-
ell davon abhiingig, dass sie eine gleichbleibende Korpertemperatur haben, in ihren
Zellen ein konstanter pH-Wert vorliegt und der Blutdruck und der Blutzuckerspiegel
nach einer korperlichen Belastung auf Normalwerte zurtickgehen. Das Konstanthal-
ten der inneren Lebensbedingungen wird bei Lebewesen Homdostase genannt.

Die Analogien zwischen technischen und biologischen Regelungen betreffen so-
wohl den strukturellen Aufbau von Regelkreisen als auch die dynamischen Phi-
nomene, die sich in diesen Regelkreisen abspielen. Beispielsweise kann die Kor-
pertemperaturregelung des Menschen mit Hilfe des in Abb. 1.2 auf S. 4 gezeigten
Blockschaltbildes erklidrt werden. Die Regelgrofie y ist die Korpertemperatur, ge-
nauer gesagt die Bluttemperatur im Zwischenhirn, die durch temperaturempfindliche
Nervenzellen ,,gemessen wird. Die Stellgrole u erzeugt Anreize, die die Wirme-
abgabe des Korpers iiber die Haut an die Umgebung oder die Wirmebildung in den
Muskeln stimulieren. Der Versuch des Korpers, seine Temperatur durch zitternde
Muskeln zu erhdhen, ist oft im Freibad zu beobachten. Dieser Regelkreis bewirkt
eine Kompensation von Storungen auf die Korpertemperatur, die einerseits in ei-
ner zu hohen oder zu niedrigen Umgebungstemperatur oder andererseits in aktiver
korperlicher Bewegung bestehen. Interessanterweise ist der Regelkreis durch eine
StorgroBenaufschaltung (vgl. Abschn. 13.1.1) erweitert, denn die Thermorezeptoren
auf der Haut erkennen eine zu hohe bzw. zu niedrige Umgebungstemperatur, so dass
der Korper auf verinderte Umgebungsbedingungen reagieren kann, bevor sich diese
Storung auf die Korpertemperatur auswirkt.

Ahnliche Regelkreise arbeiten, um den Blutdruck und den Blutzuckerspiegel
konstant zu halten, um die Lichtstirke auf der Netzhaut mit Hilfe der Pupillen ein-
zugrenzen, um den Kreislauf an den aktuellen Sauerstoffverbrauch anzupassen usw.
Zwar treten im Gegensatz zu technischen Regelungen an die Stelle von Messgliedern
Rezeptoren, an die Stelle des durch einen Computer realisierten Reglers nervose oder
hormonelle Regelungsvorginge und an die Stelle von Stellgliedern biologische Ef-
fektoren, das Grundprinzip ist jedoch in beiden Gebieten dasselbe.

Im Gegensatz zu technischen Regelungen besteht bei biologischen Regelkreisen
das Ziel nicht in der Schaffung geeigneter Regler, sondern in der Analyse bereits be-
stehender Regelkreise, um fehlerhaftes Verhalten diagnostizieren, erkliaren und gege-
benenfalls medizinisch behandeln zu konnen. Obwohl biologische Regelkreise stark
nichtlineare Elemente enthalten, hat das typisch regelungstechnische Vorgehen, den
Regelkreis durch Blockschaltbilder zu beschreiben und die Elemente einzeln und in
ihrem Zusammenspiel zu analysieren, ermoglicht, dass eine Reihe dieser Regelun-
gen auch parametrisch beschrieben werden konnen. Diese Kenntnisse werden z. B.
in der Medizintechnik genutzt, um bestimmte, durch eine Erkrankung aufer Kraft
gesetzte physiologische Regelungen durch technische Regelungen zu ersetzen (z. B.
Herzschrittmacher) bzw. um technische Systeme an die physiologischen Systeme
anzupassen (z. B. Beatmungsgeriite).
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2.10 Gemeinsamkeiten von Regelungen in unterschiedlichen
Anwendungsgebieten

Die aufgefiihrten Beispiele haben Gemeinsamkeiten von Regelungsaufgaben aus un-
terschiedlichen Anwendungsgebieten gezeigt und Probleme bei der Realisierung of-
fensichtlich werden lassen.

Gemeinsam ist allen Aufgaben, dass die behandelten Steuerungsprobleme durch
einen Regelkreis gelost werden, wobei Regel- und Stellgroen von Fall zu Fall phy-
sikalisch vollig unterschiedliche Groen darstellen, in jedem Fall aber Signalen ent-
sprechen, die das Verhalten des Systems beschreiben bzw. durch die das Verhalten
des Systems beeinflusst werden kann.

Die Regelstrecke ist ein dynamisches System mit u. U. sehr kompliziertem dy-
namischen Verhalten. Um die Regelungsaufgabe 16sen zu konnen, muss deshalb be-
kannt sein, welche Wirkungen die Einganggrofe auf das zeitliche Verhalten der Re-
gelstrecke hat. Die mathematische Beschreibung linearer dynamischer Systeme und
die Berechnung des Systemverhaltens sind deshalb Gegenstand der Kap. 3 — 6.

Regelungen sind notwendig, um

Storungen auszugleichen,
die RegelgroBe dem zeitlichen Verlauf der Fiihrungsgrofle anzupassen,
die Dynamik der Regelstrecke zu veridndern, insbesondere instabile Systeme zu
stabilisieren,

e die Steuerungsaufgaben trotz veridnderter Eigenschaft der Regelstrecke zu erfiil-
len.

Wie die in diesem Kapitel behandelten Beispiele gezeigt haben, wird die Regelung
bei vielen System nicht nur gebraucht, um das Verhalten des Systems zu verbessern,
sondern um den bestimmungsgemifen Betrieb der Anlage tiberhaupt zu ermogli-
chen.

Voraussetzung fiir die Realisierung einer Regelung ist, dass die RegelgroBe ge-
messen, die Regelstrecke iiber Stellgrofen in ihrem Verhalten beeinflusst und der
Sollwert exakt vorgegeben werden kann und dass alle diese Daten schnell genug
zum und vom Regler iibertragen werden konnen. Fiir viele technische Systeme ist
die letzte Forderung sehr einfach erfiillbar, die erste aber mit Problemen behaftet,
weil beispielsweise pH-Wert-Sensoren einen hohen Wartungsaufwand erfordern und
deshalb die Giite von pH-Wert-Regelungen entscheidend von den Sensoren abhin-
gig ist. Ein anderes Beispiel, das Probleme bei der Messung der Regelgrofle ver-
deutlicht, sind sensorgefiihrte Roboter. Roboter, bei denen der Greifer iiber keine
Sensorik verfiigt, konnen nur in der offenen Wirkungskette gesteuert werden. Damit
kann die fiir Montageaufgaben erforderliche Genauigkeit bei der Positionierung nur
bedingt erreicht werden, weil die Steuerung nicht auf Anderungen in der Arbeits-
weise des Roboters reagieren kann, die sich beispielsweise durch unterschiedliche
Last im Greifer ergeben. Nur wenn Sensoren vorhanden sind, kann die Kraft, die ein
Werkzeug auf ein Werkstiick ausiibt, oder die Position des Greifers exakt durch eine
Regelung eingestellt werden.
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Dass auch die Sollwertvorgabe Schwierigkeiten bereiten kann, wird beim Kran
auf einer Baustelle deutlich. Die Aufgabe, den Lasthaken an eine vorgegebene Posi-
tion zu bewegen, konnte ohne weiteres automatisiert werden, wenn man dafiir nicht
die aktuelle Position messen und die gewiinschte Position exakt vorgeben miisste.
Die quantitativ exakte Vorgabe des Sollwertes wiirde es notwendig machen, ein Ko-
ordinatensystem fiir die Baustelle einzufiihren und die Sollpositionen bezogen auf
dieses Koordinatensystem dem Regler mitzuteilen. Diese Schwierigkeiten fithren da-
zu, dass das Kranfahren noch nicht automatisiert ist und nach wie vor durch einen
Kranfahrer, der einen menschlichen Regler darstellt, ausgefiihrt wird. Die Steuerung
erfolgt zwar nicht automatisch, aber auch der Mensch nutzt das Riickfiihrprinzip, um
die ihm gestellte Steuerungsaufgabe zu 16sen.

Probleme beziiglich der Schnelligkeit der Mess- und Stellwertiibertragung treten
bei geografisch weit verteilten Systemen, wie beispielsweise bei Elektroenergiever-
bundsystemen, auf. Da es nicht moglich ist, alle Daten in der fiir die Regelung elek-
troenergetischer Vorginge notwendigen Geschwindigkeit und mit der erforderlichen
Sicherheit zu iibertragen, werden mehrere Einzelregler (dezentrale Regler) verwen-
det, die gemeinsam die gestellte Regelungsaufgabe erfiillen.

Systemtheoretische Betrachtungen zum Messen und Stellen. Die soeben ange-
sprochenen Probleme betrafen die technische Realisierung des Messens und Stel-
lens, wobei nur die konkrete Ausfiihrbarkeit dieser Vorgénge und nicht die tech-
nische Realisierung im Detail angesprochen wurde. Um diese Vorginge technisch
realisieren zu konnen, ist es notwendig, auch die auf den Signalwegen notwendigen
Wandlungen der physikalischen Messsignale in analoge und digitale Grofen, Rand-
bedingungen fiir eine moglichst fehlerfreie Ubertragung usw. zu beriicksichtigen.

Im Folgenden wird vereinfachend angenommen, dass sich diese technischen Pro-
bleme l6sen lassen und zwar so schnell und fehlerfrei, dass die in Wirklichkeit nur
zu bestimmten Abtastzeitpunkten auftretenden binir kodierten Signale wie kontinu-
ierliche, exakte Signale behandelt werden konnen. Auch der Regleralgorithmus, der
u. U. umfangreiche numerische Operationen erfordert, soll so schnell ablaufen, dass
seine Abarbeitung keine nennenswerte Verzogerungen hervorruft.

Obwohl die genannten technischen Probleme hier auBler Acht gelassen werden,
sollen die mit der Messung und dem Stellen verbundenen dynamischen Wirkungen
in die Betrachtungen einbezogen werden. So kann beispielsweise nicht davon aus-
gegangen werden, dass auf dem Weg vom Sensor zum Regler Signale beliebig hoher
Frequenz verzogerungsfrei tibertragen werden. Um dieser Tatsache gerecht zu wer-
den, kann die Messdynamik beispielsweise durch eine Differenzialgleichung erster
Ordnung dargestellt werden. Ahnliches gilt fiir den Signalweg vom Regler zum Stell-
glied bzw. fiir das Stellglied selbst. Steht als Stellglied beispielsweise ein durch einen
Motor betitigtes Ventil zur Verfiigung, so hat das Stellglied ein integrales Verhalten,
denn seine Offnung ist proportional dem Integral des Stellsignals . Dies kann eben-
falls durch eine Differenzialgleichung erster Ordnung erfasst werden.

Im Folgenden wird stets von linearen Systemen ausgegangen, obwohl viele Re-
gelstrecken nichtlineares Verhalten besitzen. Insbesondere sind viele Stellglieder und
Sensoren nichtlinear. Dennoch kénnen die meisten Regelungsaufgaben mit Hilfe li-



36 2 Beispiele fiir technische und nichttechnische Regelungsaufgaben

nearer Modelle der Regelstrecke gelost werden. Der Grund dafiir liegt in der Tatsa-
che, dass sich diese Regelungen damit befassen, ein System in der Nihe eines vorge-
gebenen Arbeitspunktes zu halten, so dass nur Abweichungen um den Arbeitspunkt
von Interesse sind. In der Nihe des Arbeitspunktes kann das Verhalten vieler Regel-
strecken niherungsweise durch ein lineares Modell beschrieben werden. Auflerdem
konnen Nichtlinearititen von Stell- und Messgliedern hiufig dadurch kompensiert
werden, dass die ,,inverse* Nichtlinearitit diesen Gliedern vor- bzw. nachgeschal-
tet wird, so dass die Reihenschaltung aus Kompensation und Stell- bzw. Messglied
ndherungsweise linear ist.

Aufgabe 2.5  Praktische Regelungsaufgaben

Uberlegen Sie sich, warum die folgenden technischen Probleme nur mit Hilfe von Regelun-
gen gelost werden kdnnen:

e Die Temperatur der Kiihlfliissigkeit im Motor eines Kraftfahrzeugs soll konstant sein.
e Ein Raumflugkorper soll mit einer Radarantenne verfolgt werden.

e Die Papiergeschwindigkeit in einer Druckmaschine soll konstant sein.

e Temperatur, Druck und Luftfeuchtigkeit in einer Flugzeugkabine sollen konstant sein.
Inwiefern ist die Losung dieser Regelungsaufgaben fiir die Realisierbarkeit technologischer
Wirkprinzipien notwendig? Welche Ahnlichkeiten weisen die genannten Regelungsaufga-
ben trotz der unterschiedlichen Anwendungsgebiete auf? O

Aufgabe 2.6 Heizungspumpenregelung

In einer Anzeige mit der Uberschrift ,,Stromersparnis durch Heizungspumpenregelung*
heift es: ,,Der Thermodrive-Heizungsregler ist ein elektronisches Vorschaltgerit, dass die
Temperaturen des Vor- und Riicklaufes einer Heizung misst und die Leistungsaufnahme
der Pumpe regelt. Ziel ist es, die Wiarme moglichst energiesparend zu transportieren. Da-
zu wird die Temperaturdifferenz zwischen Vor- und Riicklauf konstant gehalten und der
Massenstrom durch Anderung der Pumpenleistung variiert.*

Beschreiben Sie den Aufbau des Regelkreises, die Wirkungsweise der Regelung und
begriinden Sie, warum diese Regelung zur Energieeinsparung beitragen kann. O

Aufgabe 2.7 Thermostat im Backofen

Moderne Backdofen besitzen einen Thermostat, der die Temperatur im Backraum auf einem
vorgegebenen Sollwert hilt.

1. Warum ist eine solche Regelung notwendig?

2. Diskutieren Sie die Tatigkeit des Bickers an Backofen mit bzw. ohne Thermostat und
erldutern Sie, inwiefern der Thermostat die Benutzung des Backofens vereinfacht. O
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Literaturhinweise

Fiir jedes der angegebenen Anwendungsgebiete gibt es Spezialliteratur, in der die typischen
Regelungsprobleme und die bewihrten Regelungsverfahren im Detail beschrieben sind. Emp-
fohlen werden konnen u. a. [69] fiir die Prozessregelung, [76] fiir die Regelung von Elek-
troenergiesystemen, [35] und [39] fiir die Regelung von Fahrzeugen, [7], [54] und [72] fiir
Flugregelungen und [34] und [70] fiir biologische Regelkreise. Als Literatur zu Stellgeriten
wird auf [13] und [57] verwiesen.



Strukturelle Beschreibung dynamischer
Systeme

Nach einer kurzen Ubersicht iiber Ziele und Methodik der Modellbildung
wird das Blockschaltbild dynamischer Systeme eingefiihrt und an Beispie-
len erldutert. Dann wird auf den Signalflussgrafen als alternative Beschrei-
bungsform eingegangen.

3.1 Ziele und wichtige Schritte der Modellbildung

In der Regelungstechnik wird mit Modellen gearbeitet, die das Verhalten dynami-
scher Systeme durch Signale und Signalumformungen beschreiben. Ein dynami-
sches System wird als Funktionseinheit zur Verarbeitung und Ubertragung von Sig-
nalen definiert, wobei unter Signalen zeitverinderliche Gréen verstanden werden.
Die Modelle haben deshalb typischerweise die Form von (linearen) Differenzialglei-
chungen, in denen die Signale und deren zeitliche Ableitungen sowie Koeffizienten
vorkommen, die von den physikalischen Parametern des betrachteten Systems ab-
hiangen.

Um fiir eine gegebene Anlage zu dem gesuchten Modell zu gelangen, muss vom
physikalischen Charakter der dynamischen Vorginge abstrahiert werden. Ziel dieser
Abstraktion ist es, alle zeitlichen Vorgénge durch Zeitfunktionen (Signale) zu be-
schreiben und alle Beziehungen zwischen diesen Vorgingen als funktionale Abhin-
gigkeiten zwischen den Zeitfunktionen zu interpretieren. Es ist dabei vollkommen
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gleichgiiltig, ob die zeitlich verdnderlichen GroBen Energie-, Massen- oder Kapital-
strome darstellen. Wichtig ist, welche sich zeitlich dndernden Beschreibungsgrofen
dieser Phinomene das dynamische Verhalten des betrachteten Systems wiederge-
ben. Von unterschiedlichen physikalischen Fliissen wird also der Informationsfluss
abstrahiert. Dabei wird sich zeigen, dass Systeme mit verschiedenartigen Wirkprin-
zipien in Bezug auf die Signaliibertragung gleiche oder dhnliche Eigenschaften auf-
weisen konnen.

Die Modellbildung vollzieht sich typischerweise in folgenden Schritten:

1. Beschreibung des Modellierungszieles. Das Modellierungsziel wird durch die
zu losende Regelungsaufgabe bestimmt. Das Modell soll nur diejenigen Verhal-
tensformen der Regelstrecke wiedergeben, die fiir die betrachtete Aufgabe wich-
tig sind. Aus der konkreten Regelungsaufgabe wird ersichtlich, auf welchen Teil
der Anlage sich die Regelungsaufgabe bezieht und welche Groflen das Verhalten
der Regelstrecke mafigebend beeinflussen bzw. beschreiben. Es ist ferner fest-
zulegen, mit welcher Genauigkeit die Regelstrecke zu modellieren ist, ob also
beispielsweise Nichtlinearititen zu beriicksichtigen sind oder mit linearisierten
Beschreibungen gearbeitet werden kann. Aus der Abgrenzung der Regelstrecke
gegeniiber ihrer Umgebung erkennt man, welche Einflussgroffen von der Um-
gebung auf das System einwirken (Eingangsgroflen) bzw. welche Groflen die
Reaktion des Systems auf die Umgebung kennzeichnen (Ausgangsgrofien).

2. Auswahl der Modellannahmen. In Abhingigkeit von den Modellierungszie-
len wird festgelegt, welche Phianomene, Teilsysteme, Wechselwirkungen mit der
Umgebung usw. im Modell beriicksichtigt werden miissen. Andererseits wird
festgelegt, was das Modell nicht enthalten muss, welche Einschrinkungen fiir
den Giiltigkeitsbereich akzeptabel sind und welche Klassen von Eingangsgrofen
und Anfangsbedingungen betrachtet werden sollen. Diese Festlegungen bilden
die Modellannahmen, auf die sich die weiteren Modellierungsschritte beziehen.

3. Verbale Beschreibung der Regelstrecke. Das Modell entsteht hiufig zunéchst
in Form einer umgangssprachlichen Beschreibung des Systems und seiner Ele-
mente, Funktionen und strukturellen Verkniipfungen. Dieses ,,Wortmodell*“ kann
von allen an der Modellbildung Beteiligten (und nicht nur vom Regelungstech-
niker) verstanden und iiberpriift werden.

4. Aufstellung des Blockschaltbildes. Im néchsten Schritt der Modellbildung wer-
den aus dem Wortmodell die wichtigsten Elemente des Systems und deren Ver-
kniipfungen herausgearbeitet. Die Zerlegung des Systems in seine Elemente ist
ein wichtiger Schritt, weil die Elemente in den weiteren Modellierungsschritten
hiufig unabhingig voneinander behandelt werden kénnen, was die Komplexitit
der Modellbildung (und spiter auch die der Analyse und Regelung) wesentlich
verringert. Die Verkniipfung der Elemente iiber Signale beschreibt die innere
Struktur des Systems. Fiir die Aufstellung des Blockschaltbildes ist noch keine
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Kenntnis der quantitativen Zusammenhinge notwendig, die durch die einzelnen
Elemente dargestellt werden.

5. Aufstellung der Modellgleichungen. Fiir jedes einzelne Element muss man nun
feststellen, auf welche Weise die Eingangsgrofien des Elements in die Ausgangs-
grofien umgewandelt werden. Dabei stellt man die Gleichungen fiir die einzel-
nen Systemelemente auf. Spiter werden diese Gleichungen unter Beachtung der
Systemstruktur zu einem Modell des Gesamtsystems verkniipft. Die gesuchten
quantitativen Beziehungen konnen entweder durch theoretische Modellbildung
aus den in den Elementen wirkenden physikalischen GesetzméBigkeiten abgelei-
tet oder, sofern das betrachtete Element experimentell untersucht werden kann,
aus Messdaten bestimmt werden. Der zweite Weg wird als experimentelle Mo-
dellbildung oder Identifikation bezeichnet. Einen Eindruck von diesem Modell-
bildungsweg gibt Abschn. 5.8. Das Ergebnis ist bei beiden Formen der Modell-
bildung ein quantitatives Modell des betrachteten Systems.

6. Modellvalidierung. Die Uberpriifung des Modells erfolgt im Idealfall durch
einen Vergleich des mit dem Modell berechneten und des experimentell ermit-
telten Systemverhaltens. Wenn keine ausreichenden Experimentdaten vorliegen,
kann die Modellgenauigkeit durch Analyse von Teilmodellen, Uberpriifung sta-
tiondrer Vorgédnge oder qualitative Betrachtungen bewertet werden.

Im Folgenden wird das Blockschaltbild dynamischer Systeme eingefiihrt. Es ent-
steht in einer frithen Phase der Modellierung, bevor zur quantitativen Beschreibung
ibergegangen wird. Das Blockschaltbild ist ein wichtiges Handwerkszeug des Rege-
lungstechnikers, das nicht nur als Zwischenschritt der Modellbildung, sondern auch
bei der Systemanalyse und beim Reglerentwurf eingesetzt wird. Dieses Buch enthilt
deshalb viele Blockschaltbilder.

3.2 Blockschaltbild

Das in diesem Abschnitt eingefiihrte Blockschaltbild beschreibt die Struktur des be-
trachteten dynamischen Systems. Obwohl der Begriff ,,Struktur* in sehr unterschied-
licher Weise verwendet wird, bezeichnet er in jedem Falle Eigenschaften, die von
bestimmten Parametern weitgehend unabhzngig und deshalb typisch fiir eine gan-
ze Klasse von Systemen sind. Durch das im Folgenden eingefiihrte Blockschaltbild
wird beschrieben, aus welchen Teilsystemen sich ein gegebenes System zusammen-
setzt und durch welche Signale die Teilsysteme verkoppelt sind. Dieses Bild ist weit-
gehend unabhingig von den Systemparametern. In dhnlicher Form wird der Struk-
turbegriff im Kap. II-3 verwendet, wo aus den Matrizen des Zustandsraummodells
Strukturmatrizen abgeleitet werden, die nur noch aussagen, welche Elemente von
null verschieden sind und folglich Signalkopplungen kennzeichnen.
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Dass zunichst der strukturelle Aufbau eines dynamischen Systems betrachtet
wird, hat zwei Griinde:

e Die Genauigkeit jedes Modells hingt in entscheidender Weise davon ab, ob das
Modell das betrachtete reale System strukturell richtig beschreibt. Man muss des-
halb bei jeder Aufgabe zunichst die Systemstruktur analysieren.

e Strukturelle Darstellungen vermitteln eine Ubersicht iiber die dynamischen Ei-
genschaften des Systems und tragen deshalb entscheidend zum Verstindnis des
Systemverhaltens bei. Sie zeigen, wie die Signale untereinander verkoppelt sind,
wo im System Riickkopplungen auftreten und ob das Gesamtsystem moglicher-
weise in unabhédngige oder schwach gekoppelte Teilsysteme zerlegt werden kann.
Vor jeder quantitativen Analyse sollte man deshalb ein gegebenes System auf der
strukturellen Betrachtungsebene untersuchen.

Strukturelle Modelle konnen hiufig schon aus einer verbalen Beschreibung des Sys-
tems abgeleitet werden, ohne dass die das System beschreibenden Gleichungen und
die Parameterwerte bekannt sind.

Umgebung

Eingangsgrofien Ausgangsgrofien
——» ——=="

— [ Dynamisches System|——— 5
—_— F——

Abb. 3.1: Blockschaltbild eines Systems

Das Blockschaltbild, das auch als Wirkungsschema oder Strukturbild bezeichnet
wird, geht von der im Abschnitt 3.1 dargestellten Betrachtungsweise aus, bei der
das System von seiner Umgebung abgegrenzt wird und bei der die Wechselwirkun-
gen von System und Umgebung durch Signale beschrieben werden. Stellt man das
System durch einen Block dar, so entsteht Abb. 3.1. Die Eingangsgrofien sind die-
jenigen GroBen, durch die die Umwelt auf das System einwirkt und die folglich die
Ursachen fiir alle in dem System ablaufenden Vorginge darstellen. In dem spiter auf-
zustellenden quantitativen Modell stellen sie die unabhingigen Verdnderlichen dar.
Ausgangsgrofien sind diejenigen Groflen, die das Verhalten des Systems beschrei-
ben und durch die das System moglicherweise auf seine Umwelt zuriickwirkt. Im
quantitativen Modell sind sie die abhidngigen Veridnderlichen.



3.2 Blockschaltbild 43

In Abb. 3.1 und bei allen weiteren Abbildungen ist folgendes sehr wichtig:

o Pfeile stellen zeitlich verdnderliche Grofien, also Signale, dar.

e Blocke stellen Verarbeitungseinheiten, also dynamische Systeme, dar.

e Signale haben eine eindeutige Wirkungsrichtung, die durch die Pfeile be-
schrieben wird. Der Pfeilanfang beschreibt, wo das Signal entsteht. Die Pfeil-
spitze weist auf den Block, in dem das Signal als Ursache anderer Vorginge
auftritt.

Blocke sind grundsitzlich riickwirkungsfrei, d. h., die Vorgénge innerhalb eines
Blockes verdndern die Eingangssignale nicht (es sei denn, ein Ausgangssignal wird
zum Eingang desselben Blockes zuriickgefiihrt).

Die Blocke werden auch als Ubertragungsglieder bezeichnet, wobei dieser Be-
griff vor allem dann angewendet wird, wenn die Blocke lediglich eine Eingangsgrofie
und eine AusgangsgroBe besitzen. Sie konnen jedoch auch mehr als ein Eingangssig-
nal und mehr als ein Ausgangssignal besitzen. Vektoriell zusammengefasste Signale
werden héufig durch einen Doppelpfeil = gekennzeichnet.

Im Blockschaltbild wird der Inhalt der Blocke zunichst verbal beschrieben. Im
Laufe der Modellerstellung konnen diese Beschreibungen durch quantitative Model-
le (z. B. Differenzialgleichungen) oder durch Kennfunktionen (z. B. Ubergangsfunk-
tionen) ersetzt werden.

In gleicher Weise, wie es bisher fiir das gesamte System getan wurde, kann der
innere Aufbau des Systems durch Blocke und Pfeile beschrieben werden, wobei alle
Pfeile Signalen und alle Blocke Funktionalbeziehungen zwischen Signalen entspre-
chen. Von dieser Darstellungsform wurde bereits in den Kap. 1 und 2 Gebrauch ge-
macht, um den strukturellen Aufbau von Regelkreisen und Steuerungen zu erldutern.

Spezielle Symbole. Fiir eine Reihe spezieller funktionaler Abhéngigkeiten, die auch
durch einen Block dargestellt werden konnten, sind einfachere Symbole eingefiihrt
worden (Abb. 3.2). Eine Signalverzweigung wird durch einen Punkt dargestellt. Die
beiden Pfeilenden stellen dasselbe Signal dar (und nicht etwa Teilstrome eines von
links zum Knoten flieBenden Stromes!). Bei der Summationsstelle kann mit Hilfe ei-
nes Minuszeichens, das rechts von der Pfeilspitze steht, eine Subtraktion dargestellt
werden. Nichtlineare Ubertragungsglieder werden besonders gekennzeichnet, weil
von allen anderen Blocken in der Regelungstechnik hiufig die Linearitit vorausge-
setzt wird.

Beispiel 3.1 Strukturelle Modellierung von Drehrohrofen und Klinkerkiihler

Bei der Zementherstellung wird ein Gemisch aus Kalkstein, Mergel, Ton und Sand in ei-
nem Drehrohrofen bei etwa 1600°C gebrannt und der dabei entstehende Klinker wird in
einem Kiihler abgekiihlt. Abbildung 3.3 veranschaulicht die Wechselwirkungen, die da-
bei zwischen dem Ofen und dem Kiihler auftreten und das dynamische Verhalten dieses
Prozesses maBgebend bestimmen. In dem dargestellten rechten Ende des Ofens findet der
Brennprozess statt. Der gebrannte Klinker fillt mit einer Temperatur um 1350°C aus dem
sich drehenden Ofen auf einen Rost im Kiihler, durch den von unten Luft geblasen wird.
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_— —> Ubertragungsglied (allgemein)
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Abb. 3.2: Spezielle Symbole in Blockschaltbildern

Der Rost bewegt sich und transportiert den sich abkiihlenden Klinker nach rechts. Die beim
Abkiihlen des Klinkers erhitzte Luft wird nach dem Gegenstromprinzip als Sekundérluft
mit einer Temperatur von 950°C dem Brennraum zugefiihrt, wodurch die riickgewonnene
Wirme beim Brennen wiederverwendet werden kann.

| Kithler
Drehrohrofen

7777777777777

Oo Sekundﬁ.rluft

< Klinker

x Kiihlluft [

Abb. 3.3: Drehrohrofen und Klinkerkiihler

Um eine gute Zementqualitit zu erreichen, muss der Brandprozess moglichst gleichmai-
Big ablaufen. Wesentliche Storungen resultieren aus zeitlich wechselnden Eigenschaften
der Ausgangsstoffe und des Brennstoffs. Um das Verhalten der Regelstrecke verstehen zu
konnen, soll ein Blockschaltbild fiir die dynamischen Wechselwirkungen von Ofen und
Kiihler aufgestellt werden.

In einem sehr einfachen Blockschaltbild erscheinen Ofen und Kiihler jeweils als ein
Block. Der Ofen beeinflusst das Verhalten des Kiihlers durch den mit hoher Temperatur auf
den Rost fallenden Klinker, dessen wichtigste sich zeitlich verdndernden Grofen die pro
Zeiteinheit herabfallende Masse und die Temperatur sind. Beides wird durch die Ofendreh-
zahl und die pro Zeiteinheit zugefiihrte Brennstoffmenge beeinflusst. Als weitere wichtige
Grofe beeinflusst die pro Zeiteinheit vom Kiihler in den Ofen zuriickgefiihrte Warmemenge
den Brandprozess. Da mit einem niherungsweise konstanten Luftvolumenstrom gearbeitet
wird, ist die Sekundérlufttemperatur das diese Riickkopplung beschreibende Signal. Weite-
re Einflussgrofen wie der Massenstrom der Ausgangsstoffe werden bei diesen Betrachtun-
gen als konstant angesehen und erscheinen deshalb nicht als Signale im Blockschaltbild,
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Abb. 3.4: Blockschaltbild zur Beschreibung der dynamischen
Wechselwirkungen von Drehrohrofen und Klinkerkiihler

sondern miissen in einer detaillierten quantitativen Beschreibung spiter als Parameter be-
riicksichtigt werden.

Das Verhalten des Klinkerkiihlers wird auch durch die Rostgeschwindigkeit und die
Liifterdrehzahl beeinflusst, die fiir die Kiihlluftmenge maf3gebend ist. Ausgangsgrofen sind
der Klinkermassenstrom und die Klinkertemperatur am Ende des Kiihlers.

Abbildung 3.4 zeigt das aus diesen Uberlegungen abgeleitete Blockschaltbild. Obwohl
dieses Bild nur eine strukturelle Darstellung der komplexen dynamischen Vorginge ist,
weist es auf wichtige gegenseitige Abhingigkeiten der betrachteten Grofen hin. Typscher-
weise wird durch eine Kiihlerregelung versucht, Schwankungen in der Sekundirlufttem-
peratur abzubauen, wobei die Rostgeschwindigkeit und die Liifterdrehzahl als Stellgroflen
verwendet werden. Das Blockschaltbild zeigt, dass dabei nicht der Kiihler allein als Regel-
strecke wirkt, sondern die dynamischen Eigenschaften der Regelstrecke wesentlich durch
Ofen und Kiihler gemeinsam bestimmt werden. Beide Anlagen befinden sich ndmlich in
einer Riickkopplungsschaltung. Verinderungen im Brandprozess fithren zu Schwankungen
im Klinkermassenstrom und in der Klinkertemperatur, die sich wiederum in Schwankungen
der Sekundirlufttemperatur niederschlagen und weitere Verdnderungen im Brandprozess
hervorrufen. Eine genauere Analyse zeigt, dass dieses riickgekoppelte System zu Schwin-
gen neigt (Aufg. 8.19). Der zu entwerfende Regler muss auf diese Eigenschaft der Regel-
strecke Riicksicht nehmen.

Dieses Beispiel zeigt, dass sich eine regelungstechnische Betrachtung von einer verfah-
renstechnischen grundlegend unterscheiden kann. Drehrohrofen und Klinkerkiihler werden
beim Aufbau eines Zementwerkes hiufig von unterschiedlichen Herstellern geliefert, die
sich jeweils nur um die Funktion des von ihnen aufgestellten Teils der Anlage kiimmern.
Aus regelungstechnischer Sicht konnen viele Einzelheiten der Anlage vernachlédssigt wer-
den bzw. gehen als Parameter in die dynamischen Modelle ein. Im Gegensatz zu den Her-
stellern spielt jedoch das Zusammenspiel beider Anlagen die entscheidende Rolle bei der
Analyse des dynamischen Verhaltens und beim Reglerentwurf. O

Beispiel 3.2  Blockschaltbild der Regelung eines UASB-Reaktors

Abbildung 3.5 zeigt den Aufbau eines UASB-Reaktors (Upflow Anaerobic Sludge Blan-
ket Reactor), in dem Abwasser durch Bioorganismen gereinigt wird. Das Abwasser wird
durch eine Zulaufpumpe in den Zirkulationskreis des Reaktors gefiihrt. Der Zirkulations-
kreis entnimmt Abwasser aus dem oberen Bereich des Reaktors und pumpt es im unteren
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Abb. 3.5: UASB-Reaktor

Bereich wieder in den Reaktor hinein. Dadurch wird eine gute Durchmischung von Abwas-
ser und Biomasse erreicht und die Biomasse iiber die gesamte Hohe des Reaktors verteilt.
Das geklirte Wasser wird am Reaktorkopf abgezogen, wobei ein Sedimenter verhindert,
dass Biomasse auf diesem Weg den Reaktor verlisst. Das Biogas, das im Wesentlichen aus
Methan besteht, wird vor der weiteren Verwendung gereinigt. Durch den Heizmantel wird
der Reaktor auf einer Temperatur von 38°C gehalten.

Abbildung 3.5 zeigt eine fiir verfahrentechnische Betrachtungen typische Darstellung
einer solchen Anlage. Fiir regelungstechnische Untersuchungen kann diese Darstellung we-
sentlich vereinfacht werden, was im Folgenden am Beispiel der pH-Wert-Regelung veran-
schaulicht wird. Die Regelung erscheint in Abb. 3.5 als Riickfiihrung der Messgrofe ,,pH-
Wert* auf die Drehzahl der Zulaufpumpe. Um das Blockschaltbild dieser Regelung auf-
zustellen, kann von vielen Einzelheiten des Anlagenschemas abstrahiert werden. Aufgrund
des Zirkulationskreises kann davon ausgegangen werden, dass der Reaktor homogen durch-
mischt ist und insbesondere der pH-Wert des Reaktorinhaltes iiberall derselbe ist. Folglich
spielt im Weiteren der Zirkulationskreis keine Rolle mehr.

Aufgrund der im Anlagenschema durch einen Kreis mit der Bezeichnung TC eingetra-
genen Temperaturregelung kann davon ausgegangen werden, dass der Reaktor eine kon-
stante Temperatur besitzt, so dass wechselnde Temperaturen des zugefiihrten Abwassers
und der Reaktorumgebung nicht als Storgrof3e betrachtet werden miissen.

RegelgroBe ist der pH-Wert, Stellgrofle die Substratzufuhr, also die ,,Nahrstoffzufuhr*
fiir die Bioorganismen. Die Substratzufuhr wird im Wesentlichen durch die Drehzahl der
Zulaufpumpe bestimmt. Genau genommen, gibt der Regler die Spannung fiir den Motor der
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Abb. 3.6: Blockschaltbild der pH-Wert-Regelung

Zulaufpumpe vor. Wenn man aber die Wirkung einer Spannungsénderung auf eine Drehzah-
linderung und damit auf eine Anderung der Substratzufuhr als verzogerungsfrei betrachten
kann, so unterscheiden sich Substratzufuhr und Spannung nur um einen konstanten Faktor
und man kann mit dem in Abb. 3.6 gezeigten Blockschaltbild arbeiten.

Die Regelgrofie wird durch den Abbauprozess stindig veridndert. Die Regelung soll die-
se ,,Storung* ausgleichen und den pH-Wert dem vorgegebenen Sollwert pHon1 angleichen.
Als weitere Storung wirkt die sich zeitlich verdndernde Zusammensetzung des Abwassers,
Abbildung 3.6 zeigt das aus diesen Uberlegungen entstehende Blockschaltbild.

Der Ubergang von Abb. 3.5 und Abb. 3.6 macht deutlich, wie der Regelungstechniker
aus einem oft sehr komplizierten Anlagenschema ein hiufig recht einfaches Blockschaltbild
konstruiert. Das Blockschaltbild zeigt, welche Teile der Anlage dynamisch modelliert und
beim Reglerentwurf beriicksichtigt werden miissen. Die Analyse der Regelstrecke fiihrt bei
der Bearbeitung der Regelungsaufgabe hiufig zu einem detaillierteren Blockschaltbild, bei
dem die jetzt in einem Block zusammengefassten Ursache-Wirkungs-Beziehungen durch
mehrere verkoppelte Blocke dargestellt werden. Dass dabei das Blockschaltbild wieder
komplizierter wird, ist kein Mangel, sondern Ausdruck des besseren Verstehens der Re-
gelstrecke. Wichtig ist, dass der Regelungstechniker dabei auf der Abstraktionsebene des
Blockschaltbildes bleibt, also alle Einzelheiten der Anlage durch Signale und Signaliiber-
tragungen beschreibt. O

Die folgenden Beispiele wurden aus dem nichttechnischen Bereich ausgewihlt,
um einerseits zu zeigen, dass regelungstechnische Betrachtungsweisen nicht auf
elektrische, verfahrenstechnische oder mechanische Systeme beschrinkt sind. An-
dererseits wird bei diesen Beispielen besonders offensichtlich, dass auch dann ein
Blockschaltbild aufgestellt werden kann, wenn die das System beschreibenden quan-
titativen Zusammenhénge nicht vollstindig bekannt sind.

Beispiel 3.3  Strukturelle Modellierung des Flussgebietes der Werra

Fiir die Vorhersage der Wasserstinde der Werra im Gebiet des Thiiringer Waldes (Abb. 3.7)
ist ein Modell aufzustellen. Das betrachtete System, das in der Abbildung geografisch dar-
gestellt ist, ist durch den Niederschlag in Form von Regen oder Schnee (beschrieben durch
die Schneehohe und Schneedichte) als Eingangsgroen sowie die in der Karte eingetra-
genen Pegelstinde als Ausgangsgrofien charakterisiert. Da die Niederschlige gebietsweise
unterschiedlich sind, muss mit mehreren Eingangsgrofen gearbeitet werden.

Durch einzelne Blocke sind folgende Prozesse zu erfassen: die Schneeschmelze in den
einzelnen Gebieten, der Abfluss des Wassers aus dem Gebirge in die einzelnen Nebenfliisse
der Werra, der Transport des Wassers entlang der einzelnen Fliisse, deren Zusammenfiih-
rung in der Werra und der Transport des Wassers in der Werra (Abb. 3.8).
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Abb. 3.7: Flussgebiet der Werra im Raum Thiiringen

Die Blocke stellen dynamische Elemente dar, die den Transport des Niederschlages er-
heblich verzogern. Die Verzogerungen entstehen durch das Schmelzen des Schnees bzw.
den Transport des Wassers. Die Summationsstellen zeigen, dass sich die Wassermenge der
Nebenfliisse am Zusammenfluss addieren. Das System besteht aus in Reihe bzw. parallel
geschalteten Blocken, die der geografischen Struktur entsprechen. Es gibt keine Riickkopp-
lungen. O

Beispiel 3.4 Modell einer Lagerhaltung

Das Modell soll die Dynamik der mit dem Verkauf, der Lagerhaltung und der Bestellung
verbundenen Prozesse zwischen Kunden, Einzelverkauf und GroBhandel darstellen. Da-
mit kann das Modell z. B. fiir die Untersuchung der Einfliisse von Bestellstrategien und
Lieferzeiten auf die Lagerbestinde eingesetzt werden. Die Tagesbestellung, die von der
Verkaufsstelle an den Hersteller tibermittelt wird, ist die SteuergroBe. Ziel ist es, einen vor-
gegebenen Lagerbestand zu erreichen. Der Verkauf wirkt dabei im regelungstechnischen
Sinn als Storgrofle. Entsprechend dieser Abgrenzung der Regelstrecke ist die Tagesbestel-
lung die Eingangsgrofie und der Lagerbestand die Ausgangsgrofie. Der Bestellvorgang hat
die Funktion eines Reglers.

Das System kann in der in Abb. 3.9 dargestellten Weise strukturiert werden. Der Lager-
bestand wird aus der Differenz zwischen angelieferter und verkaufter Stiickzahl sowie dem
Vortagesbestand gebildet. In Abhéngigkeit vom Lagerdefizit wird die Ware nachbestellt.

Wesentliche dynamische Eigenschaften entstehen dadurch, dass von der Tagesbestel-
lung bis zur Anlieferung der bestellten Ware eine erhebliche Zeit (,,Totzeit™) vergeht. Die
Bestellung darf also keinesfalls so vorgenommen werden, dass jeweils das aktuelle Lager-
defizit als Tagesbestellung verwendet wird. Der Bestellvorgang muss selbst dynamisch sein,
wobei sich der Verkiufer im einfachsten Fall alle bereits abgegebenen, aber noch nicht rea-
lisierten Tagesbestellungen merkt und versucht, nur das dariiber hinausgehende Lagerdefizit
auszugleichen.
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Abb. 3.8: Blockschaltbild zur Beschreibung der Pegelstinde der Werra
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Abb. 3.9: Blockschaltbild fiir das Modell einer Lagerhaltung

Als wichtige Eigenschaft gibt das Blockschaltbild die Riickkopplungsschleife wieder.
Wie spiter noch ausfiihrlich behandelt wird, sind Totzeiten in riickgekoppelten Systemen
kritisch fiir die Stabilitdt des Systems. Dass der Bestellvorgang auf diese Totzeit Riick-
sicht nehmen muss, ist bereits aus dem Blockschaltbild ersichtlich. Im Ubrigen zeigt dieses
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Beispiel, dass wichtige Eigenschaften der Lagerhaltung aus dem Blockschaltbild erkannt
werden konnen, ohne dass fiir die einzelnen Blocke dieses Bildes ein quantitatives Modell
bekannt ist. O

Andere strukturelle Beschreibungen technischer Systeme. In den einzelnen An-
wendungsgebieten der Regelungstechnik sind sehr verschiedene Darstellungsformen
gebriuchlich, wie die Beispiele im Kap. 2 gezeigt haben. So geben technologische
Schemata einen Uberblick iiber den Aufbau einer Anlage. In ihnen sind u. U. auch
die fiir die Losung von Regelungsaufgaben wichtigen Mess- und Stellglieder sowie
die eingesetzten Regler eingetragen. Derartige Diagramme sind bei der praktischen
Anwendung die Vorstufe fiir Baugliedpldne oder Mess-, Steuer- und Regel-Schemata
(MSR-Schemata), in denen alle einzusetzenden Baugruppen einer Regelung aufge-
fiihrt sind.

Diese Darstellungen, die wie das Blockschaltbild die Anlagen strukturelle be-
schreiben, entstehen im Lauf der Projektierung einer Automatisierungseinrichtung,
wobei der Projektant im Einzelnen festlegen muss, mit welchen Messprinzipien die
Informationen gewonnen und mit welchen Geriten die Signale tibertragen, in andere
Signale gewandelt und verarbeitet werden. Um diese Entscheidungen treffen zu kon-
nen, muss vorher jedoch entschieden werden, welche Regelungsstruktur und welche
Regler zur Anwendung kommen. Dies ist die wichtigste Frage, die in den folgenden
Kapiteln behandelt wird. Fiir deren Losung ist die systemtheoretische Betrachtungs-
weise notwendig, bei der alle Elemente einer Anlage als Systeme und alle wichtigen
zeitabhingigen GroBen als Signale interpretiert werden und die im Blockschaltbild
miindet.

Aufgabe 3.1 Erweiterung des Blockschaltbildes der Lagerhaltung

Beantworten Sie folgende Fragen zum Modell der Lagerhaltung aus Beispiel 3.4:
1. Kann der Block ,,Verkauf *“ in Abb. 3.9 durch ein Summationsglied ersetzt werden?

2. Eine einfache Bestellstrategie besagt, dass tiglich soviel Ware nachbestellt werden
muss, wie verkauft wurde. Wie vereinfacht sich bei dieser Bestellstrategie das Block-
schaltbild? Entspricht diese Bestellstrategie einer Steuerung in der offenen Wirkungs-
kette oder einer Regelung im geschlossenen Wirkungskreis?

3. Unter welchen Bedingungen ist die in Abb. 3.9 gezeigte Abhingigkeit der Tagesbestel-
lung vom Lagerdefizit besser als die Verwendung des Tagesverkaufes als Grundlage
der Bestellung?

4. Fiir den Inhaber einer Verkaufsstelle ist es wiinschenswert, die Lagerbestinde der er-
warteten Nachfrage anzupassen. Er wird vor einer erwarteten hohen Nachfrage das
Lager rechtzeitig auffiillen, aber wihrend des Verkaufes nur noch einen Teil der ver-
kauften Ware nachbestellen. Wie muss das Blockschaltbild erweitert werden, wenn der
Verkiufer diese Zielstellungen bei seiner Bestellung beriicksichtigt? O
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Aufgabe 3.2"  Blockschaltbild des Antriebsstranges eines Kraftfahrzeugs

In Abb. 3.10 ist schematisch der Antriebsstrang eines Kraftfahrzeugs dargestellt. Der Motor
erzeugt ein Antriebsmoment, das tiber die Kurbelwelle, die Kupplung, das Schaltgetriebe
und das Differenzial (sowie weitere Komponenten) auf die Antriebsrider iibertragen wird.
Das Drehmoment auf die Rider beschleunigt das Fahrzeug, das sich dann mit einer Ge-
schwindigkeit v bewegt.

Mot Kurbel- Schalt-
otor welle getriebe Differenzial

Kupplung
Wm et
U Bremse

Abb. 3.10: Schematische Darstellung des Antriebsstranges eines
Kraftfahrzeugs

Zeichnen Sie ein Blockschaltbild, das die Signaltibertragung vom Gaspedalwinkel zur
Fahrzeuggeschwindigkeit beschreibt. Tragen Sie alle wichtigen Signale in das Blockschalt-
bild ein. Wie entsteht daraus der Regelkreis fiir die Geschwindigkeitsregelung, iiber die
heute einige Fahrzeuge verfiigen? O

Aufgabe 3.3"  Kiinstliche Beatmung

Durch die Atmung nimmt der Mensch Sauerstoff aus der Umgebungsluft auf und scheidet
Kohlendioxid aus. Dabei wird die Atemfrequenz durch einen inneren Regelkreis so einge-
stellt, dass die Partialdriicke po, (t) und pco, (t) beider Gase in den Arterien vorgegebene
Werte haben. Als Storung wirkt beispielsweise ein korperliche Belastung, durch die mehr
Sauerstoff benotigt und mehr Kohlendioxid im Korper produziert wird.

Wenn die eigene Atmung aufgrund einer Erkrankung den Gasaustausch nicht aufrecht
erhalten kann, muss der Mensch beatmet werden. Dabei presst das Beatmungsgerit Luft
mit einem vorgegebenen Druck pyund(t) in den Mund des Patienten oder erzeugt einen
vorgegebenen Volumenstrom Varund (t), wodurch ein bestimmter Druck prunge(t) in der
Lunge entsteht und die Lunge mit einem bestimmten Gasvolumen Vi,unge(t) gefiillt ist.
Durch den Gasaustausch ergeben sich daraus im Blut die Partialdriicke po, (t) und pco, (t).
Bei dem Beatmungsgerit konnen u. a. der Druck prus (¢) der Atemluft, die Atemfrequenz
RR(t) und die Sauerstoffkonzentration fo, (t) vorgegeben werden.

1. Zeichnen Sie ein Blockschaltbild, aus dem die Abhingigkeit der arteriellen Partial-
driicke po, (t) und pco, () von den Vorgaben fiir das Beatmungsgerit hervorgeht.

2. Erfolgt die Steuerung in der offenen Wirkungskette oder im geschlossenen Regelkreis?

3. Erginzen Sie das Blockschaltbild, wenn die Einstellwerte des Beatmungsgerites in
Abhingigkeit von Messwerten fiir die Partialdriicke po, () und pco, () so verindert
werden, dass diese Grofen auch unter Wirkung der Storungen an vorgegebene Soll-
werte Po,soll Und pco,son angepasst werden. O
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3.3 Signalflussgraf

Um die gegenseitige Beeinflussung einzelner Signale untereinander genauer darstel-
len zu konnen, wird spiter auler dem Blockschaltbild der Signalflussgraf eingesetzt.
Der Signalflussgraf ist ein gerichteter Graf, bei dem die Knoten Signale und die Kan-
ten Ubertragungseigenschaften beschreiben. Er hat folgende Interpretation:

Der Wert jedes Signals kann in Abhingigkeit von den Signalen bestimmt werden,
von denen Pfeile auf das betreffende Signal zeigen. Die Wirkung jedes Pfeiles er-
gibt sich als Produkt des Kantengewichts und des Wertes desjenigen Signals, von
dem die Kante ausgeht. Zeigen zwei oder mehrere Kanten auf denselben Knoten,
so addieren sich ihre Wirkungen.

Beispiel 3.5 Signalflussgraf

Der in Abb. 3.11 dargestellte Signalflussgraf ist dquivalent zu folgendem Gleichungssystem:

E=W-Y
U= KFE
Y = GU.

A e B o S

OO0

-1

Abb. 3.11: Blockschaltbild (oben) und Signalflussgraf (unten) eines
Regelkreises

Uber dem Signalflussgraf ist zum Vergleich das Blockschaltbild angegeben. Die Sig-
nale, die im Signalflussgrafen durch Knoten dargestellt werden, werden im Blockschaltbild
durch Pfeile reprisentiert. Dementsprechend erscheint die Wichtung der Kanten des Signal-
flussgrafen im Blockschaltbild als Ubertragungseigenschaft der Blocke. Auf die Bedeutung
der hier angegebenen Gleichungen wird spiter noch ausfiihrlich eingegangen. O
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Signalflussgraf Blockschaltbild

= [ D
<

Abb. 3.12: Vergleich der wichtigsten Elemente im Blockschaltbild und im
Signalflussgraf

Vergleich von Signalflussgraf und Blockschaltbild. Abbildung 3.12 vergleicht
die Elemente von Blockschaltbildern mit denen von Signalflussgrafen. Man erkennt,
dass bei beiden Darstellungsformen die Bedeutung der Kanten (Pfeile) und Blocke
bzw. Knoten vertauscht ist.

Drei wichtige Eigenschaften haben beide Darstellungsformen gemeinsam:

e Sie beschreiben die Struktur des Systems, ohne auf detaillierte dynamische Ei-
genschaften einzugehen.

e Die Darstellung eines Systems kann aus den entsprechenden Darstellungen der
Teilsysteme zusammengesetzt werden, denn die Elemente der Blockschaltbilder
bzw. der Signalflussgrafen sind beliebig kombinierbar. Man spricht in diesem
Zusammenhang von kompositionaler Modellbildung.

e Beide Darstellungen abstrahieren von der physikalischen Realitit, die im Gegen-
satz dazu in elektrischen Netzwerken oder RI-Schemata gut erkennbar ist.

Im Unterschied zum Blockschaltbild beschreibt der Signalflussgraf nicht nur den
globalen Zusammenhang zwischen den Signalen, sondern auch, wie die Signale im
Einzelnen miteinander verkniipft werden. Er steht deshalb in sehr engem Zusammen-
hang mit dem quantitativen Modell des betrachteten Systems und wird vor allem zur
Veranschaulichung ,kleinerer Modelle eingesetzt. Demgegeniiber kann das Block-
schaltbild als globale Darstellung auch aus einer verbalen Beschreibung des Systems
aufgestellt werden. Ein weiterer Unterschied besteht in der Tatsache, dass der Sig-
nalflussgraf im Wesentlichen nur bei linearen Systemen angewendet werden kann.
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Literaturhinweise

Fiir eine ausfiihrlichere Erlduterung der kybernetischen Grundbegriffe wie System, Element,
Bewegung, Verhalten, Signal und Information wird auf [64], Kap. 2 und 5 verwiesen.

Die im Abschnitt 3.1 angegebenen Schritte der Modellbildung sind ausfiihrlich in [9]
und [50], Kap. 7 erldutert, wobei in [9] auch auf Beispiele aus der Okologie zuriickgegriffen
und damit demonstriert wird, dass die hier dargestellte Herangehensweise bei der Modell-
bildung sehr vielseitig angewendet werden kann. Im Beispiel 3.1 wird die in [12] angeregte
systemtheoretische Betrachtungsweise fiir die Klinkerherstellung in der Zementindustrie ver-
wendet. Der im Beispiel 3.2 beschriebene Reaktortyp ist aus regelungstechnischer Sicht in
[60] untersucht worden. Problemstellung und Blockschaltbild des Beispiels 3.3 sind [75] ent-
nommen. Das Beispiel 3.4 entstand in Anlehnung an die systemtheoretische Behandlung von
Lagerhaltungsproblemen in [9]. Eine ausfiihrliche regelungstechnische Analyse der in Aufga-
be 3.3 behandelten kiinstlichen Beatmung findet man in [44].



Beschreibung linearer Systeme im
Zeitbereich

Nach der Darstellung linearer Systeme durch Differenzialgleichungen wird
in diesem Kapitel das Zustandsraummodell eingefiihrt, das auf dem fun-
damentalen systemtheoretischen Begriff des Zustandes eines dynamischen
Systems basiert. Es ist eine Modellform, auf der viele Analyse- und Ent-
wurfsverfahren fiir Regelungen aufbauen.

4.1 Modellbildungsaufgabe

Dieses Kapitel befasst sich mit der Aufstellung mathematischer Modelle. Entspre-
chend Abb. 4.1 hat das System die Eingangsgrofe w(t) und die Ausgangsgrofe y(t).
Das Modell soll den Zusammenhang zwischen beiden Signalen beschreiben. Das
heiflt, es soll moglich sein, mit dem Modell fiir ein gegebenes Eingangssignal u das
vom System erzeugte Ausgangssignal y zu berechnen.

u(f)—— Dynamisches System —— y(?)

Abb. 4.1: Strukturbild des Systems
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Es werden zwei Modellformen behandelt. Zunzchst wird gezeigt, wie man dyna-
mische Systeme durch Differenzialgleichungen beschreiben kann. Danach wird das
Zustandsraummodell eingefiihrt. Die in beiden Fillen zu l6sende Modellbildungs-
aufgabe kann folgendermafen zusammengefasst werden:

Modellbildungsaufgabe
Gegeben: Dynamisches System
mit Eingangsgrofe v und Ausgangsgrofie y
Gesucht:  Differenzialgleichung oder Zustandsraummodell

Im Kap. 6 wird mit der Ubertragungsfunktion eine weitere Modellform behandelt.

Fiir die Verwendung der genannten Modelle ist es nicht nur wichtig zu wissen,
welche mathematischen Eigenschaften diese Modelle haben. Fiir die Anwendung ist
es mindestens genauso wichtig zu wissen, wie sich die physikalischen Eigenschaften
eines gegebenen Systems in diesen Modellen niederschlagen.

Bei der Aufstellung der Modelle geht man i. Allg. von den physikalischen Grund-
gesetzen aus. Dies sind bei elektrischen Systemen z. B. die Kirchhoff’schen Ge-
setze und bei mechanischen Systemen die Erhaltungssitze fiir Energie und Impuls.
Das Aufstellen der in einem System wirkenden physikalischen Beziehungen und
deren Umformung in eine Differenzialgleichung bzw. in ein Zustandsraummodell
bezeichnet man als theoretische Modellbildung. Dieser Modellbildungsweg wird fiir
die meisten in diesem Buch behandelten Beispiele beschritten.

Ein alternativer Weg geht von Experimenten aus, bei denen man fiir eine vorgege-
bene Eingangsgrofie u die Ausgangsgrofe y misst und das Modell dann so auswihlt,
dass es fiir die gegebene Eingangsgrofie den gemessenen Verlauf der Ausgangsgro-
Be reproduziert. Dieser Modellbildungsweg wird als experimentelle Prozessanalyse
oder Identifikation bezeichnet. Im Abschn. 5.8 wird auf diesen Modellbildungsweg
kurz eingegangen.

Voraussetzungen. Im Folgenden werden nur Systeme betrachtet, die als Systeme
mit konzentrierten Parametern behandelt werden konnen und fiir die als Modell folg-
lich eine gewohnliche Differenzialgleichung entsteht. Die dynamischen Eigenschaf-
ten des Systems sollen zeitlich unverénderlich sein, so dass die Differenzialgleichung
konstante Koeffizienten bzw. die im Zustandsraummodell vorkommenden Matrizen
und Vektoren konstante Elemente besitzen.

Das Verhalten der Systeme wird im Zeitintervall ¢ = 0...co0 untersucht und die
Nachwirkung, die die Bewegung des Systems im Zeitintervall —oco...0 auf das Sys-
temverhalten im Zeitintervall 0...c0 hat, durch die Anfangsbedingung der Differen-
zialgleichung bzw. den Anfangszustand des Systems erfasst. Deshalb werden alle
Signale nur fiir dieses Zeitintervall beschrieben und es wird angenommen, dass die
Signale fiir ¢ < 0 verschwinden. Man nennt derartige Signale auch kausale Signale.
Wenn man beispielsweise eine sinusformige Eingangsgrofe v mit der Frequenz w
und der Amplitude @ betrachtet, so ist die vollstindige Beschreibung des Signals
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0 firt <0
u(t) = { asinwt firt >0 “.1)

sehr umstindlich. Um dies abzukiirzen, wird im Folgenden fiir alle Signale still-
schweigend angenommen, dass die erste Zeile von Gl. (4.1) gilt und es wird nur
zweite Zeile aufgeschrieben

u(t) = usinwt, 4.2)

ohne auf den Giiltigkeitsbereich ¢ > 0 hinzuweisen. Die vereinfachte Darstel-
lung (4.2) kann zu Fehlern fithren, wenn man die Signale in der Umgebung von ¢ = 0
betrachtet. Beispielsweise kann man aus dieser Darstellung nicht erkennen, dass u(t)
an der Stelle ¢ = 0 nicht differenzierbar ist. Um derartige Fehler zu vermeiden, wird
an den entsprechenden Stellen auf die exakte Darstellung (4.1) verwiesen.

4.2 Beschreibung linearer Systeme durch Differenzialgleichungen

4.2.1 Lineare Differenzialgleichung n-ter Ordnung

Die Differenzialgleichung beschreibt den dynamischen Zusammenhang zwischen
der EingangsgroBe u(t) und der AusgangsgroBe y(t), also die Ubertragungseigen-
schaften des in Abb. 4.1 gezeigten Blocks. Sie hat die allgemeine Form

TR s SN /R
n n— ldt” 1 ldt 0Y
d9u d9 1y
:bq@—f—bq At To—1 + .. +b1 +b0u() (43)

Gleichung (4.3) ist eine lineare gewohnliche Differenzialgleichung n-ter Ordnung.
a; und b; sind reellwertige Koeffizienten, die aus den physikalischen Parametern des
betrachteten Systems berechnet werden konnen. Die erste und zweite Ableitung nach
der Zeit kennzeichnet man hiufig mit einem bzw. zwei Punkten {iber der abgeleiteten
GroBe:

WO _ ey, g
eyt dult)
A, T ),

Die Differenzialgleichung wird hiufig so umgeformt, dass a,, = 1 gilt:

Systembeschreibung durch eine Differenzialgleichung:

dnfl d9y (44)

Y Yy
G T Ol gmt T Ty aoy(t) = by + -+ batt + bou(?).

d’I’L

Es wird angenommen, dass fiir die Grade der hochsten Ableitungen von y und v die
Beziehung
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qg<mn

gilt, weil nur Systeme, die diese Bedingung erfiillen, technisch realisierbar sind. Die
Differenz

p=n-—q 4.5)

wird als der relative Grad (oder Relativgrad) des Systems bezeichnet. Dieser Wert
wird im Folgenden eine wichtige Rolle spielen.

Bei der Systembeschreibung durch eine Differenzialgleichung interessiert man
sich fiir die zukiinftige Bewegung, also fiir y(¢) fiir ¢ > 0 (oder allgemeiner ¢ > t;).
Deshalb muss auch die Eingangsgrofe nur fiir ¢ > 0 bekannt sein. Die Wirkung der
EingangsgroBe fiir t < 0 spiegelt sich in den n Anfangsbedingungen der Differenzi-
algleichung wider, fiir die Werte yo1, Y02, ---» Yon gegeben sein miissen:

dn—ly

W(O) = Yon - Y(0O0) =02, y(0) = yor. (4.6)

Die lineare Differenzialgleichung (4.4) hat die Eigenschaft, dass sie fiir eine beliebi-
ge im Zeitintervall ¢t > 0 gegebene EingangsgroBe u(t) eine eindeutige Losung y(t)
(t > 0) besitzt.

4.2.2 Aufstellung der Differenzialgleichung

Die folgenden Beispiele zeigen, wie die Differenzialgleichung (4.3) aus den physi-
kalischen Grundgleichungen abgeleitet werden kann. Dabei wird offensichtlich, dass
die Form der Gleichung unabhiéngig davon ist, ob elektrische, mechanische oder
verfahrenstechnische Prozesse betrachtet werden. Bei allen weiteren regelungstech-
nischen Untersuchungen kann also davon ausgegangen werden, dass von der Regel-
strecke ein Modell der Form (4.3) zur Verfiigung steht.

Beispiel 4.1 Aufstellung der Differenzialgleichung eines Reihenschwingkreises

Betrachtet wird der Reihenschwingkreis in Abb. 4.2, in der die Spannung w1 (t) eine von au-
Ben beeinflussbare Grofe darstellt und die Spannung u2(t) als Reaktion des Schwingkreises
gemessen wird. Das System hat also das in der Abbildung rechts angegebene Strukturbild.
R, L und C stellen einen ohmschen Widerstand, eine Induktivitit und eine Kapazitit dar.
Es wird angenommen, dass zur Zeit ¢ = 0 kein Strom durch die Induktivitit fliet und die
Kondensatorspannung einen bekannten Wert ug besitzt:

Zl(O) = 0, uc (O) = Uuo.- (4.7)

Ferner wird angenommen, dass der Schwingkreis nicht belastet ist und folglich i3(¢) = 0
und 41 (t) = i2(t) gilt.
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Abb. 4.2: Schaltung und Blockschaltbild eines Reihenschwingkreises

Die einzelnen Bauelemente sind durch die folgenden Gleichungen beschrieben:

un(t) = Rir() “8)

uL(t) = L d’éit) (4.9)
t

1mw:m@+%/mﬂw. .10)
0

Die Kirchhoff’schen Gesetze besagen, dass die Summe der Spannungen innerhalb einer
Masche gleich null ist. Also gilt fiir die rechte Masche

uz(t) = ur(t) + uc(t) 4.11)
und fiir die linke Masche
ul(t) = uL(t) —+ uR(t) —+ uc (t) 4.12)

Im Folgenden ist aus den angegebenen Gleichungen eine Differenzialgleichung abzulei-
ten, in der nur noch die EingangsgroBe u(t) = u1(t) und die AusgangsgroBe y(t) = ua2(t)
sowie deren Ableitungen vorkommen. Aus (4.9), (4.11) und (4.12) folgen die Beziehungen

_ g dia(t)
U1 (t) =L aQ + uz(t)

und din (1) )
i (t)
"I (u1(t) — ua2(t)). (4.13)
Wird die zweite Gleichung nach der Zeit abgeleitet, so erhilt man
d2’i1(t) o 1 dU1(t) dUQ (t)
a2 T L\ da  dt )° (@-14)

Aus den Gln. (4.8), (4.10) und (4.11) erhidlt man die Beziehung
t
1
w@:Rum+m@+5/mﬂm, @.15)
0

die zweimal nach der Zeit abgeleitet die Differenzialgleichung
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_ d?i1(¢) ldil(t)

dit? de? C dt
ergibt. Mit Hilfe der Gln. (4.13) und (4.14) erhiélt man schlieBlich die Differenzialgleichung
zweiter Ordnung

iat) = (i (0) = () + 7 g (s (6) — wal0).

Diese Gleichung kann in die Standardform tiberfiihrt werden:
CLiiz(t) + CRU2(t) + uz(t) = C Ry (t) + ui (t). (4.16)
Gleichung (4.3) gilt mit

GQZCL, alch, ap =1
bl = CR, bo =1.

Fiir die Anfangsbedingungen (4.7) erhilt man aus Gl. (4.15) die Beziehung
u (0) = UgQ.
Eine Differenziation von Gl. (4.15) und Einsetzen von Gl. (4.13) liefert

ia(t) = 7 (ur(6) = wa(t) + & ia(0).

Da nach Voraussetzung i1 (0) = 2(0) = 0 ist und w1 (¢) = O fiir ¢ < 0 gilt, ist die zweite
Anfangsbedingung

. R
UQ(O) = —ZUO. O

Beispiel 4.2  Aufstellung der Differenzialgleichung eines Feder-Masse-Schwingers

Als Beispiel eines mechanischen Systems wird der Schwinger in Abb. 4.3 betrachtet, bei
dem x1(t), x2(t) und z3(t) die Positionen der in der Abbildung gekennzeichneten Punkte
bezeichnen. Es wird angenommen, dass das System nur Bewegungen entlang einer vertika-
len Achse ausfiihren kann. z1 () ist die EingangsgroBe des Systems, d. h., der Schwinger
wird bei einer von auflen erzwungenen Bewegung des oberen Endes der Feder betrachtet.
Beobachtet wird die Position z3(t) der Masse m. c ist die Federkonstante und d die Ddmp-
fungskonstante. Es wird davon ausgegangen, dass die Grofen x1(t), x2(t) und x3(t) so
gemessen werden, dass in der Ruhelage x; = O fiir ¢ = 1, 2, 3 gilt. Die Erdanziehung wird
im Folgenden vernachlissigt.

Entsprechend dem Newton’schen Gesetz ist die Beschleunigung der Masse m propor-
tional zur Summe der duBeren Kriifte Fi,:

Fu(t) = mis(t). 4.17)

Bei geschwindigkeitsproportionaler Dampfung wird die durch den Démpfer tibertragene
Kraft Fy(t) durch die Relativbewegung der beiden Enden des Dimpfers und die Ddamp-
fungskonstante bestimmt:

Fa(t) = d (&2(t) — &3(1)). (4.18)
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Abb. 4.3: Feder-Masse-Schwinger

Die Federkraft F¢(t) lésst sich aus den Positionen x1 (¢) und x2(¢) der Federenden sowie
der Federkonstanten berechnen:

Fo(t) = ¢ (z1(t) — z2(2)). (4.19)

Fiir die Kopplung der drei Elemente erhilt man aus den Kriéftegleichgewichten an den
Punkten P und @) zwei algebraische Beziehungen. Da die Erdanziehung vernachlissigt
wird, ist am Punkt @ die auf die Masse wirkende Kraft Fy, (¢) gleich der vom Diampfer
ausgetibten Kraft Fy(¢):

Fu(t) = Fa(t). (4.20)
Andererseits stimmt im Punkt P die Federkraft F.(¢) mit der Dimpferkraft Fy(t) iiberein:

Fa(t) = Fu(t). (4.21)

Die GIn. (4.17) — (4.21) beschreiben das Feder-Masse-System vollstindig. Die folgen-
den Umformungen dienen dazu, aus diesen Beziehungen eine Differenzialgleichung abzu-
leiten, in der nur die EingangsgroBe u(t) = x1(¢) und die AusgangsgroBe y(t) = x3(t)
vorkommt. Aus den Gln. (4.17) und (4.19) — (4.21) erhélt man

ia(t) = — (21(t) — v2(1)) (4.22)

und aus den Gln. (4.17), (4.18) und (4.20)

do(t) = % i3 (t) + @3(t).
Um z2(t) aus Gl. (4.22) zu eliminieren, wird die letzte Gleichung nach der Zeit integriert:
xz(t) —x2(0) = % $3(t) + 1’3(t) — (% $3(0) + $3(0)> .

Damit diese Gleichung fiir alle Zeitpunkte ¢ erfiillt ist, muss

m .
2(t) = 7 @3(t) + 23(t)
gelten. In Gl. (4.22) eingesetzt erhilt man die gesuchte Differenzialgleichung

F3(t) = %xl(t) - % % ds(t) — %xg(t)

und nach Umstellung

() + Taa(t) +as(t) = o1(0). (4.23)
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Diese Gleichung hat die Standardform (4.3) mit

ap =1, bp=1. O

Beispiel 4.3  Aufstellung der Differenzialgleichung fiir einen Riihrkesselreaktor

Als drittes Beispiel wird gezeigt, wie fiir den in Abb. 4.4 gezeigten homogen durchmischten
Riihrkesselreaktor ein dynamisches Modell aufgestellt werden kann. Der Reaktor arbeitet
mit konstanter Fliissigkeitshohe, d. h., der Massenstrom w (gemessen in %) der zulaufen-
den Fliissigkeit ist gleich dem der ablaufenden Fliissigkeit.

Die elektrische Heizung des Reaktors liefert pro Zeiteinheit eine konstante Wéarmemen-
ge (). Die Temperatur 7, (t) der zulaufenden Fliissigkeit beeinflusst die Temperatur 7'(t)
der im Reaktor befindlichen Fliissigkeit. Das Modell soll den Zusammenhang zwischen
beiden Temperaturen beschreiben.

;L/UL(Q \ { ITU(t)

u="T, y=1T
v —— Riihrkessel ——

Q= 71

Abb. 4.4: Riihrkesselreaktor

In die Wirmebilanz der Fliissigkeit gehen die durch den Zulauf pro Zeiteinheit dem
Reaktor zugefiihrte Wirme wcT,(t), die durch den Ablauf entnommene Wirme wcT so-
wie die iiber die Heizung pro Zeiteinheit zugefiihrte Wiarme acA(Th (t) — T'(¢)) ein. Dabei
bezeichnet c die spezifische Wirmekapazitit der Fliissigkeit, o« den Warmeiibergangskoef-
fizienten der Reaktorwand zur Fliissigkeit sowie A die Fliche der geheizten Reaktorwand.
Da sich die Summe dieser pro Zeiteinheit dem Reaktor zugefiihrten Wiarme in einer Tem-
peraturerh6hung niederschlégt, erhélt man folgende Differenzialgleichung:

dT(t)
dt

mc = weT,(t) — wcT(t) + aA(Th(t) — T(t)). 4.24)
In die Wirmebilanz der geheizten Reaktorwand geht die pro Zeiteinheit durch die Hei-
zung der Wand zugefiihrte Wirme () sowie die an die Fliissigkeit abgegebene Wirme
aA(Tw(t) — T'(t)) ein, woraus sich folgende Differenzialgleichung ergibt:
dTx (¢ .

mhch% =Q — aA(Th(t) — T(1)). (4.25)
Dabei bezeichnen my, und ¢y, die Masse bzw. die spezifische Wirmekapazitit der Reaktor-
wand.
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Die gesuchte Differenzialgleichung fiir den Reaktor erhilt man durch Umformung der
beiden angegebenen Gleichungen. Stellt man die erste Gleichung nach 71 (¢) um, so erhilt

man

Ta(t) = %dﬂ—f) - %Tz(t) + %T(t) +T().

Durch Differenziation ergibt sich daraus

dTh(t) EdQT(t) ~ we dT(1) n (1 E) dT(¢)
dt A de2 aA dt aA/) dt

Nachdem man beide Gleichungen in (4.25) eingesetzt hat, erhilt man

mucn <mc d®T(t)  we dT,(t) N (1 N E) dT(t))

aAd d2 A dt ad)  dt

—O—aA (%d%(f) — YT + 2T + () - T(t))

und nach Umstellung

mucnme d2T(t) we dT(t)
o e (e (14 75 +me) S+ wer @
muchwe dT,(t) .
_ Mhentc T,
oA En +wdl,(t) + Q
und
MKChM dzT(t) muen  muen . m\ dT(t)
waA  di? ( we + aA + w) dt +T()
muecn dT, (t) 1 .
= T, —0Q. 4.2
oA dt L) + ch (4.26)

Dies ist eine Differenzialgleichung zweiter Ordnung, in der als zeitabhingige Groflien die
EingangsgroBe 7,(t) und die Ausgangsgrofe T'(¢) des Reaktors vorkommen. Die Glei-
chung hat aber noch nicht die vorgeschriebene Gestalt (4.3), denn auf der rechten Seite

steht die Konstante %

Diese Konstante kann man dadurch eliminieren, dass man das statische Verhalten des
Reaktors berechnet und im Modell nur die Abweichungen von diesem Verhalten beriick-
sichtigt. Bei konstanter Zulauftemperatur T, () = T, stellt sich nach langer Zeit (theore-
tisch bei ¢ — oo) eine konstante Temperatur T'(t) = T ein, die man dadurch berechnen
kann, dass man dem statischen Zustand entsprechend alle Ableitungen gleich null setzt.
Man erhilt die Gleichung

T=T,+ @, 4.27)
wce
die aussagt, dass sich die Reaktortemperatur gegentiber der Zulauftemperatur erhoht und
zwar um den auf die Zulaufmenge und die spezifische Wirmekapazitit der Fliissigkeit be-
zogene Wirmestrom Q der Heizung.

Bezeichnen §7'(t) und 67, (t) die Abweichungen der Temperaturen von diesen Arbeits-
punktwerten

ST(t) = T(t) - T
0T, (t) = T.(t) — T,

so gelangt man durch Einsetzen in Gl. (4.26) zu der Differenzialgleichung
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mucn doT, (t)
aA dt

+T(t),

+OT (1) =

muenm d28T(t)  /muen  muen . my d6T(t)
waA  dt? +( + 7) dt

die die vorgegebene Form (4.3) besitzt. Da in der Regelungstechnik hiufig nicht mit ab-
soluten Werten, sondern mit Abweichungen von einem gegebenen Arbeitspunkt gearbeitet
wird, ist es iiblich, an Stelle der Abweichungen 67" und 67, wieder die alten Formelzeichen
T bzw. T, zu schreiben und sich dabei zu merken, dass in das Modell die Abweichungen
vom Arbeitspunkt eingehen:

we aA w

TMhCh dTZ (t)

mnchm d2T(t) (mhch MKCh m) dT(t)
— T(t) = T,(t).
waA  dt? we + aA w dt +T(t) aA  dt +T.(t)
Diese Gleichung hat die Standardform (4.3), wobei gilt
ay = mhchm’ ay = MnCh + MM hCh + @’ ap = 1
waA we aA w
MmnCh
b = bp=1.0
! aA’ 0

Die Beispiele zeigen, dass die Differenzialgleichung (4.3) in vier Schritten abgeleitet
wird:

Algorithmus 4.1 Aufstellung einer Differenzialgleichung

Gegeben: Kontinuierliches System mit Eingang © und Ausgang y

1. Systemzerlegung: Das System wird in Komponenten zerlegt.

2. Komponentenmodelle: Es werden die physikalischen Gesetze aufgeschrie-
ben, die das Verhalten der Komponenten beschreiben.

3. Kopplungsbeziehungen: Es werden die Beziehungen beschrieben, die zwi-
schen den Komponenten bestehen.

4. Modellumformung: Die Gleichungen werden zu einer Differenzialglei-
chung zusammengefasst.

Ergebnis: Differenzialgleichung der Form (4.3)

Nur der vierte Schritt hingt davon ab, welches Signal als Eingangsgrofie und wel-
ches als Ausgangsgrofie betrachtet wird. So konnte bei dem Reihenschwingkreis an
Stelle der Spannung us(t) auch der Strom io(t) als AusgangsgroBe genutzt wer-
den. Bei der Modellierung wiirden dann dieselben Bauelementebeschreibungen und
Maschengleichungen verwendet, diese jedoch zu einer Differenzialgleichung umge-
formt werden, in die i (¢) an Stelle von uy(t) als Ausgangsgrofe einginge.

Welche Methoden bzw. Gesetze angewendet werden miissen, um zu den Kompo-
nentenmodellen und den Kopplungsbeziehungen zu gelangen, hingt vom Charakter
des betrachteten Systems ab.

e Elektrische und elektronische Systeme werden durch die Maxwell’schen Glei-
chungen beschrieben. Kann man das System zunichst in ein Schaltbild tiberfiih-
ren, so wendet man fiir die Modellbildung die Kirchhoff’schen Gesetze an.
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e Verfahrenstechnische Anlagen werden zunichst in Bilanzriume unterteilt. Fiir
diese Riume werden dann Energie- und Stoffbilanzen aufgestellt. Die Koppel-
gleichungen fiir die Bilanzrdume ergeben sich aus dem Energie- bzw. Stoffaus-
tausch zwischen diesen Raumen.

e Mechanische Systeme werden durch Krifte- und Momentengleichungen be-
schrieben.

Die hier aufgezihlten Prinzipien werden auch in vielen anderen Disziplinen einge-
setzt, beispielsweise bei der Verkehrsflussmodellierung, bei der ein ,,Erhaltungssatz*
fiir die in einen Stralenabschnitt hinein- bzw. herausfahrenden Fahrzeuge als Grund-
lage der Modellbildung dient.

Aufgabe 4.1 Erweiterung des Modells aus Beispiel 4.1

Wie muss das in Beispiel 4.1 aufgestellte Modell erweitert werden, wenn die rechten Klem-
men des Schwingkreises entweder durch einen ohmschen Widerstand R; oder durch eine
Kapazitit C'> verbunden werden? Geben Sie fiir beide Fille die Differenzialgleichung an.
Hat sich die Ordnung der Differenzialgleichung geindert? O

Aufgabe 4.2 Thermisches Verhalten eines Riihrkesselreaktors ‘

Im Beispiel 4.3 wurde ein Riihrkesselreaktor bei konstanter Heizleistung @ und verznderli-
cher Temperatur 7, (t) des Zuflusses betrachtet. Wenn man eine Regelung entwerfen will,
die die Fliissigkeitstemperatur T'(¢) im Reaktor durch Veréinderung der Heizleistung Q(t)
konstant halten soll, braucht man ein Modell, das den Zusammenhang zwischen der Heiz-
leistung Q(t) als EingangsgroBe und der Fliissigkeitstemperatur 7'(¢) als Ausgangsgrofie
bei konstanter Temperatur 7, des Zuflusses beschreibt. Wie heif3it diese Differenzialglei-
chung? Wodurch unterscheidet sich der Modellbildungsweg, auf dem Sie diese Differenzi-
algleichung erhalten, von dem im Beispiel 4.3 behandelten? O

4.2.3 Linearitiat dynamischer Systeme

Ein dynamisches System heif3t linear, wenn sich die Wirkungen zweier linear iiberla-
gerter Eingangssignale am Ausgang des Systems in gleicher Weise linear iiberlagern
(Superpositionsprinzip). Wird also fiir u(t) die Linearkombination

u(t) = kug(t) + Lua(t) (4.28)

der beiden Funktionen u4 (t) und us (t) eingesetzt, so fordert das Superpositionsprin-
zip, dass sich die dabei erhaltene AusgangsgroBe y(t) als Linearkombination

y(t) = kyi(t) + Lya(t) (4.29)
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darstellen lisst. Dabei ist y; (¢) die Losung der Differenzialgleichung (4.3) mit u =
u1(t) und yo(t) die Losung fiir u = wua(t), d. h., es gilt

dnyl d o dqu1 d
an, T +..+a g + apy1(t) = bg—— g b — q& + bouy(t) (4.30)
d"ys d quQ dusg
n — =b b b . (431
g Tty %+ agya(t) oqr T T 2 ¥ bous(t). (431)
Fiir diese Beziehung wird die vereinfachende Schreibweise
up(t) — y1(t), us(t) — yao(t) (4.32)

eingefiihrt. Der Pfeil — kennzeichnet also das durch Gl. (4.3) beschriebene dynami-
sche System als Funktionseinheit, die w; (¢) in y1 (t) bzw. ua(t) in yo(t) tiberfiihrt.

Mit dieser Schreibweise kann die Linearitéitseigenschaft des dynamischen Sys-
tems durch

Linearitit: w(t) = kuq(t) + lua(t) — y(t) = ky(t) + ly2(?) (4.33)

dargestellt werden, wobei fiir die Komponenten von y(¢) und u(t) die Beziehung
(4.32) erfiillt ist. Zu beachten ist, dass die Beziehung (4.33) auch fiir die Anfangs-
bedingungen (4.6) gelten muss, d. h., die Linearititseigenschaft gilt nur unter der
Bedingung

dy diy

diyz
—(0 k
dtz( )= dt

det

L0)+1=2(0) (i=0,1,..n—1). (4.34)

Diese Bedingung ist insbesondere dann erfiillt, wenn sich das System zur Zeit ¢t = 0
in der Ruhelage befindet und folglich alle Anfangsbedingungen verschwinden.

Beweis der Linearitiitseigenschaft. Um die angegebene Linearititseigenschaft zu beweisen,
setzt man die Beziehungen (4.28) und (4.29) in die linke Seite von der Differenzialgleichung
(4.3) ein, wodurch man

Ay lya) |y Ayt lye)

an

din dt
_ d"y dy1 d"ys dy2
=k (an qn Tt E‘FGOZ/l) +1 (an T +alﬁ+aoyz)

erhilt.

d” (kyr + ly2)

an v +.ta n + ao(ky1 + ly2)
o dqul d quQ d
=k (bq a4 + .+ b — a +boul)+l (bq a9 + ... +b— a
d%u du
= bq@—‘r-‘rbla-’—bou

Ein Vergleich der letzten Zeile mit den Gln. (4.30) und (4.31) zeigt, dass
d(kys + ly2)

+ bou2>
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gilt und y(t) = ky1(¢) + ly=(t) folglich die Losung der Differenzialgleichung (4.3) fiir
w(t) = kui (t) + luz(t) darstellt.

Diskussion. Die Linearitit des Systems schlédgt sich in der Tatsache nieder, dass die das Sys-
tem beschreibende Differenzialgleichung linear ist. Beide Seiten der Gleichung stellen Linear-
kombinationen der Signale u(t) und y(t) sowie deren Ableitungen dar. Es muss jedoch darauf
hingewiesen werden, dass die Klasse der linearen Differenzialgleichungen nicht auf die der
Form (4.3) beschrinkt ist.

Gewohnliche Differenzialgleichungen heiflen linear, wenn sie die Form

dn— 1

+fn 15,71

fn den dgn—1

Yy +f1f+foy()+f:0 (4.35)

haben, wobei f(t), fo(t), f1(t), ..., fn(t) gegebene Funktionen der Zeit ¢ oder Konstante sind.
Diese Gleichungen sind linear in dem Sinne, dass sich ihre Losungen y aus den Losungen der
homogenen und der inhomogenen Gleichungen zusammensetzen (vgl. Abschn. 5.2.1).

Die Differenzialgleichung (4.3) ist linear, denn die Funktionen fo, fi, ..., f» entsprechen
den Konstanten ao, a1, ..., a, und die rechte Seite der Funktion — f. Aus diesem Vergleich
sieht man, dass bei linearen Systemen die Funktion f in Gl. (4.35) auf Linearkombinationen
von u, U, ..., d tq L eingeschriankt wird und insbesondere keine Konstante enthilt. Der Grund
dafiir liegt in der Tatsache, dass bei dynamischen Systemen nicht wie in der Mathematik die
Uberlagerung der homogenen und inhomogenen Losungen als Kriterium fiir die Linearitit
herangezogen wird, sondern die Tatsache, dass Linearkombinationen von Eingangsgrofien
durch das System entsprechend Gl. (4.33) in Linearkombinationen von Ausgangsgroflen ab-
gebildet werden. Lineare dynamische Systeme sind also durch eine spezielle Klasse linearer
Differenzialgleichungen beschrieben.

4.2.4 Kausalitit

Eine wichtige Eigenschaft dynamischer Systeme ist ihre Kausalitit. Die Kausalitit
besagt, dass der Wert der EingangsgroBe zur Zeit ¢ das Verhalten des Systems nur
fiir zukiinftige Zeitpunkte ¢ > ¢ beeinflussen kann.

Betrachtet man die in einem System ablaufenden physikalischen Vorginge, so
ist die Kausalitit eine selbstverstindliche Eigenschaft. Beim Entwurf von Reglern
kann es jedoch vorkommen, dass Reglergesetze entstehen, fiir die diese Kausalitits-
eigenschaft nicht zutrifft. Im Folgenden muss deshalb untersucht werden, wie man
erkennen kann, ob ein System kausal ist.

Zur Definition der Kausalitit wird das Verhalten des Systems fiir zwei ,,Expe-
rimente betrachtet, bei denen das System mit den EingangsgroBlen u = wu; bzw.
u = ug angeregt wird, die bis zum Zeitpunkt 7" gleich sind, d. h., fiir die die Bezie-
hung

(751 (t) = U (t) fiir 0 <t< T (436)

gilt. Es wird vorausgesetzt, dass alle Anfangsbedingungen der Differenzialgleichung
verschwinden. Ein dynamisches System ist kausal, wenn fiir beliebige Zeitpunkte T’
und beliebig gewihlte Funktionen u;(¢) und ug(t) mit 0 < ¢ < oo, fiir die die
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Beziehung (4.36) gilt, die beiden durch diese EingangsgrofBen hervorgerufenen Aus-
gangsgrofen y; und y, die Beziehung

yi(t) = ya(t) fir 0<t<T (4.37)

erfiillen. y1 (¢) und y2(¢) konnen sich also erst fiir ¢ > T unterscheiden (Abb. 4.5).
Dabei wird wieder mit der Beziehung (4.32) zwischen den Eingangs- und Ausgangs-
groBen gearbeitet. In abgekiirzter Schreibweise kann dieser Sachverhalt durch

Kausalitit: u1(t) = ua(t) — y1(t) = y2(¢) fir 0<t<T (4.38)

beschrieben werden.

Abb. 4.5: Interpretation der Kausalitit dynamischer Systeme

In der Differenzialgleichung (4.3) duBert sich die Kausalitiit in der Tatsache, dass
die Eingangsgrofie u nicht mit hoherer Ableitung als die Ausgangsgrofie y erscheint,
d. h., dass

Kausalitit linearer Systeme: ¢ <n (4.39)

gilt. Diese Bedingung schriankt die Klasse der Differenzialgleichungen der Form
(4.3) auf die Klasse kausaler dynamischer Systeme ein. Wire diese Bedingung ver-
letzt, so miisste das System reine Differenziationen der Eingangsgrofle ausfiihren,
die, wie das folgende Beispiel zeigt, physikalisch nicht realisierbar sind.

Beispiel 4.4 Technische Realisierung einer Differenziation

Die iiber einer Induktivitit gemessene Spannung ist bekanntlich proportional zur zeitlichen
Ableitung des durch die Induktivitit flieBenden Stromes. Man kann eine Induktivitét des-
halb als technische Realisierung einer ,,reinen” Differenziation betrachten. Sieht man sich
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den Zusammenhang zwischen dem durch eine Stromquelle mit Innenwiderstand R vorgege-
benen Strom u(t) und der Spannung y(¢) iiber der Induktivitit anhand der Abb. 4.6 genauer
an, so erhélt man folgende Beziehungen:

y(t) = Ldi;t(t)
iL(t) = u(t) —ir(t)
in(t) = u(0).

Aus diesen Gleichungen folgt die Differenzialgleichung

() + y(0) = L), (4.40)

die offensichtlich die Kausalititseigenschaft (4.39) erfiillt. Mit dem endlichen Widerstand
R ist die Schaltung technisch realisierbar. Sie fiihrt allerdings keine exakte Differenziation
aus, sondern enthilt eine Zeitverzogerung.

Die gewtinschte reine Differenziation

y(t) = Li(t) (4.41)

erhilt man nur unter der idealisierenden Annahme, dass der Innenwiderstand R der Strom-
quelle unendlich gro8 ist. Die exakte Differenziation ist also technisch nicht realisierbar.

u(t) Vo |4

Abb. 4.6: RL-Glied zur Differenziation

Das Beispiel macht aulerdem deutlich, dass in der Differenzialgleichung (4.3) dynami-
scher Systeme auf der rechten Seite zwar Ableitungen der Eingangsgrofe stehen konnen,
diese Ableitungen jedoch nicht durch reine Differenzierglieder innerhalb des Systems tat-
sidchlich gebildet werden. In dem in Abb. 4.6 gezeigten RL-Glied tritt ndmlich nicht L dtﬁ” ,
sondern

dir(t) du(t) L dy(t)
t)=1L =1L - =

y(t) dt dt R dt

als Signal auf. Nur unter der genannten, technisch nicht erfiillbaren Bedingung R — oo ist

das Signal qu(‘l—it) tatsdchlich messbar. O

Aus den im Beispiel genannten Griinden bezeichnet man Systeme, die die Be-
dingung (4.39) erfiillen, als fechnisch realisierbar. Die Forderung nach technischer
Realisierbarkeit ist fiir die Regelstrecke natiirlich stets erfiillt. Fiir den Reglerentwurf
schrinkt sie jedoch die Klasse der einsetzbaren Reglergesetze ein.

Die Realisierbarkeitsbedingung muss offensichtlich erfiillt sein, wenn der Reg-
ler durch analoge Bauelemente geritetechnisch realisiert werden soll. Es ist jedoch
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ein Trugschluss anzunehmen, dass sie verletzt werden kann, wenn man den Regler
mit Hilfe eines Rechners realisiert und damit nicht mehr an dieselben technischen
Randbedingungen gebunden ist wie bei einer analogen Realisierung. Versucht man
niamlich, ein dynamisches System (4.3) mit ¢ > n durch einen Algorithmus zu rea-
lisieren, so muss diese Realisierung reine Differenziationen der Eingangsgrofe aus-
fithren. Fiir zeitgetaktete Signale, wie sie ein Rechner verarbeiten kann, miissen die
Differenzialquotienten durch Differenzenquotienten ersetzt werden, was gleichbe-
deutend damit ist, dass wiederum ein verzogertes an Stelle eines ,,reinen* Differen-
ziergliedes verwendet wird. Auch hier gilt also die Realisierbarkeitsbedingung!

4.2.5 Zeitinvarianz

Eine weitere Eigenschaft der hier behandelten Systeme besteht darin, dass die Ko-
effizienten der Differenzialgleichung von der Zeit unabhingig sind. Das System ist
zeitinvariant. Es reagiert auf eine Erregung (also einen vorgegebenen Verlauf w(t))
unabhingig davon, wann die Erregung eintrifft. Das heifit, dass eine Verschiebung
der Eingangsgrofie auf der Zeitachse nach rechts eine gleichgrofle Verschiebung der
Ausgangsgrofie bewirkt. Man spricht hierbei auch vom Verschiebeprinzip.

Bezeichnet man die Verschiebung mit 7} (7; > 0), so gilt in der bereits in
Gl. (4.33) verwendeten Schreibweise

Zeitinvarianz:  uq(t) = ua(t — T) — v1(t) = y2(t — Tt), (4.42)

wobei wiederum vorausgesetzt wird, dass alle Anfangsbedingungen verschwinden.

Viele Regelungssysteme konnen als zeitinvariante Systeme aufgefasst werden,
wenn man annimmt, dass eine Parameterdrift oder Verinderungen in der System-
struktur entweder ganz vernachléssigt werden konnen oder sich so langsam vollzie-
hen, dass sie auf das Verhalten des Regelkreises keinen Einfluss haben.

4.3 Zustandsraumdarstellung linearer Systeme

In der Regelungstechnik wird an Stelle von der Differenzialgleichung (4.3) von ei-
nem Zustandsraummodell ausgegangen. Dieses Modell besteht aus einem System
von Differenzialgleichungen erster Ordnung. Wie noch gezeigt werden wird, kann es
aus der Differenzialgleichung (4.3) abgeleitet werden und ist somit eine dquivalen-
te mathematische Beschreibung des gegebenen Systems. Das Zustandsraummodell
wird gegentiber der Differenzialgleichung bevorzugt, weil es mit dem Systemzustand
eine ingenieurtechnisch gut interpretierbare Grof3e beschreibt und dieser Zustand ein
wichtiges Element bei der Analyse dynamischer Systeme und beim Reglerentwurf
darstellt. Aulerdem hat das Zustandsraummodell eine Form, die sich sehr gut fiir die
rechnergestiitzte Verarbeitung eignet.
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Die Aufstellung eines Zustandsraummodells soll zunéchst an einem Beispiel be-
trachtet werden.

Beispiel 4.5 Zustandsraummodell fiir einen Reihenschwingkreis

Fiir den Reihenschwingkreis in Abb. 4.2 werden jetzt an Stelle der im Beispiel 4.1 ange-
gebenen Differenzialgleichung zweiter Ordnung zwei Differenzialgleichungen erster Ord-
nung abgeleitet. Die Differenzialgleichungen werden so geschrieben, dass die abgeleiteten
GroBen auf der linken Seite stehen. Als erste Gleichung wird Gl. (4.13) iibernommen:

dis(t) 1
2 = T — ().

Die zweite Gleichung erhélt man durch einmalige Differenziation der Gl. (4.15)

dUQ(t) _ dil(t) l
T R T + 021(75)
R R 1.
= ful(t) - ZWU) + 611(75)7

wobei zur Umformung in die zweite Zeile wieder die Beziehung (4.13) verwendet wurde.
Ordnet man die rechten Seiten so, dass die Summanden mit der Eingangsgrofie ui ganz
rechts stehen, so kann man beide Gleichungen zu folgendem Differenzialgleichungssystem
zusammenfassen:

dir(t) 1 1
Q@ _fu2(t) + Zm(t)
dua(t) 1. R R
aQ = 621(15) — Z’u,g(t) + ful (t)

Dieses Gleichungssystem kann tibersichtlicher dargestellt werden, wenn man den Vektor

() = <i1(t)> 4.43)

einfiihrt und zu folgender Matrizenschreibweise iibergeht:
> Ul (t) .

dilit(t) 0 -1 i1(t)
(o) = (2 25 ) (20) +
0 —1 1
&(t) = (1 R ) x(t) + <g>ul(t). (4.44)
C L L

Mit dem eingefiihrten Zustandsvektor heiflit die Gleichung auch

Sie beschreibt den Zusammenhang zwischen der Eingangsgrofie «1 und den Signalen 41 und
uz des Schwingkreises. Im Gegensatz zur Differenzialgleichung (4.16) tritt hier die Grof3e
41 auf, obwohl sie weder Eingangs- noch Ausgangsgrofle des Systems ist. Sie erscheint
in der Gleichung, weil die Form jeder einzelnen Gleichung auf eine Differenzialgleichung
erster Ordnung festgelegt wurde. O

SIS
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Die Gleichung (4.44) kann in der allgemeinen Form
de(t)
dt

mit einem n-dimensionalen Vektor x, einer (n, n)-Matrix A und einem n-dimen-
sionalen Vektor b geschrieben werden. In dieser Darstellung tritt die Ausgangsgro-
Be y(t) nicht explizit auf. Im vorangegangenen Beispiel war sie gleich der zweiten
Komponente des Vektors x, d. h., es galt

y(t) = (0 1) z(t).

Im Allgemeinen ist die Ausgangsgrofie eine Linearkombination der Zustandsgrofien
z; und der Eingangsgrofe v und kann deshalb in der Form

y(t) = cz(t) + du(t)

= Ax(t) + bu(?)

dargestellt werden, wobei ¢ ein Vektor mit derselben Dimension wie x und d ein
Skalar ist.

Aus diesen Gleichungen erhélt man die gebriuchliche Form des Zustandsraum-
modells eines linearen Systems mit einer Eingangsgrofe und einer Ausgangsgrofie,
wenn die zeitliche Ableitung wieder durch einen Punkt {iber der abzuleitenden Grof3e
symbolisiert wird:

Zustandsraummodell: &(t) = Ax(t) + bu(t), =(0)=mg

cx(t) + du(t). (4.45)

<

—~
~

=
Il

Die erste Gleichung wird als Zustandsgleichung, die zweite als Ausgabegleichung
bezeichnet.
x isti. Allg. ein n-dimensionaler Vektor mit den zeitabhingigen Elementen x; ()

x1(t)
2(t)
ety =| |
ZTn(t)
A eine konstante (n, n)-Matrix
a1l a2 - Qin
a21 Q22 -°* Q2np
= )
Gpl Ap2 *** Qpp
b ein n-dimensionaler Spaltenvektor
b1
b2
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und ¢’ ein n-dimensionaler Zeilenvektor mit konstanten Elementen

C/ = (Cl Co ... Cn).

d ist ein Skalar, der bei vielen Systemen gleich null ist. A wird als Systemmatrix
bezeichnet.

x( ist ein n-dimensionaler Vektor, der die Anfangsbedingungen aller Kompo-
nenten von x beschreibt. Bei der Anwendung des Modells (4.45) wird i. Allg. vor-
ausgesetzt, dass o bekannt ist. Die Dimension n der Vektoren und der Matrix heif3t
Ordnung des Systems.

Das Beispiel 4.5 hat gezeigt, dass sich der Modellbildungsweg fiir das Zustands-
raummodell nur wenig von dem im Algorithmus 4.1 gezeigten Weg unterscheidet.
Die fiir die Komponenten und die Kopplungen aufgestellten Gleichungen werden
jetzt nicht zu der Differenzialgleichung, sondern zu einem Zustandsraummodell um-
geformt.

Algorithmus 4.2 Aufstellung eines Zustandsraummodells

Gegeben: Kontinuierliches System mit Eingang u und Ausgang y

1. Systemzerlegung: Das System wird in Komponenten zerlegt.

2. Komponentenmodelle: Es werden die physikalischen Gesetze aufgeschrie-
ben, die das Verhalten der Komponenten beschreiben.

3. Kopplungsbeziehungen: Es werden die Beziehungen beschrieben, die zwi-
schen den Komponenten bestehen.

4. Modellumformung: Die Gleichungen werden zu einem Zustandsraummo-
dell zusammengefasst.

Ergebnis: Zustandsraummodell (4.45)

Grafische Veranschaulichung des Zustandsraummodells. Die durch die Gl. (4.45)
beschriebenen Zusammenhinge zwischen den Signalen u(t), z;(¢) und y(¢) sind in
der Abb. 4.7 durch ein Blockschaltbild veranschaulicht. Doppelpfeile stellen vek-
torielle GroBen dar. Vier Blocke sind statische Ubertragungsglieder mit den Uber-
tragungsfaktoren A, b, ¢’ und d. Der mittlere Block enthilt n Integratoren.

Eine detailliertere Darstellung als das Blockschaltbild erfolgt im Signalflussgraf
in Abb. 4.8, in dem alle Signale einzeln durch Knoten reprisentiert werden. Die
gerichteten Kanten zeigen, welches Signal direkt auf welches andere Signal einwirkt.
Die Elemente der Matrix A bzw. der Vektoren b und ¢’ sowie der Skalar d treten als
Kantengewichte auf. Sind die entsprechenden Elemente gleich null, so wird keine
Kante in den Signalflussgraf eingetragen.

Zustandsbegriff. Aus der Mathematik ist bekannt, dass jede lineare Differenzial-
gleichung n-ter Ordnung in ein System von n Differenzialgleichungen erster Ord-
nung iiberfithrt werden kann. Es ist deshalb stets moglich, fiir ein gegebenes System
(4.3) ein Modell der Form (4.45) aufzustellen. Auflerdem ist bekannt, dass fiir eine
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d
d, Ty
dt %
u(t) b = Oft L sl ¢ y(1)
A |

Abb. 4.7: Strukturbild des Zustandsraummodells

Abb. 4.8: Signalflussgraf eines Systems zweiter Ordnung

gegebene Anfangsbedingung (4.6) die Differenzialgleichung (4.3) eine eindeutige
Losung hat. Dies gilt folglich auch fiir das Differenzialgleichungssystem (4.45) mit
der durch x( gegebenen Anfangsbedingung.

Das heifit, dass die in «(0) enthaltenen Informationen ausreichen, um fiir eine
beliebig gegebene EingangsgroBe u(t), ¢ > 0 die AusgangsgroBe y(t) fir ¢ > 0
eindeutig zu berechnen. (0) beschreibt also den Zustand, in dem sich das System
zum Zeitpunkt ¢ = 0 befindet. Diese Eigenschaft gilt fiir jeden beliebigen Zeitpunkt
t. Das heiBt, wenn x (%) bekannt und die EingangsgroBe u(t) fiir t > # gegeben ist,
so kann mit dem Modell (4.45) die AusgangsgroBe y(t) fiir den Zeitraum ¢ > ¢
eindeutig berechnet werden. x(t) heiBt deshalb Zustand des Systems zum Zeitpunkt
t.

Definition 4.1 (Zustand eines dynamischen Systems)

Ein Vektor x wird Zustand eines Systems genannt, wenn fiir eine beliebige Zeit
te > 0 die Elemente x;(0) von x zum Zeitpunkt 0 zusammen mit dem Verlauf der
Eingangsgrifie u(7) fiir 0 < 7 < t, den Wert x(t.) und den Wert der Ausgangs-
grofie y(to) eindeutig bestimmen. x heifst auch Zustandsvektor und die Kompo-
nenten x;(t) von « Zustandsvariable oder Zustandsgrifien.

Verschiedene physikalische GroBen konnen als Zustandsvariablen verwendet
werden. Bei elektrischen Systemen sind es in der Regel Strome und Spannungen,
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-10 —
x, 10

Abb. 4.9: Trajektorie eines Systems dritter Ordnung im Zustandsraum

bei mechanischen Systemen Winkel, Wege, Geschwindigkeiten und Beschleunigun-
gen. Dies sind physikalische Grofien, die das Verhalten von Speicherelementen wie
z. B. Kapazititen, Induktivititen, Massen oder Federn beschreiben. Wenn man diese
GroBen zum Zeitpunkt 0 kennt, so kann man das Systemverhalten fiir 7 > 0 vorher-
sagen, wobei in die Vorhersage natiirlich auch die Eingangsgrofie eingeht.

Die Systemordnung n stimmt in der Regel mit der Zahl der im System enthalte-
nenen Speicherelemente {iberein. Beispielsweise haben der Reihenschwingkreis und
das Feder-Masse-System aus den Beispielen 4.1 und 4.2 mit Kapazitit und Indukti-
vitidt bzw. Masse und Feder je zwei Speicherelemente, so dass ihre dynamische Ord-
nung gleich zwei ist. Es konnen aber auch Grofien als Zustandsvariable verwendet
werden, die physikalisch nicht interpretierbar sind (vgl. Abschn. 5.3).

Zustandsraum. Die zeitliche Abhingigkeit des n-dimensionalen Vektors x kann
man sich als Bewegung eines Punktes im n-dimensionalen Vektorraum IR™ vorstel-
len (Abb. 4.9). IR™ wird deshalb als Zustandsraum bezeichnet. Der durch die Koor-
dinaten von x beschriebene Punkt veridndert sich mit der Zeit und beschreibt eine
Kurve, die Trajektorie oder Zustandskurve des Systems heif3t.

)
N
«
=

Abb. 4.10: Vektorfeld eines schwingungsfihigen Systems
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Die Zustandsgleichung (4.45) beschreibt fiir jeden Punkt « des Zustandsraumes
die zeitliche Ableitung & der Bewegung x(t). Hat das System keine Eingangsgrofie
(u(t) = 0), so erhilt man & aus der Beziehung

T = Ax.

Die ,,Geschwindigkeit* &, mit der sich das System im Punkt & des Zustandsraumes
bewegt, wird durch die Pfeile in Abb. 4.10 dargestellt, deren Betrag und Richtung
sich von Punkt zu Punkt @ndern. Da mit steigender Entfernung des Punktes & vom
Ursprung des zweidimensionalen Zustandsraumes auch der Betrag von & steigt, sind
die duBeren Pfeile linger als die weiter innen liegenden. Auflerdem ist zu sehen, dass
sich die Pfeilrichtung @ndert.

Da die Gleichung # = Ax jedem Punkt x des Raumes IR™ einen Vektor &
zuordnet, spricht man bei der Funktion f(x) = Az auch von einem Vektorfeld.
Dieser in der Mathematik gebrduchliche Begriff ist fiir die Analyse dynamischer
Systeme sehr anschaulich. Interpretiert man « als Stromungsfeld, so kann man sich
das Verhalten eines Systems ausgehend vom Anfangszustand x als Bewegung eines
Partikels in diesem Stromungsfeld vorstellen. In jedem Punkt des Zustandsraumes
erfihrt das Partikel eine Beschleunigung, durch die seine Geschwindigkeit in Betrag
und Richtung den Pfeilen entspricht. Dabei entsteht eine Trajektorie wie die in der
Abbildung eingetragene Kurve.

Wirkt auf das System eine EingangsgroBe u(t), so veridndert sich das Vektorfeld

= Ax + bu

nicht nur von Ort zu Ort, sondern auch von Zeitpunkt zu Zeitpunkt. Damit ist die
Kraft, die auf das Partikel einwirkt, nicht mehr nur von der Position «, sondern auch
von der Eingangsgrofe u(t) abhingig. Durch die Wirkung von u wird beispielswei-
se das in der Abb. 4.10 links gezeigte Vektorfeld zu dem im rechten Abbildungsteil
dargestellten Vektorfeld verdndert. In dem Beispiel wurde mit einer konstanten Ein-
gangsgroBe u(t) = u gerechnet, wodurch das Vektorfeld um b verschoben wurde.
Das System schwingt nicht mehr in den Ursprung des Zustandsraumes, sondern in
den Punkt — A~ 'bi ein, den man aus der Zustandsgleichung fiir & = 0 berechnen
kann.

Beispiel 4.6 Trajektorie und Phasenportrit eines Reihenschwingkreises

Der Reihenschwingkreis mit der Zustandsgleichung (4.44) wird fiir die Eingangsgrofie
u1(t) = 0V und den Anfangszustand 41(0) = 1A und u2(0) = 1V betrachtet. Mit
den Parametern R = 10 {2, C' = 100 uF und L = 100 mH erhilt man bei Messung des
Stromes 71 in Ampere, der Spannung u2 in Volt und der Zeit in Sekunden das Modell

WON g Z10\ (@) ) (1
dua(t) *<10000 —100) wt) \wo) = 1)
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Abb. 4.11: Verlauf von Strom und Spannung des Reihenschwingkreises
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Abb. 4.12: Bewegung des Reihenschwingkreises im Zustandsraum (links)
und Phasenportrit eines schwingenden Systems (rechts)

Das Systemverhalten kann man sich in unterschiedlicher Weise grafisch veranschauli-
chen. Abbildung 4.11 zeigt den zeitlichen Verlauf von Strom und Spannung. Diese Dar-
stellung hat den Vorteil, dass man ablesen kann, welche Werte beide Zustandsvariablen zu
bestimmten Zeitpunkten annehmen.

Abbildung 4.12 (links) zeigt die Trajektorie des geddmpften Schwingkreises im Zu-
standsraum, also in der i1 /u2-Ebene. Diese Darstellung ldsst erkennen, welche Werte die
Zustandsvariablen 71 und u2 gleichzeitig annehmen. Die Zeit ist jedoch nicht mehr explizit
zu erkennen. Mit fortlaufender Zeit ¢ bewegt sich das System vom Anfangspunkt (1) auf
der spiralformigen Kurve ,,nach innen®. Dass die Zustandstrajektorie eine Spirale ist, ist
typisch fiir schwingende Systeme. O

Phasenportrit. Besonders anschaulich ist die Zustandsraumdarstellung fiir zwei-
dimensionale Systeme, weil dann der 21 /z2-Raum eine Fliche aufspannt. Wenn fiir
die beiden Zustandsvariablen die Beziehung

x2(t) = &1(¢) (4.46)

gilt, so spricht man auch vom Phasenraum und nennt die Trajektorie auch das Pha-
senportrit. Physikalisch sehr anschaulich ist diese Darstellung, wenn x; einen Weg
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oder eine Geschwindigkeit beschreibt, weil dann x5 eine Geschwindigkeit bzw. eine
Beschleunigung darstellt, also auch physikalisch interpretierbar ist. Abbildung 4.12
(rechts) zeigt ein Beispiel.

Das Phasenportrit fiir Systeme ohne Eingangsgrofe wird stets im Uhrzeiger-
sinn durchlaufen, denn positive Werte fiir x5 fithren entsprechend Gl. (4.46) zu einer
VergroBerung von x1. Fiir geddmpft schwingende Systeme hat das Phasenportrit den
in der Abbildung gezeigten spiralformigen Verlauf.

Zustandsraumdarstellung von MehrgrofSensystemen. Das Modell (4.45) kann
fiir Systeme erweitert werden, die mehr als eine Eingangsgrofe w(t) und mehr als
eine Ausgangsgrofe y(t) besitzen. Derartige Systeme werden Mehrgrofensysteme
genannt. Thre m Eingangssignale w;(¢) und r Ausgangssignale y;(t) werden zu den
Vektoren w(t) bzw. y(t) zusammengefasst:

Uy Y1

U2 Y2
u(t) = oy =| .

Um Yr

Das Modell (4.45) hat dann die allgemeine Form

x(t) = Az(t) + Bu(t), x(0) =z (4.47)
y(t) = Cz(t) + Du(t). (4.48)

Dabei gelten folgende Bezeichnungen und Formate:

Zustandsvektor x  (n, 1)-Vektor
Eingangsvektor u  (m, 1)-Vektor
Ausgangsvektor y  (r, 1)-Vektor
Systemmatrix A (n, n)-Matrix
Steuermatrix B (n, m)-Matrix
Beobachtungsmatrix C' (7, n)-Matrix
Durchgangsmatrix D (r, m)-Matrix

Beispiel 4.7 Zustandsraummodell eines Behiltersystems

Das in Abb. 4.13 gezeigte Behiltersystem hat die beiden Ventilstellungen als Eingangsgro-
Ben u1(t) und u2(t) und den Fiillstand des linken Behilters sowie den Volumenstrom aus
dem rechten Behiilter als Ausgangsgrofien y1 (t) und y2(¢).

Die Fiillstinde h1 (¢) und h2(t) bilden den Zustand des Systems, das durch das Modell

I e ha (#) a0 ua (t)
) () ()-(G a)()
—_——

A B
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Abb. 4.13: Behiltersystem mit zwei Eingéngen und zwei Ausgingen

t 10 hy(t
n()) _ 1(t) (4.50)
y2(t) 0 k2 ha(t)
N—_——
(&
beschrieben wird, in dem A; und Az die Querschnitte der zylinderférmigen Behilter, k12
und k2 Proportionalititsfaktoren, die von der Geometrie der beiden gezeigten Rohrleitungen

abhingen, und s; und s2 Proportionalititsfaktoren der Ventile bezeichnen (zur Aufstellung
dieses Modells siche Aufgabe 4.8).

Abb. 4.14: Signalflussgraf des Modells (4.49), (4.50)

Abbildung 4.14 zeigt den Signalflussgrafen. Man erkennt, dass die Eingangsgrofien
auf unterschiedliche Zustandsvariable wirken und sich die Ausgangsgrofien dadurch unter-
scheiden, dass sie von unterschiedlichen Zustandsvariablen direkt beeinflusst werden. Diese
Unterschiede schlagen sich im Modell (4.49), (4.50) in den zu den beiden Eingangsgrofen

gehorenden Spalten
=L 0
b1 = A1 und b2 = s
0 2

der Matrix B nieder. Zu den Ausgangsgrofien gehoren die beiden Zeilen der Matrix C'

ci=(1 0) und cy=(0 k2).
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Diese Unterschiede im Modell geben die Tatsache wieder, dass die beiden Eingangs-
grofien einen unterschiedlichen Einfluss auf die Systemdynamik haben und die beiden Aus-
gangsgrofien das Systemverhalten unterschiedlich erfassen, so wie man es aus dem Aufbau
des Behiltersystems auch erwartet. Die sich daraus ergebenden Unterschiede im Ubertra-
gungsverhalten werden im Beispiel 6.5 auf S. 255 behandelt.

Bei diesem Beispiel wirken die beiden Eingangsgrofen uq(¢) und w2 (t) auf nur je-
weils eine der beiden Zustandsvariablen h1(t) und h2(t) und die beiden Ausgangsgrofen
y1(t) und y2(t) sind von nur jeweils einer Zustandsvariablen abhingig. Bei anderen Bei-
spielen konnen die Eingangsgroflen mehrere Zustandsvariable gleichzeitig beeinflussen und
die Ausgangsgrofien aus Linearkombinationen der Zustandsvariablen entstehen. O

Aufgabe 4.3 Zustandsraummodell eines Feder-Masse-Schwingers

Leiten Sie aus den Gln. (4.17) — (4.21) das Zustandsraummodell des Feder-Masse-Schwingers
aus Beispiel 4.2 ab. O

’ Aufgabe 4.4 Zustandsraummodell eines gekoppelten Feder-Masse-Systems

Bei dem in Abb. 4.15 gezeigten System ist die Kraft fe(¢) die EingangsgroBe und die Posi-
tion y(¢) der linken Masse die AusgangsgroBe.

1. Stellen Sie die Zustandsgleichung des Systems auf.

2. Zeichnen Sie den Signalflussgrafen und interpretieren Sie ihn. Erklédren Sie, warum vie-
le Signale nicht direkt verkoppelt, also im Signalflussgrafen nicht durch direkte Kanten
verbunden sind. O

u(t) = £,
7 ¢ m, c, m, [
o-oo-o %
y(?)

Abb. 4.15: Gekoppeltes Feder-Masse-System

Aufgabe 4.5  Phasenportriit eines ungedidmpften Schwingkreises

Zeigen Sie unter Verwendung des Zustandsraummodells (4.44) des gedimpften Schwing-
kreises, dass das Phasenportrit eines ungedampften Schwingkreises ohne Eingangsgrofie
aus Kreisen bzw. Ellipsen besteht. O
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4.4 Aufstellung des Zustandsraummodells

In diesem Abschnitt werden mehrere Wege gezeigt, auf denen man von den physika-
lischen Gesetzen zum Zustandsraummodell gelangen kann. Ausgangspunkte sind ei-
ne gegebene Differenzialgleichung, ein System von Differenzial- und algebraischen
Gleichungen bzw. Zustandsraummodelle fiir die Teilsysteme des zu modellierenden
Systems. Im Abschn. 4.4.4 wird gezeigt, wie man aus den mit physikalischen Ein-
heiten behafteten Gleichungen (GroBengleichungen) zu reinen Zahlengleichungen
kommen kann.

4.4.1 Ableitung des Zustandsraummodells aus der Differenzialgleichung

Differenzialgleichungen mit ¢ = 0. Es wird nun ein Weg angegeben, auf dem
aus der Differenzialgleichung (4.3) ein Zustandsraummodell abgeleitet werden kann.
Dabei wird zunichst von einer Differenzialgleichung ausgegangen, in der keine Ab-
leitungen der EingangsgroBle vorkommen (¢ = 0). AuBerdem wird angenommen,
dass die Gleichung so umgeformt ist, dass a,, = 1 gilt:

d"y(t) d"ty(t) dy(t)
qn +an,1w+...+ T + aoy(t) = bou(t). 4.51)

Der wichtigste Schritt bei der Ableitung des Zustandsraummodells besteht in der
Wabhl der Zustandsvariablen. Aus der Differenzialgleichung ist die Anzahl n der zu
definierenden Zustandsvariablen bekannt.

Als Zustandsvariablen T; werden die AusgangsgroBe y(t) sowie deren Ableitun-

gen Y, U,..., dt” S—¥ multipliziert mit b verwendet

y)
0

1 d2( (t)
w(t) = 3 |,
d"*iy(t)
dtn—1

so dass man fiir die Ableitungen &;(¢) die Beziehung

Ty (t) = %?J(t) = wa(t)

ba(t) = i) = o) (4.52)
S.Un—l(t) = %d’;%%gt) = xn(t)

dn(t) = 1 d"y() (4.53)

by dtm
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erhilt. Fiir &,,(¢) entsteht aus Gl. (4.51) die Beziehung

1 d™y(t
Tn(t) = % dtf(l)
1 dnly(t) 1. 1
= *an—l%w - %y(t) — aogy(t) + u(t)
= —ap_12p(t) — ... — a122(t) — apz1(t) + u(t).

Werden die voranstehenden Gleichungen zusammengefasst, so erhilt man ein Zu-
standsraummodell (4.45) mit

0 1 0 0
0 0 1 0
A= : (4.54)
0 0 0 - 1
—ap —a1 —Gg * —Qp-1
0
0
b= |: (4.55)
0
1
¢ =(b 0 0..0) (4.56)
d = 0. 4.57)

Die Matrix A mit der Form (4.54) wird als Begleitmatrix oder Frobeniusmatrix be-
zeichnet.

Die Anfangsbedingungen (4.6) der Differenzialgleichung lassen sich aufgrund
der Definition des Zustands direkt zum Vektor & zusammenfassen:

Yo1
1
2(0) = - oz (4.58)
Yon

Abbildung 4.16 zeigt den Signalflussgrafen des Zustandsraummodells. Aufgrund
des speziellen Aufbaus von A und b gibt es nur sehr wenige direkte Kopplungen
zwischen den Signalen. Der Fingang u wirkt nur auf z,, direkt; der Ausgang ist
proportional zur Zustandsvariablen x;. Die dynamischen Eigenschaften des Systems
werden durch die mit den Koeffizienten a,,, a,,—1,..., ag der Differenzialgleichung
gewichteten Riickfithrungen der Zustandsvariablen auf die Grofe z,, bestimmt.

Das Interessante an diesem Signalflussgrafen ist die Tatsache, dass das System
durch eine Integratorkette dargestellt werden kann. Obwohl in der Differenzialglei-
chung die Ausgangsgrofie y und deren Ableitungen vorkommen, braucht man zur
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Abb. 4.16: Signalflussgraf fiir ein Zustandsraummodell mit Systemmatrix in
Frobeniusform

Systemdarstellung keine Differenzierglieder, sondern kann Integrierglieder verwen-
den, die im Gegensatz zu den Differenziergliedern technisch realisierbar sind.

Beispiel 4.8 Zustandsraummodell eines Feder-Masse-Schwingers

Um aus der im Beispiel 4.2 abgeleiteten Differenzialgleichung (4.23) das Zustandsraummo-
dell ablesen zu konnen, wird es in die Form (4.51) gebracht:

Ba(t) + Sda(t) + —aa(t) = —an(t).

d
Mit Hilfe der Beziehungen (4.54) — (4.57) erhilt man dann das Zustandsraummodell
0 1 0
a:(t) = £ E $(t) + 1 u(t) (459)
m d
c
y(t) = <E 0) () (4.60)

Dabei ist aus Gl. (4.52) die Bedeutung der beiden Zustandsvariablen bekannt:

n(t) = Ty(t)
za(t) = ().

Die Zustandsvariablen beschreiben also die mit dem Faktor 7+ multiplizierte Position bzw.
Geschwindigkeit der Masse. Dementsprechend gehen in den Anfangszustand x(0) die Po-
sition und die Geschwindigkeit der Masse zum Zeitpunkt ¢ = 0 ein, die mit dem ** multi-
pliziert werden:

Erweiterung auf Differenzialgleichungen mit ¢ # 0. Die bisher beschriebene
Methode kann auf Differenzialgleichungen (4.3) mit g # 0 erweitert werden, wobei
zur Vereinfachung der Darstellung wieder mit a,, = 1 gearbeitet wird:

d"y(t) dy(t) ) du(t)
dnfly dy

W(O) =Yon 5 s E(O) =yo2, ¥Y(0) = yo1. (4.62)
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Dabei wird ausgenutzt, dass aufgrund der Linearitit der Differenzialgleichung die

Beziehung
du(t)  dy(t)
t ) = —— — ——= 4.63
ult) = y(t) = S22 (4.63)
gilt. Das heift, wenn man an Stelle einer Funktion w(t) deren Ableitung «(t) als
Eingangsgrofie verwendet, so entsteht als Losung der Differenzialgleichung die Ab-
leitung ¥ der fiir u erhaltenen Losung y. Fasst man die rechte Seite der Differen-
zialgleichung als eine Summe von ¢ unterschiedlichen Eingangssignalen auf und
iberlagert die durch diese Einginge einzeln hervorgerufenen Ausgangssignale, so
erhilt man fiir ¢ = n ein Zustandsraummodell (4.45) mit

0 1 0 0
0 0 1 0
A= : (4.64)
o o o0 --- 1
—Qo —aip —az -+ —Gp-1
0
0
b=|: (4.65)
0
1
CI = (bo—bnao bl—bnal bnfl—bnanfl) (466)
d = b,. (4.67)

Fiir ¢ < n haben ¢’ und d die einfachere Form

¢ = (bo by ...by 0...0) (4.68)
d = 0. (4.69)

Ein Zustandsraummodell (4.45) mit der Matrix A in Begleitmatrixform (4.64)
und dem Vektor b in der Form (4.65) heifit Modell in Regelungsnormalform. Fiir je-
des System kann das Zustandsraummodell durch eine Transformation in diese Form
gebracht werden. Wie spiitere Uberlegungen zeigen werden, erleichtern die speziel-
len Formen von A und b die Analyse des Systems und den Reglerentwurf.

Auch fiir ¢ > 0 kann man das System durch eine Integratorkette darstellen. Im
Unterschied zu Abb. 4.16 wird jetzt die AusgangsgroBe nicht nur durch die erste Zu-
standsvariable x4, sondern durch die ersten (g+1) Zustandsvariablen x1, Z3,..., Z4+1
bestimmt. In Abb. 4.17 ist diese Abhéngigkeit durch die Kanten mit den Gewichten
bo, b1,..., by dargestellt. Wie in Abb. 4.16 beeinflussen alle Zustandsvariablen die
GroBe iy, was an den Kanten mit den Gewichten ay,_g,...,a¢ in der Abbildung ge-
zeigt wird.
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n-q Integratoren q Integratoren

=On-g+1

Abb. 4.17: Signalflussgraf fiir ein Zustandsraummodell in
Regelungsnormalform

Der in Gl. (4.5) definierte relative Grad p = n — q gibt an, wie viele Integratoren
der linke Teil der Integratorkette enthilt, der keinen direkten Einfluss auf die Aus-
gangsgrofle y hat. Die Abbildung zeigt anschaulich, dass ein System umso schneller
auf eine Verinderung der EingangsgroBe v mit einer Anderung der AusgangsgrofRe
y reagieren kann, je kleiner der relative Grad ist, denn desto weniger Integratoren
muss die EingangsgroBe durchlaufen, bevor sie die Ausgangsgrof3e beeinflusst.

Wenn p = 0 gilt, hat der Eingang einen direkten Einfluss auf den Ausgang, was
sich im Zustandsraummodell durch den nicht verschwindenden Parameter d = b,,
niederschligt (vgl. Gl. (4.67)). Wie spiter noch genauer untersucht werden wird,
ist das System sprungfiihig, denn eine sprungférmige Anderung der Eingangsgro-
Be wird unverzogert auf den Ausgang tibertragen und fiihrt dort zu einer sprung-
formigen Anderung. Die hier abgeleiteten Beziehungen zwischen der Differenzi-
algleichung (4.51) und dem Zustandsraummodell zeigen, dass ein System genau
dann sprungfihig ist, wenn u(t) und y(¢) in die Differenzialgleichung mit dersel-
ben hochsten Ableitung eingehen (¢ = n). Fiir die meisten technischen Systeme gilt
q < nund folglich d = 0. Diese Systeme sind nicht sprungfihig.

Erlauterungen. Um die Ableitung der Regelungsnormalform aus der Differenzialglei-
chung im Einzelnen darstellen zu konnen, wird zunichst die Differenzialgleichung (4.51)
mit by = 1 betrachtet, wobei y durch ¢ und u durch @ ersetzt und verschwindende Anfangs-
bedingungen angenommen werden:

d"g(t) d"g(t) dg(t) o
g + Gn-1 T + ..+ ar =3~ + aogy(t) = u(t), (4.70)
dn1y dy N

Diese Gleichung ergibt fiir eine gegebene EingangsgroBe w(t) die Losung g (t):

a(t) — g(t).



86 4 Beschreibung linearer Systeme im Zeitbereich

Wird an Stelle der Funktion %(t) die Ableltung als Elngangsgroﬁe verwendet, so entsteht
als Losung der Differenzialgleichung (4.70) dle Ableltung 1 der bisherigen Losung:

da(t) _ dg(t)
dt at

Um dies zu zeigen, wird Gl. (4.70) noch einmal fiir & bzw. ¢ an Stelle von @ bzw. g aufge-
schrieben:

d"y(t) d"y(t) dy(t) oo s
qn + an_1 it + ..+ a17 + aoy(t) = a(t). 4.71)
dn71g dg B
den—1 (0) =0 500y E(O) - Y% y(o) =0
Diese Gleichung ergibt fiir die EingangsgroBe @(t) die Losung (t). Wird nun a(t) = 4%

gesetzt, so erhilt man aus Gl. (4.71) die Beziehung

d"y(t) d"~'g(t) d5(®) da(t)
ar T g Hee by Faod(t) = =g
und aus GI. (4.70) durch Differenziation die Gleichung
d"*ig(t) d"g(t) d*y(t) dg(t) _ du(t)
Tqett T g Tt A Tge YTy Ty
mit den Anfangsbedingungen
d"y .o\ _ d*g dg . _
qn (0)=o0,.., T (0) =0, e (0) =o0.

Da diese beiden Gleichungen dieselbe rechte Seite und verschwindende Anfangsbedingun-
gen haben, folgt aus ihnen
_ dg(t)
t) = —/——=.
yit) = —4
Dieses Ergebnis kann symbolisch durch Gl. (4.63) dargestellt werden. Es gilt nicht nur fiir
Gl. (4.70), sondern fiir beliebige lineare Differenzialgleichungen der Form (4.3).

Die Losung der Differenzialgleichung (4.61) kann als Losung 4 der Differenzialglei-
chung (4.70) fiir

d?u(t) du(t)
e+ b1
a T T
berechnet werden, wobei aufgrund der Beziehung (4.63) und des Superpositionsprin-
zips (4.33)

(t) = b, + bou(?)

d?y(t)

y(t)
BT + bogi(t) (4.72)

++by

y(t) = bq
entsteht.
Besitzt die gegebene Differenzialgleichung im Gegensatz zu Gl. (4.51) nicht verschwin-
dende Anfangsbedingungen (4.62)

dn71~ d ~
Tt O =0 e O =v02, §(0) = yor,

dann muss die Beziehung (4.72) um die Losung §n(t) der homogenen Differenzialglei-
chung
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d"gn(t) A" (t) dgn () _
qn + an-1 Q1 + ...+ a == + ao@n(t) =0,
A" 13 dy .
dtngh ©0) =yon , ..., %(0) =yo2, n(0) =yo1
Z” a75(t) 0
_ y(t y(t . _
y(t) = b Q. Tt + bog(t) + (1)

erginzt werden.
Zur Differenzialgleichung (4.70) gehort das Zustandsraummodell (4.45) mit A, b, ¢’
und d aus Gln. (4.54) — (4.57) mit by = 1, wobei die Zustandsvariablen entsprechend

wl(t) = 37(’5)
(

dy(t
a(t) = %t)

dn71~ t
n(t) = Ttnl_’f)

definiert sind und fiir den Anfangszustand die Beziehung
z(0) = [ Y02 4.73)

gilt. y(¢) lésst sich entsprechend
Y(t) = bgTq41(t) + bg—-174(t) + ... + brz2(t) + boz1(t)

aus den ersten ¢ + 1 ZustandsgroBen bilden, vorausgesetzt, dass ¢ < n gilt. Man erhilt also
fiir die Differenzialgleichung (4.3) das Zustandsraummodell (4.45) mit A, b, ¢’ und d aus
(4.64), (4.65), (4.68) und (4.69). Ist ¢ = n, so hingt y(t) auch von der n-ten Ableitung von

y(t) ab:

y(t) = buin(t) +bp12a(t) + ... + braa(t) + boxi(t)
= bp(—aox1(t) — ... — an—1Zn(t) + u(t)) + bn—12n(t) + ... + boz1(t)
= (bo — bnao)xl(t) + ...+ (bnfl — bnanfl)xn(t) + bnu(t).

In der zweiten Zeile wurde die Darstellung von %, in Abhingigkeit von x1, 2, ..., , und
u verwendet, die als letzte Zeile im Modell (4.45), (4.64), (4.65) steht. Damit ist das Mo-
dell (4.45) mit A, b, ¢’ und d nach Gln. (4.64) — (4.67) abgeleitet.

Der gezeigte Weg, ein Zustandsraummodell aus einer Differenzialgleichung ab-
zuleiten, zeigt noch eine weitere Tatsache: Offenbar gibt es fiir Systeme, in deren
Differenzialgleichung der Grad der hochsten Ableitung der Eingangsgrofle den der
Ausgangsgrofle iiberschreitet (¢ > n), kein Zustandsraummodell. Man kann also
beispielsweise fiir die Differenziation (4.41) kein Zustandsraummodell angeben. All-
gemein gilt:
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Zustandsraummodelle gibt es nur fiir kausale, also technisch realisierbare Syste-
me (¢ < n).

4.4.2 Aufstellung des Zustandsraummodells aus den physikalischen
Grundbeziehungen

Im Abschn. 4.4.1 wurde erldutert, wie man zum Zustandsraummodell gelangt, wenn
vorher die Differenzialgleichung aufgestellt wurde. Hiufig wird bei der Modell-
bildung jedoch versucht, das Zustandsraummodell direkt aus den physikalischen
Grundbeziehungen, die das gegebene System beschreiben, abzuleiten und dabei die
Differenzialgleichung als Zwischenergebnis zu umgehen. Dieser Weg wird im Fol-
genden genauer untersucht.

Ein wichtiges Problem bei der Aufstellung des Zustandsraummodells entsteht
aus der Tatsache, dass aus den physikalischen Grundbeziehungen nicht nur Dif-
ferenzialgleichungen, sondern auch algebraische Gleichungen folgen. Der Reihen-
schwingkreis im Beispiel 4.1 ist durch die Differenzialgleichungen (4.9) und (4.10)
fur die Induktivitit und die Kapazitit sowie durch die algebraischen Gleichun-
gen (4.8), (4.11) und (4.12) fiir den Widerstand und die beiden Maschen beschrieben.

Fiir die Aufstellung des Zustandsraummodells miissen erstens die algebraischen
Gleichungen eliminiert werden, denn im Zustandsraummodell treten nur Differenzi-
algleichungen auf. Zweitens enthalten die aufgestellten Gleichungen mehr Signale,
als fiir das Zustandsraummodell notwendig sind. Alle nicht als Zustandsvariablen
bzw. Eingangsgrofle fungierenden Signale sind ebenfalls zu eliminieren. Fiir die
praktische Durchfiihrung dieser Schritte steht die Frage, unter welcher Bedingung
alle algebraischen Gleichungen eliminiert werden konnen und wie die Elimination
auf moglichst systematischem Wege erfolgen kann.

Um die genannten Schritte durchzufiihren, reduziert man zunéchst alle Differen-
zialgleichungen auf solche erster Ordnung, indem man, dhnlich wie in Gl. (4.52), fiir
hohere Ableitungen neue Signale einfiihrt. AnschlieBend werden alle Differenzial-
gleichungen und alle algebraischen Gleichungen untereinander geschrieben, so dass
ein Gleichungssystem der Form

Ez(t) = Fz(t) + gu(t), z(0) = 2o (4.74)
y(t) = h'z(t) + ku(t) (4.75)

entsteht. z ist ein ng-dimensionaler Vektor, E eine (1., nq)-Matrix mit n, > nq.
Ist die i-te Zeile von Gl. (4.74) eine Differenzialgleichung, so ist mindestens ein
Element e;; (j = 1,2, ...,nq) der Matrix E von null verschieden. Stellt diese Zeile
eine algebraische Gleichung dar, so verschwinden alle Matrixelemente auf der linken
Seite dieser Zeile. g und h sind ne- bzw. nq-dimensionale Vektoren. Die Gl. (4.75)
beschreibt die Abhingigkeit der Ausgangsgrofe y von der EingangsgroBe u sowie
vom Vektor z. Das Modell (4.74), (4.75) wird als Deskriptorsystem bezeichnet.
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Da die Matrix E rechteckig ist, kann sie nicht invertiert werden, so dass eine
direkte Umformung der Gl. (4.74) in die Standardform (4.45) des Zustandsraummo-
dells durch Multiplikation mit E~" nicht mdglich ist. Mit n wird der Rang von E
bezeichnet:

Rang F = n. 4.76)

Es wird sich zeigen, dass dieser Rang die Dimension des Zustandsvektors in der Zu-
standsgleichung bestimmt, so dass die Gl. (4.76) zur Bestimmung der unbekannten
Systemordnung n verwendet werden kann.

Uberfiihrung des Deskriptorsystems in ein Zustandsraummodell. Im Weiteren

wird zunichst von der Voraussetzung ausgegangen, dass die Matrix E durch Um-
ordnen der Zeilen in Gl. (4.74) sowie durch Umordnen der Elemente des Vektors z

auf die Form
_(En O
E = ( 0 0> 4.77)

gebracht wurde, wobei die (n, n)-Matrix E1; den Rang n hat. Nun werden der Vek-
tor z, die Matrix F' und die Vektoren g und h in

0= (2)
F F
P (e

)

h' = (hi hy)

g

zerlegt, wobei z1, g; und h; n-dimensionale Vektoren und F'1; eine (n,n)-Matrix
ist. Aufgrund dieser Zerlegungen zerfallen die Gln. (4.74) und (4.75) in

Eq112:1(t) = F1121(t) + F1222(t) + gy u(t)
0 = F2121(t) + Faxza(t) + gou(t)
y(t) 1z1(t) + hyzo(t) + ku(t).

Die zweite Gleichung kann in

z(t) = —Fp) Fo121(t) — F3, gyult)

umgestellt werden, wenn F'o5 invertierbar ist, was hier vorausgesetzt wird. Das Ein-
setzen dieser Beziehung in die erste und dritte Gleichung ergibt das Zustandsraum-
modell

z1(t) = By (F11 — F1oF5) For) z1(t) + Eyy (g, — F12F3) go) u(t) (4.78)

y(t) = (b} — hyF3, For) z1(t) + (k — hyFy go) u(t). 4.79)
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Aus diesen beiden Gleichungen kann ersehen werden, wie sich die Matrix A, die
Vektoren b und ¢’ sowie der Faktor d des Zustandsraummodells (4.45) aus den in
den Gleichungen (4.74) und (4.75) vorkommenden Matrizen zusammensetzen.

Uberfiihrung der Matrix E in die geforderte Form. Der beschriebene Weg fiir die
Aufstellung des Zustandsraummodells setzt voraus, dass die Matrix E zuvor in die
Form (4.77) iiberfiihrt wurde. AuBlerdem miissen die Matrizen E1; und F'95 inver-
tierbar sein. Um E in der gewiinschten Weise zu zerlegen, sortiert man die in (4.74)
vorkommenden n, Gleichungen so, dass alle Differenzialgleichungen oben und die
algebraischen Gleichungen unten stehen. Dieser Schritt kann durch Multiplikation
der Gl. (4.74) von links mit einer (7, ne)-Pc:lrmutationsmatrix1 V' dargestellt wer-
den. AnschlieBend versucht man, die Elemente des Vektors z so umzuordnen, dass
der obere rechte Block in E eine Nullmatrix wird. Dieser Schritt bedeutet die Mul-
tiplikation des Vektors z mit einer (ng4, nq)-Permutationsmatrix W, wobei der neue
Vektor
zZ(t) = Wz(t)

entsteht. Da die Gl. (4.74) offenbar dquivalent zu
VEW 'W(t) = VFW 'Wz(t) + Vgul(t)

ist, erhilt man durch die beiden beschriebenen Schritte eine neue Matrix E =
V EW ~! auf der linken Seite, fiir die durch geeignete Wahl von V und W erreicht
werden soll, dass sie in der Form (4.77) zerlegt werden kann. Das Deskriptorsystem
hat dann die neue Form

Ez(t) = Fz(t) + gu(t), (4.80)

auf die das oben beschriebene Vorgehen angewendet werden kann.

Da viele Systeme aus kleineren, tiberschaubaren Einheiten bestehen, beispiels-
weise elektrische Netzwerke aus mehreren Maschen, kann die gewiinschte Struk-
tur der Gl. (4.74) sehr hédufig durch einfaches Umordnen gefunden werden. Gelingt
dieser Schritt nicht, so miissen V' und W als beliebige reguldre Matrizen gewihlt
werden. Die Multiplikation mit V' bedeutet dann, dass die Gleichungen linear kom-
biniert werden. Die Operation mit der Matrix W entspricht einer Transformation des
Vektors z.

Wenn die Matrix E auf die gewiinschte Form gebracht wurde, muss F'52 qua-
dratisch und invertierbar sein. Diese Bedingung bedeutet, dass ausreichend viele al-
gebraischen Gleichungen vorhanden sind, um die in z5 stehenden Signale aus dem
Modell zu eliminieren, und dass diese Gleichungen linear unabhingig voneinander
sind. Ist F'y5 rechteckig, so miissen algebraische Gleichung gestrichen oder neue
Gleichungen hinzugefiigt werden. Ist die Matrix singulidr, so miissen linear abhingi-
ge Gleichungen gegen neue, linear unabhingige Gleichungen ausgetauscht werden.

! Eine Permutationsmatrix ist eine quadratische Matrix, bei der in jeder Zeile und in jeder
Spalte genau eine Eins vorkommt und alle anderen Elemente Nullen sind.
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Beispiel 4.9 Aufstellung des Zustandsraummodells eines Reihenschwingkreises

Der in Abb. 4.2 gezeigte Reihenschwingkreis aus Beispiel 4.1 ist durch die Gln (4.8) —
(4.12) beschrieben, die hier zunéchst in folgender Reihenfolge angegeben werden:

U2 = UR + UC
U1 = uL + ur + uc
UR = Ril
diq

= L =
L dt
. duc

=C —.
" a

Aus Platzgriinden wird im Folgenden die Zeitabhingigkeit der Signale nicht explizit an-
gegeben. Die Differenzialgleichungen und algebraischen Gleichungen lassen sich in der
Form (4.74) zusammenfassen:

00000 UR 11-10 0 uR 0
00000 Uc 11 01 0 uc -1
00000 w | =10 00 —-R uz | + 0| wp
0000L UL 00 01 O UL 0
0C000 i 00 00 1 i1 0
UR
uc
UQ:(O()lOO) u2
ur,
i1

Offensichtlich ist der Rang von E gleich 2, d. h., dass ein Zustandsraummodell mit der
Ordnung n = 2 aufzustellen ist. Um die in Gl. (4.77) vorgegebene Struktur von E zu
erzeugen, werden als erstes die beiden Differenzialgleichungen nach oben verschoben, so
dass

0000L R 0001 0 uR 0
0C000 Uc 0000 1 uc 0
00000 4 | =]11-10 0 w | + ] 0 | w
00000 e 1101 0 uL -1
00000 i 10 0 0—-R i1 0

entsteht. Dies entspricht der Multiplikation des gegebenen Deskriptorsystems mit der Ma-
trix

00010
00001
V=[10000
01000
00100

Im zweiten Schritt werden die Elemente ur und 7; im Vektor z getauscht, was einer Mul-
tiplikation dieses Vektors von links mit der Permutationsmatrix
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00001
01000
W=]100100
00010
10000
entspricht:
LO0:000 0 0: 010
o i1 : i1 0
0 000 e 1 0: 0 00 ue 0
= + 0 Uui.
00:000 Uz 0 1:-101 Uz
. UL . uL -1
00:000 UR 0 1:0 11 UR 0
00:000 ~R0:0 01
Die (2, 2)-Matrix
L O
Bu = < 0 C)
ist regulir, ebenso wie die (3, 3)-Matrix
-101
Foo = 0 11
0 01

Die angegebenen Gleichungen beschreiben den Reihenschwingkreis also vollstindig. Ent-
sprechend der Gln. (4.78) und (4.79) erhilt man das gesuchte Zustandsraummodell:

()

_(z 0O 00 oto) (101 0 1 i (t)
(R - e (g () )
z 0 0 010 —10 0
DO -Gy (F3) (1)) wo
—R 1 1
(TR (a0 £\,
(é 0>(uc(t))+<0> (t)
10 1 01 .
wo(t) = _ _ i1(t)
2(t) (0 0) — (1 00) 8 (1] 11 —OR(l) (uc(t))
10 1 0
+lo—@aoo | 0o 1-1 -1 )u(t)
00 1 0
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Dieses Modell unterscheidet sich von dem in Gl. (4.44) angegebenen, kann aber durch eine
Zustandstransformation (5.26) in dieses Modell iiberfiihrt werden (mit welcher Transfor-
mationsmatrix 7°?). O

Deskriptorsysteme (4.74) wurden hier als Zwischenschritt der Modellbildung
eingefiihrt. Es soll abschlieBend erwihnt werden, dass die Klasse derjenigen Sys-
teme, die durch Deskriptorgleichungen beschrieben werden konnen, grofer ist als
die Klasse der Systeme, fiir die man ein Zustandsraummodell aufstellen kann. Durch
Deskriptorgleichungen konnen insbesondere auch technische nicht realisierbare Sys-
teme dargestellt werden wie beispielsweise ein Differenzierglied, fiir das

y(t) = dzsf)

gilt. Die Deskriptorgleichung dieses Ubertragungsgliedes heisst

01 21 (t) 10 1 (t) 0
<00> <i‘2(t)> (0 1><I2(t)>+<1>U(t) (4.81)

y(t) = (1 0) <x1(t)>. (4.82)

ZL’Q(t)

Aufgabe 4.6 Zustandsraummodell des Feder-Masse-Schwingers

Stellen Sie mit Hilfe der Gln. (4.17) — (4.21) ein Modell der Form (4.74), (4.75) fiir den
Feder-Masse-Schwinger aus Beispiel 4.2 auf und formen Sie dieses Modell in ein Zustands-
raummodell (4.45) um. Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem Modell (4.60), (4.60). O

4.4.3 Zustandsraummodell gekoppelter Systeme

Bei grofleren Systemen wird man bei der Modellbildung zunichst Zustandsraummo-
delle fiir Teilsysteme aufschreiben und diese dann entsprechend den im Gesamtsys-
tem geltenden Koppelbeziehungen verkniipfen. Diese Vorgehensweise soll hier fiir
die Reihenschaltung, die Parallelschaltung sowie die in Abb. 4.20 dargestellte Riick-
kopplung zweier Teilsysteme beschrieben werden. Alle Uberlegungen lassen sich
leicht auf mehr als zwei Teilsysteme erweitern.

Gegeben seien die Zustandsraummodelle der beiden Teilsysteme

ﬂ)l(t) = A1$131(t) + blul(t), :131(0) = I10 (483)
e (t) + dyuy (t) (4.84)

<
=
—~
o~
~—
I

und
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mg(t) = Agmg(t) —+ bQ”U,Q(t)7 .’132(0) = I20 (485)
yg(t) = Cémg(t) + d2u2(t). (4.86)

Gesucht ist das Zustandsraummodell

@(t) = Az(t) +bu(t),  =(0) = (228;) (4.87)
y(t) = z(t) + du(t) (4.88)

der Zusammenschaltung beider Teilsysteme. Fiir alle drei Verkniipfungen der Teil-
systeme setzt sich der Zustandsvektor des Gesamtsystems aus den beiden Zustands-
vektoren des Teilsystems zusammen:

4
x(t) = (5131( )) .
wa(t)
Fiir die dynamische Ordnung n des Gesamtsystems gilt deshalb

n =mni + N,

wobei n; und ny die dynamischen Ordnungen der Teilsysteme bezeichnen.

(Al,bl,cl,dl)_’(A27b2762,d2) > = ™ (A7b7c’d) >

Abb. 4.18: Reihenschaltung zweier Teilsysteme

Reihenschaltung. Bei der Reihenschaltung ist der Ausgang y; des ersten Teilsys-
tems gleich dem Eingang us des zweiten Teilsystems (Abb. 4.18):

u(t) = ui(t)
uz(t) = yi1(t)
y(t) = y2(t).

Verkniipft man die Teilsystemgleichungen in dieser Weise, so erhélt man das Mo-
dell (4.87), (4.88) des Gesamtsystems mit
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A O
A= (4.89)
bgcll Ag
by
b= 4.90
(den.) (@.90)
c = (dac) ¢), 4.91)
d = dyds. (4.92)
(Apblaclvdl) Y
u : Y U Y
> = —* (A7b7c7d) >

(A27b27cgad2)

Abb. 4.19: Parallelschaltung zweier Teilsysteme

Parallelschaltung. Bei der Parallelschaltung entsteht der Ausgang des Gesamtsys-
tems durch Addition der Ausginge y; und y, der Teilsysteme, die denselben Eingang
u erhalten (Abb. 4.19):

u(t) = u1(t) = ua(t)
y(t) = y1(t) +y2(2).

Aus diesen Koppelbeziehungen und den Teilsystemgleichungen erhélt man das Mo-
dell (4.87), (4.88) des Gesamtsystems mit:

(%)
A= (4.93)
O A,

— bl
b= (bQ) (4.94)
d = (c) &) (4.95)
d = dy + ds. (4.96)
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‘ e
<
S
<

(Alablvclvdl) * —

= —™ (A’b)c7d) >

Ua (A27b2702,d2)

S

Abb. 4.20: Riickkopplungsschaltung zweier Teilsysteme

Riickkopplungsschaltung. Entsprechend Abb. 4.20 gelten fiir die Riickkopplungs-
schaltung folgende Beziehungen:

y(t) = yi(t) (4.97)
ur(t) = u(t) — ya(t) (4.98)
us(t) = y1(t). 4.99)

Das Zustandsraummodell des Gesamtsystems erhilt man besonders schnell, wenn
beide Teilsysteme nicht sprungfihig sind, also d; = 0 und do = 0 gilt. Dann setzt
man die Beziehung (4.98) in die Zustandsgleichung (4.83) des ersten Teilsystems ein
und erhilt unter Verwendung von (4.86) die Beziehung

&1(t) = Arzi(t) + ba(ult) — ya(t))
= Ala:l(t) — blclzflig(t) + blu(t). (4100)

Auf dhnliche Weise erhélt man aus den Gln. (4.84), (4.85) und (4.99) die Gleichung

2(t) = Agza(t) + bays (¢)
= AQ:BQ(t) + bgCllﬁcl(t). (4101)

Fiir die Ausgangsgrofie y gilt entsprechend Gl. (4.97)
y(t) = ciza(t). (4.102)
Schreibt man die Gln. (4.100), (4.101) und (4.102) untereinander, so erhélt man
i A, —bc
(E0) = (o ) () + ()
y(t) = erma(t)
und schlieBlich ein Modell der Form (4.87), (4.88) mit

A —bic
b (4.103)
bQC/l AQ

b = (0) (4.104)

A



4.4 Aufstellung des Zustandsraummodells 97

¢ = (c, 0) (4.105)
d =0, (4.106)

wobei die beiden Nullvektoren die Dimensionen ns haben. Die Gln. (4.103) —
(4.105) zeigen, wie sich A, b und c aus den Teilsystemmodellen berechnen lassen,
wenn nach Voraussetzung dy = ds = 0 gilt.

Wenn beide Teilsysteme sprungfihig sind, wird die Berechnung etwas aufwin-
diger, denn u; hingt iiber y, direkt von y; ab und y; direkt wieder von u;. Diese
Abhingigkeiten sind durch die algebraischen Gleichungen (4.84), (4.86) und (4.98)
beschrieben, weshalb man auch von einer algebraischen Schleife spricht. Die beiden
Teilsysteme konnen genau dann zu einem Gesamtsystemmodell verkniipft werden,

wenn die Bedingung
dids # —1 (4.107)

erfiillt ist, wovon im Folgenden ausgegangen wird.
Fiir yo erhilt man aus den genannten Gleichungen

Ya2(t) = cyma(t) + doyi (1)
= c’ng(t) + dQCllml(t) + dgdlu(t) — dgdlyg(t)

1
yo(t) = T dd, (chza(t) + dacixy(t) + didau(t))
und analog dazu fiir y;
1
yi(t) = Y dids (chx1(t) — dichaa(t) + diu(t)).

An Stelle der Gln. (4.100) — (4.102) fiihren die Zustandsgleichungen der Teilsysteme
auf

. do 1 1

ty = A — —=—b,c] t)— ———— bt t ——byult
a1 (%) ( T dd, 101) x1(t) [T didy 1ChTa(t) + i dds 1u(t)
. dy 1 dq

t) = Ay — ——— by t —— b t b t
a(t) = (A2 = b anlt) + ke (0 + 0 bau()

1 dq dy

) = ———cay (t) — ————chao(t

y(®) 1+d1d261m1() a0+ g

und zum Modell des Gesamtsystems (4.87), (4.88) mit
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Al - i, ddblcl gy b1
A= - T (4.108)
/ /
1+d1d2 bacy Ay — T, 022
—1 _p
b= (1-&-511(12 1) (4.109)
1+d1d2b2
1 d
! = / ! 4.110
N (1+d1d261 1+d1d262> (4.110)
dy
d= " 4.111
1+ dids ( )

Die Gleichungen zeigen, dass das Gesamtsystem sprungfihig ist solange das
Teilsystem im Vorwirtszweig sprungfihig ist (d; # 0). Der Faktor 5 - d o , der durch
die algebraische Schleife in die Gleichungen hineinkommt, entfillt, wenn eines der
beiden Teilsysteme nicht sprungfihig ist. Fir d; = dy = 0 geht schlieBlich das
Gleichungssystem in die einfachere Form (4.87) — (4.105) iiber.

Diskussion. Bei allen drei Zusammenschaltungen erscheinen die Systemmatrizen
A, und A der Teilsysteme als Hauptdiagonalblécke in der Systemmatrix A des
verkoppelten Systems. Bei der Reihenschaltung und der Parallelschaltung ist A eine
Blockdreiecksmatrix bzw. eine Blockdiagonalmatrix. Deshalb setzt sich die Menge
der Eigenwerte von A fiir diese beiden Zusammenschaltungen aus den beiden Eigen-
wertmengen von A; und A, zusammen, was fiir die Eigenschaften des Systems eine
entscheidende Rolle spielt (vgl. Gl. (5.65) auf S. 146). Bei der Riickkopplungsschal-
tung sind die beiden Teilsysteme in beiden Richtungen verkoppelt, was sich auch
in der Zusammensetzung der Matrix A ausdriickt. Hier stimmen die Eigenwerte der
Verkopplung nicht mit den Eigenwerten der Teilsysteme iiberein.

Bei den angegebenen Modellen wird der Zustandsvektor der Zusammenschal-
tung aus den beiden Zustandsvektoren der Teilsysteme gebildet, so dass ein Modell
mit der dynamischen Ordnung n = ny + no entsteht. Wenn die Teilsysteme spe-
zielle Eigenschaften haben, kann man moglicherweise ein Modell der Zusammen-
schaltung finden, das eine kleinere dynamische Ordnung hat. Beispielsweise kann
die Parallelschaltung zweier identischer Teilsysteme durch ein Modell n;-ter Ord-
nung dargestellt werden. Unter welchen Bedingungen eine derartige Vereinfachung
moglich ist, wird im Zusammenhang mit minimalen Realisierungen dynamischer
Systeme im Kap. II-3 behandelt.

4.4.4 Giiltigkeitsbereich der Modelle und Normierung

Giiltigkeitsbereich des Zustandsraummodells. Jedes Modell beruht auf Modell-
annahmen, die fiir den Giiltigkeitsbereich des Modells ma3gebend sind. Die Modell-
annahmen beschreiben einerseits, welche Teile der technischen Anlage durch das
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Modell dargestellt werden sollen. Diese Annahmen ergeben sich aus der Regelungs-
aufgabe. Andererseits beinhalten die Modellannahmen Informationen dariiber, unter
welchen Bedingungen das Modell giiltig sein soll. Diese Bedingungen schréinken die
Signalwerte auf Intervalle ein, wie es beispielsweise durch

fiir vorgegebene Schranken %, x; und Z; geschieht.

Streng genommen gehort deshalb zu jedem Zustandsraummodell eine Menge
von Bedingungen, mit denen tiberpriift werden kann, dass bei Analyse-, Entwurfs-
oder Simulationsaufgaben der Giiltigkeitsbereich des Modells nicht verlassen wird.
Diese Bedingungen kénnen in der Form

h(u(t),z(t),y(t)) < h  firalle t >0 (4.112)

zusammengefasst werden, wobei das Ungleichheitszeichen fiir alle Elemente der
Vektorfunktion h gilt. Ein typisches Beispiel ist das Behiltersystem in Abb. 4.22,
dessen Differenzialgleichung nur solange gilt, wie die Behilter weder leer sind noch
iberlaufen. Zu- und Abfluss konnen ihr Vorzeichen nicht wechseln. Ein anderes Bei-
spiel sind StellgroBenbeschrinkungen. Hiufig werden die Stellglieder als lineare
Ubertragungsglieder aufgefasst. Die Modellgleichungen gelten nicht fiir beliebige
Signalwerte, sondern nur, solange obere Schranken fiir die StellgroBen nicht liber-
schritten werden.

Bedingungen der Form (4.112) entstehen auch dann, wenn das im GroB3en nicht-
lineare Verhalten des Systems durch ein lineares Modell angenihert wird. In diesem
Falle werden entweder die Signalwerte von vornherein so eingeschrinkt, dass alle
Systemelemente durch lineare Beziehungen beschrieben werden koénnen, oder das
Modell wird in der Nihe eines Arbeitspunktes & linearisiert (vgl. Abschn. 4.5.1),
wobei sich Gl. (4.112) dann auf die Abweichung dx vom Arbeitspunkt & bezieht
und den Giiltigkeitsbereich des linearisierten Modells beschreibt.

Bei der Modellbildung hat man stets einen Kompromiss zwischen einem mog-
lichst grofen Giiltigkeitsbereich und einer moglichst hohen Genauigkeit des Modells
einerseits und der Handhabbarkeit des Modells andererseits zu schlieBen. So ist es
nicht falsch, sondern zweckmiBig, dass fiir die Losung von Regelungsaufgaben hiu-
fig lineare Modelle niedriger dynamischer Ordnung eingesetzt werden. Ob man da-
bei die Giiltigkeitsbedingungen des verwendeten Modells in der Form (4.112) auf-
schreibt oder nicht — man muss sich stets tiber die Tatsache im Klaren sein, dass das
Modell die Realitit nur in einem beschrinkten Bereich des Zustandsraumes bzw. fiir
beschrinkte Eingangsgrofien wiedergibt, um damit auch die Grenzen fiir die Giiltig-
keit der erhaltenen Analyse- und Entwurfsergebnisse abzustecken. Inwieweit diese
Ergebnisse tiber den Giiltigkeitsbereich des Modells hinaus eingesetzt werden kon-
nen, wird in der Praxis hdufig heuristisch (mit dem ,,Gefiihl des Ingenieurs*) ent-
schieden. Im Abschn. 8.6 wird mit der Robustheitsanalyse ein Weg gezeigt, wie man
dies in einer methodisch fundierten Weise tun kann.



100 4 Beschreibung linearer Systeme im Zeitbereich

Normierung der Signale und Parameter. Die im Zustandsraummodell auftreten-
den Parameter und Signale sind i. Allg. physikalische Grof3en, die nicht allein durch
ihren Zahlenwert, sondern zusitzlich dazu durch ihre physikalische Einheit beschrie-
ben werden:

Physikalische Grole = Zahlenwert - Einheit

Dabei symbolisiert der Punkt - eine Multiplikation! Die bei der Bildung des Modells
aufgeschriebenen physikalischen Grundgesetze sind deshalb Grofengleichungen, in
die jedes Signal und jeder Parameter mit seinem Betrag und seiner Einheit eingeht.
Beispielsweise wird in der Gleichung

d?z

F=mSis
LTe

die Kraft F' in Newton (N), der Weg x in Metern (m), die Masse m in Kilogramm
(kg) und die Zeit t in Sekunden (s) gemessen. Um aus den GroBengleichungen Zah-
lenwertgleichungen abzuleiten, in denen die physikalischen Einheiten nicht mehr
vorkommen, muss jede Grofle auf eine festgelegte physikalische Einheit normiert
werden. Dabei mochte man nicht alle GroB3en in den Grundeinheiten darstellen, son-
dern man wird solche Einheiten auswihlen, die fiir das betrachtete System aussage-
kriftig sind bzw. in denen die von den Messeinrichtungen gelieferten Groflen darge-
stellt sind. Beispielsweise wird die Zeit bei einem sich schnell verindernden System
in Millisekunden oder Sekunden, bei einem sich langsam bewegenden System in
Minuten oder Stunden gemessen. Aufgrund der Beziehungen zwischen den gewéhl-
ten Einheiten konnen nach der Normierung neue, dimensionslose Faktoren in den
Gleichungen auftreten, wie im folgenden Beispiel gezeigt wird.

Von einer GroBengleichung kommt man zu einer zugeschnittenen Grofienglei-
chung, indem man alle Parameter und Signale entsprechend der gewéhlten Einheiten
erweitert, d. h. sie durch die gewihlten Einheiten dividiert und mit der in Grundein-
heiten umgerechneten Einheit multipliziert. Will man die o.a. Beziehung verwenden,
wenn man die Kraft in Newton, die Masse in Tonnen, den Weg in Metern und die
Zeit in Sekunden misst, so erhilt man

x
Fkem _m g kg Lﬁm.
N S2 t d t 2
5 5
s
Daraus entsteht durch Multiplikation beider Seiten mit k;in die zugeschnittene Gro-
Bengleichung
F a2z
S8t T
N t d :7

Fiihrt man nun die auf die gewihlten Malleinheiten normierten GréB3en ein

o S~ m
F= m—T

Bz Z

Pt
i=1

&
Il
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so erhilt man die Beziehung

die eine Zahlengleichung darstellt, in der keine Mafeinheiten mehr vorkommen, bei
der jedoch F die in Newton gemessene Kraft F', /i die in Tonnen gemessene Masse
m, & die in Metern gemessene Entfernung = und # die in Sekunden gemessene Zeit
t bezeichnen.

Zur Vereinfachung der Darstellung wird in allen spiter verwendeten Modellen
die Tilde iiber den auf die gew#hlten MaBeinheiten bezogenen Groflen weggelassen,
so dass in diesem Beispiel mit der Gleichung

5 d%z
F=10"m 1z
gerechnet wird. Man muss diesen Ubergang von den physikalischen GroRen zu den
auf die gewihlten Mafleinheiten bezogenen GroBen jedoch im Gedéchtnis behalten,
um die mit dem Modell erhaltenen Ergebnisse richtig interpretieren zu konnen. Of-
fensichtlich ist bei dem hier verwendeten Beispiel der Faktor 103 in die Gleichung
hineingekommen, damit die gew#hlten Einheiten zueinander passen. Derartige Fak-
toren treten hiufig auf, wenn die in der Gleichung vorkommenden GréBen nicht in
den physikalischen Grundeinheiten eingesetzt werden sollen. Man sollte deshalb die
Uberfiihrung der GroBengleichungen in Zahlengleichungen Schritt fiir Schritt aus-
fithren!

Normierung der Zeit. Besondere Beachtung erfordert die Wahl der Zeitachse, auf
der alle Signale betrachtet werden. Die gewiihlte Zeiteinheit soll der ,,Anderungsge-
schwindigkeit“, mit der sich das System bewegt, angemessen sein.

Welche Verdnderungen im Modell die Transformation

t=kt

der Zeit mit sich bringt, kann man durch Anwendung dieser Transformation auf das
Zustandsraummodell

da(t)

dt

erkennen. Das Modell gilt fiir die alte Zeitachse mit der Zeitvariablen ¢. Es soll so
umgeformt werden, dass es das Systemverhalten mit der Zeitvariablen ¢ beschreibt.
Setzt man die Transformation in das Modell ein, so erhélt man unter Verwendung
von k dt = dt die Beziehung

= Ax(t) + bu(t)

da(kt)
kdt

Az (k) + bu(kf).

Als Signale, die tiber die neue Zeitachse definiert sind, werden nun
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z(t) = @(kt)
u(t) = u(kt)
eingefiihrt. Damit erhilt man das neue Modell

@) _ 14
dt

Die Umformung zeigt, dass sich mit der Veranderung der Zeitachse auch die in der
Matrix A und im Vektor b stehenden Modellparameter indern. Insbesondere werden
alle Eigenwerte von A, die bei der Systemanalyse eine grof3e Rolle spielen, um den
Faktor k verindert, um zu den Eigenwerten der neuen Systemmatrix A=FkAzn
kommen. Die Lage der Eigenwerte von A in der komplexen Ebene muss also immer
in Bezug zur gewihlten Mafleinheit fiir die Zeit beurteilt werden.

In diesem Zusammenhang sei auch darauf hingewiesen, dass die Eigenwerte \;
die MaBeinheit der Frequenz (z B. 1 oder ) und ihre spiter als Zeitkonstanten
eingefiihrten Kehrwerte T; = - die MaBemhelt der Zeit (z. B. Sekunde oder Minu-
te) haben. Dies wird hiufig vergessen weil man i. Allg. nur mit Zahlengleichungen
rechnet.

z(t) + kbu(t).

Beispiel 4.10 Normierung der Zeit fiir ein System zweiter Ordnung
Fiir Systeme zweiter Ordnung wird die Differenzialgleichung hiufig in der Form

T24(t) 4 2dTH(t) + y(t) = keu(t) (4.113)
angesetzt, wobei T’ eine Zeitkonstante, d einen Dampfungsfaktor und ks die statische Ver-
starkung bezeichnen (vgl. Gl. (5.124) auf S. 175). Will man das Verhalten in Abhingigkeit

vom Diampfungsfaktor untersuchen, so kann man eine neue, auf die Zeitkonstante 7" nor-

mierte Zeit ¢ einfiihren .

f )
wodurch die Zeitkonstante 7" aus der Differenzialgleichung verschwindet. Es gelten nam-
lich mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen

0= gt
it} LRSS

t=

die Beziehungen

i = WO _ WOy g

dt dt
. d%g(t A%y (t) d%¢ .
y(t) = di‘p - dig )ﬁ = () T".

Aus Gl. (4.113) erhilt man durch Einsetzen der auf die neue Zeitachse bezogenen Grofen
die Differenzialgleichung

y(t) + 2dy () + y(t) = ksu(?), (4.114)

in der T" nicht mehr vorkommt. Das Systemverhalten kann mit diesem Modell in Abhéngig-
keit von d (oder ks) untersucht werden, wobei die erhaltenen Ergebnisse auf Systeme mit
unterschiedlicher Zeitkonstante 1" dadurch tibertragen werden konnen, dass die Zeitachse
entsprechend 7" gestreckt oder gestaucht wird. O
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Aufgabed4.7*  Zustandsraummodell eines RC-Gliedes

Gegeben ist das in Abb. 4.21 gezeigte RC-Glied. Die Spannung w ist die Eingangsgrofie, die
Spannung y die Ausgangsgrofie des Systems. Das RC-Glied ist an der Ausgangsseite nicht
belastet. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sind die beiden Kondensatorspannungen bekannt.

R, R,
—{} 1 °
u(t) G, = G = y(t)

Abb. 4.21: RC-Glied

1. Stellen Sie die Zustandsgleichung auf.

. Welche GroBen treten in Threm Modell als ZustandsgroBen auf? Wie heifit die Ausga-
begleichung?

. Zeichnen Sie den Signalflussgrafen des Systems und bestimmen Sie, mit welchen phy-
sikalischen GrofBen die Kanten gewichtet sind.

. Konnen Sie das Modell auch so aufstellen, dass y und g als Zustandsvariable fungieren
(wenn ja, geben Sie das Modell an.)?

. Welche Maf3einheiten haben die in Ihren Gleichungen auftretenden Signale und Para-
meter?

. Welche Parameterwerte treten im Zustandsraummodell aus Aufgabenteil 2 auf, wenn
Ri1 = 10082, Ry = 2kf2, Ci1 = 1uF, C2 = 400nF gilt? Wihlen Sie geeignete
Mal3einheiten fiir die im Modell auftretenden Signale und fiir die Zeit. O

Aufgabe 4.8 Zustandsraummodell eines 3-Tank-Systems

Gegeben ist das in Abb. 4.22 skizzierte System, das aus drei miteinander verkoppelten
Behiltern besteht. Der durch das Ventil beeinflussbare Zufluss dient als Eingangsgrofle,
der Fliissigkeitsstand im rechten Behilter als AusgangsgroBe.

1. Uberlegen Sie sich, wieviele Zustandsvariable Sie (vermutlich) brauchen, um das Sys-

tem beschreiben zu konnen. Welche physikalischen Grofien sind geeignete Zustands-
grofen?

. Leiten Sie aus den Massenbilanzen der drei Behilter das Zustandsraummodell des Sys-
tems ab, wobei Sie zur Vereinfachung von linearen Zusammenhingen zwischen den
physikalischen Groen ausgehen.

. Unter welchen Einschriankungen gilt das von Ihnen aufgestellte Modell? Schreiben Sie
diese Einschriankungen in der Form (4.112) auf. O
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Abb. 4.22: 3-Tank-System

4.5 Erweiterungen

4.5.1 Linearisierung nichtlinearer Systeme

Die physikalischen Gleichungen, aus denen das Zustandsraummodell abgeleitet
wird, sind i. Allg. nichtlinear. Wenn man beispielsweise berechnen will, wie schnell
die Fiillhohe h eines zylindrischen Behilters abnimmt, wenn die Fliissigkeit aus ei-
nem Ventil am Behilterboden herausliuft, so erhilt man nach dem Gesetz von TO-
RICELLI die nichtlineare Differenzialgleichung

h(t) = —%\/QQh(t) fir h > 0, (4.115)

in der A den Behilterquerschnitt, S, eine Ventilkonstante und g die Erdbeschleuni-
gung beschreibt. Auch die Differenzialgleichungen fiir ein Pendel oder ein fahren-
des Auto mit quadratisch steigendem Luftwiderstand sind nichtlinear. Dass derartige
Nichtlinearititen bei den bisher behandelten Beispielen keine Rolle gespielt haben,
liegt daran, dass bisher von vornherein ein linearer Ansatz fiir alle auftretenden Dif-
ferenzialgleichungen und algebraischen Gleichungen gewihlt wurde.

Fiir viele reale Systeme entsteht also an Stelle der linearen Differenzialgleichung
(4.3) bzw. des linearen Zustandsraummodells (4.45) eine nichtlineare Differenzial-
gleichung bzw. ein nichtlineares Zustandsraummodell, das in der Form

z(t) = f(x(t),u(t)), x(0)=x (4.116)
y(t) = g(x(t),u(t)) (4.117)

geschrieben wird. Dabei stellt f eine Vektorfunktion dar. Ausfiihrlich geschrieben
heifit Gl. (4.116)

@y fi(x1, 22y oy Ty, 1)
i'2 f2(l’1,1’2,...,$n,u)

i"n fn($1,$2,--.,$n,u)
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wobei aus Griinden der Ubersichtlichkeit die Zeitabhingigkeit aller Signale nicht
angegeben wurde.

In der Regelungstechnik verwendet man trotz dieses nichtlinearen Charakters der
realen Welt sehr hiufig lineare Modelle. Das gilt insbesondere bei Regelungen, die
die Aufgabe haben, ein System trotz der Einwirkung duflerer Storungen in einem vor-
gegebenen Arbeitspunkt zu halten. Der Grund fiir die Verwendung linearer Modelle
ist dann sehr einfach einzusehen: Wenn die Regelung funktioniert, bleibt das Sys-
tem in der Umgebung des Arbeitspunktes und es ist ausreichend, wenn das Modell
die Systembewegung um diesen Arbeitspunkt beschreibt. Fiir kleine Abweichungen
kann man nichtlineare Modelle linearisieren.

Ausgangspunkt fiir die Linearisierung ist also die Festlegung eines Arbeitspunk-
tes. Der Arbeitspunkt wird durch die Groflen &, % und § beschrieben, die die Bedin-
gungen

0 = f(z,2) (4.118)
j = g(z,u) (4.119)

erfiillen. Die erste Bedingung besagt, dass der Zustand & einen stationdren Zustand
des Systems darstellt, der sich bei der EingangsgroRe u(t) = @ einstellt. Die zweite
Bedingung gibt an, dass in diesem stationidren Zustand die Ausgangsgrole den Wert
y(t) = y hat.

An Stelle der OriginalgroBen @(t), w(t) und y(¢) sollen im linearisierten Modell
die Abweichungen dieser Groflen von den vorgegebenen Arbeitspunktwerten &, @
und ¥ stehen:

8

ox(t) = x(t) —
du(t) = u(t) —a (4.120)
y(t) = y(t) — 7.

Aus (4.116) und (4.120) erhélt man

dox(t)
a "
und d 62(t)
o = F@+ dx(t),u+ ().

Wird die Vektorfunktion f um den Arbeitspunkt (%, Z) in eine Taylorreihe entwi-
ckelt, so entsteht

dsa(t) _

dt
flx,a) + (g;)m Cmue ﬂéw(t) + (gi)m e aéu(t) + r(0x, du),

wobei r(dx, du) das Restglied der Taylorreihe darstellt und der erste Summand auf
der rechten Seite aufgrund der Bedingung (4.118) gleich null ist. Voraussetzung fiir
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diese Vorgehensweise ist, dass die Funktion f (und fiir die Linearisierung der Aus-
gabegleichung die Funktion g) im Arbeitspunkt differenzierbar ist. Diese Vorausset-
zung ist sehr hiufig erfiillt, jedoch nicht z. B. fiir das System & = \/|z| + u im
Arbeitspunkt z = 0,z = 0.

Bewegt sich das System in der niheren Umgebung des gegebenen Arbeitspunk-
tes, so sind 0x(t) und du(t) betragsmiBig klein und das Restglied kann gegeniiber
den Gliedern erster Ordnung vernachlissigt werden. Die beiden Differenzialquotien-
ten beschreiben Ableitungen eines Vektors nach einem Vektor bzw. einem Skalar und
stellen demzufolge eine Matrix bzw. einen Vektor dar, die mit A bzw. b bezeichnet
werden:

on oh .. Oh
Ox1 Oza Oy,
a T T2 Tn
(f) _ — A 4.121)
o) 0 — 2 u=1u o :
Ofn Ofs .. Ofa
Ox, Oxa Oy :B::i,u:ﬂ
an
ou
ofs
0 4
<f) . —b. (4.122)
)y =z u=1u :
Ofn
ou T=T,u=1u

Die Matrix (4.121) heiB3t Jacobimatrix oder Funktionalmatrix.
Damit erhilt man die lineare Beziehung

d dx(t)
dt

~ A o0x(t) + b du(t), 6x(0) ==x(0)—z.

Da in der Regelungstechnik sehr hidufig mit Abweichungen vom Arbeitspunkt an
Stelle der absoluten Werte der Signale gerechnet wird, ldsst man das Delta vor den
Signalen weg und ersetzt das Rundungszeichen durch ein Gleichheitszeichen:

dx(t
% = Az(t) + bu(t),  x(0) = z(0) — z. (4.123)
Bei der Interpretation der Ergebnisse, die mit diesem Modell erhalten werden, muss
man sich diese vereinfachte Schreibweise ins Gedichtnis zuriickrufen.

In gleicher Weise kann die nichtlineare Ausgabegleichung (4.117) linearisiert

werden, wobei
dy(t) = ¢ 6z (t) + d du(t)

bzw.
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y(t) = 'z (t) + du(t) (4.124)
mit
(ag> = (4.125)
o ) 4 — T,u=1u
<39> —d (4.126)
ou ) g — T,u=1u

entsteht. Die GIn. (4.123), (4.124) stellen ein lineares Zustandsraummodell dar,
das die Bewegung des nichtlinearen Systems (4.116), (4.117) um den Arbeitspunkt
(@, Z,y) beschreibt.

Ubrigens entspricht die vorgestellte Linearisierung der in der Elektrotechnik iib-
lichen Vorgehensweise, mit der das Kleinsignalverhalten einer Schaltung mit Hilfe
von linearen Modellen untersucht wird.

Beispiel 4.11  Linearisierung eines statischen Ubertragungsgliedes

Strukturbilder dynamischer Systeme werden héufig so aufgebaut, dass die einzelnen Blocke
entweder lineare dynamische Glieder oder nichtlineare statische Glieder darstellen. Wenn
eine solche Zerlegung durchgefiihrt werden kann, vereinfacht sich die Linearisierung, denn
es miissen nur statische Ubertragungsglieder linearisiert und anschlieBend mit den linearen
dynamischen Gliedern zum Niherungsmodell zusammengefiigt werden. Betrachtet wird
deshalb als Beispiel die nichtlineare Kennlinie

y(t) = n(u(t))
eines nichtlinearen statischen Systems. Die an den Arbeitspunkt gestellte Bedingung heif3it
fiir das Beispiel
y = n(u).
Sie fordert, dass der Arbeitspunkt (@, §) tatsidchlich auf der nichtlinearen Kennlinie liegt.

A
k — sy = -
Y y=n(u) l
[dn|
o ———» |5+ ———>
- > ) {‘du“‘uzﬂ g
U

Abb. 4.23: Linearisierung einer statischen Nichtlinearitit
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Die Kennlinie kann als Ausgabegleichung (4.117) interpretiert werden. Da y nicht von
einem Systemzustand abhiingt, ist der Vektor ¢’ im linearisierten Modell gleich null. Fiir d
erhilt man aus Gl. (4.126) die Beziehung

dn
4= (@)m’

so dass das linearisierte Modell die Form
dy(t) =~ d Su(t)

bzw. in abgekiirzter Schreibweise
y(t) = du(t)
hat. Grafisch bedeutet die Linearisierung, dass an Stelle der nichtlinearen Kennlinie mit der
Tangente an die Kennlinie im Arbeitspunkt gearbeitet wird (Abb. 4.23).
Im Blockschaltbild kann die Nichtlinearitit durch einen statischen linearen Block er-
setzt werden. O

Beispiel 4.12  Linearisierung des Modells eines Fahrzeugs

Ein Fahrzeug mit der Masse m bewegt sich auf einer geradlinigen, ebenen Straf3e. Das Mo-
dell soll den Zusammenhang zwischen der Winkelstellung u(t) des Gaspedals, die der vom
Motor erbrachten Beschleunigungskraft Fii(t) des Fahrzeugs niherungsweise proportional
ist, und der Geschwindigkeit v(t) beschreiben. Es wird angenommen, dass fiir die durch
den Luftwiderstand verursachte Kraft F die Beziehung

F(t) = ey v2(t)

gilt, wobei ¢, den Luftwiderstandsbeiwert darstellt.
Die das Fahrzeug beschreibende nichtlineare Differenzialgleichung erhélt man aus dem
Kriftegleichgewicht
Fu(t) = Fr(t) + Fa(t),

demzufolge die durch den Motor erzeugte Kraft 1 gleich der Summe von Trigheitskraft
Fr(t) = mo(t)

und Bremskraft £ des Luftwiderstandes ist. Aufgrund der angenommenen Proportionalitit
von F(t) und u(¢) gilt
Fu(t) = ku(t),

wobei k einen Proportionalititsfaktor bezeichnet. Da v(t) = y(t) gilt, erhilt man aus dem
Kriftegleichgewicht die Beziehung

Eu(t) = my(t) + cwy’(t).

Fiihrt man die Zustandsgrofie

z1(t) = y(t)
ein, so folgt aus der Differenzialgleichung das Zustandsraummodell
. Cw k
() = =20 + u(t)
y(t) = @1(t).
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Es hat die Form (4.116), (4.117) mit

W k
flanu) = —at+ Ty
m m

g(xl,u) = X1.

Fiir die Linearisierung ist ein Arbeitspunkt (@, T, §) festzulegen, der die Bedingun-
gen (4.118), (4.119) erfiillt. Aus Gl. (4.118) erhélt man

Cw _2 k _

— T = —1u.

m m
Der Arbeitspunkt wird also durch eine Winkelstellung u des Gaspedals und die Geschwin-
digkeit ;1 der dazugehorigen gleichférmigen Bewegung bestimmt, beispielsweise durch
die Winkelstellung, bei der das Fahrzeug nach Beendigung der Beschleunigungsphase mit
der gleichbleibenden Geschwindigkeit von 50 km /h fihrt. Diese Geschwindigkeit ist dann
auch die zum Arbeitspunkt gehorende Ausgangsgrole, denn aus der Bedingung (4.119)
folgt fiir dieses Beispiel die Beziehung

7= .

Die Linearisierung fiihrt auf das lineare Modell erster Ordnung

0x1(t) = a dz1(t) + b du(t)
oy(t) ~ c oxi(t) + d du(t)
bzw.
z1(t) = azx1(t) + bu(t)
y(t) = cx1(t) + du(t
mit
. (ﬂ) _ _glwg
61‘1 - -
T1=T1,u=
ou - m
T1=T1,u=7
c = (ﬂ) =1
63:1 _ _
T1=T1,u=0

dg
d == =
(8u) o u—a 0
T1=T1,u=1u

wenn die Beziehungen (4.121), (4.122), (4.125) und (4.126) fiir das Beispiel mit der dyna-
mischen Ordnung n = 1 angewendet werden. Man erkennt, dass nur der Modellparameter
a vom Arbeitspunkt abhingt. Das erhaltene Modell beschreibt, wie die Geschwindigkeit
y(t) vom Arbeitspunkt Z; = g abweicht, wenn die Winkelstellung u(t) des Gaspedals vom
Arbeitspunktwert & abweicht. O
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Linearisierung statischer Systeme ohne Verschiebung des Arbeitspunktes. Die
bisher beschriebene Linearisierungsmethode hat fiir Systeme mit hidufig verindertem
Arbeitspunkt den Nachteil, dass mit dem Arbeitspunkt derjenige Punkt verschoben
wird, um den linearisiert wird. Fiir statische Systeme geht man bei der Linearisierung
deshalb so vor, dass man die nichtlineare Funktion

als ein lineares System

mit dem Verstirkungsfaktor

~—

y(t

k(u(t)) = ==

(ult) = 25

auffasst, der von der Eingangsgrofie abhingig ist. Vernachlissigt man dann noch die
Abhingigkeit zwischen k und u und arbeitet mit dem festen Wert

=

k= 4)7
U
so erhilt man die linearisierte Beschreibung
y(t) = ku(t). (4.127)

Auch diese Beschreibung héngt natiirlich vom gewihlten Arbeitspunkt (u,y) ab,
aber y und u in Gl. (4.127) sind die absoluten Gr6Ben und nicht wie in den bisher
verwendeten Modellen die Abweichungen vom Arbeitspunkt.

y=ku

u

Abb. 4.24: Linearisierung der TORICELLI-Gleichung

Beispiel 4.13  Linearisierung des nichtlinearen Riihrkesselreaktormodells

Fiir den die TORICELLI-Gleichung (4.115) gegebenen nichtlinearen Zusammenhang zwi-
schen dem Ausfluss ¢ = y aus dem Behilter und dem Fiillstand h = u
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y = Svv/29u

ist die Linearisierung in Abb. 4.24 dargestellt. Die nichtlineare Beziehung wird durch die
lineare Gleichung (4.127) ersetzt, wobei der Verstirkungsfaktor

S [2g
F=2V %

vom gewihlten Arbeitspunkt (@, §) abhéngt. Eingesetzt in Gl. (4.115) erhilt man als linea-
risiertes dynamisches Modell des Riihrkesselreaktors die Beziehung
k

h(t) = —h(®). o

Aufgabe4.9"  Linearisierung der Pendelgleichungen

Gegeben ist ein Pendel mit der Pendellinge ! und der Masse m. Das Pendel wird von
einer Kraft f(¢) ausgelenkt. Der den Pendelausschlag beschreibende Winkel o(¢) soll in
Abhingigkeit von der Kraft f(t) berechnet werden (|¢| < 90°).

l

m

Abb. 4.25: Pendel

1. Stellen Sie das nichtlineare Zustandsraummodell des Pendels auf, wobei Sie anneh-
men, dass das Pendel durch den Luftwiderstand nicht gedédmpft wird. Welche Signale
stellen den Zustand x bzw. die Eingangsgrofie u dar?

2. Linearisieren Sie das Modell um die sich bei f(t) = f einstellende Gleichgewichtsla-
ge.

3. Geben Sie das linearisierte Modell fiir m = 1kg, f = 2Nund [ = 1m an. O

Aufgabe4.10**  Linearisierung nichtlinearer Systeme in kanonischer Normalform

Viele nichtlineare Systeme (4.116) kann man durch eine entsprechende Wahl der Zustands-
variablen in die Normalform

T1 T2 0
T2 T3 0
= +
Tn—1 Tn
In a(x) b(x)u(t)
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bringen, wobei a(x) und b(x) zwei nichtlineare Funktionen des Zustandes x sind. Wie
sieht das lineare Zustandsraummodell aus, das man durch Linearisierung dieses Systems
erhilt? O

4.5.2 Totzeitsysteme

Bei Totzeitsystemen hingt der Wert des Ausgangssignales y zum Zeitpunkt ¢ nur von
dem um eine feste Zeitdifferenz 7 zuriickliegenden Wert der Eingangsgrofie u ab.
Es gilt also die Beziehung

y(t) = flult —Ti))
mit einer gegebenen Zeitdifferenz T;, die Totzeit genannt wird. Das reine Totzeitglied
verschiebt die Eingangsgrofie, ohne sie zu verformen, so dass

y(t) = u(t — T,) (4.128)

gilt.

Totzeiten treten typischerweise dann auf, wenn Signale mit endlicher Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit iibertragen werden. Forderbdnder oder Rohrleitungen sind
Beispiele dafiir, wenn man die am Anfang bzw. am Ende gemessenen Mengen oder
Konzentrationen des transportierten Stoffes als Eingangs- bzw. Ausgangssignal be-
trachtet. Haben diese Ubertragungskanile die Linge [ und werden die Stoffe mit der
Geschwindigkeit v bewegt, so entsteht zwischen dem Eingang und dem Ausgang
eine Totzeit T} = %

Die Erweiterung der bisher betrachteten nicht totzeitbehafteten Systeme durch
Totzeitglieder bereitet in der Zustandsraumbeschreibung Schwierigkeiten, da Tot-
zeitglieder nicht durch ein Modell der Form (4.45) beschrieben werden konnen.
Demgegentiiber ldsst sich die im Abschn. 6.5 eingefiihrte Systembeschreibung mit-
tels Ubertragungsfunktionen einfacher auf Totzeitsysteme erweitern, weshalb Tot-
zeitsysteme im Folgenden vor allem im Frequenzbereich untersucht werden. Fiir die
in Kap. II-11 erliuterte zeitdiskrete Systemdarstellung gibt es fiir Totzeitsysteme ein
Zustandsraummodell, wenn die Totzeit 7} ein ganzzahliges Vielfaches der Abtastzeit
T ist.

4.5.3 Zeitvariable Systeme

Eine andere Erweiterung der bisher behandelten Systemklasse betrifft Systeme, de-
ren Parameter sich mit der Zeit dndern. Derartige Parameterinderung konnen ei-
nerseits durch die Verwendung unterschiedlicher Rohstoffe, andererseits durch die
Alterung der Anlage begriindet sein. Wird der im Beispiel 4.3 behandelte Riihrkes-
selreaktor fiir Fliissigkeiten mit unterschiedlicher spezifischer Wirme eingesetzt, so
verdndern sich die dynamischen Eigenschaften in Abhingigkeit vom Stoffeinsatz.
Um das zeitvariable Verhalten beschreiben zu konnen, muss die Zeitabhéngigkeit
der Parameter in das Modell eingefiihrt werden. Fiir das nichtlineare Modell (4.116),
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(4.117) duBert sich diese Erweiterung darin, dass die Zeit explizit als Argument der
Funktionen f und g auftritt:

z(t) = f(x(t),u(t),t), =(0)=x (4.129)
y(t) = g(z(t),u(t),t). (4.130)

Im linearen Zustandsraummodell sind die Matrix A, die Vektoren b und ¢ sowie die
Konstante d zeitabhingig:

z(t) = At)x(t) + b(t)u(t), =(0) =z (4.131)
y(t) = ' (®)x(t) + d(t)u(t). (4.132)

Wenn man derartige Modelle verwendet, so setzt man i. Allg. voraus, dass die zeitli-
che Abhingigkeit der Parameter bekannt und insbesondere nicht von der Steuerung
u(t) abhingig ist. Alle in diesem Buch behandelten Systeme sind zeitinvariant, so
dass A, b, ¢’ und d nicht von der Zeit abhzngen.

4.6 MATLAB-Funktionen fiir die Beschreibung dynamischer
Systeme

Die meisten der in diesem und in den folgenden Kapiteln behandelten Modellie-
rungs-, Analyse- und Entwurfsaufgaben erfordern in der praktischen Anwendung
einen erheblichen rechnerischen Aufwand. Sofern dieser Aufwand nicht das Auf-
stellen und Umstellen von Gleichungen, also symbolische Rechenoperationen, son-
dern das numerische Losen von Gleichungen betrifft, kann er mit Hilfe eines Rech-
ners erheblich gemindert werden. In diesem und in weiteren Abschnitten werden die
wichtigsten Funktionen des Programmpakets MATLAB angegeben, um zu zeigen,
wie einfach es mit Hilfe der heute verfiigbaren rechentechnischen Hilfsmittel ist,
diese numerischen Rechenoperationen auszufiihren. Trotz dieser Hilfsmittel bleiben
die wichtigsten Ingenieuraufgaben bestehen, namlich zu erkennen, welche Rechen-
schritte auszufiihren sind und wie das Ergebnis zu interpretieren ist.

Eine kurze Einfithrung in die bei MATLAB verwendeten Datenstrukturen wird
im Anhang 2 gegeben.

Zustandsraummodelle der Form

z(t) = Ax(t) + bu(t), z(0) = x
y(t) = z(t) + du(t)

werden durch Angabe der Matrix A, der Vektoren b und ¢, des Skalars d sowie
der Anfangsbedingung x notiert, wobei man zweckmaBigerweise fiir die Variablen
in MATLAB dieselben Namen A, b, ¢, d und x0 verwendet. Ein System zweiter
Ordnung wird beispielsweise durch die Anweisungen
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» A = [-0.8 2; -2 -0.8];
» b [1; 11;

> c = [11];

» d = 0.3;

» x0 = [1; 1];

notiert. Die in A, b, ¢ und d stehenden Systemparameter werden durch die Funktion
ss einer Variablen System zugewiesen, so dass sie spiter unter Verwendung eines
gemeinsamen Namens aufgerufen werden konnen:

» System = ss(A, b, c, 4d);

An Stelle von System kann man aussagekriftige Namen wie Regelstrecke
oder Teilsysteml verwenden. Will man die Systemparameter fiir ein System
auslesen, so verwendet man die Funktion ssdata:

» [A, b, ¢, d] = ssdata(System) ;
Das Modell kann durch den Funktionsaufruf
» printsys (A, b, ¢, 4)

auf dem Bildschirm ausgegeben werden.

Das Zustandsraummodell einer Reihen-, Parallel- oder Riickfiihrschaltung zwei-
er Teilsysteme, die als Systeml und System?2 bezeichnet sind, kann mit den
Funktionen

» Reihenschaltung = series(Systeml, System2);
» Parallelschaltung = parallel (Systeml, System2);
» Rueckfuehrschaltung = feedback(Systeml, System2);

entsprechend der Gln. (4.89) — (4.92), (4.93) — (4.96) bzw. (4.108) — (4.111) be-
rechnet werden. Bei der Riickfiihrschaltung wird von einer negativen Riickkopplung
ausgegangen; andernfalls muss als drittes Argument +1 eingegeben werden.

Literaturhinweise

Gegenstand dieses und der weiteren Kapitel sind lineare zeitinvariante Systeme mit einer
Eingangs- und einer Ausgangsgrofe. Die Erweiterung des Zustandsraummodells auf Mehr-
grofensysteme wird im Band 2 ausfiihrlich behandelt. Im Kap. II-11 wird auf zeitdiskrete
Systeme eingegangen, bei denen die Werte der Eingangs- und Ausgangsgrofen nur zu vorge-
gebenen Zeitpunkten t = kT, (k = 0,1, ...), die um die Abtastzeit 7" voneinander entfernt
liegen, von Interesse sind.

Das Zustandsraummodell wurde von KALMAN in [32] eingefiihrt. Es ist heute die Stan-
dardform zur Beschreibung dynamischer Systeme. Nicht alle Regelungsprobleme lassen sich
unter den diesen Modellklassen zu Grunde liegenden Annahmen behandeln. Auf die Erweite-
rung zu zeitvariablen Systemen wurde im Abschn. 4.5.3 hingewiesen. Ausfiihrlich sind derar-
tige Systeme in [42] und [47] beschrieben.
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Nichtlineare Systeme und insbesondere die in der Aufgabe 4.10 genannte Normalform
sind in [29] behandelt.

Zwei hier nicht angesprochene Klassen dynamischer Systeme betreffen Systeme mit ver-
teilten Parametern und Systeme mit stochastischen Eingangsgrofien. Die erste Systemklasse
ist dadurch gekennzeichnet, dass sich die dynamischen Vorginge in einer ortlich verteilten
Weise abspielen. Beispielsweise sind die durch ein elektrisches Feld hervorgerufenen Krifte
nicht nur von der Zeit, sondern auch vom betrachteten Ort abhidngig. Wenn man ortlich verteil-
te Wirkungen nicht niherungsweise durch eine ,.konzentrierte Wirkung ersetzen kann, muss
man Modelle in Form partieller Differenzialgleichungen verwenden. Die dann notwendige Er-
weiterung der Theorie dynamischer Systeme wird fiir regelungstechnische Problemstellungen
z. B. in [21] erldutert.

Die Behandlung dynamischer Systeme mit stochastischen Einflussgrofen fiihrt auf eine
statistische Betrachtungsweise, bei der das im Mittel zu erwartende Verhalten untersucht wird.
Dieses hier nicht behandelte Thema kann beispielsweise in [67] oder nachgelesen werden.



Verhalten linearer Systeme

Die Losung der Zustandsgleichung beschreibt das zeitliche Verhalten ei-
nes Systems. Im ersten Teil dieses Kapitels wird die Bewegungsgleichung
tiir unterschiedliche Formen des Zustandsraummodells angegeben und dis-
kutiert. Daraus werden anschlieBend die Ubergangsfunktion und die Ge-
wichtsfunktion als wichtige Kennfunktionen fiir das Ubertragungsverhalten
abgeleitet. Dann werden die Ubertragungsglieder anhand des qualitativen
Verlaufes ihrer Ubergangsfunktionen klassifiziert. Das Kapitel schlieBt mit
einem Abschnitt iiber Modellvereinfachung und Kennwertermittlung.

5.1 Vorhersage des Systemverhaltens

Das Zustandsraummodell (4.45)

z(t) = Az(t) + bu(t), z(0) = xo (5.1
y(t) = z(t) + du(t). (5.2)

beschreibt, wie sich ein gegebenes dynamisches System im Zustandsraum bewegt
und welche Ausgangsgrof3e es dabei erzeugt. Es kann deshalb verwendet werden, um
das Verhalten eines Systems vorherzusagen. Statt ein Experiment mit dem System
durchzufiihren und dabei die AusgangsgroBe zu messen, kann man die Zustandsglei-
chung (5.1) 16sen und den dabei erhaltenen Zustand in die Ausgabegleichung (5.2)
einsetzen, um den Verlauf der Ausgangsgrofie zu bestimmen.
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Das Zustandsraummodell zeigt, dass man fiir die Berechnung der Ausgangsgro-
Be y zum Zeitpunkt ¢t zwei Dinge wissen muss, nimlich den Anfangszustand x( und
den Verlauf der Eingangsgrofe fiir das Zeitintervall 0...¢. Die Zustandsgleichung lie-
fert dafiir den Verlauf des Zustandes fiir das Zeitintervall 0...t und mit Hilfe der
Ausgabegleichung kann daraus der Verlauf der Ausgangsgrofe fiir dasselbe Zeitin-
tervall ermittelt werden. Die Vorhersageaufgabe ldsst sich deshalb folgendermalien
zusammenfassen:

Vorhersageaufgabe

Gegeben: Zustandsraummodell

Anfangszustand x

Verlauf der Eingangsgrofie v fiir das Zeitintervall 0...¢
Gesucht:  Verlauf der Ausgangsgrofie y fiir das Zeitintervall 0...¢

Die folgenden Abschnitte zeigen, dass die Losung der Zustandsgleichung expli-
zit in Abhéngigkeit vom Anfangszustand und vom Verlauf der Eingangsgroe ange-
geben werden kann. Diese Losung ist die Grundlage fiir eine tiefgriindige Analyse
des Systemverhaltens, die wesentlich mehr ergibt als nur den Wert des Zustandes
oder der Ausgangsgrofie zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢. Es wird sich zeigen, dass
das Verhalten jedes linearen Systems in die freie Bewegung und die erzwungene Be-
wegung zerlegt werden kann, wobei die freie Bewegung nur vom Anfangszustand
xo und die erzwungene Bewegung nur von der Eingangsgrofle v abhingt. Beide
Bewegungen konnen in Modi zerlegt werden, deren zeitlicher Verlauf durch die Ei-
genwerte der Systemmatrix A bestimmt wird. Eine weitergehende Analyse wird zei-
gen, dass die erzwungene Bewegung in das Ubergangsverhalten und das stationire
Verhalten zerlegt werden kann, was sowohl fiir die im néchsten Kapitel eingefiihrte
Frequenzbereichsbetrachtung als auch fiir die Bewertung des Verhaltens von Regel-
kreisen von grundlegender Bedeutung ist.

5.2 Losung der Zustandsgleichung

5.2.1 Losung einer linearen Differenzialgleichung erster Ordnung

Es wird jetzt untersucht, wie fiir einen gegebenen Anfangszustand x( und eine gege-
bene EingangsgroBe u(t) die Zustandsgleichung geldst werden kann. Als Grundlage
dafiir wird zunichst die aus der Mathematik bekannte Losung einer linearen Diffe-
renzialgleichung erster Ordnung

&(t) = ax(t) + bu(t), z(0) == (5.3)

wiederholt, die der Zustandsgleichung eines Systems erster Ordnung entspricht.
Bekanntlich setzt sich die allgemeine Losung einer linearen Differenzialglei-
chung aus der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung und einer partikuldren
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Losung der inhomogenen Gleichung zusammen. Deshalb wird zunichst die homo-
gene Differenzialgleichung

z(t) = ax(t), x(0)=xo (5.4)
betrachtet. Mit dem Losungsansatz
z(t) = ke

erhilt man
i(t) = ke

und nach dem Einsetzen in Gl. (5.4)

Exe* = ak e
kA = ak.
Folglich gilt A = a und
z(t) =ke (5.5)

ist die allgemeine Losung der homogenen Differenzialgleichung (5.4).

Die partikulidre Losung der inhomogenen Differenzialgleichung (5.3) erhdlt man
mit der Methode der Variation der Konstanten, bei der die Konstante & in Gl. (5.5)
durch eine Zeitfunktion k(t) ersetzt wird. Der Losungsansatz heiBt dann

Wird dieser Ansatz nach ¢ abgeleitet und in (5.3) eingesetzt, so erhilt man
ae®k(t) + e k(t) = a e k(t) + bu(t)
und daraus .
k(t) = e “bu(t).
Die Integration tiber das Intervall 0...t ergibt

t t

/ k(t) dr = k(t) — k(0) = / e ~bu(T) dr,

0 0
so dass als allgemeine Losung der Differenzialgleichung die Beziehung

t
z(t) = k(0) e + / e = pu(r) dr (5.6)
0

entsteht, wobei k(0) eine zunichst noch unbekannte Konstante darstellt. Aus der
Anfangsbedingung folgt fiir diese Konstante der Wert
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Damit erhilt man als Losung der Differenzialgleichung erster Ordnung die Bezie-
hung

¢
z(t) = ez —|—/ e pu(r) dr . (5.7)
0

In der Literatur wird die e-Funktion auch mit ¢(t) bezeichnet

so dass die Losung dann in der Form

z(t) = ¢(t)xo + / ot —7)bu(r)dr
0

geschrieben wird. Die Beziehung (5.7) ist die Bewegungsgleichung des durch die
Zustandsgleichung (5.3) beschriebenen Systems.

Diskussion der Losung. Die Losung (5.7) besteht aus zwei Summanden, von denen
der erste Summand die homogene Losung und der zweite Summand die partikula-
re Losung der Differenzialgleichung darstellt. Technisch interpretiert beschreibt die
homogene Losung

Trei(t) = e g

die Eigenbewegung oder freie Bewegung des Systems, also diejenige Bewegung im
Zustandsraum, die das System ohne Erregung von auflen aufgrund der Anfangsaus-
lenkung x ausfiihrt. Die partikuldre Losung

¢
Torzw(t) = / e @(t=7) bu(r) dr
0

beschreibt die durch die duBere Erregung u(t) erzwungene Bewegung des Systems.
Da das System linear ist, iiberlagern sich beide Bewegungen additiv:

a;(t) = Tfrei (t) + xerzw(t)'

Die Eigenbewegung hat in Abhingigkeit vom Vorzeichen des Parameters a drei
typische Formen (Abb. 5.1):

e Fir a < 0 klingt die Eigenbewegung ab und das System geht asymptotisch in
den Ruhezustand x = 0 iiber.
Fiir a = 0 verharrt das System im Anfangszustand z.
Fiir a > 0 klingt die Eigenbewegung auf, d. h., die Zustandsgrofle wéchst ex-
ponentiell iiber alle Grenzen und das System entfernt sich immer weiter von der
Ruhelage x = 0.
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a>0

a=0
a<0
t

Abb. 5.1: Eigenbewegung eines Systems erster Ordnung fiir xo = 1

Diese drei charakteristischen Bewegungsformen werden im Zusammenhang mit
der Stabilitdtsanalyse genauer untersucht. Dabei wird ein System, das von einer An-
fangsauslenkung xy zum Ruhezustand x = 0 zuriickkehrt, als asymptotisch stabil
bezeichnet. Fiir das hier betrachtete System erster Ordnung liegt asymptotische Sta-
bilitét offenbar genau dann vor, wenn a < 0 gilt.

Die erzwungene Bewegung héngt von der gegebenen Eingangsgrofie ab. Als Bei-
spiel wird das System fiir ein sprungformiges Eingangssignal betrachtet:

(5.8)

Mﬂ={0 fir t<0

1 fir ¢t>0 "
Fiir den Anfangszustand zy = 0 ergibt Gl. (5.7) mit der Substitution 7/ = ¢t — 7

t

ﬂf(t):/e‘”'bdf’: bl 1) fir a#0
bt fir a=0.
0

Wieder konnen drei charakteristische Formen der Bewegung unterschieden werden
(Abb. 5.2):

xi a>0 a=0 b

t

Abb. 5.2: Erzwungene Bewegung eines Systems erster Ordnung fiir
sprungformige Eingangsgrofle

e Fiir a < 0 ndhert sich das System asymptotisch dem Endwert —g.

e Fiir a = 0 verlduft der Zustand auf einer Geraden (,,Rampenfunktion®).
e Fiir ¢ > 0 wichst der Zustand exponentiell tiber alle Grenzen.
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Aufgabe 5.1"  Eigenbewegungen zweier gekoppelter Wasserbehiilter

Betrachtet werden die beiden gekoppelten Wasserbehilter in Abb. 5.3, die ein ungestortes
System darstellen, denn es gibt keine Eingangsgrofie.

th

Abb. 5.3: Behiltersystem

1. Stellen Sie die Zustandsgleichung des Systems auf, wobei Sie von linearen Zusam-
menhingen zwischen Wasserdriicken und Durchfliissen ausgehen. Die Trigheitskrifte
der Wassersdulen sollen vernachlissigt werden.

2. Berechnen Sie die Eigenbewegung des Systems, wenn die Wasserstinde zum Zeitpunkt
0 die Werte h1(0) = h1o und h2(0) = hgo haben, und stellen Sie diese qualitativ
grafisch dar. O

Aufgabe5.2"  Bewegungsgleichung fiir ein RC-Glied erster Ordnung ‘

Abbildung 5.4 stellt ein System erster Ordnung mit den Spannungen u(t) und y(t) als
Eingangsgrofie bzw. Ausgangsgrofle dar.

Abb. 5.4: RC-Glied

1. Stellen Sie die skalare Zustandsgleichung des RC-Gliedes auf, wobei die Kondensa-
torspannung uc (t) als Zustandsvariable fungiert.

2. Berechnen Sie die Eigenbewegung ysri (t) des RC-Gliedes fiir den Fall, dass fiir die
Kondensatorspannung uc(0) = 1 V gilt.

3. Berechnen Sie die erzwungene Bewegung yer,w (t) fiir sprungformige Erregung u(t) =
1 und den Anfangszustand uc(0) = 0.

4. Stellen Sie beide Bewegungen in einem gemeinsamen Diagramm grafisch dar. Wie
kann aus den beiden Kurven die Trajektorie y(t) des Systems fiir den Fall konstruiert
werden, dass die Sprungerregung bei der Anfangsbedingung uc(0) = % V wirkt? O
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5.2.2 Losung eines Differenzialgleichungssystems erster Ordnung
Die (vektorielle) Zustandsgleichung
z(t) = Ax(t) + bu(t), x(0)=mo (5.9)

kann in dhnlicher Weise gelost werden wie die skalare Gleichung (5.3). Betrachtet
wird zunéchst die homogene Gleichung

z(t) = Axz(t), x(0)= xo. (5.10)
Analog zum skalaren Fall wird mit dem Ansatz
x(t) — oAl (5.11)

gearbeitet, wobei aufgrund der dort erhaltenen Losung a = A hier das Produkt At als
Exponent eingesetzt wurde. k ist ein n-dimensionaler Vektor. Die n-dimensionale
quadratische Matrix e At wird als Matrixexponentialfunktion bezeichnet. Sie ist
durch folgende Reihe definiert:

At At A?, AP,
e _Z; =T AL St + 5t (5.12)

Diese Reihe ist analog der Reihenentwicklung der e-Funktion aufgebaut:

0 igi 2 3
at _ a't B a® 5 a° 5
i=0

Es kann bewiesen werden, dass die Reihe (5.12) fiir alle quadratischen Matrizen A
konvergiert. Deshalb kann die Differenziation mit der Summenbildung vertauscht
werden, so dass man

3 2 3
d.Ar _ A+A2t+At2+...:A<I+At+At2+At3+...)

dt 2! 2! 3!
%eAt L AAt _ Aty

erhilt. Die Differenziation der Matrixexponentialfunktion fiihrt also auf ein dhnli-
ches Ergebnis, wie es von der e-Funktion bekannt ist: %e at = geat,

Setzt man den Losungsansatz (5.11) in die homogene Gleichung ein, so sieht
man, dass er diese Gleichung erfiillt und folglich die allgemeine Losung der homo-
genen Differenzialgleichung ist.

Fiir die Losung der inhomogenen Zustandsgleichung (5.9) wird wieder entspre-
chend der Methode der Variation der Konstanten der Vektor k als zeitabhingig an-
genommen und mit dem Ansatz



124 5 Verhalten linearer Systeme

z(t) = eAlk(1)

gearbeitet. Nach der Differenziation und dem Einsetzen in die Differenzialgleichung
erhilt man die Beziehung

AcAK(t) + eAlk(t) = AeAlk(t) + bu(t).

Aus der Reihenentwicklung von eAt weiB man, dass die Matrixexponentialfunktion
fiir beliebige Matrizen A und fiir alle ¢ regulir ist und folglich invertiert werden
kann. Dabei gilt
-1
(eAt) — oAl _ eA(—t)_

Folglich ist
k(t) = e~ Albu(t),

woraus sich durch Integration die Beziehung

/k(r) dr = k(t) — k(0) = /e_ATbu(T) dr
0 0

ergibt. Aus dem Ansatz und dieser Gleichung entsteht unter Beachtung der Anfangs-
bedingung die Losung

t

Bewegungsgleichung: x(t) = eAt:co + /eA(t - 7—)bu(T) dr. (5.13)

(=)

Nach Einfiihrung der Abkiirzung

&(t) = At (5.14)

schreiben.

Gleichung (5.13) heiflit Bewegungsgleichung des Systems. Die darin vorkom-
mende Matrix (5.14) wird Ubergangsmatrix, Transitionsmatrix oder Fundamental-
matrix genannt. Die Existenz und Eindeutigkeit der durch Gl. (5.13) beschriebenen
Losung der Zustandsgleichung folgt aus der bekannten Existenz und Eindeutigkeit
der Losung der zugehorigen linearen gewohnlichen Differenzialgleichung.

Die Bewegungsgleichung weist auf die Bedeutung des bereits eingefiihrten Be-
griffs des Zustands hin: Der Einfluss der Bewegung des Systems im Zeitraum ¢ < 0
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auf die Bewegung im Zeitraum ¢ > 0 wird vollstindig durch den Anfangszustand
xo wiedergegeben, denn es ist zur Berechnung von «(¢) nur der Verlauf von u(7)
fiir 0 < 7 < t erforderlich.

Diskussion der Losung. Wie im skalaren Fall setzt sich die Bewegung x(t) aus
zwei Komponenten zusammen

.’E(t) = .’I}frei(t) + merzw(t),

die der Eigenbewegung

Tpei(t) =€ At g

bzw. der erzwungenen Bewegung
‘A
Termw () = / ¢ Al =) bu(r)dr
0

des Systems entsprechen.

Die Eigenbewegung entfillt, wenn xy = 0 gilt. Das kann anschaulich so inter-
pretiert werden, dass das System zum Zeitpunkt ¢ = 0 keine Energie gespeichert
hat und deshalb aus eigener Kraft keine Bewegung ausfiihrt. Beachtet man, dass
«(t) nicht den absoluten Wert der Zustandsgrofien, sondern vielfach die Abweichung
dx(t) vom Arbeitspunkt beschreibt, so heiBt zq = 0, dass das System keine Ener-
gie zusitzlich zu der beim Arbeitspunkt auftretenden gespeichert hat und keine freie
Bewegung um den Arbeitspunkt ausfiihrt.

Die fiir die skalare Differenzialgleichung getroffene Fallunterscheidung beziig-
lich des Vorzeichens von a muss hier auf den Realteil der Eigenwerte von A bezogen
werden:

e Gilt fiir alle Eigenwerte A\; von A
Re{);} <0, (i=1,2,...,n), (5.15)

so klingt die Eigenbewegung ab, d. h., das System nihert sich asymptotisch sei-
ner Ruhelage = 0.
o Gilt fiir wenigstens einen Eigenwert

Re{)\i} > 0,

so wiichst mindestens eine Zustandsvariable z;(t) fiir t — oo iiber alle Grenzen.

Diese Fallunterscheidung wird bei der Stabilititsanalyse im Kap. 8 ausfiihrlich un-
tersucht. Ein System soll jedoch bereits jetzt als stabiles System bezeichnet wer-
den, wenn die Bedingung (5.15) erfiillt ist. Man spricht in diesem Zusammenhang
auch von stabilen bzw. instabilen Eigenwerten, je nachdem, ob der Eigenwert die
Gl. (5.15) erfiillt oder nicht.
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5.2.3 Verhalten linearer Systeme

Aus der Losung der Zustandsgleichung kann mit Hilfe der Ausgabegleichung die
AusgangsgroRe y(t) des Systems
z(t) = Az(t) + bu(t), x=(0)==x (5.16)
y(t) = ca(t) + du(t)
berechnet werden. Fiir eine gegebene Anfangsbedingung x( und eine fiir den Zeit-

raum ¢ > 0 gegebene EingangsgroBe u(t) ergibt sich die AusgangsgroBe y(t) fiir
den Zeitraum ¢ > 0 aus der Beziehung

Bewegungsgleichung fiir den Ausgang:
t

y(t) = ce At o + 'c’e A(t - T) bu(’r) dr + du(t). 5.17)

0

Wie in der Bewegungsgleichung (5.13) beschreibt der erste Summand die Eigenbe-
wegung und der zweite Summand die erzwungene Bewegung des Systems. Beide
Summanden werden deshalb auch durch ye; (¢) und ye,,w (t) symbolisiert:

Y(t) = Ytrei(t) + Yerzw (). (5.18)

Beispiel 5.1 Verhalten einer Verladebriicke

Die in Abb. 5.5 gezeigte Verladebriicke wird mit si, Sk, ¥ und 1 als Zustandsvariablen
sowie der Kraft F' als EingangsgroBe u(t) und der horizontalen Position sg der Last als
Ausgangsgrofe y(t) durch

01 0 0 0

. 00 14,72 0 0,001

z(t) = 00 o0 1 x(t) + 0 u(t) (5.19)
0 0 —3,066 0 —0,000125

y(t) = (1 0 8 0)a(t) (5.20)

beschrieben.

Entsprechend Gl. (5.18) setzt sich die Bewegung der Verladebriicke aus der freien Be-
wegung und der erzwungenen Bewegung zusammen. Die freie Bewegung wird durch den
Anfangszustand bei verschwindender EingangsgroBe (u(t) = 0) erzeugt. Sie ist fiir

0,7
0
—0,1047
0

ro =

in Abb. 5.6 dargestellt. Diese Bewegung wird durch eine Anfangsposition der Lautkatze bei
sk = 0,7 m und einen Winkel des Lasthakens von —6° hervorgerufen. Die Kurve zeigt die
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Abb. 5.5: Verladebriicke
E 2r
=
= |
>:}: OW
-1 L L L L
0 2 4 6 8 10
t s

Abb. 5.6: Eigenbewegung der Verladebriicke
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Abb. 5.7: Erzwungene Bewegung der Verladebriicke

pendelnde Bewegung des Lasthakens, die nicht abklingt, weil bei der Modellbildung die
Schwingung des Lasthakens als reibungsfrei angenommen wurde.

Die erzwungene Bewegung entsteht durch die Wirkung der Eingangsgrofe u(t), die fiir
dieses Beispiel in Abb. 5.7 (oben) zu sehen ist. Die Laufkatze wird zunéchst beschleunigt
(F' > 0) und spiter wieder gebremst (F' < 0). Der untere Teil der Abbildung zeigt, dass

der Lasthaken durch diese Kraft von der Nullage in die Position y = 2 m bewegt wird.

Die Bewegung der Verladebriicke unter den Wirkungen der Anfangsauslenkung und
der EingangsgroBe erhilt man schlieBlich als Summe beider Bewegungen. Das heif3t, die in
Abb. 5.8 gezeigte Kurve entsteht durch Addition der y(¢)-Kurven in den beiden vorherigen
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L

0 2 4 6 8 10
tins

y inm

Abb. 5.8: Summe von Eigenbewegung und erzwungener Bewegung der
Verladebriicke

Bildern. Der Lasthaken wird zu seiner neuen Position gesteuert, pendelt aber aufgrund der
Eigenbewegung um die Endlage. O

Eingangs-Ausgangs-Verhalten. Unter dem Eingangs-Ausgangs-Verhalten (E/A-
Verhalten) eines Systems versteht man die Reaktion des Systemausgangs auf ei-
ne gegebene Eingangsgrofie. Dabei wird vorausgesetzt, dass sich das System zur
Zeit t = 0 im Ruhezustand x(0) = O befindet, weil ansonsten die der erzwunge-
nen Bewegung iiberlagerte Eigenbewegung des Systems verhindert, dass die Wir-
kung der EingangsgroBle auf die Ausgangsgrofie eindeutig bestimmt werden kann.
Unter dieser Annahme ergibt sich fiir das E/A-Verhalten des durch das Zustands-
raummodell (5.16) beschriebenen Systems die Beziehung

¢
E/A-Verhalten:  y(t) = [ ce At —7) bu(r) dr + du(t). (5.21)
0

Man konnte beim E/A-Verhalten an Stelle von y(¢) also stets yerzw (t) schreiben,
was jedoch ungebriuchlich ist. Die E/A-Beschreibung gibt an, wie das System ein
gegebenes Eingangssignal in ein Ausgangssignal tiberfiihrt. Sie kennzeichnet also
das dynamische Ubertragungsverhalten des Systems.

Anhand von Gl. (5.21) kann noch einmal auf die bereits auf S. 85 beschriebene
Eigenschaft eingegangen werden, dass ein System sprungfihig ist, wenn der Para-
meter d in der Ausgabegleichung nicht verschwindet. Fiir ¢ = 0 gilt fiir das E/A-
Verhalten

y(0) = du(0),
d. h., die Ausgangsgrofe nimmt bei u(0) # 0 genau dann einen von null verschie-
denen Wert an, wenn d # 0 gilt. Das System folgt der ,,springenden‘ Eingangsgrofie
ohne Verzogerung auf die mit dem Faktor d multiplizierte ,,Hohe".

Vergleich der Modellformen. Die in diesem Abschnitt angegebenen Modellfor-
men (5.16) und (5.21) stellen zwei Beschreibungsformen dar, die im Folgenden im-
mer wieder verwendet werden. Withrend die ,,innere Beschreibung (5.16) des Sys-
tems zunichst die Wirkung des Eingangs v auf den Systemzustand x abbildet und
daraus dann den Ausgang y berechnet, stellt die E/A-Beschreibung (5.21) einen di-
rekten Zusammenhang zwischen dem Eingang v und dem Ausgang y her. Dabei
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darf man jedoch nicht vergessen, dass die E/A-Beschreibung nur fiir Systeme gilt,
die zur Zeit ¢ = 0 im Ruhezustand «(0) = 0 sind. Die E/A-Beschreibung kann also
nicht verwendet werden, um die Eigenbewegung des ungestorten Systems von einem
gegebenen Anfangszustand aus zu untersuchen.

Linearitit des Systems. Mit Hilfe der E/A-Beziehung (5.21) kann die bereits in
Abschn. 4.2.3 behandelte Linearititseigenschaft (4.33) des Systems fiir das E/A-
Verhalten sehr einfach nachgewiesen werden. Setzt sich die Eingangsgrofie des Sys-
tems, das sich zur Zeit ¢ = 0 im Ruhezustand x(0) = 0 befindet, aus einer Linear-
kombination

u(t) = kuq(t) + lua(t)

der Eingangssignale u; und uy zusammen, so entsteht eine AusgangsgroBe y(t), die
sich aus derselben Linearkombination von g; und yo zusammensetzt:

u(t) = kuy(t) + lua(t) — y(t) = kyi(t) + ly2(t). (5.22)

Die Giiltigkeit der Beziehung (5.22) folgt aus der E/A-Beziehung (5.21).
Es ist zu beachten, dass diese Linearitétseigenschaft nur fiir die erzwungene Be-
wegung zutrifft. Ist das System zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Zustand

CE(O) = o 7£ 0,

so gilt die Beziehung (5.22) nur dann, wenn fiir die Anfangszustinde die Bedin-
gung (4.34) erfiillt ist. Wendet man aber u; und u2 nacheinander auf das System mit
demselben Anfangszustand xq an, so gilt Gl. (5.22) nicht!

’ Aufgabe 5.3" Bewegungsgleichung eines Fahrzeugs ‘

Ein Fahrzeug mit der Masse m bewegt sich auf einer geradlinigen, ebenen Strafie. Bei
den folgenden Betrachtungen ist die Beschleunigungskraft des Fahrzeugs, die niherungs-
weise proportional zur Winkelstellung des Gaspedals ist, die Eingangsgrofe w(t) und die
Geschwindigkeit des Fahrzeugs die AusgangsgroBe y(t).

1. Stellen Sie das Zustandsraummodell des Fahrzeugs unter der Annahme auf, dass in
der Umgebung des betrachteten Arbeitspunktes die durch den Luftwiderstand erzeugte
Bremskraft proportional zur Geschwindigkeit ist (vgl. linearisiertes Modell im Bei-
spiel 4.12).

2. Leiten Sie aus dem Modell die Bewegungsgleichung des Fahrzeugs ab.

3. Welcher Geschwindigkeitsverlauf ldsst sich aus der Bewegungsgleichung ableiten,
wenn das Fahrzeug eine Anfangsgeschwindigkeit v besitzt, die um dvo hoher als der
Arbeitspunkt v ist, und das Gaspedal auf der durch den Arbeitspunkt v vorgegebenen
Stellung gehalten wird? Stellen Sie die Losung grafisch dar.

4. Welche erzwungene Bewegung ergibt sich aus der Bewegungsgleichung, wenn das
Fahrzeug aus dem Arbeitspunkt 9o im Zeitraum O...¢; mit konstanter Kraft beschleu-
nigt und im Zeitraum ¢, ...t> weder beschleunigt noch gebremst wird (du = 0)? Stellen
Sie die Losung grafisch dar.
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5. Stellen Sie ein Zustandsraummodell auf, das das Systemverhalten fiir den Zeitraum
t > t1 beschreibt. Welchen Wert hat der Anfangszustand?
(Hinweis: Fiihren Sie eine neue Zeitachse t' = ¢ — ¢1 ein und stellen Sie ein Modell
fiir ' > 0 auf.) O

Aufgabe 5.4*  Fahrt mit der Eisenbahn

Ein Personenzug besteht aus einer Lokomotive (Masse 150 t) und 10 Wagen (Masse je 10
t). Der Rollwiderstand erzeugt eine von der Geschwindigkeit v(¢) des Zuges abhingige
Bremskraft F;(t) = cv(t), wobei fiir die Konstante der Wert ¢ = 2% angenommen wird.
Nach Abfahrt des Zuges am Bahnhof 1 zur Zeit ¢ = 0 beschleunigt die Lokomotive den
Zug mit der Kraft F, = 75kN bis zum Zeitpunkt ¢; = 200s. Anschliefend rollt der Zug
ohne Beschleunigung durch die Lok, aber unter Wirkung des Rollwiderstandes, um vom
Zeitpunkt t2 = 300s an mit konstanter Bremskraft von Fj, = 80kN bis zum Stillstand
abgebremst zu werden.

1. Stellen Sie die Differenzialgleichung des Zuges auf und iiberfithren Sie diese in
ein Zustandsraummodell (Eingangsgrofe: Beschleunigungskraft, Ausgangsgrofe: Ge-
schwindigkeit).

2. Losen Sie die Bewegungsgleichung fiir die beschriebene Eingangsgrofe.

3. Zu welchem Zeitpunkt ¢3 kommt der Zug zum Stillstand? O

Aufgabe 5.5  Verhalten zweier Riihrkessel

Abbildung 5.9 zeigt zwei Riihrkesselreaktoren, in deren Fliissigkeit der Stoff A gelost ist.
Es soll untersucht werden, wie sich die Konzentration in beiden Behiltern verindert, wenn
am Zulauf iiber eine bestimmte Zeit Fliissigkeit mit einer zu hohen Konzentration in den
linken Behilter flief3t.

Abb. 5.9: Riihrkessel

Es wird davon ausgegangen, dass beide Behilter homogen durchmischt sind, der Vo-
lumenstrom im Zulauf gleich dem konstanten Volumenstrom im Auslauf ist und zur Zeit
t = 0 in beiden Behiltern die geforderte Konzentration ca vorliegt. In den Behiltern tritt
keine chemische Reaktion auf.
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1. Stellen Sie das Zustandsraummodell auf. Eingangsgrofe ist die Zulaufkonzentration,
Ausgangsgrofle die Konzentration im zweiten Behdilter.

2. Bestimmen Sie die Parameter des Zustandsraummodells, wenn folgende Daten bekannt
sind:

Volumen: Vi =4 m37 Vo=3 m?

m3

Durchfluss: ¢=2 —
min

3. Welcher Anfangszustand stellt sich zur Zeit ¢ = 0 ein, wenn fiir ¢ < 0 die Zulaufkon-
zentration den konstanten Wert von 1%‘;‘ besitzt? Verdndern Sie das Modell so, dass
es nur die Abweichungen von dieser Eingangsgrofie bzw. von diesem Anfangszustand
beschreibt.

4. Die Konzentration des Zulaufes verindert sich folgendermafien:

m3

6 1ol 0 <t <0,25min
u(t) = (5.23)

1 @9 ¢ > 0,25 min

m

Berechnen Sie, wie sich aufgrund dieser Konzentrationsschwankung die Konzentratio-
nen in beiden Behiltern veréindert. Stellen Sie den Verlauf grafisch dar.

(Hinweis: Uberlegen Sie sich, welches der beiden aufgestellen Modelle fiir diese Rech-
nung das zweckmaiBigere ist. Nutzen Sie zur Berechnung der Matrixexponentialfunk-
tion die auf S. 155 angegebene Formel von SYLVESTER (5.84).) O

5.3 Normalformen des Zustandsraummodells

Bei der Aufstellung eines Zustandsraummodells (5.16)

z(t) = Az(t) + bu(t), x(0) == (5.24)
y(t) = z(t) + du(t) (5.25)

ist die Wahl der Zustandsvariablen nicht eindeutig. Deshalb ist die Frage interessant,
inwieweit man durch eine Veridnderung der Zustandsvariablen ein Modell finden
kann, mit Hilfe dessen sich das Verhalten des Systems besonders einfach analysie-
ren lédsst. Im Folgenden wird auf diese Frage eine Antwort gegeben, indem der Zu-
standsvektor in einer solchen Weise transformiert wird, dass sich die Bewegungen
der neu eingefiihrten Zustandsvariablen nicht mehr gegenseitig beeinflussen. Es wird
zunichst allgemein gezeigt, wie Zustinde in andere Zustinde transformiert werden
konnen. Dann wird eine spezielle Transformationsmatrix gewdhlt, fiir die die trans-
formierte Zustandsgleichung besonders einfach ist.
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5.3.1 Transformation der Zustandsgleichung

Aus dem Zustand x wird durch die Beziehung
Z(t) =T 'a(t) (5.26)

ein neuer Zustand gebildet, der — genauso wie x(t) — alle Merkmale eines System-
zustandes besitzt, also als Grundlage fiir die Aufstellung einer Zustandsgleichung
dienen kann. Voraussetzung dafiir ist, dass die (n, n)-Transformationsmatrix T re-
gulir ist.

Die neue Zustandsgleichung, die sich auf & an Stelle von x bezieht, erhilt man
folgendermaBen. Zunéchst wird die alte Zustandsgleichung (5.24) von links mit der
Matrix 7" multipliziert:

T '&(t) = T ' Ax(t) + T 'bu(t).
Aus Gl. (5.26) folgt .
Z(t) =T 'a(t)
und
x(t) =Tx(t),
so dass die Zustandsgleichung in
Z(t) = T 'AT &(t) + T 'bu(t)

iiberfiihrt werden kann. Unter Verwendung der Abkiirzungen

A =T AT (5.27)

b=T"b (5.28)
erhilt man die transformierte Zustandsgleichung
& =A&(t)+but), #(0)=T 'z (5.29)

In gleicher Weise kann aus der Ausgabegleichung (5.25) die transformierte Glei-
chung
y(t) =& &(t) + du(t) (5.30)
mit
¢ =T (5.31)
gewonnen werden. Der Skalar d bleibt unverzndert.

Die Gleichungssysteme (5.24), (5.25) und (5.29), (5.30) sind &dquivalent. Das
heiBt, fiir beliebige Anfangszustéinde xy und beliebige EingangsgroBen u(t) sind
die durch die beiden Gleichungssysteme erhaltenen Ausgangssignale y(t) identisch.
Dabei ist natiirlich zu beachten, dass in (5.24) der Anfangszustand x( und in (5.29)
der transformierte Anfangszustand

Zo =T ‘x (5.32)

einzusetzen ist.
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’ Aufgabe 5.6  Transformation des Zustandsraumes eines RC-Gliedes ‘

Fiir das in Abb. 4.21 auf S. 103 gezeigte RC-Glied kann man mit den Zustandsvariablen
21(t) = ue, (t) und 22(t) = ue, (t) das folgende Modell aufstellen

D L 0 a0
B = ( ) 0+ ( ) uth == (um«»)

y(t) = (1 0)=(?).

1. Transformieren Sie dieses Modell so, dass y(¢) und y(¢) den neuen Zustandsvektor
Z(t) bilden.

2. Warum hat die transformierte Systemmatrix A die Form 4.54)? 0

5.3.2 Kanonische Normalform

Transformation der Systemmatrix A auf Diagonalform. Die im Folgenden ver-
wendete Transformationsmatrix Tberuht auf der Ahnlichkeitstransformation der
Systemmatrix A. Die (n,n)-Matrix A hat bekanntlich n Eigenwerte X\;, (i =
1,2,...,n), die sich als Losung der Gleichung

detOA\I — A) = A"+ ap A"+ . Fad+ag =0 (5.33)

ergeben. Die Gl. (5.33) heiit charakteristische Gleichung und das auf der linken
Seite stehende Polynom charakteristisches Polynom des Systems bzw. charakteristi-
sches Polynom der Matrix A. Mit jedem Eigenwert ); ist die Eigenwertgleichung

A’Ui = )\ivi (534)

fiir einen Vektor v, erfiillt, der Eigenvektor zum Eigenwert \; heifit. Werden diese
Eigenvektoren in einer Matrix angeordnet, so entsteht die (n, n)-Matrix

V = (v1 vg ... vy). (5.35)

Diese Matrix ist regulédr, wenn die n Eigenvektoren linear unabhéngig sind. Im Fol-
genden wird angenommen, dass diese Bedingung erfiillt ist. Dies ist insbesondere
dann gesichert, wenn die Eigenwerte \; paarweise verschieden sind. Dann gilt

AV = (Avl A’Ug A’Un) = ()\1’01 )\2’02 /\n’Un) =V diag )\i;
wobei diag \; eine Abkiirzung fiir die Diagonalmatrix
AL

A2
diag )\i =
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ist, in der alle nicht bezeichneten Elemente gleich null sind. Also gilt
VLAV = diag \;. (5.36)

Diese Gleichung beschreibt eine Ahnlichkeitstransformation der Matrix A. Die Ma-
trizen A und V"' AV haben dieselben Eigenwerte, namlich A1, Ao,..., Aj,.

Kanonische Normalform der Zustandsgleichung. Verwendet man in der Zu-
standstransformation (5.26) die Matrix V als Transformationsmatrix T'

z(t) =V 'x(), (5.37)

so erhilt man fiir die transformierte Systemmatrix A in Gl. (5.27) die Diagonalma-
trix (5.36). Die transformierten Systemgleichungen (5.29) und (5.30) heilen dann

Zustandsraummodell in kanonischer Normalform:
x(t) = diag \; 2(t) + bu(t), #(0) = & (5.38)

y(t) =& &(t) + du(t),

mit
b=V'lp (5.39)
¢ =cdVv (5.40)
2(0) = V ta,. (5.41)
. d
[ I
i~ )
. L ~
u(t) (5 = ff e

diag ) je——

Abb. 5.10: Blockschaltbild des transformierten Modells

Das Blockschaltbild des transformierten Modells ist in Abb. 5.10 angegeben. Es
unterscheidet sich vom Strukturbild in Abb. 4.7 des nicht transformierten Modells
auf den ersten Blick nur in den Bezeichnungen der Signale und Blocke. Betrachtet
man jedoch die homogene Zustandsgleichung

da(t)

5~ dlag A 2(t), 2(0) =V 'xy = @,
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so wird die Wirkung der vorgenommenen Zustandstransformation deutlich. Die Vek-
tordifferenzialgleichung kann in n unabhingige skalare Differenzialgleichungen zer-
legt werden:

dzq (¢ N N -
x(it( ) = \MZ4(1), z1(0) = Zoy

dz2() = laZa(t), Z2(0) = Zo2
dt

d~n t ~ ~ ~
“”df ) _ Andn(t),  Fn(0) = Zon.

Die Zustandsvariablen werden deshalb als kanonische Zustandsvariablen bezeich-
net. Kanonische Zustandsvariablen sind i. Allg. keine physikalisch interpretierbaren
GroBen, sondern reine Rechengrofien. Die folgenden Betrachtungen werden zeigen,
dass sich unter Verwendung kanonischer Zustandsvariabler viele Analyseaufgaben
vereinfachen lassen.

Abb. 5.11: Signalflussgraf eines Systems zweiter Ordnung mit kanonischen
Zustandsvariablen

Wie die einzelnen Zustandsvariablen durch die Fingangsgrofle angeregt werden
und wie sie die Ausgangsgrofie beeinflussen, wird durch die Vektoren b und & be-
schrieben. Das wird im Signalflussgraf deutlich, der fiir ein System zweiter Ordnung
in Abb. 5.11 gezeigt ist. Gegeniiber Abb. 4.8 fehlen die Kopplungen zwischen den
Zustandsvariablen.

Bei der Betrachtung der Zustandsgleichung in kanonischer Normalform sei dar-
an erinnert, dass die Eigenwerte \; der Systemmatrix die MaBeinheit der Frequenz
haben, also bespielsweise % = Hz oder ﬁ (je nach gewdhlter MaBeinheit fiir die
Zeit).
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Beispiel 5.2 Zustandsraummodell eines Gleichstrommotors

Fiir den in Abb. 5.12 dargestellten Gleichstrommotor konnen folgende Gleichungen ange-
geben werden:

ua(t) = Raia(t) + La digft) +um(?) (5.42)
um(t) = km d(git) (5.43)
M(t) = krialt) (5.44)
_ 4% do(t)
M@E) = J I +I<:L7 (5.45)
_ e
n(t) = < (5.46)
w(t) = d‘flgt)A (5.47)

Dabei bezeichnet ua (t) die Ankerspannung, i () den Ankerstrom, M (t) das durch den
Motor erzeugte Drehmoment, un(¢) die im Motor induzierte Spannung, ¢(¢) den Dreh-
winkel, w(t) die Drehfrequenz (gemessen in *29) und n(t) die Drehzahl (gemessen in 1).
Die erste Beziehung stellt die Maschengleichung mit RA und L als Widerstand bzw. In-
duktivitdt des Ankerkreises dar. Die zweite Gleichung entsteht aus der Anwendung des
Induktionsgesetzes und beschreibt die in der Motorwicklung induzierte Gegenspannung,
wobei ky einen Proportionalititsfaktor darstellt, der vom Aufbau des Motors abhingig
ist. Die néchsten beiden Gleichungen besagen, dass das vom Motor erzeugte Drehmoment
proportional zum Ankerstrom ist und dass sich dieses Drehmoment in einer Erhohung der
Drehgeschwindigkeit niederschliagt und dabei die geschwindigkeitsproportionale Reibung
iiberwindet, wobei die Koeffizienten k1 und k1, vom Aufbau des Motors und der Lagerung
der Welle abhingig sind und J das Trigheitsmoment des Ankers und der Last beschreibt.
Die letzten beiden Gleichungen dienen zur Berechnung der Winkelgeschwindigkeit und der
Drehzahl.

Die Parameter kn, k1 und k1, wurden in den Gleichungen als Proportionalititsfaktoren
eingefiihrt. Eine genauere Analyse zeigt, dass stets kt = ku gilt. Die unten angegebenen
Motorparameter betreffen einen fiir groe Leistung ausgelegten Gleichstrommotor.

Motor Lager Last
Abb. 5.12: Gleichstrommotor
Der Motor wird beziiglich der EingangsgroBe u(t) = ua (¢) und der AusgangsgroBe

y(t) = n(t) betrachtet. Verwendet man den Ankerstrom i und die Winkelgeschwindigkeit
w als Zustandsvariable
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[ ia(?)

so erhilt man aus den Gln. (5.42) — (5.47) das Zustandsraummodell

Ra kn 1 ;
&(t) = <_LA Ia > x(t) + ( La ) u(t), x(0)= (Zé(0)> (5.48)
L a 0 $(0)

y(t) = (0 %) (1), (5.49)

Fiir die Motorparameter
Ra =90 La =110mH

2
J=0,1 1\?;('15 kr =2 8@ (5.50)

_o Vs _ Nms
km =2 rad kL =0,1 rad

erhilt man bei Messung aller Signale in den Standardmaf3einheiten die Modellgleichungen

8182 2727 9209 oo (PO L
0 g JEOHL fu®, =(0)= 4(0) (5.51)

(0 0,159) z(t). (5.52)

a(t)

y(t)

Zur Transformation in die kanonische Normalform berechnet man zunichst die beiden
Eigenwerte

A1 = —69,95 und A2 = —12,87

sowie die zugehorigen Eigenvektoren

—0,917 0,368
v = und vy = ,
0,399 —0,930

aus denen man die Transformationsmatrix und deren Inverse
—0,917 0,468 . —1,317 —0,521
V= , V=
0,399 —0,930 —0,565 —1,299

erhilt. Entsprechend Gl. (5.37) steht in der kanonischen Normalform des Zustandsraummo-

dells der Zustandsvektor
—1,317 —-0,521
z(t) = z(t)
—0,565 —1,299

F1(t) = (—1,317  —0,521) (t)
@a(t) = (0,565 — 1,299)x(t)

deren Elemente

Linearkombinationen des Ankerstromes ¢a und der Winkelgeschwindigkeit  sind. Die-
se Zustandsvariablen sind physikalisch nicht interpretierbar. Das Zustandsraummodell in
kanonischer Normalform heif3t
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dz(t) —69,95 0 N 11,98
5 < 0 18t E(t) + 514 u(t) (5.53)

H(0) —1,317i4(0) — 0,521 $(0)
T Z0.5651a(0) — 1,299 6(0)
y(t) = (0,064 — 0,148) &(t). (5.54)

In der Systemmatrix dieses Modells treten die beiden Eigenwerte des Gleichstrommotors
auf.

o inrad/s
~

Abb. 5.13: Vektorfeld des Gleichstrommotors (links im
1A /w-Koordinatensystem; rechts im transformierten Zustandsraum)

Da die kanonische Normalform neue Zustandsvariablen verwendet, dndert sich auch
das Vektorfeld des Gleichstrommotors. Abbildung 5.13 zeigt links das mit der Zustands-
gleichung (5.51) gezeichnete Vektorfeld und rechts das Vektorfeld fiir das Modell in ka-
nonischer Normalform, wobei in beiden Fillen u = 0 gesetzt wurde. Beide Abbildungen
zeigen auBerdem dieselbe Eigenbewegung, die durch ia (0) = 2 und ¢(0) = 2,5 ausgelost
wird. Im rechten Bild ist derjenige Bereich des transformierten Zustandsraumes umrandet,
der dem im linken Bild gezeigten Bereich des i /w-Raumes entspricht.

Charakteristisch fiir das Vektorfeld des transformierten Zustandsraummodells ist die
Tatsache, dass die Pfeile die Koordinatenachsen nicht kreuzen. Da der Gleichstrommotor
zwei reelle Eigenwerte hat, zerfillt die Zustandsgleichung in zwei reelle, voneinander un-
abhingige Gleichungen fiir die Variablen Z;, (i = 1, 2), fiir die beide A;Z; = 0 fiir ; = 0
gilt, so dass keine Bewegung iiber die Koordinatenachsen auftreten kann. Eine derartige
Bewegung ist fiir das Zustandsraummodell in allgemeiner Form moglich, wie der linke Teil
der Abbildung illustriert. O

Die Umformung in die kanonische Normalform ist nicht eindeutig, denn mit v;
ist auch der a-fache Vektor av; ein Eigenvektor von A. Alle Modelle fithren jedoch
auf dasselbe Produkt b;¢; der i-ten Elemente der Vektoren b und ¢.

Behandlung konjugiert komplexer Eigenwerte. Treten konjugiert komplexe Ei-
genwerte auf, so fiithrt das Modell (5.38) auf die Schwierigkeit, dass mit komplex-
wertigen Parametern und Zustandsvariablen gerechnet werden muss, obwohl die
Eingangs- und Ausgangsgrofen natiirlich reelle Werte haben. Die komplexen Zahlen
kommen in das Modell hinein, weil neben den Eigenwerten auch die Eigenvektoren
komplexwertig sind.
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Eine Abhilfe schafft die folgende Vorgehensweise. An Stelle der konjugiert kom-
plexen Eigenvektoren v; und v,;41 der konjugiert komplexen Eigenwerte \; ;11 =
0 + jw verwendet man den Realteil und den Imaginirteil von v; als i- und (i + 1)-te
Spalte in der Matrix V. Die neue Transformationsmatrix V erfiillt dann natiirlich die
Gl. (5.36) nicht mehr, d. h., die Systemmatrix des transformierten Modells ist keine
Diagonalmatrix mehr. Stattdessen ist A eine reelle Matrix, in deren i- und (1+1)-ter

Zeile und Spalte der Block
0 w
—w 0

steht. Hat beispielsweise A die beiden reellen Eigenwerte A\; und A4 und die konju-
giert komplexen Eigenwerte Ay 3 = d & jw, so heilit die transformierte Matrix

A 0 00
~ 0 6 wo
A= 0 —wd 0
0 0 0 X\
Das transformierte System
dx(t ~ - -
%%Z:A@@+V”mw% 2(0)=V 'z, (5.55)

y(t) = <V &(t) + du(t)

kann dann zwar nicht mehr in vollkommen unabhingige Differenzialgleichungen
erster Ordnung zerlegt werden. Kopplungen treten jedoch nur zwischen jeweils zwei
Zustandsvariablen Z;(t) und Z;11(t) auf, die zu konjugiert komplexen Eigenwert-
paaren gehoren. Fiir numerische Rechnungen macht sich der damit verbundene Vor-
teil bezahlt, dass alle Parameter und Signale reell sind.

Beispiel 5.3 Kanonische Normalform des Zustandsraummodells eines Schwingkreises

Das auf S. 71 angegebene Zustandsraummodell (4.44) eines Schwingkreises wird fiir
R=10, L=100mH und C =9975uF
betrachtet, wofiir man das Modell

0 —0,01 0,01 N
100,25 —0,1 (0 + 0,1 ut), =(0)= u2(0)

0 1D)a(t)

8-

—

~~

~
|

<

—~
~

~
I

erhilt, wobei die Zeit in Millisekunden gemessen wird. Der Schwingkreis hat die Eigen-
werte
A1/2 = —0,05 :l: ]

und die Eigenvektoren
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-0,01 0,0005 \
’U1/2 = 0 + 1 J-

Transformiert man das Modell unter Verwendung der Matrix

—0,01 + j0,0005 —0,01 — 50,0005
J —J

in die kanonische Normalform, so erhilt man

d . —0,05+ 3 0 . —0,4988 — 50,05
z(t) Cx@®) + i u(t
dt 0 —0,05—j ~0,4988 + j0,05

—50,1341(0) 4 (0,025 — j0,5) u2(0)
~ \ —50,1341(0) + (0,025 + 50,5) u2(0)

o~
Il

ISl

—~

S

=
I

y() = G -5z,

also ein Modell, in dem viele Parameter und sogar der Anfangszustand komplex sind.
Ungeachtet dessen konnen alle beschriebenen Analysemethoden angewendet werden. Die
Schwierigkeit besteht darin, dass mit komplexen Zahlen gerechnet werden muss, obwohl
fiir eine beliebige reelle EingangsgroBe u und beliebige reelle Anfangsbedingungen 71 (0)
und u2 (0) natiirlich eine reelle Ausgangsgrofie y entsteht.

Verwendet man den Realteil und den Imaginirteil der angegebenen Eigenvektoren als
Spalten der Transformationsmatrix

. —0,01 0,0005
V= ,
0 1
so erhilt man das Modell

doo_ (7005 1 (00075
wEO =1 0,05 (t) o1 u(t),

5(0) (—10072251'1(0) —|—0,05u2(0))
UQ(O)

y(t) = (0 z(t).

Dieses Modell hat nicht die kanonische Normalform, aber in ihm treten nur reelle Parameter
auf.

Diskussion. Das Beispiel zeigt, wie die beschriebene Transformation bei einem konjugiert
komplexen Eigenwertpaar aussieht. Da das betrachtete System nur die Ordnung zwei be-
sitzt, bringt diese Transformation fiir die Analyse keine wesentlichen Vorteile. Wie fiir das
urspriinglich gegebene Modell muss die Bewegungsgleichung fiir beide Zustandsvariablen
gemeinsam gelost und dabei die Matrixexponentialfunktion fiir die Matrix A zweiter Ord-
nung bestimmt werden.

Fiir die Analyse ergeben sich Vorteile, sobald die Systemordnung groBer als zwei ist.
Man schreibt in die Transformationsmatrix V' alle reellen Eigenvektoren, die zu reellen
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Eigenwerten gehoren sowie den Realteil und den Imaginirteil von Eigenvektoren, die zu
konjugiert komplex auftretenden Eigenwerten gehoren. Mit dieser Matrix erhilt man ein
transformiertes Gleichungssystem, bei dem die Systemmatrix in der Hauptdiagonalen die
reellen Eigenwerte sowie fiir die konjugiert komplexen Eigenwerte reelle (2, 2)-Blocke ent-
hilt. Damit zerfillt die Zustandsgleichung in einzelne Gleichungen mit reellen Eigenwerten
sowie in Gleichungspaare fiir die konjugiert komplexen Eigenwerte. O

5.3.3 Erweiterung der kanonischen Normalform fiir nichtdiagonalihnliche
Systemmatrizen

Bisher wurde angenommen, dass die Eigenwerte der Matrix A paarweise voneinan-
der verschieden sind. Unter dieser Voraussetzung ist A diagonaldhnlich und kann
folglich in die Diagonalmatrix diag A; transformiert werden. Treten Eigenwerte
mehrfach auf, so kann A nur unter sehr einschrinkenden Bedingungen auf Diago-
nalform gebracht werden. Dieser Fall soll nachfolgend untersucht werden.

Es wird zunichst angenommen, dass der Eigenwert \; die algebraische Viel-
fachheit [; > 1 besitzt und alle anderen Eigenwerte paarweise verschieden sind. Das
heiflt, A; ist eine [;-fache Losung der charakteristischen Gl. (5.33). Es sind nun die
beiden Fille zu unterscheiden, bei denen es I, bzw. weniger als /; linear unabhiingige
Vektoren v/ gibt, die die Eigenwertgleichung

Av] = \v) (5.56)

erfiillen.
Im ersten Fall gilt
Rang(A — M I) =n—1;.

Da die Zahl der linear unabhéngigen Eigenvektoren mit der Vielfachheit des Eigen-
wertes ibereinstimmt, ist die entsprechend Gl. (5.35) gebildete Matrix

a1 2 I
V = (vy, v,..., U, Va,.., Upyy)

regulir und die Transformation (5.36) fiihrt wieder auf eine Diagonalmatrix diag \;,
deren erste [; Diagonalelemente gleich dem Eigenwert A\; sind:

A |
| } l1 Zeilen

VAV = (5.57)

| )‘n*ll

Die Matrix A ist also weiterhin diagonalihnlich, wenn zu Eigenwerten \; der Viel-
fachheit [; auch [; linear unabhingige Eigenvektoren existieren.
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Beispiel 5.4 Diagonalidhnliche Matrix A mit mehrfachem Eigenwert

Die Matrix
-2 0 3
A= 0o -2 2
0 0 -1

hat die charakteristische Gleichung
det(A — M) = —-A+2°A+1) ==X =5X> -8\ —4=0

mit den Losungen
AL =2, A2 = —1,

wobei A1 zweifach und A2 einfach ist. Fiir den zweifachen Eigenwert erhilt man entspre-
chend GI. (5.56) aus

-2 0 3 _ ,
0 -2 2 |vl=-2v
0o 0 -1
z. B. die beiden linear unabhingigen Eigenvektoren
1 0
vi=(0], vi=]1
0 0
Zusammen mit dem Eigenvektor
3
V2 = 2 )
1
fiir den Eigenwert Ao ergibt sich die Matrix
1 0 3
V=01 2
0 01
Die Transformation (5.57) fiihrt auf
—2
VAV = -2 .0

-1

Im zweiten Fall gibt es fiir einen [;-fachen Eigenwert weniger als /; linear unab-
hingige Eigenvektoren. Dann kann A nicht auf Diagonalform gebracht werden. Der
Einfachheit halber wird im Folgenden angenommen, dass zum /;-fachen Eigenwert
A1 aus GI. (5.56) nur ein einziger linear unabhingiger Eigenvektor v1 gefunden wer-
den kann. Dann miissen aus v} durch die Beziehungen

(A-\I)v? = vl (5.58)
(A—\I)v] = v]

(A —\I)oh h-l

|
~
S
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weitere Vektoren v?, ..., 'vll1 gebildet werden, die verallgemeinerte Eigenvektoren
oder Hauptvektoren von A heilen. Bildet man mit diesen Vektoren sowie den zu
A2, ...; Ap—1, gehorenden Eigenvektoren va, ..., v,—;, die Matrix V/, so erhilt man
bei der Ahnlichkeitstransformation die neue Matrix

A1 .0 |
0 X\ ... O |
: : . 11 Zeilen
0 0 ... 1]
viav=| 0o o .. /\1i (5.59)
| A2
| :
| /\nfll
Die rechte Seite heilt Jordannormalform von A.
Beispiel 5.5 Jordannormalform der Matrix A
Die Matrix
-2 0 3
A= 1 -2 2
0 0 -1
hat dieselbe charakteristische Gleichung wie die Matrix A im Beispiel 5.4 und folglich den
zweifachen Eigenwert A1 = —2 und den einfachen Eigenwert Ao = —1. Die Eigenwert-

gleichung (5.56) liefert jedoch nur den Eigenvektor
0
vi =|1],

0

so dass der zweite Vektor aus GI. (5.58) gebildet werden muss:

0
(A+2D)vi=|1
0
Man erhilt daraus den Vektor
1
v% =(0],
0

der zwar mit einem Eigenvektor aus Beispiel 5.4 iibereinstimmt, fiir die hier verwendete
Matrix A aber nur ein verallgemeinerter Eigenvektor ist. Der Eigenvektor zu A ist

3
Vg = 5
1
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Deshalb ergibt die Ahnlichkeitstransformation mit

01 3
V=10 5
0 0 1

die Jordannormalform der Matrix A:

Im Allgemeinen kann es zu einem [;-fachen Eigenwert \; r; Eigenvektoren ge-
ben, wobei 1 < r; < [; gilt. Dann miissen [; — r; Hauptvektoren gebildet werden.
Zum Eigenwert \; gehort in der Jordannormalform dann ein Jordanblock J;, der ei-
ne Blockdiagonalmatrix J; = diag J;; mit den Diagonalblocken J ;5 darstellt. J;x,
ist eine Teilmatrix der Dimension 7;;, die dieselbe Struktur wie der obere linke Block
in Gl. (5.59) hat. Da derartige Matrizen fiir regelungstechnische Anwendungen du-
Berst selten sind, soll hier lediglich ein Beispiel die allgemeine Jordannormalform
veranschaulichen:

M O1o0 |
0 A 1|
0 0 )\1 | l1—3, 7'1—].
—_———— _
| A2 0 |
| 0 )\2 ‘ l2—2, 7"2—2
J = I ——— (5.60)
| Az
~~—
J31
R
| | A3 1| 13=3, r3=2
| 0 A3
——
J32

5.3.4 Bewegungsgleichung in kanonischer Darstellung

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass die Systemmatrix A diagonaldhnlich
ist und entsprechend Gl. (5.36) auf Diagonalform gebracht wurde. Die Bewegungs-
gleichung kann aus der kanonischen Zustandsgleichung (5.38) in genau derselben
Weise abgeleitet werden, wie Gl. (5.13) aus der Zustandsgleichung (5.24) hergeleitet
wurde. Es miissen also nur die ,,Schlangen* auf die transformierten GroBen gesetzt
werden. Dabei entsteht die Beziehung
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t
@(t) = ediag Ait 7 / cdiag At =7) (1) dr. (5.61)
0

Gleichung (5.61) wird als Bewegungsgleichung in kanonischer Darstellung bezeich-
net. Diese Gleichung setzt sich wie Gl. (5.13) aus zwei Summanden zusammen,
von denen der erste die Eigenbewegung Zf.;(t) des Systems und der zweite die
erzwungene Bewegung &, (1) beschreibt.

Freie Bewegung. Obwohl sich die GI. (5.61) duBerlich nicht wesentlich von (5.13)
unterscheidet, ldsst sie sich aufgrund der Unabhéngigkeit der kanonischen Zustands-
variablen wesentlich vereinfachen. Fiir e 4128 Ait gilt, wie man aus der Definiti-
on (5.12) der Matrixexponentialfunktion leicht ermitteln kann, die folgende Bezie-
hung ':

odiag \it _ — diag e NiT. (5.62)

Fiir die freie Bewegung des Systems erhilt man damit die Beziehung
{fi =€ Alt"fl(OL

d. h., die Eigenbewegungen der kanonischen Zustandsvariablen hingen nur von
der Anfangsbedingung der jeweiligen Zustandsvariablen ab und kénnen unabhin-
gig voneinander berechnet werden:

e Mt (0)
3 et I5(0)
Zprei(t) = : . (5.63)

et 7,(0)

Werden die kanonischen Zustandsvariablen in den urspriinglichen Zustand zurtick-
transformiert, so ergibt sich fiir die freie Bewegung die Beziehung

Tirei(t) = v1e M3 (0) + ... +0ne ' E,(0) = D vieMF;(0).  (5.64)
=1

Das heiBt, die freie Bewegung setzt sich aus Funktionen der Form v;e *¢¢7;(0) zu-
sammen, bei denen die e-Funktion die zeitliche Abhingigkeit und der Skalar ;(0)
die vom Anfangszustand x( abhingige ,,Amplitude* darstellen. Die Funktionen e *i?
werden Modi oder Eigenvorgdnge des Systems genannt. Wie stark diese Funktionen

! Diese sehr einfache Darstellung der Ubergangsmatrix als Diagonalmatrix mit e-Funktionen
gilt nur, wenn A eine Diagonalmatrix diag A; ist!
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in die einzelnen Komponenten des Zustandsvektors x eingehen, wird durch die Vek-
toren v; bestimmt. Fiir die freie Bewegung des Systemausgangs gilt

Eigenbewegung in kanonischer Darstellung:
(5.65)

n
Yreei (1) = 01231 (0) + ... + cv,e M5, (0) = Z cvieM'z;(0).
i=1

Aus GI. (5.64) bzw. (5.65) wird offensichtlich, dass alle Eigenvorgénge und des-
halb auch die Eigenbewegungen i (t) und ys.i (t) genau dann fiir ¢ — oo abklin-
gen, wenn die Stabilititsbedingung (5.15)

Re{)\;} <0 (i=1,2,....,n)
erfiillt ist.

Erzwungene Bewegung. Die erzwungenen Bewegungen der kanonischen Zu-
standsvariablen Z; konnen ebenfalls unabhingig voneinander berechnet werden,
denn der zweite Summand in Gl. (5.61) kann in unabhéngige Anteile zerlegt werden.
Ist das System zur Zeit t = 0 in der Ruhelage, so gilt fiir die i-te Zustandsvariable

t

Bi(t) = / e (=) bu(r) dr,

0

wobei b; die i-te Komponente des Vektors b ist. Die erzwungene Bewegung berech-

net sich also aus
t

[e =) byu(r) dr

Ferme(t) = | 0 . (5.66)

t ~
[e =) b u(r)dr
0

Erweiterung fiir nicht diagonalihnliche Systemmatrizen. Wenn die Matrix
A nicht diagonalihnlich ist, kann die Ubergangsmatrix & nicht in die einfache
Form (5.62) gebracht werden, sondern in ihr stehen Terme der Form theXit  die
dann auch sowohl in der freien Bewegung &g..; als auch in der erzwungenen Be-
wegung e,y auftauchen. Da eine allgemeine Darstellung dieses Sachverhaltes auf
sehr uniibersichtliche Formeln fiihrt, hier aber nur das prinzipielle Verstindnis einer
derartigen Erweiterung der Bewegungsgleichung vermittelt werden soll, wird die Er-
weiterung am Beispiel der in Gl. (5.60) angegebenen Matrix veranschaulicht, wobei
nur die zum oberen linken Block gehorigen Zustandsvariablen betrachtet werden.
Fiir diesen Modellteil gilt
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1 (t) A 10 1 (t) 1(0) 10
.fg(t) = O )\1 1 «fg(t) B 532(0) == 520
Z3(t) 00\ Z3(t) z3(0) T30
Fiir die zugehorige Eigenbewegung erhilt man
fl(t) T1p€ At + Zogte Mty %tQG At
Ta(t) | = FapeMt + TgoteM!
i‘3(t) ffg(]e)\lt

Wie erwartet treten darin die Zeitfunktionen e *1¢, te M1t und t2e M? auf.

Beispiel 5.6 Zustandsraummodell fiir die Rollbewegung eines Flugzeugs

Das Flugzeug als Regelstrecke ist ein Beispiel fiir ein System, das keine diagonalidhnliche
Systemmatrix besitzt. Der Grund liegt in der Tatsache, dass durch Stelleingriffe wie z. B.
die Verstellung der Querruder Momente auf das Flugzeug wirken, aus denen der Rollwinkel
als Regelgrofe durch zweimalige Integration entsteht.

Querruder

Abb. 5.14: Vereinfachte Darstellung der Regelstrecke ,,Flugzeug*

Diese Tatsache soll etwas genauer untersucht werden. Unter Rollen versteht man die
Drehbewegung des Flugzeugs um seine Léingsachse (z-Achse). Der Rollwinkel &(t) ist der
Winkel zwischen den Fliigeln und dem Horizont. Beim Geradeausflug soll ¢ = 0 gelten;
um eine Kurve fliegen zu konnen, wird das Flugzeug um einen bestimmten Winkel ¢son

gerollt. StellgroBe ist der Winkel 04 (¢) der Querruder.
Stellt man das Momentengleichgewicht in Bezug zur Lingsachse des Flugzeugs auf, so

erhilt man in der Notation der Flugmechanik die Gleichung
L(t) = I P(1),

in der I« das Triagheitsmoment beziiglich der x-Achse, P die Rollwinkelgeschwindigkeit
und L das auf das Flugzeug wirkende Moment in der in der Abb. 5.14 liegenden yz-Ebene
darstellt. Fiir kleine Rollgeschwindigkeiten konnen die durch den Luftwiderstand auf die
Fliigelflachen wirkenden Krifte vernachlissigt werden. Fiir den Rollwinkel x = & gilt also

P(t) = &(t).

Das Drehmoment wird durch den Ausschlag u(t) = da(t) der Querruder erzeugt, wobei
fuir kleine Ausschlige die Beziehung
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L(t) = ku(t)

mit k als flugzeugspezifischem Proportionalititsfaktor gilt. Fasst man diese Gleichungen
zusammen, so erhilt man das Zustandsraummodell

d [ =) 01 x(t) 0
‘“(P(t)) - (0 o)(Pu))*(IfX)“(t) (5.67)
x(t)
y(t) = (1 0) (P(t)> .

In der Zustandsgleichung steht die Systemmatrix bereits in Jordannormalform. Das Modell
hat offensichtlich die Form

d il(t) _ 01 i1(t) 0 531(0) _ Z10
dt (@(t)) N (0 0) (iz(t)) + (52)u(t)’ (@(0)) B (m)

o 1 (t)
u(t) = ( o><m)).

Untersucht man zunéchst die Eigenbewegung, so erhélt man die beiden Differenzial-
gleichungen

T1(t) = 72(t),  #1(0) = F10
Za(t) = 0, #2(0) = Zao
und daraus die Eigenbewegungen
Feei1(t) = ¥ F10 4 t T2 = T10 + tToo

i'freiQ(t) = QOt Too = 2?20,

wobei man zweckmiBigerweise die zweite Gleichung zuerst 16st. Im Unterschied zu GI.
(5.63) konnen die Eigenbewegungen der einzelnen Zustandsvariablen nicht mehr unabhén-
gig voneinander berechnet werden. Die Bewegungen setzen sich nicht nur aus e-Funktionen,
sondern aus Termen der Form t* e it zusammen, wobei in dem hier behandelten Beispiel
k = 0,1und A1 2 = 0ist. Diese Terme treten auch in der Ausgangsgrofle auf, die sich fiir
dieses Beispiel aus
Ytrei(t) = 10 4t T20

ergibt.

Fiir die erzwungene Bewegung erhilt man eine dhnliche Verkopplung der Bewegungs-
gleichungen der Zustandsvariablen:

t ~ t T2
jl(t) = / eo(t_T)i‘l(T) dr = by / / u(7'1) dri dre
0 o Jo
¢ ¢
/ eo(t_T)bgu(T) dr =bs / u(T) dr.

0 0

=
(V]
—~
=
=

Il

Diskussion. Dieses Beispiel zeigt, dass in technisch relevanten Anwendungen nichtdia-
gonalidhnliche Systemmatrizen auftreten konnen. Es soll jedoch nicht unerwéhnt bleiben,
dass die Systemmatrix diagonaldhnlich wird, sobald man bei der Rollbewegung den Luft-
widerstand beriicksichtigt, der eine von der Rollgeschwindigkeit P abhingige Kraft auf die
Fliigel ausiibt. Das Element a2 der in Gl. (5.67) stehenden Systemmatrix ist dann von null
verschieden und die Systemmatrix diagonaldhnlich. O
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Aufgabe5.7° Bewegungsgleichung in kanonischer Darstellung

Gegeben ist das folgende Zustandsraummodell:

(F _Z)maw(%)u(m £(0) = 20

1 —1) ).

8
—~

~+
=

I

<

—~
~

=
Il

1. Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Systemmatrix.

2. Transformieren Sie die gegebenen Gleichungen in ein Modell mit kanonischen Zu-
standsvariablen und zeichnen Sie den dazugehorigen Signalflussgrafen.

3. Stellen Sie die Bewegungsgleichung des transformierten Zustandsraummodells auf.

4. Berechnen Sie aus der Bewegungsgleichung die Eigenbewegung des Systems. Wie
heien die Modi des Systems? O

5.3.5 Weitere Normalformen des Zustandsraummodells

Aufler der kanonischen Normalform gibt es eine Reihe weiterer Normalformen des
Zustandsraummodells, von denen hier die Regelungsnormalform und die Beobach-
ternormalform erwihnt werden sollen. Auch diese Normalformen fiihren fiir be-
stimmte Analyse- und Entwurfsaufgaben auf einfachere Losungen als das Modell
in beliebiger Form.

Regelungsnormalform. Die Regelungsnormalform wurde bereits im Abschn. 4.4.1
eingefiihrt. Bei der Ableitung des Zustandsraummodells

xR(t) = Arzr(t) +bru(t),  @r(0) = zro
y(t) = crzr(t) + du(t)

aus der Differenzialgleichung

d™y dy ., d% du
T 4+ .+ ar g, + apy(t) = b, T + ...+ by i + bou(t) (5.68)

entstanden spezielle Formen (4.64) — (4.67) fiir Ag, br und cy:
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0 1 0 0
0 0 1 0
Ap = : : Do : (5.69)
0 0 o --- 1
—ap —a; —ag *+ —Qp_1
0
br = | : (5.70)
0
1
Ci:{ = (b() — bnao, b1 — bnal, ceey bn,1 — bnan,l) (571)
d = b,. (5.72)

Fiir nicht sprungfihige Systeme hat cy die einfachere Form
cg = (b by..b; 0..0) (5.73)

und es gilt d = 0. Der Index ,,R* dient zur Kennzeichnung der Regelungsnormal-
form.

Die Matrix Ag hat die Form einer Begleitmatrix, deren letzte Zeile die Koeffizi-
enten des charakteristischen Polynoms mit einem Minuszeichen enthilt. Wie man
unter Ausnutzung dieser speziellen Struktur der Matrix Agr schnell nachrechnen
kann, gilt

det(A\ — AR) = A"+ a, 1 A" P+ ... + a1\ + ao.

Ein Vorteil der Regelungsnormalform besteht also in der Tatsache, dass man aus der
Matrix AR sofort das charakteristische Polynom ablesen kann.

Ein weiterer Vorzug der Regelungsnormalform besteht darin, dass die Eingangs-
grofle nur die letzte Zustandsvariable xg,, direkt beeinflusst, wenngleich sich dieser
Einfluss natiirlich auf die anderen Zustandsvariablen fortpflanzt (vgl. Signalfluss-
plan in Abb. 4.16). Die Regelungsnormalform spielt deshalb beim Reglerentwurf
eine wichtige Rolle, woraus sich auch ihr Name ableitet. Als Beispiel sei auf den im
Kap. II-6 behandelten Entwurf von Zustandsriickfithrungen verwiesen.

Auf die Regelungsnormalform kommt man von einem Zustandsraummodell in
beliebiger Form

z(t) = Ax(t) + bu(t)
y(t) = co(t) + du(t)
durch eine Transformation
xR (t) = Tr'x(t).
Wie man die Transformationsmatrix T'g wihlt, wird im Kap. II-6 erlautert, hier je-

doch der Vollstandigkeit halber bereits ohne Beweis angegeben. Man bildet zunichst
die Matrix



5.3 Normalformen des Zustandsraummodells 151

Ss=(b Ab A’b ... A" 'b), (5.74)
der im Zusammenhang mit der Steuerbarkeit von Systemen noch eine besondere Be-
deutung zukommen wird (Kap. II-3). Die Regelungsnormalform existiert nur dann,
wenn die Matrix Sg invertierbar ist. Bezeichnet man die letzte Zeile von Sg ' mit
8/

! sp=(00..01)8g"
R —_ cee S D)
dann erhilt man die Transformationsmatrix T’y aus folgender Beziehung:

st !
A
SR
2
Ty = | SrA . (5.75)

) n—1

sRA
Fiir die Regelungsnormalform gelten mit dieser Transformationsmatrix die Gln. (5.27),
(5.28), (5.31) und (5.32) in der Form

Ar = TR'ATR
br = Tr'b
cp = ' Tr

-1
LTROo — TR Xo.

Beobachternormalform. In Analogie zur Regelungsnormalform gibt es eine Beob-
achternormalform des Zustandsraummodells

.’i}B(t) = AB.’IZB(t) + bBu(t), B (O) = IRo
y(t) = cpzn(t) + du(t)

00--0 —ag
10---0 —ai
Ag = | 010 —a (5.76)

00 -1 —ap—1

bo — anLO
b1 — bnal
by = , (5.77)
bnfl - bnanfl
¢y =(0..01) (5.78)

d = by. (5.79)
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Auch hier vereinfacht sich das Modell fiir nicht sprungfihige Systeme, denn by er-
halt fiir diese Systeme die Form

bs

I
)

(5.80)

0
und es gilt d = 0. Charakteristisch ist die Tatsache, dass die Ausgangsgrofie nur von
der letzten Komponente des Zustandsvektors xp direkt abhingt. Diese Form des
Zustandsraummodells eignet sich deshalb sehr gut fiir den Entwurf von Zustandsbe-

obachtern (vgl. Kap. II-8), was auch ihren Namen Beobachternormalform begriindet.
Die Beobachternormalform kann durch die Zustandstransformation

xzp(t) = Ty x(t)

aus einem in beliebiger Form gegebenen Zustandsraummodell erzeugt werden. Die
Transformationsmatrix erhélt man in Analogie zu T'r, wenn man zunéchst die Ma-
trix

c/

cA
2
Sp=|cA (5.81)

'C/ An—l
bildet, die bei der Untersuchung der Beobachtbarkeit eine wichtige Rolle spielt

(Kap. II-3). Die Beobachternormalform existiert nur dann, wenn die Matrix S in-
vertierbar ist. Bezeichnet man die letzte Spalte von S gl mit sp

0
1]
sp = Sp K
1
so folgt fiir die Transformationsmatrix die Beziehung
Tg = (sp Asp.. A" 'sp). (5.82)
Damit gilt
Ap = T3 'ATg
bg = Tg'b
¢z = Ty
TRy = Tglwo.
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Vergleich beider Normalformen. Beide Normalformen konnen direkt aus der Dif-
ferenzialgleichung (5.68) abgelesen werden. Sie haben die bemerkenswerte Eigen-
schaft, dass sie mit der minimal notwendigen Anzahl von Parametern auskommen.
In AR bzw. Agp stehen n Parameter, in cg bzw. bg weitere ¢ + 1 Parameter. Bei
sprungfihigen Systemen (¢ = n) steht ein zusitzlicher Parameter im Durchgriff d.
Damit stimmt die Zahl der Parameter bei der Regelungs- und der Beobachternor-
malform mit der Zahl n 4 ¢ + 1 der Koeffizienten der Differenzialgleichung (5.68)
tiberein.

Im Gegensatz dazu hat das Zustandsraummodell in allgemeiner Form n? Para-
meter in der Matrix A, je n weitere Parameter in den Vektoren b und ¢ sowie den
Parameter d. Die Zahl n? + 2n + 1 der moglicherweise von null verschiedenen Ele-
mente ist somit grofer als n + ¢ + 1, obwohl auch dieses Modell ein durch eine
Differenzialgleichung mit n 4+ ¢ + 1 Koeffizienten beschreibbares System darstellt.
A, b, ¢’ und d enthalten also redundante Informationen. Diese Redundanz sieht man
beispielsweise im Modell (4.44) auf S. 71, fiir das die Beziehungen

aip = —b1 und a99 = —b2

unabhingig von den Werten R und L gelten. Die Redundanz driickt sich also darin
aus, dass die Elemente von A und b nicht unabhingig voneinander sind.

Zusammenhang zwischen beiden Normalformen. Die Regelungsnormalform und
die Beobachternormalform stehen in einem einfachen Zusammenhang. Fiir die Sys-
temmatrizen gilt

AR = A},

Die Vektoren b und c sind gerade vertauscht:

bR:CB

CRr — bB.

Man spricht deshalb von einer Dualitdt zwischen beiden Modellformen. Diese Ei-
genschaft wird bei den Untersuchungen zur Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit im
Kap. II-3 niher untersucht.

5.4 Eigenschaften und Berechnungsmethoden fiir die
Ubergangsmatrix

Eigenschaften. Die Ubergangsmatrix wurde in der Gl. (5.12) definiert:
B(t) = e AL,

Im Folgenden werden die Eigenschaften dieser Matrix sowie Methoden fiir die Be-
rechnung zusammengestellt.
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Die Ubergangsmatrix wurde im Abschn. 5.2 zur Losung der homogenen Diffe-
renzialgleichung (5.10) eingefiihrt. Wird @ differenziert und in die homogene Diffe-
renzialgleichung eingesetzt, so wird offensichtlich, dass @(¢) die Losung der Diffe-
renzialgleichung

B(t) = AD(t), H(0)=1 (5.83)
ist.

Schreibt man die Losung der homogenen Differenzialgleichung unter Verwen-
dung der Matrix @ ausfiihrlich

x1(t) By1(t) Pra(t) -+ Prn(t) z1(0)
w2t) | [ a(t) Baalt) - Do) | | 2200
In(t) @nl(t) anQ(t) ..... gpnn (t) xn(o)

so erkennt man, dass das Element @ij(t) der Ubergangsmatrix beschreibt, wie die i-
te Zustandsvariable von der Anfangsauslenkung der j-ten Zustandsvariable abhingig
ist.

Weitere Eigenschaften erhélt man, wenn man von der Losung

z(t) = P(t —to) x(to)

der homogenen Differenzialgleichung (5.10) ausgeht, die fiir beliebige Anfangszeit
to analog der GI. (5.13) abgeleitet werden kann. Da die Ubergangsmatrix regulir ist,
kann diese Gleichung von links mit der Inversen multipliziert werden, wodurch

x(tg) = D (t — to) x(t)
entsteht. Andererseits gilt die Beziehung
iv(to) = ‘_p(to — t) m(t)

Folglich ist
B(t —tg) =D (tg — 1).
Da
eAtl eAtQ _ eA(tl + tz) _ eAtQ eAtl

aus der Definition der Matrixexponentialfunktion abgeleitet werden kann, erhélt man
fiir die Ubergangsfunktion auBerdem die Eigenschaft

@(tz — t()) = @(tz — tl) @(tl — t()).
Berechnung. Die erste Berechnungsvorschrift fiir &(t) leitet sich unmittelbar aus

der fiir die Definition verwendeten Reihe (5.12) ab. Bricht man die Reihe nach p
Gliedern ab, so weist die berechnete Ubergangsmatrix einen Fehler auf, der jedoch
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bei numerischer Berechnung mit hoher Gliedzahl p klein gehalten werden kann. Pro-
blematisch kann fiir die numerische Berechnung jedoch die Tatsache sein, dass die
ersten Summanden sehr grof3 sind und Elemente des Zwischenergebnisses auflerhalb
des zur Verfiigung stehenden Zahlenbereiches liegen. Abhilfe schafft hier eine Nor-
mierung der Matrix A, die nach der Berechnung wieder riickgingig gemacht wird.

Eine zweite Berechnungsmoglichkeit bietet die Formel von SYLVESTER, die an-
gewendet werden kann, wenn alle Eigenwerte von A einfach sind:

B(t) = A = e NF, (5.84)
=1

mit

A NI
F, = I | RS
I A=A
Jj=1,j#i

Bei dieser Formel muss @(t) nicht fiir jeden Zeitpunkt getrennt berechnet werden,
sondern die Ubergangsmatrix entsteht in direkter Beziehung zu den Modi des Sys-
tems. Dasselbe erreicht man iiber die Ahnlichkeitstransformation der Matrix A. Wird
diese auf alle Glieder der Reihe (5.12) angewendet, so erhélt man die Beziehung

&(t) = e Al = Vdiag e Mt V1, (5.85)

aus der wieder @(t) in Abhéngigkeit von den Modi des Systems erhalten wird.
Eine weitere Berechnungsmoglichkeit fiihrt tiber die Laplace-Transformation
und wird spiter behandelt (Aufgabe 6.16).

Aufgabe 5.8 Berechnung der Ubergangsmatrix

Gegeben ist die Systemmatrix

-2 0 0

it 1
0 1 1
T3 T3

Bestimmen Sie die Ubergangsmatrix nach der SYLVESTER-Formel (5.84). O

Aufgabe5.9**  Ubergangsmatrix fiir kanonische Zustandsvariable

Die Ubergangsmatrix 4~5(t), die fiir den Zustandsraum mit kanonischen Zustandsvariablen
z; gilt, lasst sich in der Form ~
& = diag e "

darstellen.
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1. Beweisen Sie durch Transformation der Gl. (5.83), dass & die Differenzialgleichung

&(t) = diag \; B(t), H(0) =1 (5.86)

erfiillt.

2. Beweisen Sie die Gl. (5.85), indem Sie die Definitionsgleichungen (5.12), (5.14) fiir
&(t) anwenden. O

5.5 Kennfunktionen des dynamischen Ubertragungsverhaltens
im Zeitbereich

Das dynamische Ubertragungsverhalten eines Systems beschreibt die Abhingigkeit
des Ausgangssignals vom Eingangssignal, wenn das System zur Zeit ¢ = 0 im Ru-
hezustand «(0) = 0 ist. Die Abhiingigkeit von y(¢) von u(t) ist durch das Zustands-
raummodell (4.45) fiir (0) = 0 sowie durch die Gl. (5.21) beschrieben:

y(t) = /c’e At —7) bu(t) dr + du(t).

Beide Beschreibungen sind dquivalent. Aufier diesen beiden Darstellungen sind in
der Regelungstechnik eine Reihe von Kennfunktionen zur Beschreibung des dynami-
schen Ubertragungsverhaltens verbreitet. Diese Kennfunktionen lassen sich grafisch
sehr anschaulich darstellen und geben einen optischen Eindruck von der Verhaltens-
weise des betrachteten Systems. Zwei dieser Kennfunktionen werden jetzt behandelt.

5.5.1 Ubergangsfunktion

Die Ubergangsfunktion beschreibt, wie das System auf eine sprungférmige Ein-
gangsgrofle reagiert. Die Eingangsgrofie wird durch die Sprunghthe wg und die
Sprungfunktion

0 fir t<0
o(t) = { 1 fir ¢>0 (5.87)
dargestellt, d. h., es gilt
u(t) =ugo(t). (5.88)

o(t) wird auch als HEAVISIDE-Funktion? bezeichnet. Aus Gl. (5.21) erhilt man fiir
y(t) mit der Substitution ¢ — 7 = 7/ die Beziehung

2 OLIVER HEAVISIDE (1850 — 1925), britischer Physiker, leistete Beitrige zur Netz-
werktheorie
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t
y(t) = deAT b a7 +do(t) | uo- (5.89)
0

Diese AusgangsgroBie wird als Sprungantwort bezeichnet. Ist ug = 1, so spricht man
von der Ubergangsfunktion, die mit h(t) bezeichnet wird. Aus Gl. (5.89) erhiilt man

t
Ubergangsfunktion: h(t)= [ ce AThdr +d. (5.90)
0

o (t) wurde in dieser Gleichung aufgrund der Vereinbarung weggelassen, so dass alle
Signale, also auch h(t), fiir t < 0 verschwinden und diese Gleichung deshalb nur fiir
t > 0 gilt.

Gilt det A # 0, so lisst sich das Integral geschlossen 16sen und man erhélt

T=t
ht) = CAATH 1 do(t)
7=0
= A A — A+ do(t) (5.91)
und nach Weglassen von o (t) aufgrund der genannten Vereinbarung

h(t)=d—c A b+ A teAlp, (5.92)

Fiir det A = 0 besitzt die Matrix A einen oder mehrere verschwindende Eigen-
werte (\; = 0). Dann treten Terme mit ¢, 2, 3 usw. in der Ubergangsfunktion auf.
Beispiele sind die auf S. 180 angegebenen Ubergangsfunktionen (5.129) und (5.131)

von Integriergliedern.
h 1k
d
0 ‘ ‘ ‘ 4

0

t

Abb. 5.15: Ubergangsfunktion eines Systems zweiter Ordnung

Eine typische Ubergangsfunktion ist in Abb. 5.15 gezeigt. Fiir stabile Systeme
néhert sich die Ubergangsfunktion fiir # — oo einem Endwert h(co)?, der die stati-
sche Verstirkung des Systems beschreibt und mit k4 bezeichnet wird. Aus Gl. (5.90)
erhilt man

ks =—cA7'b+d. (5.93)

3 ¢(00) ist eine abgekiirzte Schreibweise fiir lim; o, e(t)



158 5 Verhalten linearer Systeme

Dies sind gerade die linken beiden Summanden in Gl. (5.92).

Abbildung 5.15 zeigt, dass sich die Ausgangsgrofie des Systems aus zwei Antei-
len zusammensetzt: Zu einem durch d bestimmten Grade folgt y(t) der sprungfor-
migen Eingangsgrofle sofort. Dann nihert sich die Ausgangsgrofle dem statischen
Endwert kg verzogert. Systeme, fiir die d # 0 gilt, werden deshalb als sprungfiihige
Systeme bezeichnet.

Aufgabe 5.10""  Berechnung der statischen Verstirkung ‘

1. Leiten Sie die Formel (5.93) direkt aus dem Zustandsraummodell (4.45) ab.
(Hinweis: Beachten Sie, dass die statische Verstirkung dann am Systemausgang ge-
messen werden kann, wenn das System nach Erregung durch die Sprungfunktion zur
Ruhe gekommen ist.)

2. Die statische Verstirkung ks kann auch aus den Koeffizienten der Differenzialglei-
chung (4.3) des Systems bestimmt werden:

_b

ks = (5.94)

ao.

Leiten Sie diese Beziehung aus der Differenzialgleichung (4.3) und aus dem Zustands-
raummodell in Regelungsnormalform ab. O

5.5.2 Gewichtsfunktion

Diracimpuls. Die Kennzeichnung der dynamischen Ubertragungseigenschaften durch
die Gewichtsfunktion geht von der Vorstellung aus, dass das System durch einen sehr
kurzen Impuls erregt wird. Der Rechteckimpuls

T(t)_{; fir 0<t<e
() =

0 sonst

ist in Abb. 5.16 (links) zu sehen. Er schliefit eine Flache der Grofie 1 ein. Es wird mit
dem Impuls gearbeitet, der aus r. fiir ¢ — 0 entsteht. Dieser Impuls wird Einheits-
impuls, Dirac-Impuls oder Stofffunktion genannt und mit 6(¢) bezeichnet:

5(t) = lim r. (5.95)

Er ist unendlich hoch und unendlich kurz.
Die Funktion §(¢) ist keine Funktion im klassischen Sinne, sondern eine verallge-
meinerte Funktion oder Distribution. Sie wird durch folgende Gleichungen definiert:

5(t) =0 fir t#0

+0o0
/ o(r)dr = 1.
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r.(t) &t)

M=

&

Abb. 5.16: Definition und Darstellung des Diracimpulses

Fiir sie gilt*
t
/ d(r)dr =o(t) und —o(t)=06(¢). (5.96)

Grafisch wird sie durch einen Pfeil der Linge 1 symbolisiert (Abb. 5.16 (rechts)).

Obwohl sich der Einheitsimpuls in der praktischen Anwendung nicht realisie-
ren ldsst, hat er mehr als eine mathematische Bedeutung. Das System verhilt sich
nidmlich sehr dhnlich, wenn an Stelle von ¢(¢) mit dem Impuls r(¢) gearbeitet und
die Impulsdauer € klein gegeniiber den maB3gebenden Zeitkonstanten des Systems
gewihlt wird (vgl. Aufgabe 5.12).

Gewichtsfunktion. Fiir die Antwort des Systems auf die impulsformige Erregung
u(t) = d(t) erhilt man aus Gl. (5.21) die Beziehung

y(t) = /0 "o Al =)y, 5(r) dr + ds(t)

+0
= / e A=)y 5(7) dr + do(t),
-0

wobei das Integrationsintervall auf —0...+0, also ein winziges die Null umschlieen-
des Intervall, eingeschriankt wurde, da fiir alle anderen Werte von 7 die Stof3funktion
gleich null ist. In diesem Intervall ist e A(t = 7) — ¢ Al ¢ine konstante GroBe und
kann vor das Integralzeichen gezogen werden. Damit erhilt man

+0
y(t) = ce Aty [ 5(r)dr + dé(t)
-0

= ceAlp 4 ds(t).

Diese Funktion wird als Gewichtsfunktion oder Impulsantwort bezeichnet und durch
g(t) symbolisiert:

Gewichtsfunktion: g¢(t) = ceAly 4 dé(t). (5.97)

4 Obwohl der Einheitssprung o (t) als gewshnliche Funktion betrachtet an der Stelle t = 0
keine Ableitung besitzt, existiert diese Ableitung, wenn man o (t) als Distribution behan-
delt.
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Da fiir viele reale Systeme der Skalar d gleich null ist, enthalten Gewichtsfunktionen
physikalischer Systeme in der Regel keinen Impulsanteil, d. h., der zweite Summand
in Gl (5.97) entfillt. Fiir ein stabiles System zweiter Ordnung mit d = 0 ist die
Gewichtsfunktion in Abb. 5.17 dargestellt. Fiir die Gewichtsfunktion gilt, wie fiir
alle Signale, g(t) = 0 fiirt < 0.

0 T

Abb. 5.17: Gewichtsfunktion eines Systems zweiter Ordnung

Gewichtsfunktion in kanonischer Darstellung. Wie aus dem Abschnitt 5.3.4 be-
kannt ist, setzen sich alle Elemente der Matrixexponentialfunktion eAt aus Termen
der Form e »it zusammen, wenn A diagonaldhnlich ist. Diese Tatsache kann man fiir
die Gewichtsfunktion durch folgende Transformation verdeutlichen, in der V' wieder
die Matrix der Eigenvektoren von A ist:

g(t) = ceAlb 1 ds(t)
—VV AV Vb ds)
=&V leAt Vb rds()
= ¢ diag e)‘itIN)eré(t)

g(t) = 3 @bie Nt 1 ds). (5.98)

Die Vektoren ¢ und b sind die in den Gln. (5.39) und (5.40) definierten Vektoren des
Zustandsraummodells in kanonischer Normalform und ¢; und b; die Elemente dieser
Vektoren. Gleichung (5.98) kann durch

Gewichtsfunktion in kanonischer Darstellung:

n (5.99)
g(t) = gieM +do(t)
i=1
abgekiirzt geschrieben werden, wobei g; = b gilt.
At

Diese Darstellung zeigt, dass in die Gewichtsfunktion dieselben Funktionen e
eingehen, die die Eigenbewegung des Systems bestimmen (vgl. Gl. (5.64)). Die Ge-
wichtsfunktion ist von einem oder mehreren dieser Terme unabhingig, wenn
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g; = ¢ib; = 0 (5.100)

gilt. Es wird sich spiter herausstellen, dass diese Bedingung bedeutet, dass der Ei-
genwert \; entweder nicht steuerbar oder nicht beobachtbar ist, d. h., dass der Ei-
genvorgang e i nicht durch die EingangsgroBe angeregt wird oder nicht die Aus-
gangsgroBe beeinflusst (Kap. II-3). Diese Tatsache wird aus dem Signalflussgrafen
des Systems in kanonischer Normalform offensichtlich. Gilt by = 0 oder ¢; = 0, so
gibt es in Abb. 5.11 auf S. 135 entweder keine Kante vom Knoten v zum Knoten I
oder keine Kante vom Knoten i zum Knoten 3. Der Term e *1? geht deshalb nicht in
die Gewichtsfunktion ein. Wenn die Bedingung (5.100) fiir mindestens ein ¢ erfiillt
ist, besteht die Gewichtsfunktion (5.99) also aus weniger als n Summanden.

Erweiterung auf nicht diagonalihnliche Matrizen. Die Darstellung (5.98) kann
auf Systeme erweitert werden, deren Systemmatrix nicht diagonaldhnlich ist. Wie
im Abschn. 5.3.4 erldutert wurde, treten in der Eigenbewegung @f,ci (t) bzw. ygrei (t)
neben den e-Funktionen dann Terme der Form t*e *:¢ auf. Gleiches trifft auch auf
die Gewichtsfunktion zu, so dass deren allgemeine Form

n li—r;

gt) =" > gtteM +dd(t) (5.101)

i=1 k=0

lautet, wobei [; die Vielfachheit des Eigenwertes \; und r; die Anzahl der linear
unabhingigen Eigenvektoren zu \; bezeichnen. 7 gibt die Anzahl der verschiedenen
Eigenwerte (unabhingig von deren Vielfachheit) an.

Zusammenhang zwischen Gewichtsfunktion und Ubergangsfunktion. Ein Ver-

gleich von Gl. (5.90) und GI. (5.97) zeigt, dass sich die Ubergangsfunktion und die
Gewichtsfunktion entsprechend

t
h(t) = / g(r)dr  bzw.  g(t) = % (5.102)
0

ineinander umrechnen lassen (Abb. 5.18). Es gelten fiir den Ausgang also dieselben
Beziehungen wie fiir den Eingang:

o(t) = /Ota(T) dr .

Aus GI. (5.102) folgt fiir die statische Verstarkung des Systems die Beziehung
ks = /g(T) dr. (5.103)
0

Um zu erkennen, dass die in Gl. (5.102) angegebene Beziehung tatsichlich zwi-
schen der Ubergangsfunktion (5.90) und der Gewichtsfunktion (5.97) gilt, muss man
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d d
%\ \f —| Lineares System [— E\ \f

Abb. 5.18: Zusammenhang zwischen Gewichtsfunktion und
Ubergangsfunktion

beachten, dass beide Funktionen fiir ¢ < 0 verschwinden und in der vollstindigen
Signaldarstellung (4.1) der Summand +d in Gl. (5.90) genauer +do(t) heiBt. Im
Ubrigen ergibt sich Gl. (5.102) auch direkt aus der Beziehung (4.63) auf S. 84.

Darstellung des E/A-Verhaltens mit Hilfe der Gewichtsfunktion. Unter Verwen-
dung der Gewichtsfunktion (5.97) kann man die Beziehung (5.21)

y(t) = / ot - TYu(r) dr
0

fiir das E/A-Verhalten in einer anderen Form darstellen. Die rechte Seite stellt ein
Faltungsintegral dar, das durch den Operator * abgekiirzt wird:

gxu= [ gt —7)u(r) dr. (5.104)

o

Dabei gilt

t t
gxu= /g(t —71)u(r)dr = /g(T) u(t — ) dr. (5.105)

0 0
Es sei darauf hingewiesen, dass das Faltungsintegral nur berechnet werden kann,
wenn die Verldufe von g und w fiir das Intervall 0 ... ¢ bekannt sind. Um an diese
Tatsache zu erinnern, wird die Faltung als g * u und nicht als g(¢) * u(t) geschrie-
ben, weil die zweite Schreibweise die falsche Interpretation nahe legt, dass nur die

zur Zeit ¢ vorkommenden Werte g(¢) und u(t) in die Faltung eingehen. Mit dieser
Schreibweise verkiirzt sich Gl. (5.21) auf

E/A-Verhalten: Y =g*u. (5.106)

Diese Gleichung zeigt, dass die Gewichtsfunktion das dynamische Ubertragungs-
verhalten vollstindig beschreibt. Ist g(¢) bekannt, so kann die Systemtrajektorie fiir
beliebige Eingangsgroflen berechnet werden, vorausgesetzt, dass das System aus
dem Ruhezustand erregt wird.
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Die in Gl. (5.105) angegebene Faltungsdefinition ist {ibrigens identisch mit der in vielen
Literaturstellen angegebenen Beziehung

+oo

gru— /g(T)u(t—T) dr.

— 00

Aufgrund der Kausalitit gilt g(¢) = 0 fiir ¢ < 0, so dass das Integrationsintervall —cc...0
keinen Beitrag zum Wert des Integrals bringt und die untere Integrationsgrenze auf 0 gesetzt
werden kann. Die obere Integrationsgrenze kann von +oo auf ¢ verschoben werden, weil
nach der hier verwendeten Vereinbarung das Eingangssignal u(t) fiir ¢ < 0 verschwindet.

Interpretation der Faltung. Die Darstellung des E/A-Verhaltens durch die Fal-
tung (5.106) hat eine sehr anschauliche Interpretation, aus der auch die Bedeutung
der Gewichtsfunktion fiir das Systemverhalten deutlich wird. Um diese Interpretati-
on erldutern zu kénnen, wird Gl. (5.104) in der Form

y(t) = /tug(r)dT
0

mit
ug(7) = g(t — 7) u(7)
geschrieben.

Die AusgangsgroBe zu einem festen Zeitpunkt ¢ ergibt sich also aus der Inte-
gration von ug(7) nach 7 tiber das Zeitintervall 0 < 7 < t. ug(7) erhilt man fiir
einen festen Zeitpunkt 7’ aus der Multiplikation von u(7’) mit g(t — 7’) (Abb. 5.19).
Um Verwechslungen der Variablen vorzubeugen, wurde das Argument ¢ — 7 der
Gewichtsfunktion in der Abbildung durch ¢ ersetzt. g(v¥) ist fiir steigendes ¥ nach
links abgetragen, wobei aufgrund des betrachteten Integrationsintervalls fiir 7 nur
das Intervall 0 < 9 < t von Interesse ist. ug(T’ ) erhilt man, wenn man die in der
Abbildung untereinander stehenden Werte u(7’) und g(¢ — 7') miteinander multipli-
ziert. Dies kann fiir alle 7" = 0...t des Integrationsintervalls geschehen, so dass man
die im unteren Teil der Abbildung gezeigte Kurve erhilt. Der Wert y(t) der Aus-
gangsgrofBe ergibt sich durch Integration von ug(7) iiber das Intervall 0 < 7 < ¢. Er
entspricht der grauen Fliche zwischen der Kurve von ug und der Zeitachse.

Die Abbildung zeigt, dass die Ausgangsgrofie y zu einem gegebenen Zeitpunkt ¢
durch das Integral iiber die gewichtete Eingangsgrofe ug bestimmt wird, wobei die
Wichtung durch g bestimmt ist. Durch diese Tatsache ist auch der Begriff ,,Gewichts-
funktion® begriindet. g(t — 7) ist das Gewicht, mit dem der Wert «(7) in den Wert
y(t) der AusgangsgroBe eingeht. Da die Gewichtsfunktion typischerweise fiir kleine
Zeiten ¥ groB und fiir groBe Zeiten klein ist, heit das, dass die AusgangsgroBe stark
vom aktuellen und den nur kurze Zeit zuriickliegenden Werten der Eingangsgro-
e bestimmt wird und wenig von den sehr weit zuriickliegenden Werten beeinflusst
wird.
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Abb. 5.19: Berechnung der AusgangsgroBe y(t) mit Hilfe des
Faltungsintegrals

Da g(t) = 0 fiir ¢ < 0 gilt, ist die aktuelle AusgangsgroBe y(t) nicht von zu-
kiinftigen Werten der Eingangsgrofie abhéngig (Kausalitit). Gleichbedeutend damit
ist, dass der Wert u(7) der Eingangsgrofe zur Zeit 7 die AusgangsgroBe nur fiir
Zeitpunkte ¢t > 7 beeinflussen kann (vgl. Abschn. 4.2.4).

Fiir fortschreitende Zeit t muss in Abb. 5.19 das nach links zeigende Koordi-
natensystem der Funktion g nach rechts verschoben werden. Damit verschiebt sich
die Wichtung, die die Werte der EingangsgroRe bei der Berechnung von y(t) erfah-
ren. Fiir die abgebildete Gewichtsfunktion verschiebt sich dabei das Intervall [0, T3],
in dem die Gewichtsfunktion die EingangsgroBe wu(t) positiv bewertet. In die Aus-
gangsgrofie y(t) gehen deshalb die Werte der Eingangsgrofie des unmittelbar vor der
Zeit t liegenden Intervalls mit positivem Gewicht ein, wihrend alle ldnger als T}
zuriickliegenden Werte den Systemausgang mit negativem Gewicht beeinflussen.

Diese Uberlegungen zeigen sehr deutlich, dass bei dynamischen Systemen der
Wert der Ausgangsgrofie durch alle zuriickliegenden Werte der Eingangsgrofle be-
einflusst wird. Nur bei statischen Systemen ist y(¢) allein von der zur selben Zeit
wirkenden EingangsgroBe u(t) abhidngig. Dynamische Systeme transformieren also
die Funktion u : IRy — IR in die Funktion y : IRy — IR. Wenn sich das System
zur Zeit t = 0 nicht in der Ruhelage x(0) = 0 befindet, hiingt diese Transformation
von z(0) ab.
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Verwendet man als EingangsgroBe den Diracimpuls 6(t), so gilt

y(t) = / ot —7)6(r) dr = / o(r) 8(t — 1) dr = g(t),

d. h., der Systemausgang ist (erwartungsgemil) gleich der Gewichtsfunktion. Fiir
das Rechnen mit §(t) ist die verallgemeinerte Darstellung dieser Gleichung

+oo +oo
y(to) = / g(to —7)o(r)dr = / g(1) 8(to — 1) dr = g(to)

interessant. Durch die Faltung mit §(¢ — () wird aus der Funktion g(t) der Funkti-
onswert g(tg) ,,ausgeblendet*.

’ Aufgabe 5.11 Gewichtsfunktion und Ubergangsfunktion eines RC-Gliedes

Das in Abb. 5.4 dargestellte RC-Glied kann durch das folgende Zustandsraummodell be-
schrieben werden:

. 1 1
#(t) = T C(Ri+ Ra) x(t) + R+ ) u(t), z(0)=0
WO = )+ ()

1. Ermitteln Sie die Gewichtsfunktion und die Ubergangsfunktion.

2. Stellen Sie den Verlauf beider Funktionen fiir R1 = Rz = 10 k2 und C' = 1uF fiir
das Zeitintervall 0 < ¢ < 100 ms grafisch dar.

3. Berechnen Sie fiir verschwindende Anfangsbedingungen die Ausgangsgrofie y(¢) mit
Hilfe des Faltungsintegrals fiir die Eingangsgrofie

t

u(t) = oy

mitug = 5 Vund T = 0,1 s zu den Zeitpunkten ¢; = 50 ms und {2 = 100 ms. Zeich-
nen Sie die in Abb. 5.19 angegebenen Kurven fiir t = ¢; und ¢ = ¢, und interpretieren

Sie das Faltungsintegral. O

’ Aufgabe 5.12*  Niherungsweise Berechnung der Gewichtsfunktion ‘

Die in Abb. 5.9 auf S. 130 gezeigten Behilter konnen unter den in Aufgabe 5.5 angegebenen
Voraussetzungen durch folgendes Zustandsraummodell beschrieben werden:

d Cl(t) —0,5 0 Cc1 (t) 0,5 Cc1 (O) 0
dt (cz(t)) - (0,67 0,67) <02(t)) +< 0 )u(t) (Cz(O)) B (0)

v = 0 1) (EZ;)
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1. Berechnen Sie die Gewichtsfunktion des Behéltersystems.

2. Experimentell wollen Sie eine Niherung g der Gewichtsfunktion dadurch bestimmen,
dass Sie die Systemantwort auf die Eingangsgrofie

m3

0 19! ¢ > 0,25 min

m3

mol < ¢ < i
u(t):{5 0 <t < 0,25 min

messen. Ist die Impulsdauer klein genug, um eine gute Néherung erwarten zu kénnen?

3. Berechnen Sie die Niherung (gegebenenfalls unter Verwendung der Losung aus Auf-
gabe 5.5) und vergleichen Sie sie mit der exakten Losung. O

Aufgabe 5.13"*  Eigenschaften des Faltungsintegrals

1. Das Faltungsintegral (5.104) ist, genau genommen, fiir das unendliche Integrationsin-
tervall —oco.... 4+ oo definiert. Aufgrund welcher Voraussetzungen kann man mit dem
in Gl. (5.104) verwendeten Integrationsintervall 0 ... ¢ arbeiten?

2. Beweisen Sie, dass das rechte Gleichheitszeichen in (5.105) gilt. O

5.6 Ubergangsverhalten und stationiires Verhalten

Dieser Abschnitt greift noch einmal die bereits mehrfach behandelte Frage auf, aus
welchen Anteilen das am Ausgang des Systems beobachtbare Verhalten y(t) besteht.
Gleichung (5.17) zeigt zunéchst, dass sich y(t) aus der Eigenbewegung ygi(t) und
der erzwungenen Bewegung ye,,w (t) zusammensetzt. Unter Verwendung der kano-
nischen Zustandsvariablen entstand fiir die Eigenbewegung die Darstellung (5.65)
auf S. 146, die zeigt, dass ygei(t) aus n e-Funktionen e it besteht. Jetzt soll eine
dhnliche Darstellung fiir die erzwungene Bewegung abgeleitet werden, wobei davon
ausgegangen wird, dass ¢y = 0 gilt, so dass

Y(t) = Yeraw(t)

ist.
Die folgenden Untersuchungen werden fiir EingangsgroBen durchgefiihrt, die
sich entsprechend

u(t) =Y ujerst (5.107)
j=1

als Summe von e-Funktionen darstellen lassen. Die Faktoren u; und die im Exponen-
ten auftretenden Parameter 11, sind reell oder treten als konjugiert-komplexe Paare
auf. Damit ist u(t) eine reellwertige Funktion. Die Darstellung (5.107) schliefit bei-
spielsweise die sprungférmige Eingangsgrofie

u(t) = u1e® = uyo(t)
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und die kosinusformige Eingangsgrofie
u(t) = et 4 e 9% = 2coswt (5.108)

ein. Im Kap. 6 wird gezeigt, dass alle praktisch interessanten Eingangssignale in
der Form (5.107) dargestellt werden konnen, wobei moglicherweise unendlich viele
Summanden auftreten.

Zur Vereinfachung der folgenden Rechnungen wird angenommen, dass A; # [t
fiir alle 7, 5 gilt und dass das System nicht sprungféhig ist (d = 0).

Das E/A-Verhalten y = ¢ * u wird fiir die Eingangsgrofie (5.107) mit Hilfe der
Gewichtsfunktion in kanonischer Darstellung (5.99) untersucht. Es gilt

/ ZZgu e Nt 15T g

=1 j=1
ZZ giuje / e M=) dr
=1 j=1
n m g U n m gu
_Gili gt iUt
=1 j=1 i=1 j=1
also
yt) = g | > —1— At+2u3 Z Ji__)ent.  (5.109)
p Pl i — Ai
ﬁ_/
Yiii Ysj

Kiirzt man die in den Klammern stehenden Terme mit y;;; und ys; ab, so erhilt man
die Beziehung

n m
=3 gaigie ™ + Yy uzett, (5.110)
i=1 j=1

ys; ist der Faktor, mit dem die Amplitude des j-ten Terms u; e #s* der EingangsgroBe
multipliziert wird. Dieser Faktor hidngt von der Frequenz 1; sowie den durch g; und
A; beschriebenen Systemeigenschaften, aber nicht von der Eingangsamplitude u; ab.
Er beschreibt den ,,Verstirkungsfaktor* fiir den Term e #¢ der EingangsgrofBe.

Gleichung (5.110) zeigt, dass sich die erzwungene Bewegung aus zwei Anteilen
zusammensetzt

Zerlegung der erzwungenen Bewegung:
(5.111)
yerzw(t) = Yi (t) + Ys (t)’
namlich aus .
va(t) =Y s g™ (5.112)

i=1
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und

ys(t) = e uzeltit, (5.113)
j=1

Der erste Anteil beschreibt das Ubergangsverhalten (das transiente Verhalten, den
Einschwingvorgang), der zweite das stationdre Verhalten (den eingeschwungenen
Zustand). Wie spiter noch ausfiihrlich behandelt wird, klingt das Ubergangsverhal-
ten — wie auch die Eigenbewegung — stabiler Systeme fiir f — oo ab, so dass der
Ausgang stabiler Systeme fiir grofle Zeiten nur durch das stationzre Verhalten beein-
flusst wird:

y(t) — ys(t) fiir t — oo. (5.114)

Ubergangsverhalten. Das Ubergangsverhalten entsteht, weil die Eigenvorginge
des Systems durch die EingangsgroBe u(t) angeregt werden. Es besteht aus gewich-
teten Termen e At

Aus GI. (5.112) ist ersichtlich, dass der Term e ! fiir einen bestimmten Index i
im Ubergangsverhalten nicht vorkommt, wenn g; = 0 gilt. Diese Bedingung stimmt
mit Gl. (5.100) auf S. 161 iiberein. Sie trifft fiir Modi zu, die entweder nicht durch
die Eingangsgrofle angeregt werden (b; = 0) oder keinen Einfluss auf die Ausgangs-
grofie haben (¢; = 0). Diese Modi werden spiter als nicht steuerbar bzw. nicht beob-
achtbar bezeichnet (vgl. Kap. II-3). Die Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit der Modi
ist eine Systemeigenschaft, die unabhingig von der verwendeten Eingangsgrofe ist.

Der i-te Eigenvorgang e *#* kommt auch dann nicht im Ubergangsverhalten vor,
wenn

m

Yiii = Z Iy “
j=1

J
z_,uj

—0 (5.115)

gilt. Ob diese Bedingung erfiillt ist, hingt vom Eingangssignal ab und zwar sowohl
von siamtlichen im Eingangssignal vorkommenden Parametern p; (j = 1,...,m)
als auch von allen zugehdrigen Amplituden w;, (j = 1, ...,m). Man kann spezielle
Eingangssignale auswihlen, fiir die y; = 0 fiir alle 7 = 1, ..., n gilt und die folglich
das Ubergangsverhalten nicht anregen (y;(t) = 0), aber im allgemeinen Fall muss
man davon ausgehen, dass ein Eingangssignal alle steuerbaren und beobachtbaren
Modi anregt.

Stationires Verhalten. Das stationire Verhalten setzt sich aus e-Funktionen e #4¢
zusammen, die ausschlieBlich durch die EingangsgroBe vorgegeben sind. Das Sys-
tem veridndert jedoch die ,, Wichtungen®, mit denen diese e-Funktionen in der Summe
auftreten. An Stelle von u; steht in y(¢) die Wichtung ys; ;.

Von besonderem Interesse ist der Fall, dass ein Term e*i* zwar in u(t), nicht
jedoch in y(t) auftritt. Aus Gl. (5.109) ist ersichtlich, dass dies genau dann der Fall
ist, wenn ys; = 0 gilt, wenn also fiir ;1; die Bedingung

n

Nullstelle ;> —2— =0 (5.116)
pell Y
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erfiillt ist. Ob GI. (5.116) fiir einen gegebenen reellen oder komplexen Wert 115 gilt,
hingt ausschlieBlich von den durch g; und \; beschriebenen Systemeigenschaften,
aber nicht von der Amplitude u; der Eingangsgrof3e ab. Der Wert p1; aus Gl. (5.116)
beschreibt eine Funktion e #i¢, die das System nicht iibertriigt. Er wird deshalb als
Nullstelle bezeichnet.

Nullstellen sind neben den Eigenwerten der Systemmatrix wichtige Kenngrof3en
eines Systems. Es wird sich im Kap. 6 zeigen, dass die Nullstellen in der Frequenz-
bereichsbeschreibung besonders leicht zu erkennen sind. Die hier durchgefiihrten
Betrachtungen zeigen jedoch, dass die Nullstellen keine Spezifik von Frequenzbe-
reichsbetrachtungen sind, sondern Systemeigenschaften beschreiben, die das zeitli-
che Verhalten beeinflussen und folglich auch aus der Zeitbereichsbeschreibung des
Systems abgelesen werden konnen.

Eigenbewegung und Ubergangsverhalten. Entsprechend Gl. (5.65) setzt sich die
freie Bewegung des Systems genauso wie das Ubergangsverhalten (5.112) aus einer
Summe von Termen mit e *i* zusammen, wobei jedoch die Eigenbewegung durch
einen Anfangszustand o # 0 und das Ubergangsverhalten durch die Eingangsgrofe
u(t) (t > 0) hervorgerufen wird. Da sich in x( die Wirkung der EingangsgroBe fiir
t < 0 niederschligt, zeigen Eigenbewegung und Ubergangsverhalten gemeinsam,
wie die Eigenvorginge durch die Eingangsgrofle angeregt werden. Es ist deshalb
interessant zu fragen, ob es einen Anfangszustand x gibt, fiir den zu einer gegebe-
nen EingangsgroBe u(t) das Ubergangsverhalten gerade durch die Eigenbewegung
kompensiert wird

Yeei(t) +ya(t) =0, (5.117)
so dass am Ausgang des Systems nur das stationdre Verhalten erscheint:
y(t) = ys(t).

Obwohl eine allgemeingiiltige Antwort auf diese Frage erst im Kap. II-2 gegeben
wird, soll hier bereits darauf hingewiesen werden, dass eine derartige Wahl des An-
fangszustandes immer moglich ist. Dieser Anfangszustand ist fiir eine gegebene Ein-
gangsgrofle eindeutig, d. h., Gl. (5.117) gilt fiir genau einen Anfangszustand x( und
fiir alle anderen nicht.

Beispiel 5.7 Ubergangsverhalten und stationiires Verhalten eines Systems erster Ordnung

Als einfaches Beispiel wird das System erster Ordnung

z(t) = ax(t) + bu(t), z(0)=0 (5.118)
mit der Gewichtsfunktion
g(t) = be™
behandelt. Wird mit der sinusférmigen Erregung
. 1 jwt -1 _ jwt
u(t) =sinwt = —e?" + —e ™’ (5.119)

2j 27
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gearbeitet, erhélt man aus Gl. (5.109) mit
n=1 gi=b A =a
m=2 u = = = jw
U = 35 p1 = —jw
fiir die Ausgangsgrofie den Ausdruck

bw at b_w+.7a Jwt é_w_]a —Jjwt

t) = ——— - - J7
y(t) w2+a2€ 2 w2+ a? 2 w2+ a?
bw e (wcoswt + asinwt)
= - w asinwt).
w2+a2 w2+a2

Der erste Term entspricht dem Ubergangsverhalten, der zweite dem stationzren Verhalten.
Abbildung 5.20 verdeutlicht diesen Sachverhalt fir a = —1,b = 1 und w = 10.

Ys 0.03

Yo 0.1
0.1t

y 0.¢f
0.1t

20 2 4 6 8 10

Abb. 5.20: Ubergangsverhalten und stationires Verhalten eines Systems erster
Ordnung

Beginnt das System seine Bewegung bei einer Anfangsauslenkung xo # 0, so wird die
bisher betrachtete erzwungene Bewegung
bw at

vl = 2 T @

(w coswt + asin wt)

von der Eigenbewegung

yfrei(t) = mUeat

iiberlagert. Offenbar kompensiert die freie Bewegung gerade das Ubergangsverhalten, wenn
fiir den Anfangszustand die Beziehung

bw
T = ———
w? + a?

gilt. Fiir genau diese eine Anfangsbedingung folgt das System sofort seinem stationiren
Verhalten (y(t) = ys(¢)). O
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Erweiterungen. Die bisherigen Betrachtungen lassen sich auf verallgemeinerte
Systemklassen und FEingangsgroflen erweitern. Wenn das System eine nichtdiago-
nalghnliche Systemmatrix A besitzt, so treten in der Gewichtsfunktion g(¢) auBer
den e-Funktionen auch Terme der Form tFe ¢t auf (vgl. Gl. (5.101)). Demzufolge
erscheinen derartige Terme auch in der AusgangsgroRe y(t).

Ahnlich verhilt es sich mit der Erweiterung der Eingangsgrofen auf Signale der

Form
momy
u(t) = ZZ wjp the it
j=1k=0

Auch hier treten Terme der Form t*e #it im Ausgangssignal auf.
Ist das System sprungfihig, so gilt Gl. (5.109), wenn die zweite Klammer durch

den Ausdruck
gi
d+
( z_; My — )\1')

ersetzt wird. 1, ist dann eine Nullstelle des Systems, wenn an Stelle von Gl. (5.116)
die Beziehung

n

ysj:djLZM'g_iX:o (5.120)
=1 7 v

gilt.

Alle diese Erweiterungen lassen sich einfach nachvollziehen, wenn man den
oben angegebenen Rechenweg noch einmal unter den erweiterten Voraussetzungen
durchgeht.

(= I - )

~

Abb. 5.21: Verhalten eines Oszillators bei Resonanz

Resonanz. Terme mit Potenzen von ¢ erscheinen im Ausgangssignal auch dann,
wenn die soeben behandelten Erweiterungen nicht zutreffen, jedoch A\; = p; fiir
ein oder mehrere Paare (7, j) gilt. In diesem Fall ist die Eingangsgrofle in Reso-
nanz mit den Eigenvorgéngen des Systems. Dieser Fall ist aus vielen Anwendungen
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bekannt. Erregt man ein schwingfihiges System wie beispielsweise einen Schwing-
kreis oder einen Feder-Masse-Schwinger mit einem Signal, in dem die Eigenfre-
quenz des Systems vorkommt, so erhélt man am Ausgang ein aufklingendes Signal.
Abbildung 5.21 zeigt die Ausgangsgrofie eines Systems 2. Ordnung mit den Eigen-
werten \; , = £jw, das durch die Eingangsgrofe u(t) = sin wt erregt wird. In der
Systemantwort y(¢) kommen Summanden der Form ¢ sin wt und ¢ cos wt vor, die das
in der Abbildung gezeigte aufklingende Ausgangssignal erzeugen.

Diskussion. Die in diesem Abschnitt eingefiihrte Zerlegung der erzwungenen Bewe-
gung in Ubergangsverhalten und stationzres Verhalten ist fiir die Regelungstechnik
sehr wichtig. Beim Reglerentwurf wird sich zeigen, dass der Sollwert nur dann ohne
bleibende Regelabweichung erreicht wird, wenn das stationdre Verhalten y,(t) des
Regelkreises genau mit dem Fiihrungssignal w(t) tibereinstimmt (ys(¢t) = w(t)). Fiir
die Bewertung des dynamischen Verhaltens des Regelkreises ist das Ubergangsver-
halten y; (t) maBgebend, denn dieses beschreibt, wie lange es dauert, bis die Regel-
grofie den Sollwert annimmt.

Das Ubergangsverhalten spielt in anderen Wissenschaften eine untergeordnete
Rolle. Beispielsweise beruht die in der Wechselstromlehre verwendete Darstellung
der Signale durch Zeigerdiagramme auf der Annahme, dass das Ubergangsverhalten
abgeklungen ist und das Systemverhalten nur durch das (sinusformige) stationére
Verhalten ys(¢) beschrieben wird. Unter der bei Wechselstromschaltungen giiltigen
Einschrinkung, dass die Eingangsgrofle eine reine Sinusfunktion ist, kann dann das
ebenfalls rein sinusformige Ausgangssignal durch einen rotierenden Zeiger symbo-
lisiert werden.

Aufgabe5.14*  Ubergangsverhalten und stationiires Verhalten eines Regelkreises

Betrachten Sie einen einfachen Regelkreis, der aus der Regelstrecke erster Ordnung

z(t) = ax(t) + bu(t)
y(t) = cx(t)

und einer proportionalen Riickfithrung

u(t) = k(w(t) —y(t))
besteht.

1. Stellen Sie das Zustandsraummodell des geschlossenen Regelkreises auf.

2. Ermitteln Sie die Gewichtsfunktion zwischen der EingangsgroBe w(t) und der Aus-
gangsgroRe y(t) in der Form (5.99).

3. Berechnen Sie die Regelgrofie y(t) fiir eine sprungformige Fiihrungsgrofe w(t) =
wo(t) und stellen Sie das Ubergangsverhalten, das stationire Verhalten sowie die Sum-
me beider Bewegungen grafisch dar. Interpretieren Sie das Ergebnis beziiglich der Ziel-

stellung der Regelung y/(¢) = w(t). O
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Aufgabe 5.15**  Verschwindende Ausgangsgrof3e bei Erregung ,,in der Nullstelle®

Ein System wird mit der EingangsgroBe u(t) = wuie®’ erregt, wobei u; die Bedin-
gung (5.116) erfiillt und folglich die Beziehung ys = O fiir das stationédre Verhalten gilt.
Zeigen Sie, dass es einen Anfangszustand xo gibt, so dass fiir diese Erregung auch das
Ubergangsverhalten verschwindet und deshalb sogar y(t) = 0 fiir alle ¢ gilt. O

Aufgabe 5.16"*  Systemverhalten bei polynomialer Eingangsgrofe

Die Zerlegung (5.111) der erzwungenen Bewegung in Ubergangsverhalten und stationires
Verhalten wurde in diesem Abschnitt fiir Eingangsgroen (5.107) abgeleitet, die aus einer
Summe von Exponentialfunktionen bestehen. Zeigen Sie, dass es eine dhnliche Zerlegung
fiir polynomiale Eingangsgrofien

m
u(t) = Z u;t?
j=0

gibt. Kann man fiir diese Eingangsgrofe in Analogie zu den Gln. (5.115) und (5.116) zeigen,
dass unter bestimmten Bedingungen bestimmte Eigenvorgénge nicht im Ubergangsverhal-
ten bzw. bestimmte Potenzen ¢’ nicht im stationéren Verhalten vorkommen? O

5.7 Eigenschaften wichtiger Ubertragungsglieder im Zeitbereich

Anhand des qualitativen Verlaufs der Ubergangsfunktion bzw. der Gewichtsfunktion
konnen einfache Ubertragungsglieder in Proportional-, Integrier-, Differenzier- und
Totzeitglieder unterteilt werden. Auf diese Gruppen wird jetzt einzeln eingegangen.

5.7.1 Proportionalglieder

Unter Proportionalgliedern (abgekiirzt: P-Glieder) werden dynamische Ubertra-
gungsglieder verstanden, die fiir konstante EingangsgroRe u(¢) = @ im stationiren
Zustand eine dem Wert der Eingangsgrofle proportionale Ausgangsgro3e aufweisen
(Abb. 5.23)

ys(t) ~ u.

- F
—> —

Abb. 5.22: Symbol des P-Gliedes
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Das verzogerungsfreie P-Glied ist ein statisches Ubertragungsglied, dessen Aus-
gangsignal zum Zeitpunkt ¢ den ks-fachen Wert des Eingangs zum selben Zeitpunkt
hat:

y(t) = ksu(t).

Die Ubergangsfunktion
h(t) = ks

dieses Gliedes ist in Abb. 5.23 dargestellt. Die Ausgangsgrofie folgt der Eingangs-
grofle ohne Verzogerung und nimmt sofort den durch die statische Verstirkung be-
stimmten Wert an. Dieses Verhalten ist auch im Symbol des P-Gliedes dargestellt
(Abb. 5.22).

x P-Glied
S
PT I—G lied
h PTZ—Glied (d>1)
0|
0 t

Abb. 5.23: Ubergangsfunktion von P-Gliedern

PT;-Glied. Reagiert das Ubertragungsglied im statischen Zustand proportional zur
EingangsgroBe und besitzt es ein ausgeprigtes Ubergangsverhalten, so spricht man
von einem PT,,-Glied, wobei n die Systemordnung angibt. Ein PT;-Glied ist also ein
proportional wirkendes Verzégerungsglied erster Ordnung. Es folgt der Differenzi-
algleichung

Ty +y(t) = k), y(0) = o, (5.121)

in der T als Zeitkonstante bezeichnet wird. T" hat dieselbe MaBeinheit wie die Zeit,
alsoi. Allg. Sekunde oder Minute. kg stellt die statische Verstiarkung des PT;-Gliedes
dar (wie man leicht nachrechnen kann!). Aus GI. (5.121) erhilt man nach Einfiithrung
der Zustandsvariablen x(t) = kiy(t) das Zustandsraummodell

y(t) = ks x(t). (5.122)

Das PT;-Glied kann als Reihenschaltung eines Systems erster Ordnung mit « als
Eingangsgrofie und der Zustandsvariablen x als Ausgangsgrofie (erste Gleichung)
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A

Abb. 5.24: Symbol des PT;-Gliedes

sowie eines verzogerungsfreien P-Gliedes mit = als Eingangsgrofe und y als Aus-
gangsgrofe (zweite Gleichung) gedeutet werden.
Die Ubergangsfunktion des PT;-Gliedes lautet

h(t) = ks(1—e™T)
(Abb. 5.23). Sie kann in das stationire Verhalten
ys(t) = kso(t)

und das Ubergangsverhalten

Sl

ya(t) = —kse ™

zerlegt werden. In Blockschaltbildern stellt man PT;-Glieder hiufig durch das in
Abb. 5.24 gezeigte Symbol dar, das den prinzipiellen Verlauf der Ubergangsfunktion

zeigt.
Die Gewichtsfunktion des PT;-Gliedes heif3t
(t) ks -4 (5.123)
= —e .
g T )

was man entweder aus Gl. (5.97) oder durch Differenziation der Ubergangsfunktion
berechnen kann.

PT--Glied. Ein PT»-Glied hat die Differenzialgleichung
T2§(t) + 2dTy(t) + y(t) = ksu(t), (5.124)

in der T eine Zeitkonstante und d einen Dampfungsfaktor bezeichnet. In Abhéngig-
keit von d und T kann das PT,-Glied sehr unterschiedliche Ubergangsfunktionen
erzeugen. Darauf wird im Abschn. 6.7 ausfiihrlich eingegangen.

i
Ao M — e —

Abb. 5.25: Blockschaltbild eines schwingungsfihigen PT2-Gliedes (links)
und eines aus zwei PT1-Gliedern zusammengesetzten PT2-Gliedes (rechts)

Hier sollen PTs-Glieder (5.124) mit d > 1 noch etwas genauer betrachtet wer-
den. Wie im Abschn. 6.7 erliutert wird, erreicht die Ubergangsfunktion dieser PT-
Glieder den statischen Endwert aperiodisch, wie es in Abb. 5.23 gezeigt ist. Diese
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PT5-Glieder konnen deshalb als Reihenschaltung zweier PT;-Glieder mit den Zeit-
konstanten 7 und 75 dargestellt werden (Abb. 5.25 (rechts)), wobei zweckmiBiger-
weise fiir das erste PT;-Glied mit einer statischen Verstirkung von eins gearbeitet
wird.

Das Zustandsraummodell dieser PTy-Glieder erhdlt man durch Verkniipfung
zweier Modelle der Form (5.122):

I’Q(t) = 7Ti21’2(t) + Tizl’l(t)
y(t) = kswa(t)

Mit dem Zustandsvektor

ergibt sich daraus das Modell

-1 0 1
z(t) = ( f L ) x(t) + (78 >u(t), z(0) = xo
Ts Ts

y(t) = (0 k) x(t). (5.125)
Fiir die Ubergangsfunktion erhilt man aus der Bewegungsgleichung die Beziehung

Ty
T — 1T

h(t) = ks (1

T,
e T +T1_2T2e T) (5.126)

wobei aufgrund der gemachten Voraussetzung d > 1 die Bedingung T # 715 erfiillt
ist. In der grafischen Darstellung verlduft die Ubergangsfunktion zunichst entlang
der Zeitachse, denn es gilt h(O) = 0. Die Ubergangsfunktion néhert sich dem sta-
tischen Endwert ks ohne Uberschwingen (Abb. 5.23). Im Vergleich zum PT;-Glied
ist das stationdre Verhalten

ys(t) = kso(t)

unverindert geblieben. Das verinderte Ubergangsverhalten

T _t T _t
a(t) = ks | — 1 T
y() < 1’1_]"2e +T1—T26 2)

bewirkt eine groBere Verzogerung, mit der das PT»-Glied der Sprungfunktion ys =
kso(t) folgt.
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Fiir die Gewichtsfunktion erhilt man die Beziehung

o) = —" <e e T2). (5.127)

T -1
Liegt die Dimpfung im Intervall 0 < d < 1, so erreicht die Ubergangsfunk-
tion des PT9-Gliedes den statischen Endwert mit Uberschwingen, wobei das Uber-
schwingen umso groBer und die Zeitdauer der abklingenden Schwingung umso lidn-
ger ist, je kleiner d ist. Abbildung 5.26 zeigt zwei Beispiele. Das schwingungs-
fahige Verhalten wird auch im Blockschaltbild gekennzeichnet (linkes Symbol in
Abb. 5.25)

d=0,5

o 1

Abb. 5.26: Ubergangsfunktion von PT2-Gliedern mit kleiner Dampfung

PT,,-Glieder. Durch Reihenschaltung von PT;-Gliedern kann man PT,,-Glieder be-
liebiger Ordnung erzeugen, wobei n die Anzahl der Glieder und gleichzeitig die
dynamische Ordnung bezeichnet. Das Eingangssignal wird dann immer stirker ver-
zogert, bis es am Ausgang sichtbar wird. Diese Tatsache wird in Abb. 5.27 anhand
der Ubergangsfunktion und der Gewichtsfunktion verdeutlicht. Die Kurven zeigen
die Ausgangsgrofien der Reihenschaltung von bis zu fiinf PT;-Gliedern, von denen
jedes durch das Zustandsraummodell (5.122) mit k; = 1 beschrieben ist. Je mehr
Glieder in Reihe geschaltet sind, desto langsamer nihert sich die Ubergangsfunk-
tion ihrem statischen Endwert und umso flacher und ,,breiter ist der Verlauf der
Gewichtsfunktion.

Aufgabe 5.17  Verzogerungsglieder zweiter Ordnung

Ein PT2-Glied kann als Reihenschaltung zweier PT1 -Glieder mit den Zeitkonstanten 7% und
T5 aufgebaut werden.

1. Stellen Sie die Differenzialgleichung dieser Reihenschaltung auf und zeigen Sie, dass
diese Gleichung die Form (5.124) hat. Wie berechnen sich 7" und d in (5.124) aus 7T}
und 75?
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n=1
hO.S
5
0
1
n=1
805 2
0O 2 4 6 8

Abb. 5.27: Ubergangsfunktionen und Gewichtsfunktionen von PT,,-Gliedern
(n=1,2,...,5)

2. Berechnen Sie aus dem Zustandsraummodell (5.125) die Ubergangsfunktion und stel-
len Sie diese grafisch dar. Wie unterscheidet sich diese Funktion qualitativ von der
Ubergangsfunktion eines PT1-Gliedes? Was passiert fiir 75 — 0? O

Aufgabe 5.18  Wirkstoffkonzentrationsverlauf im Blut

Ein mit einer Tablette eingenommener wasserloslicher Wirkstoff wird zunichst im Darm
verdiinnt, vom Blut aufgenommen, spiter von der Niere wieder aus dem Blut entfernt und
schlielich mit dem Urin ausgeschieden. Zur Vereinfachung der Betrachtungen wird ange-
nommen, dass der Wirkstoff chemisch nicht verindert wird, so dass lediglich ein Stofftrans-
port zu betrachten ist. Da der Stoffiibergang von einem Organ zu einem anderen mafigeblich
durch Diffusion erfolgt, ist die pro Zeiteinheit von einem Organ in ein anderes iibergehen-
de Stoffmenge proportional zum Konzentrationsunterschied dieses Stoffes in beiden Or-
ganen. Man kann deshalb den Stofftransport niherungsweise durch PT;-Glieder beschrei-
ben, wobei der beschriebene Weg des Wirkstoffes einer Reihenschaltung dreier PT; -Glieder
entspricht, deren Ausgangsgroflen die Stoffkonzentrationen cp, cg und cn des Stoffes im
Darm, im Blut und in dem von der Niere gesammelten Urin darstellen (Abb. 5.28). Diese
Modellvorstellung wird in der Biologie als Kompartimentmodell bezeichnet. Jedes PT;-
Glied entspricht einem Kompartiment (einem vorgegebenen Volumen), in dem der Stoff-
konzentrationsverlauf durch eine Differenzialgleichung erster Ordnung beschrieben wird.

L G G Cy
ot L 4’| Blut |—B'| Niere l—l\>

Uy

Abb. 5.28: Kompartimentmodell zur Berechnung des Wirkstoftverlaufes

1. Betrachten Sie die Einnahme u; einer Tablette als Diracimpuls und skizzieren Sie qua-
litativ den Verlauf der Konzentrationen cp, cg und cn.
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2. Wenn ein Medikament intravends (in die Vene) gespritzt wird, entfillt der Weg durch
den Darm. Der Wirkstoft kann dann als ein Diracimpuls am Eingang us in Abb. 5.28
interpretiert werden. Wie verhilt sich jetzt die Konzentration im Blut?

3. Berechnen Sie mit einer dhnlichen Modellvorstellung den Verlauf des Blutalkoholspie-
gels fiir eine Person, die in kurzer Zeit 1 Liter Bier (4,5 % Alkoholgehalt) und zwei
Weinbrand (2 cl mit 40 Vol%) getrunken hat. Nehmen Sie dabei vereinfachend an, dass
sich der Alkohol in der Hilfte der Korperfliissigkeit (5 1 Blut + 23 I extrazellulédre Fliis-
sigkeit + 17 1 Zellfliissigkeit) verteilt und der Alkohol mit einer Zeitkonstante von 25
Minuten vom Blut aufgenommen und mit einer Zeitkonstante von 35 Minuten von der
Leber abgebaut wird. O

5.7.2 Integrierglieder

Integrierglieder (abgekiirzt: I-Glieder) sind Ubertragungsglieder, deren Ausgang
proportional zum Integral der Eingangsgrofie ist und folglich bei konstanter Ein-
gangsgroBe u(t) = u fiir groBe Zeiten in eine Rampenfunktion iibergeht (Abb. 5.29):

t
Ys(t) ~ / a dt = at.
0

Der Ausgang néhert sich nur dann einem konstanten Wert an, wenn die Eingangs-
grofie gleich null ist.

i

Abb. 5.29: Ubergangsfunktion eines I-Gliedes (links) und eines IT;-Gliedes
(rechts)

Das verzogerungsfreie I-Glied wird durch die Differenzialgleichung
Tiy(t) = u(t), y(0) = wo

beschrieben. Daraus erhilt man

und das Zustandsraummodell
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i(t) = Tilua), £(0) = yo
y(t) = z(t) (5.128)

mit 77 als Integrationszeitkonstante. Die grafische Darstellung der Ubergangsfunk-
tion
h(t) = =t (5.129)

Y >V— —>‘ y:

Abb. 5.30: IT;-Glied bestehend aus einem PT;-Glied und einem I-Glied

Ein I-Glied mit Verzogerung erster Ordnung heift /T -Glied. Es wird durch die
Differenzialgleichung

TiTy(t) + Try(t) = ult), y(0) =0, y(0)=0 (5.130)
bzw. durch das Zustandsraummodell
1(0) = —pea(t) + u), 1(0) =0
do(t) = Fra(t), 22(0) =0
y(t) = x2(t)

beschrieben. Es kann als Reihenschaltung eines PT;-Gliedes und eines reinen I-
Gliedes interpretiert werden (Abb. 5.30). Seine Ubergangsfunktion

h(t)_ltT(le_ZtF) (5.131)

erreicht erst mit einer durch die Zeitkonstante 7' festgelegten Verzogerung die durch
T bestimmte Rampenfunktion (Abb. 5.29 (rechts)). Ahnlich wie das PT;-Glied kann
auch das IT;-Glied als Reihenschaltung eines Verzogerungsgliedes und eines verzo-
gerungsfreien I-Gliedes interpretiert werden. Das Verzogerungsglied hat den Ein-
gang v und den Ausgang z1, das I-Glied den Eingang x; und den Ausgang y.

Aufgabe 5.19  Ubergangsfunktion eines IT; -Gliedes

Berechnen Sie die Ubergangsfunktion eines IT;-Gliedes aus dem Zustandsraummodell in
folgenden Schritten:

1. Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Systemmatrix A.
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2. Transformieren Sie das Zustandsraummodell in kanonische Normalform.

3. Bestimmen Sie iiber die Bewegungsgleichung die Ubergangsfunktion des IT; -Gliedes.
O

5.7.3 Differenzierglieder

Differenzierglieder (abgekiirzt: D-Glieder) sind Ubertragungsglieder, deren Aus-
gang im Wesentlichen durch Veridnderungen der Eingangsgrof3e bestimmt wird und
bei konstanter Eingangsgrofie dem Wert null annimmt. Fiir das stationdre Verhalten
gilt
du
uelt) ~ g
Das verzogerungsfreie D-Glied wird durch die Gleichung

du
t)=Tp—
) =Tog
beschrieben. Es verletzt die Kausalititsbedingung (4.39) und kann deshalb nicht
durch ein Zustandsraummodell dargestellt werden. Dies ist nicht problematisch, da
physikalisch reale Systeme kein unverzogertes D-Verhalten haben. Als Ubergangs-
funktion erhélt man den Diracimpuls

h(t) = Tpo(t)

(Abb. 5.33 (links)), der vereinfacht im Blockschaltbildsymbol des D-Gliedes darge-
stellt ist (Abb. 5.31).

’LLH‘ >y

Abb. 5.31: Symbol des D-Gliedes

Das verzogerungsbehaftete D-Glied wird DT,,-Glied genannt, wobei n die An-
zahl der Verzogerungselemente angibt. Beim DT;-Glied (Vorhalteglied) wird der
differenzierende Charakter durch ein Verzogerungsglied erster Ordnung ,,gedampft®,
wobei zweckmiBigerweise die statische Verstirkung dieses Verzogerungsgliedes
gleich eins gewihlt wird. Die Differenzialgleichung des DT, -Gliedes ist

Ty(t) + y(t) = Tpa(t),  y(0) = 0. (5.132)

Durch Einfiihrung des Zustandes

x(t) = —u(t) — y(t) (5.133)
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D-Glied PT,-Glied

=
i
|
[=
|
9
e
||~
=

=
|'%;.
—
<

A
St 7
u % Yy

Abb. 5.32: Umformung des Blockschaltbildes bei der Aufstellung des
Zustandsraummodells des DT -Gliedes

erhilt man T 1
(1) = () = §(t) = (1)
und T
y(t) = Zu(t) - x(t)

sowie durch Einsetzen der zweiten in die erste Beziehung das Zustandsraummodell

1 To

H1) = —galt) + 2ou(t),  #(0) =0 (5.134)
y(t) = —a(t)+ %u(t}. (5.135)

Bemerkenswerterweise hat dieses System einen direkten Durchgriff von v auf y.
Bei der Festlegung des Anfangszustandes wurde beriicksichtigt, dass entsprechend
Gl. (5.132) die Beziehung y(0) = 0 gilt und auBerdem definitionsgemiR u(—0) = 0
ist. Fiir u(t) = o(t) ist u(+0) = 1 und folglich y(+0) = 2.

Der soeben beschrittene Weg von der Differenzialgleichung (5.132) zum Zu-
standsraummodell (5.135) kann am einfachsten anhand eines Blockschaltbildes nach-
vollzogen werden (Abb. 5.32). Der obere Teil der Abbildung zeigt eine Darstel-
lung der Differenzialgleichung (5.132). Das Problem besteht in der Elimination des
Blockes %, was durch Hiniiberziehen iiber die Mischstelle gelingt. Aus dem unteren
Bild ist ersichtlich, dass der Zustand zweckméBigerweise entsprechend Gl. (5.133)
gewihlt wird. Diese Vorgehensweise zur Elimination von D-Gliedern kann man im-
mer dann anwenden, wenn reine D-Glieder in ein System eingefiihrt werden, bei-
spielsweise bei Verwendung von D-Reglern (vgl. Abschn. 7.5).
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h

Abb. 5.33: Ubergangsfunktion von D-Gliedern

Wie der rechte Teil von Abb. 5.33 zeigt, steigt die Ubergangsfunktion des DT} -
Gliedes zundchst sprungformig auf den Wert TTD an und verschwindet dann expo-
nentiell.

5.7.4 Totzeitglieder
Totzeitglieder (4.128)
yt) =u(t—Tt) (5.136)

verschieben das Fingangssignal auf der Zeitachse um 7} nach rechts. Das wird fiir
die Ubergangsfunktion und die Gewichtsfunktion aus den Gleichungen

h(t) = o(t—T3) (5.137)
g(t) = o(t — T) (5.138)
ersichtlich. Gelegentlich fiihrt man auch einen Verstiarkungsfaktor % ein, so dass das

Totzeitglied auch die Amplitude des Signals verdndern kann (Abb. 5.34). Das Sym-
bol des Totzeitgliedes zeigt die um 7} verschobene Sprungfunktion (Abb. 5.35).

Abb. 5.34: Verhalten eines Totzeitgliedes

u—= LI |y

Abb. 5.35: Symbol des Totzeitgliedes
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Totzeitglieder treten i. Allg. mit anderen Ubertragungsgliedern kombiniert auf.
Beispielsweise wird die Reihenschaltung eines PT;-Gliedes mit einem Totzeitglied
als PT;T;-Glied bezeichnet und durch

. 1 1
z(t) = ~7 x(t) + T u(t), x(0)=xg (5.139)
y(t) = kex(t —Tt)
beschrieben.
r =0 o =0
— 0 —
u C = Y U R Y

Abb. 5.36: RC-Glieder

Aufgabe 5.20  Verhalten von RC-Gliedern

Stellen Sie fiir die in Abb. 5.36 gezeigten RC-Glieder die Differenzialgleichung auf und
bestimmen Sie den Typ der dynamischen Ubertragungseigenschaften dieser Glieder. Stellen
Sie die Ubergangsfunktionen qualitativ grafisch dar und iiberlegen Sie sich, wie sich die
Ubergangsfunktionen in Abhiingigkeit von den Parametern R und C' verindern. O

Aufgabe 5.21 Verhalten einer Badewanne

Betrachten Sie den Zulauf von Wasser in Ihre Badewanne als Eingangsgroe und den Was-
serstand als Ausgangsgrofe.

1. Welchem Typ von Ubertragungsgliedern ist Thre Badewanne zuzuordnen?

2. Unter welchen Voraussetzungen ist lhre Badewanne ein lineares System? O

Aufgabe 5.22  Ubergangsfunktion eines PT; T;-Gliedes

Wie sieht die Ubergangsfunktion des PT; T¢-Gliedes (5.139) aus? O
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Aufgabe 5.23 Dynamisches Verhalten einer Stufenreaktion

In einem homogen durchmischten Riihrkessel lduft die Stufenreaktion
A—B—-C

ab, bei der der Stoff A zundchst in den Stoff B und spiter in den Stoff C' umgewandelt
wird. Dafiir konnen die Zustandsgleichungen

Falt) = —za(t)
i‘B(t) = .TA(t) — 23:B(t)
bo(t) = 2un(l)

aufgestellt werden, in denen die Zustandsvariablen z 4, g und z¢ die Konzentrationen der
drei Stoffe bezeichnen.

1. Aus welchen elementaren Ubertragungsgliedern besteht dieses Modell? Zeichnen Sie
ein Blockschaltbild. Welchen zeitlichen Verlauf der Reaktion erwarten Sie aufgrund
der im Blockschaltbild ersichtlichen Eigenschaften der Stufenreaktion?

2. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 liegen die Stoffe mit den Konzentrationen z (0) = 1, zg(0) =
zc(0) = 0 vor. Wie verlduft die Reaktion? Zeichnen Sie die Konzentrationsverliufe in
ein gemeinsames Diagramm. Welche Stoffkonzentrationen ergeben sich fiir t — oco?

3. Wie konnen die angegebenen Modellgleichungen zu einem Zustandsraummodell der
Form (4.45) zusammengefasst werden, wenn die Konzentration des Stoffes C' gemes-
sen wird? O

Aufgabe 5.24"  Klassifikation alltidglicher Vorgéinge nach ihrem dynamischen Verhalten

Die systemtheoretische Betrachtungsweise, einen gegebenen Prozess als Abbildung seiner
Eingangsgrofie in seine Ausgangsgrofie aufzufassen, lasst sich auf sehr unterschiedliche
Gegebenheiten anwenden. Man muss nur genau definieren, was als Eingangsgrofie und was
als Ausgangsgrofie bezeichnet wird.

Klassifizieren Sie die im Folgenden angegebenen Systeme entsprechend ihres qualita-
tiven Verhaltens als Proportional-, Integrier- oder Differenzierglieder und schitzen Sie an-
hand der auftretenden Speicherelemente ab, ob Verzogerungen erster, zweiter oder hoherer
Ordnung auftreten. Welche Systeme sind schwingungsfihig? O

Sachverhalt EingangsgroBe u(t) AusgangsgroBe y(t)
Stellventil Spannung am Stellmotor | Ventiloffnung
Kochtopf auf einem Schalterstellung Temperatur des
Elektroherd Topfinhaltes
Horsaal (0. Klimaanlage) | Auflentemperatur Innentemperatur
Mensa Durchschnittlicher Zahl der Essen-
Essenspreis teilnehmer
Fahrendes Auto Stralenoberfldche Stof3stangenabstand
von Strafenoberflache
Zeitung Borsenstand Liange des Borsen-
(Aktienindex) kommentars
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Aufgabe 5.25*  Bestimmung der Systemtypen aus dem E/A-Verhalten

Abbildung 5.37 zeigt im oberen Teil den Verlauf einer Eingangsgrofe u(¢) und darun-
ter drei Systemantworten y(t). Welchen Typ haben die drei Ubertragungsglieder, die diese
AusgangsgroBen (beginnend in der Ruhelage zo = 0) erzeugen? O

Abb. 5.37: Verlauf der Eingangs- und Ausgangsgrofien einfacher
Ubertragungsglieder

5.8 Modellvereinfachung und Kennwertermittlung

Aufgrund der in jedem Regelkreis vorhandenen Riickfiithrung der tatsichlich auftre-
tenden RegelgroBe auf die Stellgrofe besitzt jeder Regelkreis eine gewisse Robust-
heit gegentiber Modellfehlern. Das heift, dass sich das Verhalten des Regelkreises
bei konstanten Reglerparametern nur ,langsam® #ndert, wenn sich die Regelstre-
ckenparameter von den im Modell stehenden Werten entfernen. Unsicherheiten des
Regelstreckenmodells fiithren deshalb i. Allg. nicht zu einem vollkommen anderen
Verhalten des Regelkreises, als es mit Hilfe des Modells vorhergesagt wurde. Nihe-
rungsmodelle der Regelstrecke sind fiir den Reglerentwurf ausreichend.

Auf die Robustheitseigenschaften von Regelkreisen wird im Kap. 8 noch aus-
fuhrlicher eingegangen. Hier soll diese Eigenschaft als Begriindung dafiir verwendet
werden, dass es hdufig ausreicht, an Stelle eines moglichst exakten Modells lediglich
eine Nidherungsbeschreibung der Regelstrecke aufzustellen.

Zu derartigen einfachen Modellen kommt man auf zwei Wegen. Wenn ein Mo-
dell sehr hoher Ordnung bekannt ist, nutzt man Verfahren der Modellvereinfachung,
um aus diesem Modell ein Niherungsmodell niedrigerer Ordnung abzuleiten. Dar-
auf wird im Abschn. 5.8.1 eingegangen. Andererseits kann man einfache Modelle
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dadurch gewinnen, dass man Ubergangsfunktionen der Regelstrecke aufzeichnet und
aus diesen die Kennwerte einfacher Ubertragungsglieder ermittelt. In den Abschnit-
ten 5.8.2 - 5.8.4 wird dieses Vorgehen genauer erlédutert.

5.8.1 Modellvereinfachung

Ziel der Modellvereinfachung (Ordnungsreduktion, Modellaggregation) ist es, zu ei-
nem gegebenen Modell hoher Ordnung

z(t) = Az(t) + bu(t), x(0) == (5.140)

y(t) = dx(t) (5.141)
ein Modell

x(t) = Az(t) +bu(t), &(0)= (5.142)

§(t) = &a(t) (5.143)

mit wesentlich niedrigerer dynamischer Ordnung zu finden, dessen E/A-Verhalten
das des gegebenen Modells (5.140), (5.141) moglichst gut wiedergibt. Das heif3t,
dass fiir eine beliebige EingangsgroBe u(t) die Forderung

9(t) ~ y(t)
erfiillt sein soll. Fiir das statische Verhalten fordert man hiufig Gleichheit:

A b=c A D,
Diese Eigenschaft wird auch als stationdire Genauigkeit eines Modells bezeichnet.
Da sich die dynamischen Eigenschaften beider Modelle in den jeweiligen Mo-
di duBern, ist es naheliegend, die Modi des gegebenen Systems in Bezug auf ihre
Wirkung auf das E/A-Verhalten zu untersuchen und das Ndherungsmodell so auszu-
wihlen, dass es die wichtigsten Modi enthilt. Verfahren, die wie das im Folgenden
vorgestellte auf dieser Vorgehensweise beruhen, werden als modale Verfahren be-
zeichnet.
Fiir die Auswahl der in das Niaherungsmodell zu iibernehmenden Eigenvorginge
wird das Modell (5.140), (5.141) durch

Z(t) =V 'a(t)
in die kanonische Normalform (5.38) transformiert:

dz . . =
dt
y(t) = & z(t).
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Da im Naherungsmodell nur die ,,dominanten” Modi berticksichtigt werden sollen,
muss man bewerten, wie stark jeder einzelne Eigenvorgang die Ausgangsgrofie be-
einflusst. Dafiir sind in der Literatur vielféltige Dominanzmayfie vorgeschlagen wor-
den. Als Beispiel sei das durch

(5.144)

definierte Dominanzmal} angefiihrt, das den Beitrag des ¢-ten Eigenvorgangs zum
statischen Endwert der Ubergangsfunktion bewertet. Dabei bezeichnen b; und ¢; die
i-ten Elemente der Vektoren b bzw. ¢.

Um das Niherungsmodell zu finden, wihlt man die dominierenden Modi aus,
wobei man sich anhand des Vergleiches der Dominanzmalfle fiir eine zweckméBige
Modellordnung entscheiden muss. Haben beispielsweise drei Modi ein sehr grof3es
und alle anderen Modi ein wesentlich kleineres Dominanzmaf, so verwendet man
ein Ndherungsmodell dritter Ordnung. Diese Vorgehensweise gilt bei stabilen Syste-
men. Besitzt das System instabile Modi (Re{\;} > 0), so miissen diese unabhingig
vom Wert ihres Dominanzmales in das Nidherungsmodell iibernommen werden.

Im Folgenden wird angenommen, dass die 7 ersten Modi dominant sind und im
Niherungsmodell auftreten sollen. Diese Voraussetzung kann man durch Umord-
nung der kanonischen Zustandsvariablen erfiillen. Zerlegt man den Zustandsvektor
dementsprechend in den zu den dominierenden Modi gehorenden Teilvektor und
einen verbleibenden Teilvektor

so zerfillt auch die kanonische Normalform des gegebenen Modells in die beiden
Modellteile

MO .0
d 0 Ay o 0 )
&id(t) = , Zq(t) + bau(t) (5.145)
0 0 ... M\
)\fz+1 0 0
4 0 Aisz o O ]
Lz.() = " &0(£) + bru(t),
at
0 0 .. A

wobei die Zerlegung

~(0)

des Vektors b verwendet wurde. Fiir die Ausgangsgrofie erhélt man nach einer Zer-
legung des Vektors & entsprechend
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¢ = (& &)

die Beziehung
y(t) = &4 &a(t) + & ().

Diese Gleichung gibt die AusgangsgroBe y(t) exaks wieder.

Eine Néherung kommt nun dadurch zustande, dass im Modell nur noch die im
Vektor x4 stehenden Zustandsvariablen berticksichtigt und die zu den nicht domi-
nierenden Modi gehdrenden Zustandsvariablen vernachlissigt werden:

&(t) = Zq(t). (5.146)

Gleichbedeutend damit ist, dass die Gl. (5.145) als Zustandsgleichung des Nihe-
rungsmodells verwendet wird. Fiir den Ausgang gilt dann die Nédherung

y(t) = &y &a(t). (5.147)

Damit erhilt man die Gln. (5.145), (5.147) als Niherungsmodell mit der dynami-
schen Ordnung 7.

Dieses Naherungsmodell enthilt offensichtlich die dominierenden Eigenvorgin-
ge des gegebenen Modells (5.140), (5.141). Es ist jedoch nicht stationdr genau, da
mit dem Wegfall der nicht dominierenden Modi auch deren Beitrag zum statischen
Verhalten entfillt. Das Naherungsmodell hat an Stelle von kg die statische Verstir-
kung

> = bidg
ks = ; W

Eine Korrektur der Statik erreicht man dadurch, dass man den Anteil der im Nihe-
rungsmodell verbliebenen Eigenvorginge am statischen Verhalten proportional zu
threm bisherigen Anteil erhoht bzw. verkleinert. Dies kann durch Verdnderung der
Ausgabegleichung erfolgen, so dass man schlieBlich fiir das gesuchte Niherungsmo-
dell (5.142), (5.143) die Beziehungen

M O ... 0
R 0 Ay ... 0
A= (5.148)
0 0 ... \s
b = by (5.149)
ko _
e = ?cé (5.150)

erhilt.
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Beispiel 5.8 Modellvereinfachung fiir einen Gleichstrommotor

Die modale Ordnungsreduktion soll am Beispiel eines Gleichstrommotors veranschaulicht
werden, fiir den in der Aufgabe 6.31 ein Modell zweiter Ordnung angegeben ist. Die Re-
duktion eines Modells zweiter auf ein Naherungsmodell erster Ordnung ist zwar keine ty-
pische Anwendung der Modellvereinfachung, denn diese Methoden sind nur fiir Modelle
sehr hoher Ordnung (n = 20...100) sinnvoll. Die einfachen Modelle erlauben es jedoch,
die beschriebene Vorgehensweise im Detail an einem Zahlenbeispiel zu veranschaulichen.

Das Modell beschreibt das Ubertragungsverhalten des Motors mit der Ankerspannung
als Eingangsgrofie und der Motordrehzahl als Ausgangsgrofle. In der kanonischen Normal-
form heissen die Modellgleichungen (5.53), (5.54):

da(t) 69,95 0\ _ 11,08
I ( 0 _1287 z(t) + 514 u(t) (5.151)

5(0) = —1,317i4(0) — 0,521 $(0)
T\ L0565 (0) — 1,209 6(0)
y(t) = (0,064 — 0,148) &(t). (5.152)

Die statische Verstiarkung betrigt
ks = 0,0482.

Als Dominanzmafle erhdlt man aus Gl. (5.144)

b1y 11,98 - 0,064
dy = = = 0,011
! M 69,95 0,0
5,140,148
dy = s 0,059.

Der zweite Eigenvorgang ist offensichtlich dominant und muss in das Nidherungsmodell
iibernommen werden. Entsprechend Gl. (5.148) — (5.150) erhilt man als Niherungsmodell
erster Ordnung

2.

(t) = —12,874(t) — 5,14 u(t), 2(0) = & (5.153)
9(t) = 0,816 2(t). (5.154)

Abbildung 5.38 zeigt die Ubergangsfunktionen, die mit dem gegebenen Modell zweiter
Ordnung und mit dem Niherungsmodell erster Ordnung erhalten werden. Es ist offensicht-
lich, dass sich beide Ubergangsfunktionen wenig unterscheiden und dass diese Unterschie-
de auf den vernachlissigten Eigenvorgang mit A\; = —69,95 zuriickzufiihren ist. Fiir den
Gleichstrommotor ist dies der Eigenvorgang, der im Wesentlichen durch den Ankerkreis
bestimmt wird und der gegeniiber dem durch die Trigheit der rotierenden Teile bestimmten
Eigenvorgang um etwa einen Faktor fiinf schneller ist.

Diskussion. Das Beispiel zeigt, dass die Modellvereinfachung nicht nur die Dimension
des Modells verkleinert, sondern auch dazu beitrigt, dass man die das Systemverhalten
maBgebend beeinflussenden Prozesse erkennen kann. In dem Beispiel wurde der durch den
Erregerkreis bestimmte Eigenvorgang weggelassen. Das dynamische Verhalten des Gleich-
strommotors ist also im Wesentlichen durch seine mechanischen Eigenschaften bestimmt.
d
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
tins

Abb. 5.38: Vergleich der Ubergangsfunktionen des gegebenen —- und des
vereinfachten - - - Modells des Gleichstrommotors

5.8.2 Approximation dynamischer Systeme durch PT;-Glieder

PT;-Approximation mit Summenzeitkonstante. Fiir eine Naherungsbeschreibung,
die u. U. sehr grob ist, werden PT;-Glieder auch dann eingesetzt, wenn das betrach-
tete dynamische System eine viel groere Ordnung, aber eine nidherungsweise ape-
riodisch einschwingende Ubergangsfunktion besitzt. Auch fiir diese Systeme gibt
die Zeitkonstante 1" der PT;-Approximation einen Eindruck von der Geschwindig-
keit, mit der das System auf Anderungen am Eingang reagiert. Beispielsweise wird
im Abschn. 11.1.4 bei der Untersuchung des Storverhaltens eines Regelkreises mit
einer PT;-Niherung fiir die Storung gearbeitet, um die Verzogerungen, mit denen
die Storungen in den Regelkreis eintreten, mit den im Regelkreis selbst auftretenden
Verzogerungen vergleichen zu konnen.

Eine in der regelungstechnischen Praxis geldufige Niherung eines PT,,-Gliedes
durch ein PT-Glied beruht auf der Verwendung der Summenzeitkonstante, die sich
aus den Zeitkonstanten 71, 75, ..., T;, des PT,,-Gliedes entsprechend

Summenzeitkonstante von PT,,-Gliedern: Ts, =T + 715 + ...+ T, | (5.155)

berechnet. Die Summenzeitkonstante ist ein Ausdruck fiir die gesamte durch das
PT,,-Glied auf die EingangsgroBe ausgeiibte Verzogerung. Ihre Definition wird auf
S. 257 fiir allgemeinere Systemklassen erweitert.

Beispiel 5.9 Approximation eines PT3-Gliedes
Ein PT3-Glied wird in Erweiterung des Modells (5.125) durch die Gleichungen

-7 0 0 =
z(t) = T% 7%2 0 z(t)+ | 0 | u®) z(0) = xo
0o A =X 0

y(t) = (0 0 k) a(t) (5.156)
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Abb. 5.39: Niherung eines PT3-Gliedes durch ein PT-Glied mit derselben
Summenzeitkonstante

beschrieben. Es hat die Summenzeitkonstante
Ty =T1 41>+ 1T5.
Als Néherungsmodell erhilt man damit

d 1. 1
9(t) ksz(t).
Abbildung 5.39 zeigt fiir ein System mit k<=1, T1=1, T5=3 und 73=5, dass die Approxi-

mation zu einem relativ guten Ergebnis fiihrt. Insbesondere fiihrt diese Ndherung stets zu
einem Modell, dessen statische Verstiarkung korrekt ist. O

Die Summenzeitkonstante hat iibrigens die bemerkenswerte Eigenschaft, dass
sie proportional ist zu der durch die Ubergangsfunktion und den statischen Endwert
begrenzten Fliache F' (vgl. Abb. 5.39). Fiir diese Flache gilt

Pk Ty — / " (ks — (1)

Kennwertermittlung. Bisher wurde stets davon ausgegangen, dass das Modell
durch theoretische Modellbildung (vgl. Abschn. 3.1) erhalten wurde, wobei die im
System wirkenden physikalischen Vorginge durch die entsprechenden Gesetze be-
schrieben und dass die dabei erhaltenen Gleichungen in ein Zustandsraummodell
umgeformt wurden. Diese Vorgehensweise ist jedoch nur dann erfolgreich, wenn
die sich in dem System abspielenden Prozesse im Einzelnen bekannt sind und wenn
alle fiir die Beschreibung dieser Vorginge verwendeten Parameter genau bestimmt
werden konnen.

Hiufig kommt man in die Situation, ein einfaches (wenn auch nur ndherungswei-
se richtiges) Modell fiir ein System angeben zu miissen, ohne dass der relativ lang-
wierige Weg der theoretischen Modellbildung beschritten werden kann. Statt dessen
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muss das Modell aus gemessenen Eingangs- und Ausgangsgroflen aufgestellt wer-
den. Diese Aufgabenstellung wird in der umfangreichen Literatur tiber Prozessiden-
tifikation behandelt. Hier soll lediglich gezeigt werden, wie man von einer gemesse-
nen Ubergangsfunktion fiir einfache Ubertragungsglieder zum Zustandsraummodell
kommt.

0,63 k, {7 ;

T 3T

Abb. 5.40: Ubergangsfunktion eines PT;-Gliedes

Die Ubergangsfunktion eines PT;-Gliedes hat den in Abb. 5.40 angegebenen
Verlauf. Gesucht sind die Parameter T und kg des Modells (5.122)

Aus dem Modell erhilt man fiir die Ubergangsfunktion die Beziehung
h(t) = ke (1 —e*%). (5.157)

Hat man h(t) gemessen, so konnen die beiden gesuchten Parameter ks und T aus
der grafischen Darstellung von h abgelesen werden. Die statische Verstirkung kg ist
gleich dem Endwert der Ubergangsfunktion. Um die Zeitkonstante T zu ermitteln,
wird die Ableitung der Ubergangsfunktion gebildet:

Wird zur Zeit t = 0 an die Ubergangsfunktion die Tangente gelegt, so hat diese
Tangente die Beschreibung

, ¢
Itang = h(0) t = ko

Die Tangente erreicht den Wert kg also gerade zur Zeit ¢ = 7. Folglich erhilt man
T aus der grafischen Darstellung von h, indem man die Tangente an die Ubergangs-
funktion zur Zeit ¢ = 0 legt und aus dem Schnittpunkt dieser Tangente mit der Par-
allelen zur Zeitachse mit dem Abstand kg die Zeitkonstante 7" abliest (Abb. 5.40).
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Ein anderer Weg zur Bestimmung von 7T’ ist durch die Tatsache begriindet, dass
zur Zeit t = T die Ubergangsfunktion den Wert

MT) = k(1 —e™") =~ 0,63k (5.158)
bzw. zur Zeit ¢t = 37" den Wert
h(3T) = ks(1 — e ) a2 0,95 kg

annimmt. Das heiflt, man bestimmt die Zeitkonstante 7" als den Zeitpunkt, bei dem
der Wert der gemessenen Ubergangsfunktion 63% des Endwertes betrigt (,,63%-
Regel®), oder als ein Drittel der Zeit, die vergeht, bis die Ubergangsfunktion 95%
des Endwertes erreicht hat (,,95%-Regel*).

5% 0 5 10 15 20
t in min

Abb. 5.41: Experimentell bestimmte Ubergangsfunktion

Aufgabe 5.26 Kennwertermittlung fiir ein PT: -Glied

Gegeben ist die in Abb. 5.41 gezeigte Ubergangsfunktion, die experimentell an einem Pro-
zess ermittelt wurde.

1. Wie sieht das Experiment aus, mit dem diese Ubergangsfunktion gemessen wurde?

2. Bestimmen Sie mit den drei angegebenen Methoden die Parameter einer PT; -Approxi-
mation des Systems und vergleichen Sie die Ergebnisse untereinander. O

Aufgabe 5.27**  Kennwertermittlung fiir ein I-Glied

Uberlegen Sie, wie #hnlich dem fiir das PT;-Glied angegebenen Weg die Parameter eines
IT:-Gliedes experimentell bestimmt werden konnen. O
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Aufgabe 5.28**  Summenzeitkonstante zusammengesetzter Ubertragungsglieder

Wie kann die Summenzeitkonstante einer Reihen-Parallel-Schaltung von Ubertragungsglie-
dern aus den Summenzeitkonstanten der einzelnen Ubertragungsglieder berechnet werden?
(Hinweis: Stellen Sie diesen Zusammenhang zunichst fiir je zwei Ubertragungsglieder auf
und verallgemeinern Sie dann fiir beliebig viele Glieder.) O

Aufgabe 5.29 Approximation eines Totzeitgliedes

Zeichnen Sie die Ubergangsfunktion des Totzeitgliedes (4.128) und der Approximation ers-
ter Ordnung, die durch Gl. (5.157) gegeben ist, und vergleichen Sie beide Kurven. Wie grof3
ist der Approximationsfehler fiir t = 7" bzw. t = 37?7 O

5.8.3 Kennwertermittlung fiir PT.-Glieder

Viele Regelstrecken haben das in Abb. 5.42 gezeigte Verhalten. Thre Ubergangs-
funktion beginnt in Richtung der Zeitachse, steigt dann stirker an und erreicht den
statischen Endwert ohne nennenswertes Uberschwingen. Derartige Systeme lassen
sich gut durch PT5-Glieder (5.125) approximieren.

Abb. 5.42: Verzugszeit T, und Anstiegszeit T, der Ubergangsfunktion von
PT2-Gliedern

Die Ubergangsfunktionen von PT5-Gliedern haben im Anfangsteil eine positive,
spiter eine negative Kriimmung. Man kann deshalb, wie in Abb. 5.42 gezeigt ist,
eine Wendetangente bestimmen, die die Ubergangsfunktion zum Zeitpunkt ¢,, be-
rithrt. Durch diese Wendetangente werden die Verzugszeit T;, und die Anstiegszeit T,
festgelegt. Das System kann mit guter Genauigkeit als PT5-Glied betrachtet werden,
wenn die aus der gemessenen Ubergangsfunktion erhaltenen Werte fiir T}, und T},
die Bedingung

T,

2510
T,

erfiillen.
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Aus der Ubergangsfunktion (5.126)

T _t 15 _t
h(t)y="Fks [1— T T T # T
*) ( T1—Tze 1+T1—T2€ 2) T #T)

erhilt man die Zeit ¢, indem man die zweite Ableitung von h(t) gleich null setzt:

. 1 tw 1 ty
hty)=ks | ———————e¢ T1 + ——————¢ T2 | =0. 5.159
(t) ( T (T — Ty) To(Ty — Ty) ) ( )

Daraus folgt die Gleichung

T, Ty
w = In — 5.160
T-T, T, ©-160)
sowie die fiir die weitere Rechnung wichtige Beziehung
1 _tw 1 _tw
—e Ti = —e T2, (5.161)

Fiir die Anstiegszeit T, und die Verzugszeit T;; kann man aus der in Abb. 5.42 ein-
getragenen Wendetangente die Gleichungen

und

T -t T -
h(ty) ks (1 — T1—1T2 e T1 + T1—2T2 e Tz)
h(tw) ks ( L7 L e_%>

T —T> T Ty

= 111+T1+T27

wenn man die Beziehungen (5.161) und (5.160) nacheinander einsetzt. Damit erhilt
man die Relation
T.+T,—ty =T+ 1. (5.162)

Da man Ty, T, und t,, aus der gemessenen Ubergangsfunktion mit Hilfe der Wen-
detangente ermitteln kann, kénnen die gesuchten Zeitkonstanten 77 und 75 aus den
Gln. (5.160) und (5.162) berechnet werden. kg erhélt man wie beim PT;-Glied aus
dem statischen Endwert der Ubergangsfunktion.
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5.8.4 Kennwertermittlung fiir PT; T-Glieder

Besitzt das betrachtete System eine Ubergangsfunktion, fiir die das Verhéltnis von
Ty zu T, groB ist, so ist es zweckmiBig, die Verzugszeit als Totzeit des Systems
aufzufassen und den Ubergangsvorgang durch ein Verzogerungsglied erster Ordnung
zu beschreiben. Das System wird also als PT; T-Glied aufgefasst.

Das Modell (5.139) hat die drei Parameter kg, 1; und 7. Der statische Verstir-
kungsfaktor kann wie bisher aus dem statischen Endwert der Ubergangsfunktion be-
stimmt werden. Fiir die Festlegung der beiden verbleibenden Parameter gibt es zwei
Mboglichkeiten. Wihlt man

To =T, und T =T,

so liegt die durch das Modell erzeugte Ubergangsfunktion vollstindig unterhalb der
Wendetangente und ist damit stets kleiner als die gemessene Funktion. Dieser Ver-
lauf ist in Abb. 5.42 durch die gestrichelte Kurve veranschaulicht.

Abb. 5.43: Approximation der gemessenen Ubergangsfunktion durch die
eines PT:T1-Gliedes

Andererseits kann man die Ubergangsfunktion des Modells niiher an die gemes-
sene Kurve heranriicken, indem man 7} und 7" mit Hilfe zweier Werte der gemes-
senen Ubergangsfunktion bestimmt. Die in Abb. 5.43 gekennzeichneten Punkte sind
so gewdhlt, dass sie ,,vor bzw. ,,nach® dem Wendepunkt W liegen. Sie sind durch
die Zeiten t; und ¢, sowie durch die Werte h(t1) und h(t2) der Ubergangsfunktion
bestimmt.

Aus der Ubergangsfunktion

h(t): ks(l_e_tiTTt) fur0§t<Tt
0 fiir t > T,

des PT;Ti-Gliedes (5.139) erhilt man fiir die beiden genannten Punkte die Bezie-
hungen
Ty

h(t1) = ks (1—e T)
h(t2) = ks (1_6—‘2%7“)
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und daraus

h(t
T, = Tl (1— 5{”) +1 (5.163)

T, = Tln (1— hgf)) + to.

S

Subtrahiert man die zweite von der ersten Gleichung, so entsteht die Beziehung

to — 11
D s =h(t2)

fiir die Bestimmung der Zeitkonstanten 7" aus den Messwerten. Die Totzeit kann an-
schlieBend aus Gl. (5.163) berechnet werden.

Die behandelten Verfahren der Kennwertermittlung zeigen, dass diese Vorge-
hensweise auf Systeme mit ,,einfachem* dynamischen Verhalten beschrinkt ist. Sie
zielt auf eine grobe Approximation, die fiir viele Regelungsaufgaben ausreichend ist.

5.9 MATLAB-Funktionen fiir die Analyse des Zeitverhaltens

Im Folgenden werden die Analysefunktionen behandelt, mit denen die in diesem
Kapitel behandelten Rechenoperationen ausgefiihrt werden konnen.
Die Eigenwerte der Matrix A kann man sich mit der Funktion

» eig(A)

ausgeben lassen. Der Wert der Matrixexponentialfunktion e At \ird durch den Auf-
ruf

» ehochAt=expm (Axt) ;

der Matrix ehochAt zugewiesen.

Fiir die Berechnung der Kennfunktionen im Zeitbereich stehen mehrere Funk-
tionen zur Verfiigung. Die Ubergangsfunktion des Systems erhilt man als grafische
Darstellung auf dem Bildschirm durch den Aufruf

» step(System) ;

Auf diese Weise entstand z. B. Abb. 5.39 auf S. 192, wobei auf die dort genutzten
Moglichkeiten, zwei Kurven gleichzeitg in ein Koordinatensystem zu zeichnen, die
Achsenbezeichnung zu dndern und zusitzlichen Text einzutragen, hier nicht einge-
gangen wird. Um die Gewichtsfunktion zu erhalten, schreibt man

» impulse (System) ;



5.9 MATLAB-Funktionen fiir die Analyse des Zeitverhaltens 199

wobei wiederum die grafische Darstellung auf dem Bildschirm erscheint. Die Eigen-
bewegung erhilt man fiir einen vorgegebenen Anfangszustand x0 mit der Anwei-
sung

» initial (System, x0);

Will man die Ausgangsgrofie des Systems fiir eine beliebig vorgegebene Eingangs-
grofle berechnen, so miissen zunichst zwei Zeilenvektoren u und t gleicher Linge
mit den Werten der Eingangsgrofle bzw. mit den dazugehorigen Zeitpunkten belegt
werden. Die Losung der Bewegungsgleichung erhilt man dann mit dem Funktions-
aufruf

» lsim(System, u, t, x0);

grafisch auf dem Bildschirm dargestellt.
Die statische Verstiarkung kg kann man sich entsprechend Gl. (5.93) fiir stabile
Systeme mit der Funktion

» dcgain(System)

berechnen lassen. Fiir instabile Systeme wird dieselbe Formel angewendet, das Er-
gebnis kann jedoch nicht als statische Verstirkung interpretiert werden.

Alle Funktionen sind auch bei Mehrgrofensystemen anwendbar. Das kann man
beispielsweise nutzen, um sich an Stelle der Ausgangsgrofie y den Verlauf aller Zu-
standsvariablen x; ausgeben zu lassen. Man arbeitet dann an Stelle des Vektors ¢’
mit einer Einheitsmatrix entsprechender Dimension, also mit der Ausgabegleichung

y(t) = ITx(t).

Modelltransformationen. Fiir die im Abschn. 5.3 angegebenen Transformationen
des Zustandsraummodells steht in MATLAB die Funktionen ss2ss und canon
zur Verfiigung (die Bezeichnung ss2ss kann man sich an der ,,freien Ubersetzung®
von state space to (two) state space merken). Hat man eine Transformationsmatrix 7"
gewihlt, mit der man die Zustandstransformation (5.26) ausfiithren mochte, so weist
man diese der Variablen T zu und ruft die Funktion ss2ss auf:

» transfSystem = ss2ss(System, inv(T));

Das transformierte System (5.27) — (5.31) ist durch At, bt, ct und dt beschrieben,
das man durch

» [At, bt, ct, dt] = ssdata(transfSystem) ;

auslesen kann. Da die Funktion ss2ss fiir eine andere Notation der Transforma-
tionsmatrix geschrieben ist, muss man an Stelle von T die inverse Matrix inv (T)
als Argument einsetzen.

Die kanonische Normalform und die inverse Transformationsmatrix Vinwv erhélt
man aus
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» [SystemKNF, Vinv] = canon(System, ’‘modal’);
wobei das gegebene Zustandsraummodell mit dem Zustand  durch
Z(t) = Vla(t)

in die kanonische Normalform (5.55) tiberfiihrt wird. Die ausgegebene Matrix Vinv
ist V1. Verwendet man die Funktion canon mit der Typangabe ’ companion’

» [SystemBNF, Tinv] = canon(System, ’‘companion’) ;

so erhilt man die Beobachternormalform (5.76) — (5.79) des Systems, allerdings mit
den um den Faktor by verinderten Vektoren %bB und boc.

Beispiel 5.10 Analyse des Zeitverhaltens einer Raumtemperaturregelung

Der Regelkreis einer Raumtemperaturregelung hat dieselbe Struktur wie in Abb. 2.2 auf
S. 20, nur dass jetzt die Ventilstellung am Heizkorper als Stellgrofie wirkt. Fiir die Regel-
strecke wurde das Modell

z(t) = —0,2z(t) + 0,2u(t), z(0) = xo

y(t) = 5z(t)
aufgestellt, das in MATLAB durch
»> A = [-0.2];

» b = [0.2];
» ¢ = [5];
»> d = 0;

» Raum = ss(A, b, ¢, d);
» printsys(a, b, c, d)

a =
x1
x1 -0.20000

b =
ul
x1 0.20000

c =
x1
vl 5.00000

d =
ul
vl 0

definiert wird. Als Mafleinheiten werden festgelegt

Millimeter  fiir den Ventilhub u
Grad Celsius  fiir die Raumtemperatur y
Minuten fiir die Zeit.
Die Ubergangsfunktion wird durch den Befehl
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» step (Raum) ;

berechnet, wodurch man den oberen Teil der Abb. 5.44 erhilt. Die Abbildung besagt, dass
sich bei einer VergroBerung der Ventiloffnung um einen Millimeter die Raumtemperatur
nach 30 Minuten um 5°C dndert. Die Gewichtsfunktion erhilt man mit der Funktion

» impulse (Raum) ;

wodurch der untere Teil der Abb. 5.44 entsteht.

6
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Abb. 5.44: Ubergangsfunktion und Gewichtsfunktion eines Raumes

Die statische Verstirkung des Raumes, die auch als Endwert der Ubergangsfunktion
abgelesen werden kann, erhilt man mit dem Funktionsaufruf

» dcgain (Raum)

ans=

Fiir die Raumtemperaturregelung soll der Regler
u(t) = 0,3 (w(t) —y(t)) (5.165)

eingesetzt werden, bei dem die StellgroBe u(t) proportional zur Regelabweichung gebildet
wird. Dieser Regler ist ein statisches Ubertragungsglied, der durch

» Regler = ss(0.3);

beschrieben werden kann. In dieser Verwendung der Funktion ss fehlen die Elemente A, b
und ¢ (vgl. Beschreibung von ss auf S. 114).

Zur Berechnung des Regelkreises muss man zunéchst die Reihenschaltung von Regler
und Regelstrecke zusammenfassen (vgl. Abb. 2.2 auf S. 20), was durch den Funktionsaufruf

» offeneKette = series(Raum, Regler);
geschieht. AnschlieBend wird der Regelkreis mit einer Einheitsriickfithrung geschlossen,

» Regelkreis = feedback(offeneKette, 1);
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bei der das Ubertragungsglied im Riickwirtszweig durch die angegebene 1 dargestellt wird.
Der Regelkreis hat die Eingangsgrofle w und die Ausgangsgrofie y (vgl. Abb. 2.2). Das
Modell des Regelkreises kann man sich durch Aufruf des Modellnamens

» Regelkreis

oder in besser kommentierter Form durch Nutzung der Funktion printsys ausgeben
lassen:

» [Akreis, bkreis, ckreis, dkreis] = ssdata(Regelkreis);
» printsys (Akreis, bkreis, ckreis, dkreis);
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Abb. 5.45: Ubergangsfunktion und Eigenbewegung des
Raumtemperaturregelkreises

Die Ubergangsfunktion des Regelkreises, die die Verinderung der Raumtemperatur bei
sprungformiger Erhohung des Temperatursollwertes auf den Wert 1 beschreibt, erhilt man
durch

» step (Regelkreis) ;

wodurch der obere Teil von Abb. 5.45 entsteht. Offensichtlich erreicht die Temperatur den
Sollwert nie, sondern erhoht sich nur um etwa 0,6 Grad. Den Endwert kann man durch

» dcgain (Regelkreis)

ans =
0.6000

berechnen. Die Tatsache, dass der Temperaturregelkreis mit der hier verwendeten proportio-
nalen Riickfithrung (5.165) den vorgegebenen Sollwert nie erreicht, wird im Abschn. 7.3.3
genauer untersucht werden.

Weicht die Raumtemperatur zur Zeit ¢ = 0 um 2 Grad vom Sollwert O ab, so kann
das Verhalten des Regelkreises dadurch berechnet werden, dass man mit der Funktion
initial die Eigenbewegung fiir den Anfangszustand zo = % erzeugt (wobei xg so
gewiihlt ist, dass y(0) = 2 gilt, vgl. Modelldaten des Regelkreises):
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Programm 5.1 Systemanalyse im Zeitbereich
(Beispiel 5.10: Analyse einer Raumtemperaturregelung)

Modell der Regelstrecke

» A = [-0.2];
> b = [0.2];
» c = [5];

> d = 0;

» Raum = ss(A, b, c, d);
» printsys(A, b, c, d4d)

a =
x1
x1l -0.20000
b =
ul
x1 0.20000
Cc =
x1
vl 5.00000
d =
ul
vl 0
Analyse der Regelstrecke
» step (Raum) ; ...erzeugt den oberen Teil von Abb. 5.44
» impulse (Raum) ; ...erzeugt den unteren Teil von Abb. 5.44
» dcgain (Raum)
ans=
5 statische Verstirkung

Bestimmung des Regelkreismodells
» Regler = ss(0.3); Regler (5.165)
» offeneKette = series(Raum, Regler);
» Regelkreis = feedback(offeneKette, 1);

Analyse des Regelkreises
» step (Regelkreis) ; ...erzeugt den oberen Teil von Abb. 5.45
» initial (Regelkreis, 2/1.5); ...erzeugt den unteren Teil von Abb. 5.45

» initial (Regelkreis, 2/1.5);

Dabei entsteht der untere Teil von Abb. 5.45, der deutlich macht, dass die Raumtemperatur
nach etwa 10 Minuten den Sollwert erreicht hat.

Die fiir dieses Beispiel durchgefiihrte Analyse ist im Programm 5.1 zusammengefasst,
das als Vorbild fiir dhnliche Aufgaben dienen kann. O
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Aufgabe 5.30 Analyse des Ubergangsverhaltens gekoppelter Behilter

Berechnen Sie die Ubergangsfunktion, die Gewichtsfunktion sowie die Eigenbewegung des
in Aufgabe 5.12 auf S. 165 angegebenen Behiltersystems, wobei Sie bei der Betrachtung
der Eigenbewegung den Anfangszustand

C1 (0) - 1
0] \o

zu Grunde legen. Veridndern Sie die Parameter des ersten bzw. des zweiten Behilters, wobei
Sie die beiden mit 0,67 bzw. mit 0,5 angegebenen Parameter auf Werte zwischen 0,2 und
10 setzen. Wie verédndert sich das Zeitverhalten? Diskutieren Sie die Verdnderungen unter
Beachtung der Eigenwerte, die die jeweils verwendete Systemmatrix hat. O

Aufgabe 5.31 Ubergangsverhalten von PT>-Gliedern

Die Aufgabe soll ein Gefiihl dariiber vermitteln, wie stark das Ubergangsverhalten von den
Systemparametern abhéingt.

1. Stellen Sie die Ubergangsfunktionen von PT2-Gliedern, die aus der Reihenschaltung
von zwei PT1-Gliedern bestehen, in einem Diagramm dar und vergleichen Sie diese.
Das erste PT;-Glied hat die Zeitkonstante 77 = 1s. Wihlen Sie fiir die Zeitkonstante
T> des zweiten PT;-Gliedes Werte aus dem Bereich 0,01 s bis 100 s aus. Beide PT;-
Glieder haben die statische Verstirkung ks = 1.

2. Fiir welchen Bereich der Zeitkonstante 75 kann das PT2-Glied durch ein PT;-Glied
mit der Zeitkonstante 77 und fiir welchen Bereich durch ein PT;-Glied mit der Zeit-
konstante 7% approximiert werden? O

Literaturhinweise

Die Modellvereinfachung ist ein ausfiihrlich untersuchtes Gebiet, das bisher keinen Eingang in
die Grundlagenbiicher der Regelungstechnik gefunden hat und vor allem in Monografien iiber
,.grofie Systeme* ausfiihrlicher dargestellt wird, z. B. in [53] und [31]. Das im Abschn. 5.8.1
beschriebene Verfahren wurde in [45] vorgeschlagen.

Die Identifikation dynamischer Systeme ist ausfiihrlich in den Lehrbiichern [30] und [75]
dargestellt. Die im Abschn. 5.8.2 behandelte Kennwertermittlung mit deterministischen Test-
signalen beruht auf Verfahren, die Ende der fiinfziger Jahre mit dem Ziel entwickelt wurden,
einfache Modelle ohne groen Rechenaufwand und auf grafisch moglichst anschaulichem We-
ge bilden zu konnen. Das im Abschn. 5.8.4 behandelte Verfahren wurde von STREJC 1959
in [73] vorgeschlagen. SCHWARZE erweiterte das im Abschn. 5.8.2 angegebene Vorgehen,
die Modellparameter aus Zeitprozentkennwerten der Ubergangsfunktion zu bestimmen, auf
Systeme hoherer als erster Ordnung. Ausfiihrlich ist die Kennwertermittlung in [65], Kap. 5
abgehandelt.

Fiir das Programmsystem MATLAB stehen Einfiihrungen und Handbiicher in jedem Re-
chenzentrum fiir die Nutzer zur Verfiigung. Fiir die Losung der hier beschriebenen Aufgaben
reicht die im Anhang 2 gegebene Kurzbeschreibung aus.
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Numerische Verfahren zur Analyse dynamischer Systeme und zum Reglerentwurf haben
sich mit Einfiihrung der Rechentechnik zu einem eigenen Forschungsgebiet entwickelt, auf
dessen Ergebnisse in diesem Buch nicht eingegangen wird. Interessenten seien auf den Sam-
melband [61] der wichtigsten Arbeiten dieses Gebietes hingewiesen.

Fiir eine ausfiihrliche Modellbildung der in Beispiel 5.1 behandelten Verladebriicke wird
auf [16] verwiesen.



Beschreibung und Analyse linearer
Systeme 1m Frequenzbereich

Die Beschreibung und die Analyse linearer Systeme im Frequenzbereich
beruhen auf der Zerlegung aller betrachteten Signale in sinusformige Ele-
mentarsignale mit Hilfe der Fourier- bzw. Laplacetransformation. Beide
Transformationen werden hier ausfiihrlich behandelt, wobei es vor allem
auf ihre ingenieurtechnische Interpretation ankommt. Als Modelle dynami-
scher Systeme werden der Frequenzgang und die Ubertragungsfunktion ein-
gefiihrt. AbschlieBend werden die Eigenschaften wichtiger Ubertragungs-
glieder im Frequenzbereich untersucht.

6.1 Zielstellung

Die Betrachtungen im Frequenzbereich beruhen auf der Verwendung sinusférmiger
Eingangsgrofen. Dass man trotz der Beschrinkung auf diese spezielle Art von Sig-
nalen u(t) das Verhalten eines dynamischen Systems in seiner Vielfalt beschreiben
und analysieren kann, ist auf den ersten Blick verwunderlich, denn die Menge aller
denkbaren Funktionen w(¢) ist unendlich groB. Zwei Tatsachen sorgen jedoch dafiir,
dass man aus den sich bei sinusformigen Eingangsgroen offenbarenden Eigenschaf-
ten des Systems auf alle interessanten Systemeigenschaften schlieBen kann.

Erstens ist aus der Fourieranalyse bekannt, dass sich jedes periodische Signal
durch eine Summe sinusformiger Signale darstellen ldsst. Diese Aussage kann auf
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nichtperiodische Signale erweitert werden, wenn man die Fouriertransformation her-
anzieht. Noch weniger Einschriankungen beziiglich der betrachteten Klasse von Zeit-
funktionen muss man bei der Verwendung der Laplacetransformation machen, durch
die (fast) jede Funktion in auf- und abklingende Sinusschwingungen zerlegt wird.
Die Betrachtung sinusformiger Eingangsgrofien ist deshalb keine Einschriankung der
Allgemeinheit.

Zweitens erlaubt es das Superpositionsprinzip, dass man die Ubertragung der
einzelnen sinusférmigen Komponenten von u(t) durch das lineare System getrennt
voneinander untersuchen und aus den dabei erhaltenen Ergebnissen die Systemant-
wort y(t) zusammen setzen kann. Die folgenden Betrachtungen sind damit jedoch
streng an die Linearitit der betrachteten Systeme gebunden.

Diese beiden Tatsachen ermoglichen folgendes Vorgehen:

Algorithmus 6.1 Systemanalyse im Frequenzbereich

Gegeben: dynamisches System, Verlauf der Eingangsgrofie u

1. Zerlegung der Eingangsgrofie u(t) in sinusformige Anteile

2. Getrennte Berechnung der Systemantworten fiir jeden einzelnen sinusférmi-
gen Anteil von u(t)

3. Bestimmung der AusgangsgroBe y(t) durch Uberlagerung aller berechneten
Systemantworten.

Ergebnis: Verlauf der Ausgangsgrofie y

Dieser Weg ist fiir bestimmte Fragestellungen anschaulicher und einfacher als ei-
ne Analyse im Zeitbereich. Anschaulicher ist er, weil man sich unabhéngig vom kon-
kreten Verlauf der Eingangsgrofe bei der Systemanalyse stets auf die Ubertragung
sinusformiger Signale durch das betrachtete System beziehen kann. Einfacher ist er,
weil sinusformige Eingangssignale durch ein lineares System nur beziiglich ihrer
Amplitude und ihrer Phase verindert werden. Aus einem sinusformigen Signal der
Frequenz w am Eingang erscheint als stationdres Verhalten ein sinusformiges Sig-
nal derselben Frequenz am Systemausgang. Damit ist die Ubertragungseigenschaft
des linearen Systems fiir ein sinusférmiges Signal mit der Frequenz w durch zwei
skalare Groen gegeben, ndmlich der ,,Verstarkung®, aufgrund derer sich die Am-
plitude des Signals verdndert, und die Phasenverschiebung, die einer Verschiebung
der Sinusfunktion auf der Zeitachse entspricht. In der mathematischen Darstellung
des Systems und im Rechenweg hat dies zur Folge, dass keine Differenzialgleichun-
gen mehr auftreten, sondern nur noch algebraische Gleichungen. In der Frequenz-
bereichsbetrachtung kann das System also mit Mitteln beschrieben werden, die im
Zeitbereich nur fiir statische Systeme angewendet werden konnen.

Diese Vorgehensweise ist vor allem in der Elektrotechnik von der Wechselstrom-
lehre bekannt und wird im Maschinenbau bei der Analyse von Resonanzerscheinun-
gen eingesetzt. Fiir lineare dynamische Systeme hat sie sich als ein zur Zeitbereichs-
betrachtung alternativer Weg fiir die Beschreibung und Analyse von linearen Syste-
men und fiir den Entwurf von Reglern etabliert.
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In den folgenden Abschnitten wird zunichst auf die erwihnte Zerlegung beliebi-
ger Funktionen in sinusférmige Anteile eingegangen. Dann wird mit dem Frequenz-
gang eine Systembeschreibung eingefiihrt, die die Ubertragungseigenschaften linea-
rer Systeme fiir sinusformige Signale erfasst. Um auch instabile Systeme auf diese
Weise beschreiben zu kénnen, muss man von rein sinusféormigen auf exponentiell
aufklingende oder abklingende Sinusfunktionen tibergehen. Dafiir wird als mathe-
matisches Hilfsmittel die Laplacetransformation eingefiihrt und der Frequenzgang
auf die Ubertragungsfunktion erweitert.

Exponentiell aufklingende oder abklingende Sinusfunktionen werden als Funk-
tionen mit der komplexen Frequenz s = § 4 jw betrachtet. § gibt an, mit welchem
Diampfungsfaktor die Amplitude der Sinusschwingung auf- oder abklingt. Fiir § = 0
erhilt man Sinusschwingungen mit konstanter Amplitude. w ist die Kreisfrequenz
der Sinusschwingung (vgl. z. B. Gl. (6.65)).

Der Begriff ,,Frequenzbereich® wird im Folgenden fiir die Menge alle Funktio-
nen mit der komplexen Frequenz s verwendet. In der Literatur werden dafiir auch
die alternativen Bezeichnungen ,,s-Bereich* oder ,,Bildbereich der Laplacetransfor-
mation® verwendet. Die Betrachtungen sind dadurch gekennzeichnet, dass jetzt nicht
mehr wie im Zeitbereich die Zeitvariable ¢, sondern die Frequenzvariable s die un-
abhingige Variable aller betrachteten Funktionen ist. Hiufig reicht es, sich auf die
rein imaginiren Frequenzen s = jw zu beschrinken, so dass an vielen Diagrammen
dieses Kapitels die Frequenz w an der Abszisse steht.

In den Abschnitten zur Fouriertransformation und Laplacetransformation wird
erwartet, dass der Leser diese Funktionaltransformationen bereits kennt. Es wird des-
halb keine mathematisch exakte und vollstindige Einfiihrung gegeben, sondern vor
allem auf die ingenieurtechnische Interpretation dieser Transformationen eingegan-
gen. Die Eigenschaften dieser Transformationen werden, soweit sie fiir das Weitere
wichtig sind, kurz zusammengefasst.

6.2 Fouriertransformation

6.2.1 Zerlegung periodischer Signale

Fouriertheorem. In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass sich sehr viele nicht sinus-
formige Signale in eine Summe sinusformiger Signale zerlegen lassen. Es werden
zunéchst periodische Funktionen f(t) betrachtet, fiir die die Beziehung

fit) = ft +1Tp) fiir 1=0,1,2,..., (6.1)
gilt und die folglich die Periode T}, die Frequenz

fo== (6.2)

und die Kreisfrequenz
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wo = 27Tf0 (63)

haben.

Nach dem Fouriertheorem! kénnen solche Funktionen in eine Summe von Sinus-
und Kosinusfunktionen zerlegt werden, deren Kreisfrequenzen w ganzzahlige Viel-
fache von wyq sind:

A oo o0
C+ > Ay cos(kwot) + Y By sin(kwot). (6.4)

k=1 k=1

f(t):7

Die rechte Seite dieser Gleichung heiBt Fourierreihe von f(t). Ay und By, sind re-
elle Koeffizienten, die Fourierkoeffizienten. Sie konnen folgendermafBen aus f(t)
berechnet werden:

To
Ay = 2 £ () cos(kwot) dt (k=0,1,...) (6.5)
Ty Jo
2 [To
By = — [ f(t)sin(kwot)dt  (k=1,2,..). 6.6)
1o Jo

In einer zu Gl. (6.4) alternativen Darstellung kann man f(¢) in reine Sinus-
schwingungen zerlegen, wobei jedoch Phasenverschiebungen auftreten:

f(t) = Co+ Y C sin(kwot + ). 6.7)

k=1
Dabei gilt im Vergleich zur ersten Darstellung

A
00=70

Ck:\/AerB]E k=1,2,..

Ay
¢ = arctan B, k=1,2,..
In den Gln. (6.4) und (6.7) stellt der Summand % ein zeitunabhingiges Absolut-
glied dar. Die Summanden fiir k& = 1 heilen Grundwellen (erste Harmonische). Alle
anderen Summanden sind Funktionen mit hoherer Frequenz als wy. Sie werden als
Oberwellen (hohere Harmonische) bezeichnet.

Abbildung 6.1 zeigt ein Beispiel fiir die Fourierzerlegung. Fiir die Rechteckfunk-
tion sind die Ndherungen gezeichnet, die man aus der ersten bzw. aus den ersten drei
Summanden von (6.4) erhilt, wobei beachtet werden muss, dass die zweite Harmo-
nische in diesem Beispiel verschwindet und deshalb im zweiten Fall die Summe von
Grundwelle und dritter Harmonischer maf3gebend ist.

Die Voraussetzungen dafiir, dass die Zerlegung (6.4) moglich ist, sind die dirich-
letschen Bedingungen, die fiir regelungstechnische Betrachtungen héufig erfiillt sind,

! JEAN BAPTISTE JOSEPH FOURIER (1768 — 1830), franzosischer Mathematiker
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Grundwelle («p)

- Approximation
— = mit Grundwelle
//\/\\\ und 3. Harmonischer
/ \
/1-'~~.‘ ~v 3. Harmonische (3w,)
t
_on

“

Abb. 6.1: Zerlegung einer Rechteckschwingung in Sinusschwingungen

wenn es sich bei den betrachteten Funktionen um periodische handelt. Fiir die Funk-
tion f(t) wird gefordert, dass sich der Definitionsbereich in endlich viele Intervalle
zerlegen ldsst, in denen f(t) stetig und monoton ist, wobei an jeder Unstetigkeits-
stelle ¢ die Werte f(¢ + 0) und f(f — 0) definiert sind. Weiterhin muss gelten

—To
/ £(8)] dt < oo, ©6.8)
To
Im
A
Jw
k
¢ -
(5' Re

Abb. 6.2: Interpretation der Eulerformel in der komplexen Ebene

Exponentialdarstellung der Fourierreihe. Durch die Einfithrung komplexer Am-
plituden F} kann die Fourierzerlegung (6.4) in die Exponentialform gebracht wer-
den, auf die spiter zuriickgegriffen wird. Die Euler’sche Formel lautet

S+jw=kel? =k(cos¢+ jsine) (6.9)

k=+vdé+w? und qﬁzarctan%

(Abb. 6.2). Wendet man diese Formel an, so erhilt man
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cos(kwot) = = (e7F0! 4 ¢ ~Ikwot) (6.10)

N —

sin(kwot) = — (ehwof — e ~Ihwot) (6.11)

sl =

fiir beliebige k£ = 0, 1, 2.... Deshalb folgt aus Gl. (6.4)

f(t) = % + i (ék (e dkwot 4 g —ikwoty 4 % (edkwol _ ¢ jk‘”“))
=+ Z (Ag — jBy) e ket 1 Z (Ag + jBy) e ~Hkeot,
k=1
Fiihrt man die komplexen Fourierkoeffizienten
F, = % (Ax — jBy) (k=1,2,..) (6.12)
F_ = % (Ar + jBg) (k=1,2,...) (6.13)
Fy = % (6.14)

ein, so lisst sich die zweite Zeile zu einer Summe zusammenfassen und man erhilt
die komplexe Darstellung der Fourierreihe:

Fourierreihe:  f(t) = Y Fpe/"o’. (6.15)

k=—o0

Die Koeffizienten Fj, sind i. Allg. komplex. Gleichung (6.12) zeigt, dass Fj, und F"_,
(fiir denselben Index k) konjugiert komplex sind, d. h., es gilt

|Fe| = |F_] (6.16)
arg Fj, = —arg F_. (6.17)

Deshalb entstehen in der Summe (6.15) fiir jeden Zeitpunkt ¢ reelle Funktionswerte
£(0).

Um diese fiir die folgenden Betrachtungen sehr wichtige Tatsache zu veranschau-
lichen, wird die Funktion

f(t) = fsin(wot + ¢) = (—j£6j¢> eJwol 4 (jéeﬁﬁ) o —Jwot

betrachtet. Es treten nur Summanden fiir & = £1 auf, wobei die in den Klammern
stehenden Ausdriicke die Koeffizienten F; bzw. F'_; darstellen. Beide Summanden
sind komplex, ihre Summe ist jedoch reell. Die komplexe Darstellung einer periodi-
schen Funktion enthilt also komplexwertige e-Funktionen und komplexe Koeftfizi-
enten, die Funktion hat aber reelle Werte.
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Die komplexe Darstellung sinusformiger Signale ist in der Elektrotechnik als
Zeigerdiagramm geldufig. Dabei wird der Summand — j%e J¢eiwot als rotierender
Zeiger aufgefasst, wobei man die Bewegung der durch den Summand beschriebe-
nen komplexen Zahl in der komplexen Ebene verfolgt (Abb. 6.3). Die Sinusfunktion
fsin(wot + ¢) entsteht als Summe zweier sich mit entgegengesetzter Drehrichtung
bewegender Zeiger. Die Spitzen beider Zeiger weisen auf zwei konjugiert komplexe
Zahlen, deren Summe den reellen Signalwert ergibt. Die Zeiger haben die Linge g
Sie beginnen ihre Bewegung zur Zeit ¢ = 0 im Winkel ¢ bzw. —¢ und drehen sich
mit der Kreisfrequenz w.

fsin(wt + @) //‘ ,
t

O N\

S f !

fcos (wt + )

Abb. 6.3: Erzeugung der Funktion f(t) = fsin(wt 4 ¢) durch rotierende
Zeiger

Eine Bestimmungsgleichung fiir die komplexen Amplituden Fj, erhilt man aus
Gl. (6.12) in Verbindung mit Gln. (6.5), (6.6) und (6.9):

1 to+T0o .
F, = ?/ f(t) e ~Jkwot gt (k=0,%£1,+2,...). (6.18)
0

to

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass die GI. (6.18) auch fiir negative Indi-
zes k gilt und dass das Integrationsintervall durch Wahl von ¢ beliebig verschoben
werden kann, ohne dass sich etwas am Wert von F}, dndert. In Bezug zu den Koeffi-
zienten CY, in Gl. (6.7) gilt

Fy = Cy (6.19)

1
|Fil = SICkl - (k#0) (6.20)
arg F, = ¢y (k #0). (6.21)

Im Folgenden wird sowohl die reelle als auch die komplexe Darstellung der Fourier-
reihe gebraucht und zwar die reelle immer dann, wenn es auf die Interpretation der
Ergebnisse ankommt. Auf die komplexe Darstellung wird zuriickgegriffen, um die
Rechnungen zu vereinfachen. So sind Integrale und Summen komplexwertiger Sig-
nale besser zu berechnen als aus der Darstellung mit Sinus- und Cosinusfunktionen.
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Die komplexe Darstellung ist jedoch nicht ohne Weiteres interpretierbar, denn die
negativen Frequenzen haben keine physikalische Bedeutung.

Bedeutung des Fouriertheorems. Das Fouriertheorem zeigt, dass periodische
Funktionen — unter praktisch wenig einschrinkenden Bedingungen — in eine Summe
von Sinusfunktionen zerlegt werden konnen. Die Sinusfunktionen haben dieselbe
Frequenz wy oder ein Vielfaches der Frequenz des zu zerlegenden Signals. Wichtig
sind ihre Amplitude | F};| und ihre Phasenverschiebung arg F.

Bisher wurde die Funktion f(t) stets als eine Funktion der Zeit ¢ aufgefasst. Auf-
grund der angegebenen Darstellung als Summe von Sinusschwingungen kann man
sie nun aber auch als Funktion der Frequenz w interpretieren, wobei nur die diskreten
Frequenzen kwy von Bedeutung sind. | F| und arg F}, sind dann Funktionen, die die
Menge der ganzen Zahlen k in die Menge der reellen Zahlen abbilden. k£ beschreibt
die betrachtete Frequenz, | F};| die Amplitude der zugehérigen e-Funktion und arg Fj,
die Phasenverschiebung. Man nennt deshalb den Verlauf von | Fy| fiir K = —oc0...00
das Amplitudenspektrum und den Verlauf von arg F}, das Phasenspektrum. Beide
gemeinsam bilden die Frequenzbereichsdarstellung der periodischen Funktion f ().

Beide Spektren sind diskret, denn die komplexen Amplituden F}, sind nur fiir
ganzzahlige Indizes k definiert. Abbildung 6.4 zeigt dies am Beispiel von Recht-
eckimpulsen, fiir die die Koeffizienten F}, reell sind und arg F, = 0 fiir alle k gilt.

Das Fouriertheorem zeigt, dass die auf S. 166 beschriebene Art von Eingangs-
groBen (5.107) sehr allgemein ist. Viele periodische Funktionen kdnnen in dieser
Weise dargestellt werden. Die Gl. (5.110) zeigt, dass sich die Ausgangsgrofle des
Systems in dhnlicher Weise aus einer Summe von e-Funktionen zusammensetzt.
Diese Tatsache ist ein wichtiger Grund, um fiir lineare Systeme anstelle des Zu-
standsraummodells den Frequenzgang als alternative Modellform einzufiihren, wie
es im Abschn. 6.3 getan wird. Vorher muss die bisher behandelte Zerlegung noch auf
nichtperiodische Signale erweitert werden.

Bemerkungen zur MaBeinheit der Frequenz. Fiir periodische Funktionen mit
der Periodendauer 7 wurden in den Gln. (6.2) und (6.3) die Frequenz f; und die
Kreisfrequenz wq definiert. Die Frequenz f; hat die MaBeinheit 1 , fir die man
die Bezeichnung Hz (Hertz) eingefiihrt hat?. Eine Sinusfunktion hat die Frequenz
fo = 1Hz, wenn sich — bildlich gesprochen — die Zeiger in Abb. 6.3 einmal in der
Sekunde auf dem Einheitskreis drehen.

Die Kreisfrequenz wg nach Gl. (6.3) beschreibt den Winkel im Bogenmalf, den
die Zeiger pro Zeiteinheit iiberstreichen. Die MaBeinheit der Kreisfrequenz ist des-
halb % (Radiant pro Sekunde). Fiir die Frequenz f, = 1 Hz erhilt man die Kreis-

frequenz

d
wo = 27Tf0 = 27‘(%,

2 HEINRICH RUDOLF HERTZ (1847 — 1894), deutscher Physiker, beschiftigte sich mit der
Ausbreitung elektromagnetischer Wellen
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denn die Zeiger iiberstreichen pro Sekunde einen Winkel von 360°, der im Bogen-
mal} 27 rad entspricht. Aus der angegebenen Umrechnung sieht man, dass der in
Gl. (6.3) vorkommende Faktor 27 die Maf3einheit rad haben muss.

Die folgenden Betrachtungen beziehen sich ausschlieBlich auf die Kreisfrequenz.
Dabei wird w nicht immer korrekt als , Kreisfrequenz*, sondern dem allgemeinen
Sprachgebrauch entsprechend auch kiirzer als ,,Frequenz‘ bezeichnet.

6.2.2 Zerlegung nichtperiodischer Signale

Was mit der Fourierzerlegung beim Ubergang von periodischen zu nichtperiodischen
Funktionen passiert, kann dadurch veranschaulicht werden, dass man die Zerlegung
einer Folge von Rechteckimpulsen betrachtet und die Periodendauer T}, vergroBert.
In Abb. 6.4 ist das mit GI. (6.18) berechnete Amplitudenspektrum

. Ty sin(lm%)
g To kﬂ%
fiir unterschiedliche Tastverhaltmsse 0 dargestellt. Es wird offensichtlich, dass bei
der VergroBerung von T} die Hullkurve qualitativ ihre Form behilt. Der auf der w-
Achse gemessene Abstand wy = QT—: zwischen den Spektrallinien verkleinert sich
und die Amplituden |F}| werden kleiner. Diese Beobachtung gilt allgemein: Beim
Ubergang vom periodischen zum nichtperiodischen Signal wird aus dem diskreten
ein kontinuierliches Spektrum. Das heif3t, zur Darstellung nichtperiodischer Funk-
tionen reichen Sinusfunktionen, deren Kreisfrequenzen w ganzzahlige Vielfache der
Grundfrequenz wg darstellen, nicht mehr aus. Es sind unendlich viele Sinusfunk-
tionen mit allen reellen Frequenzen w notwendig.

Da die Betriage der komplexen Amplituden F}, fiir 7y — oo immer kleiner wer-
den, geht man dazu iiber, mit der auf die Frequenz fy = + = 52 bezogenen Am-

T
plitude F'(jkwp) zu rechnen: ’

F = )
Fjken) = gt = [ | f0ye ikt at
S
Fiir Ty — oo gilt
2w
wg=— —dw und kwy— w,
Ty

d. h., der Abstand wq der Spektrallinien auf der w-Achse geht in den differenziellen
Abstand dw iiber und an Stelle der diskreten Kreisfrequenzen w = kwg muss mit der
kontinuierlichen Variablen w gerechnet werden. Aus F'(jkwp) entsteht

Fouriertransformation:  F(jw) = / f(t)e 7t dt. (6.22)
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Fk
A y
T, 1 T, sin (wT/2)
o ) T, = T / T, T, /2
L, A
;o I 4 RERE
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— > —=1/8 —=Tl11
T, 0
E Al
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T, 16 Spektrallinien

Abb. 6.4: Spektrum von Pulsfolgen verschiedener Tastverhiltnisse %)

Auf der rechten Seite dieser Gleichung steht das Fourierintegral. F'(jw) heifit Fou-
riertransformierte von f(t).

Das Fourierintegral existiert unter den fiir das Fouriertheorem angegebenen Vor-
aussetzungen, wobei Gl. (6.8) durch

/OO If(£)] dt < o0 (6.23)

—0o0

zu ersetzen ist (T — oo). Diese Bedingung besagt, dass die Funktion f(¢) abso-
lut integrierbar sein muss. Funktionen, die dieser Bedingung geniigen, werden im
Folgenden als ,,stabile Funktionen‘ bezeichnet. Der Grund fiir diese Wortwahl wird
im Kap. 8 offensichtlich werden, wenn dort gezeigt wird, dass die Gewichtsfunktion
stabiler Systeme wie auch die bei vielen stabilen Systemen auftretenden Signale die
Bedingung (6.23) erfiillen.

Die Fouriertransformierte F'(jw) ist eine komplexwertige Funktion der reel-
len Frequenz w. |F(jw)| heiBt Amplitudendichte und arg F(jw) Spektraldichte.
Die grafischen Darstellungen von |F(jw)| und arg F'(jw) fiir w = 0...00 heifien
Amplitudendichtespektrum bzw. Phasenspektrum. Fir Amplitudendichtespektrum
wird hdufig — nicht ganz korrekt — auch Amplitudenspektrum gesagt. Als Beispiel
zeigt Abb. 6.5 das Amplitudendichtespektrum des Rechteckimpulses, der aus der in
Abb. 6.4 betrachteten Pulsfolge fiir 7; — oo hervorgeht.
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f Flje)
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T sin(wT,/2)
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Abb. 6.5: Zeitverlauf (links) und Amplitudendichtespektrum (rechts) fiir
einen Impuls

In Analogie zu den Eigenschaften (6.16) und (6.17) der Fourierkoeffizienten gilt
fiir die Fouriertransformierte

[F(w)| = [F(=jw)| (6.24)
arg F(jw) = —arg F(—jw). (6.25)

Aus dem Fouriertheorem (6.15) erhélt man die Beziehung

o
fe) = 3 gpelt g

k=—o0 27 2m

und nach dem Grenziibergang Ty — oo das Fourierumkehrintegral:

Fourierriicktransformation:

1 [ , 1 joo , (6.26)
=5 / F(jw)e’*tdw = — F(jw)e’*tdjw.
™

1o 5

—o00 —joo

Die Funktionen f(¢) und F'(jw) werden durch die Gln (6.22) und (6.26) einander
eineindeutig zugeordnet. Die Uberfiihrung vom Zeitbereich in den Frequenzbereich
und umgekehrt erfolgt durch die Fouriertransformation bzw. die Fourierriicktrans-
formation, die mit F bzw. F~! abgekiirzt werden:

F(jw) = F{f)}
f(t) = FTHF(jw)}-

Bedeutung der Fouriertransformation. Die Fouriertransformation zeigt, dass
nichtperiodische Signale als Summe sinusformiger Signale dargestellt werden kon-
nen, wobei moglicherweise alle Frequenzen w = —o0...00 vorkommen. Amplitu-
denspektrum und Phasenspektrum sind kontinuierlich.
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Gleichung (6.26) stellt eine Zerlegung der Funktion f(t¢) in Elementarsignale

) o dwt

F(jw)e o

dar. Bei der Anwendung muss man sich stets vor Augen halten, dass es sich bei

F(jw) um die Amplitudendichte, also um eine auf einen differenziell kleinen Fre-

quenzbereich bezogene Amplitude der Sinusfunktionen handelt. Im Gegensatz dazu

beschreiben die Koeffizienten Fj, oder C der Fourierzerlegungen (6.15) bzw. (6.7)
die absolute Amplitude einer einzelnen Sinusschwingung.

Dieser Unterschied hat beispielsweise zur Folge, dass zwar die Fourierzerlegung
einer reinen Sinusfunktion sin wy? moglich ist, nicht jedoch die Fouriertransforma-
tion. Aus mathematischer Sicht ist dies offensichtlich, denn fiir eine Sinusfunktion
ist die Bedingung (6.23) nicht erfiillt. Fiir das Verstindnis des Sachverhaltes, dass
eine Sinusschwingung nicht durch die Fouriertransformation in eine Summe von Si-
nusschwingungen zerlegt werden kann, ist wichtig zu beachten, dass die Zerlegung
natiirlich auf eine einzige Sinusschwingung fiihrt und deshalb die auf den verwende-
ten Frequenzbereich bezogene Amplitudendichte fiir die Frequenz wy der zu zerle-
genden Sinusfunktion unendlich groB ist, also einen Diracimpuls § (w — wy) darstellt.

Aufgrund dieser Eigenschaften der Signalzerlegung in Sinusschwingungen wird
der folgende Abschnitt zwei Dinge zeigen. Einerseits wird offensichtlich werden,
dass das Systemverhalten dadurch beschrieben werden kann, dass sinusformige
Eingangs- und Ausgangssignale miteinander verglichen und daraus die Verstirkung
und die Phasenverschiebung des Systems ermittelt werden. Beide Grofien sind fre-
quenzabhingig und bilden den Frequenzgang G(jw). Fiir lineare Systeme ist der
Frequenzgang eine vollstindige Beschreibung des E/A-Verhaltens, also eine alterna-
tive Modellform zur Differenzialgleichung oder zum Zustandsraummodell.

Andererseits wird offensichtlich werden, dass die dem Fouriertheorem bzw. der
Fouriertransformation zu Grunde liegenden Voraussetzungen fiir die weitere Analyse
dynamischer Systeme und fiir den Reglerentwurf zu einschréinkend sind. Das bereits
genannte Beispiel, dass sinusformige Eingangssignale nicht der Fouriertransforma-
tion unterworfen werden konnen, macht diesen Sachverhalt deutlich. Deshalb wird
die im Folgenden erlduterte Vorgehensweise anschlieSend unter Verwendung der La-
placetransformation verallgemeinert, wodurch eine Zerlegung beliebiger Signale in
aufklingende und abklingende Sinusfunktionen stattfindet.

6.3 Frequenzgang

6.3.1 Verhalten linearer Systeme bei sinusformigen Eingangssignalen

Es wird jetzt ein stabiles lineares System unter dem Einfluss des sinusformigen Ein-
gangssignals

u(t) = a sin(wt + ¢y)
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_ (,jgem) eIt 4 (jgefm) o —Jwt
= Uel®t 4 U*e It (6.27)

untersucht, wobei u die (reelle) Amplitude und U, U* die konjugiert komplexen
Amplituden der Exponentialdarstellung sind, die den Klammern in der zweiten Zei-
le den beiden Klammern entsprechen. Betrachtet man den Systemausgang fiir eine
grofe Zeit ¢, so wird er nur noch von der stationiren Bewegung ys des Systems be-
einflusst, da das Ubergangsverhalten y; abgeklungen ist. Entsprechend Gl. (5.113)
ldsst sich yg in der Form

ys(t) = Ye ¥ + Y*e I = g sin(wt + ¢y) (6.28)

darstellen, wobei die Amplituden Y und Y* konjugiert komplex sind.

%t — G(jw) > — y t

Abb. 6.6: Definition des Frequenzgangs

Im Folgenden sollen die Amplituden Y und Y* aus der E/A-Beschreibung
y=g*u

des Systems bestimmt werden. Als Voriiberlegung dazu wird zunichst die Ubertra-
gung einer einzelnen e-Funktion

u(t) = elwt

betrachtet. Aus dem Faltungsintegral erhélt man

y(t)z/ g(r)ult - 7) dr

/ g(T ejw(t ) dr
0

[e%¢] t
/ g(T e]‘*’ (t=7) d7+/ g(T )ejw(t*T) dr
0

00 t ) )
/ g —]UJT dr e]wt / g —]wT dr e]wt.
0 00

ys (1) v (t)
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Beachtet man, dass der zweite Term fiir ¢ — oo aufgrund des immer kleiner wer-
denden Integrationsintervalls verschwindet, so ist offensichtlich, dass der erste Sum-
mand das stationzire Verhalten und der zweite Summand das Ubergangsverhalten des
stabilen Systems beschreibt. Fiir die folgenden Betrachtungen ist also nur der erste
Summand mafgebend:

w(t) = ( /O " gr)eier dT) edut

In diesem Summand tritt die Fouriertransformierte

Frequenzgang: G(jw) = F(g(t)) (6.29)

der Gewichtsfunktion g(t) auf (vgl. Gl. (6.22)). Folglich gilt
ys(t) = G(jw) e " (6.30)

G(jw) heiBt der Frequenzgang des Systems.

Das uneigentliche Integral fooo g(7) e 73T dr existiert, wenn die Gewichtsfunk-
tion die Bedingung (6.23) erfiillt. Diese Voraussetzung ist bei stabilen Systemen stets
erfiillt (vgl. Satz 8.2 auf S. 383).

Nach diesen Voriiberlegungen kann die Ubertragung eines sinusformigen Ein-
gangssignals (6.27) schnell abgehandelt werden. Da sich das Eingangssignal aus
zwei Summanden zusammensetzt und sich die AusgangsgroBe des linearen Systems
aus der Summe der von beiden Summanden erzeugten Ausgangssignale berechnen
lasst, erhédlt man

ys(t) = U G(jw) e ¥t + U* G(—jw) e I+%
Aus einem Vergleich mit Gl. (6.28) erhilt man die gesuchten Amplituden:

Y = UG(jw) 6.31)
Y* = U"G(jw).

Wie man unter Beachtung der Eigenschaften (6.24) und (6.25) fiir G(jw) sieht, sind
die beiden Amplituden Y und Y'* tatsdchlich konjugiert komplex. Auflerdem sieht
man, dass diese Amplituden von der Frequenz w abhiéngig sind und man deshalb ge-
nauer Y (jw) und Y*(jw) schreiben muss. Dass diese Abhiingigkeit besteht, ist der
Grund fiir dieses ausfiihrliche Kapitel. Gleichung (6.31) zeigt ndmlich, dass der Zu-
sammenhang zwischen U und Y von der verwendeten Frequenz w abhingig ist. Die
Amplitude Y der Ausgangsgrofe eines Systems hidngt nicht nur von der Amplitude
U der EingangsgroBe, sondern auch davon ab, wie gut das System die betrachtete
Frequenz w iibertrigt. Selbst wenn also die Amplitude Y der Eingangsgrofle (6.27)
fiir alle Frequenzen gleich groB ist, ist die Amplitude Y der Ausgangsgréfie von der
Frequenz abhingig.
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Fiir das stationdre Verhalten ys erhilt man mit der Zerlegung des komplexen
Frequenzganges in der Form

G(jw) = |G(jw)| e7?U), (6.32)

wobei |G(jw)| die Amplitude und ¢(jw) das Argument des Frequenzganges be-
zeichnet, die Beziehung

ys(t) = |G(jw)| usin(wt + ¢y + P(jw)). (6.33)

Dabei werden @ und ¢,, durch die EingangsgroBe und G(jw) und ¢(jw) durch das
System vorgegeben.

Interpretation des Frequenzganges. Entsprechend Gl. (6.33) beschreibt der Fre-
quenzgang, wie ein dynamisches System eine sinusformige Eingangsgrofle iiber-
trigt, wobei nur das stationidre Verhalten beriicksichtigt wird. |G (jw)| ist ein MaB}
fiir die Amplitudenverinderung. Es kann als frequenzabhingiger Verstirkungsfaktor
aufgefasst werden, denn man erhilt es aus dem Verhiltnis der Amplituden der sinus-
formigen Ausgangsgrof3e und der sinusformigen Eingangsgrofle mit der Frequenz w

_ M

NIRS

(6.34)

(vgl. Gln. (6.27), (6.28) und (6.33)). Das Argument von G(jw) stellt die Phasenver-
schiebung dar

arg G(jw) = ¢(jw) = ¢y — ¢y = argy — arg U,

mit der sinusformige Signale tibertragen werden. In dlteren Literaturstellen wird an
Stelle von arg G oder ¢ auch das Symbol ZG gebraucht. Amplituden- und Phasen-
beziehung ergeben

Frequenzgang: G(jw) =

(6.35)

wobei die Frequenzabhingigkeit aller drei Groflen explizit angegeben ist.

Die Phasenverschiebung ist i. Allg. negativ, so dass ¢y < ¢y gilt und arg G(jw)
also typischerweise negativ ist. Zu den Ausnahmen gehoren phasenanhebende Kor-
rekturglieder, bei denen die Phasenverschiebung fiir bestimmte Frequenzen w positiv
ist. Das negative Vorzeichen der Phasenverschiebung eines Systems ist Ausdruck der
Verzogerung, mit der dieses System das FEingangssignal iibertrigt. Das Ausgangs-
signal als Wirkung folgt dem Eingangssignal als Ursache der Systembewegung mit
einiger ,,Verspatung“. Die Sinusfunktion (6.28) eilt der Funktion (6.27) nach. Die
grafische Darstellung der Ausgangsgrof3e ist gegeniiber der der Eingangsgrofie ent-
lang der Zeitachse nach rechts verschoben.
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Betrachtet man Eingangssignale mit unterschiedlicher Kreisfrequenz w, so neh-
men |G| und ¢ i. Allg. verschiedene Werte an. Beide GroBen konnen deshalb als
Funktion der Kreisfrequenz w aufgefasst werden. Man spricht dann vom Amplitu-
dengang |G(jw)| und vom Phasengang ¢(jw). Beide Funktionen zusammen stellen
den Frequenzgang des Systems dar. Da die Frequenz w stets als Produkt mit j auftritt,
hat es sich eingebiirgert, sie als unabhéngige Variable jw zu schreiben. Man hitte na-
tiirlich auch G(w) schreiben koénnen. Mit der hier verwendeten Bezeichnungsweise
ist spiter auch die Laplacetransformation einfacher darzustellen.

Der Frequenzgang iiber den gesamten Frequenzbereich w = 0...00 betrachtet
ist eine eindeutige Beschreibung des E/A-Verhaltens des Systems. Das heif3t, dass
an Stelle der Differenzialgleichung (6.36) (mit verschwindenden Anfangsbedingun-
gen!) oder der Gewichtsfunktion auch der Frequenzgang zur Berechnung der Aus-
gangsgrofe herangezogen werden kann.

Experimentelle Bestimmung des Frequenzganges. Aus den bisherigen Betrach-
tungen kann man auch erkennen, wie der Frequenzgang fiir ein gegebenes unbekann-
tes System experimentell bestimmt werden kann. Man legt fiir eine bestimmte Kreis-
frequenz w die sinusformige Eingangsgrofie (6.27) an das System an und wartet, bis
das Ubergangsverhalten abgeklungen ist, bis sich also die Amplitude der Ausgangs-
groBBe von Periode zu Periode nicht mehr dndert. Dann zeichnet man das Eingangs-
und das Ausgangssignal in dasselbe Diagramm. ¢ liest man als Maximalwert von
y(t) ab (Abb. 6.6) und berechnet daraus den Betrag des Frequenzganges entspre-
chend GI. (6.34). Zur Bestimmung von ¢, vergleicht man die Zeitpunkte gleicharti-
ger Nulldurchginge der Eingangs- und Ausgangsgrofien. Hat v einen Nulldurchgang
bei T und y seinen nichsten Nulldurchgang bei 7", so gilt ¢, = w(T —T") (Vorsicht
bei positiver Phasenverschiebung bzw. bei ¢, > 360°!).

Beispiel 6.1 Frequenzgang eines Feder-Masse-Schwingers

Zur Illustration des Begriffes des Frequenzganges wird der im Beispiel 4.2 auf S. 60
beschriebene Feder-Masse-Schwinger fiir die Parameter m = 0,2kg, ¢ = 1N/m und
d = 0,8 Ns/m bei sinusformiger Erregung u(t) = sin(wt) cm betrachtet. Die Eingangs-
und Ausgangsgrofie werden im folgenden in Zentimetern und die Frequenz in Hertz gemes-
sen.

Abbildung 6.7 zeigt das Ergebnis von drei Experimenten, bei denen der Schwinger aus
der Ruhelage durch die Eingangsgrofe mit den Frequenzen w = 0,4, w = 2,1 bzw.w =5
erregt wurde. Aufgrund der gewihlten Zeitachsen erscheint die gestrichelt dargestellte Ein-
gangsgroBe fiir alle drei Fille in derselben Weise. Das Ubergangsverhalten ist nach vier
Perioden abgeklungen, so dass die Werte des Frequenzganges an dem gepunktet eingetra-
genen Koordinatensystem abgelesen werden konnen.

Die Abbildung zeigt, dass fiir kleine Frequenzen die Bewegung der Masse der Bewe-
gung des oberen Federendes ohne Verzdgerung folgt, so dass y(¢) ~ wu(t) gilt (vgl. Abb. 4.3
auf S. 61). Damit erhilt man

|G(j0,4)| =1 und arg(G(j0,4)) = 0.

Beim zweiten Experiment ist die Amplitude der Ausgangsgroe grofer als die der Ein-
gangsgrofe, d. h., die Masse bewegt sich mit groflerer Amplitude als das obere Federende.



6.3 Frequenzgang 223

y, u incm Yy, u incm y, u incm

tins

Abb. 6.7: Verhalten eines Feder-Masse-Schwingers bei sinusformiger
Erregung unterschiedlicher Frequenz

Aulerdem folgt die Masse der Eingangsgrof3e nur mit einer zeitlichen Verzogerung, die man
beispielsweise aus einem Vergleich der Nulldurchgiinge beider Grofen ablesen kann. Diese
Zeitverzogerung von ca. 0,6 Sekunden entspricht bei der verwendeten Frequenz einer Pha-
senverschiebung von etwa —90°, wie man aus einem Vergleich der Verzogerungszeit mit
der Periodendauer erkennen kann. Es gilt also

|G(52,1)| =~ 1,9 und arg(G(52,1)) =~ —90°.

Bei sehr hohen Frequenzen bewegt sich die Masse nur mit kleiner Amplitude und eilt der
Eingangsgrofe noch weiter nach. Aus dem Diagramm kann man die Werte

|G(55)] = 0,2 und arg(G(j5)) = —180°.

ablesen.

Das Beispiel zeigt fiir den Feder-Masse-Schwinger, dass sich Amplitude und Phasen-
veschiebung in Abhingigkeit von der Frequenz w dndern, wobei die Amplitude der Aus-
gangsgroBe groBer oder kleiner als die Amplitude der EingangsgroBe ist, wihrend die Pha-
senverschiebung bei Frequenzerhhung zunimmt. O

6.3.2 Berechnung des Frequenzganges

Es wird nun untersucht, wie der Frequenzgang aus der Differenzialgleichung (4.3)

n q
an% + ..+ al% + apy(t) = bq% + .+ bl% + bou(t) (6.36)
bestimmt werden kann. Auf die sinusformige EingangsgroBe (6.27) antwortet das
System mit einer Ausgangsgrofle, deren stationédrer Anteil die Form (6.28) hat. Um
zu G(jw) zu kommen, muss mit Hilfe der Differenzialgleichung die komplexe Am-
plitude Y der stationdren Losung ys fiir eine vorgegebene komplexe Amplitude U
der Eingangsgrofe bestimmt werden. Der Rechenweg vereinfacht sich, wenn man
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dabei zunichst nur die ersten Terme der Eingangsgrofe (6.27) und der Ausgangs-
grofle (6.28) betrachtet.
Fiir die Differenziation der e-Funktionen gilt

d¢ e_]wt

ar (jw)' 7!

und folglich
d—iUej“’t =U(jw)' et und d—iYej“’t =Y (jw)ied¥t
dt? dt? '

Dies in die Differenzialgleichung (6.36) eingesetzt, die auch fiir y = y; gilt, ergibt
die Beziehung

Y (an(jw)™ + an-1(jw)" " + ... + a1 (jw) + ag) €7+
= U (by(jw)? + bg—1(jw)™" + ... + b1 (jw) + by) e3¢,
die fiir alle Zeitpunkte ¢ genau dann erfiillt ist, wenn die Gleichung

by (jw)? + by—1 (W)L + ..+ 51§ b
an(Jw)™ 4 a1 (Jw) 1 4+ ... + a1 (Jw) + ag

gilt. Entsprechend Gl. (6.35) folgt daraus fiir den Frequenzgang G(jw) die Bezie-
hung

bq(jw)? + bg—1(jw)~! + ... + bi(jw) + bo
an(Jw)™ + an_1(jw)* 1 + ... + a1 (jw) + ag’

G(jw) = (6.38)

Diese Gleichung macht deutlich, dass G — wie erwartet — tatsichlich von der Kreis-
frequenz w abhingt. Diese Abhidngigkeit wird auf der rechten Seite der Gleichung
durch eine gebrochene rationale Funktion der unabhingigen Variablen jw darge-
stellt.

Aufgabe 6.1  Experimentelle Bestimmung der Differenzialgleichungskoeffizienten

Bei den Experimenten entsprechend Abb. 6.6 sollen sinusformige Eingangssignale unter-
schiedlicher Frequenz verwendet werden. Wie konnen die Koeffizienten a; und b; der Dif-
ferenzialgleichung (6.36) auf diese Weise experimentell bestimmt werden? O

6.3.3 Eigenschaften und grafische Darstellung

Die Beziehung (6.38) zeigt, dass der Frequenzgang G(jw) eine gebrochen ratio-
nale Funktion ist, wobei fiir technisch interessante Systeme der Zihlergrad ¢ den
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Nennergrad n nicht iibersteigt: ¢ < n. Fiir w = 0 ist G(jw) eine reelle Zahl, die
entsprechend Gl. (5.94) gleich der statischen Verstarkung kg des Systems ist:
bo

G(O) = > = (6.39)

Fiir w — oo ist G(jw) ebenfalls reellwertig:

0 fir g <n
lim G(jw) =

w— 00

S—Z:d fiir g=n (6.40)
Das heiflt, dass nicht sprungfihige Systeme Signale sehr hoher Frequenzen nicht
iibertragen konnen. Fiir sprungfihige Systeme néhert sich |G(jw)| dem direkten
Durchgriff der EingangsgroBe auf die AusgangsgroBe. Der Wert ba jst gleich dem
Parameter d im Zustandsraummodell (4.45), wie aus Gl. (4.67) ers1cht11ch wird,
wenn man beriicksichtigt, dass diese Gleichung fiir eine Differenzialgleichung mit
a, = 1 abgeleitet wurde.

Weitere wichtige Eigenschaften des Frequenzganges werden durch die Bezie-
hungen

G(=jw)| = [G(jw)| (6.41)
arg G(—jw) = —arg G(jw) (6.42)

beschrieben, die entsprechend Gln. (6.24), (6.25) jede Fouriertransformierte besitzt.

Abb. 6.8: Ortskurve eines nicht sprungfihigen Systems

Ortskurve. Die Ortskurve ist die grafische Darstellung von G (jw) in der komple-
xen Ebene fiir w = — o0...00, wobei man sich aufgrund der Beziehungen (6.41)
und (6.42) meist auf das Intervall w = 0...0c0 beschrinkt. Fasst man den Frequenz-
gang als Zeiger mit der Linge |G(jw)| und dem Winkel ¢(jw) auf, so beschreibt
die Zeigerspitze die Ortskurve des Systems, wenn w von null an vergroBert wird.
Abbildung 6.8 zeigt ein Beispiel. Aufgrund der Eigenschaften (6.41) und (6.42) geht
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die Ortskurve fiir den Frequenzbereich w = —o0...0 (in der Abbildung gestrichelt
dargestellt) aus der fiir w = 0 ... co gezeichneten Ortskurve durch Spiegelung an der
reellen Achse hervor.

Entsprechend Gl. (6.39) beginnt die Ortskurve bei der statischen Verstiarkung k.
Fiir hohe Frequenzen nihert sich die Ortskurve fiir nicht sprungfihige Systeme dem
Ursprung der komplexen Ebene bzw. fiir sprungfihige Systeme dem Punkt d auf der
reellen Achse, der durch den Durchgriff bestimmt wird (vgl. Gl. (6.40)).

Imag 0

-2 0 2 4 6
Real

Abb. 6.9: Ortskurve mit Angabe ausgewihlter Frequenzen

Um sehen zu konnen, wie ,,schnell die Ortskurve durchlaufen wird, sind in
Abb. 6.9 fiir ein Beispiel ausgewéhlte Punkte mit der dazugehorigen Frequenz ver-
sehen. Offensichtlich wird der Hauptteil der Ortskurve nur durch ein kleines Fre-
quenzintervall bestimmt. Die Werte von w zwischen 0 und oo sind also keinesfalls
gleichmiBig tiber die Ortskurve verteilt.

Frequenzkennliniendiagramm. Das Frequenzkennliniendiagramm (BODE-Dia-
gramm?®) umfasst getrennte Darstellungen des Betrages und der Phase des Frequenz-
ganges in Abhéngigkeit von der Kreisfrequenz w. Die beiden Kennlinien werden als
Amplitudengang (Amplitudenkennlinie) bzw. Phasengang (Phasenkennlinie) be-
zeichnet.

Da sich der fiir praktische Aufgaben interessante Frequenzbereich iiber mehre-
re Zehnerpotenzen erstreckt und sich der Betrag des Frequenzganges um mehrere
GroBenordnungen verédndert, wird fiir beide Groflen mit logarithmischen Maf3stéiben
gearbeitet. Die Amplitudenkennlinie stellt also den (meist dekadischen) Logarith-
mus des Amplitudenganges in Abhingigkeit vom Logarithmus der Kreisfrequenz
dar (Ig |G|-lg w-Diagramm). Auf der Abszissenachse wird die Kreisfrequenz w mit
einer logarithmischen Skala oder lg w mit einer linearen Skala aufgetragen. Die Or-

3 HENDRIK WADE BODE (1905 — 1982) amerikanischer Elektrotechniker, fiihrte wichtige,
heute in der Regelungstechnik genutzte Analyseverfahren fiir elektrische Netzwerke ein.
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dinatenachse wird i. Allg. linear geteilt und der Amplitudengang in Dezibel (dB)
aufgetragen, wobei sich der in Dezibel angegebene Betrag |G|qp aus dem dimensi-
onslosen Betrag |G| des Frequenzganges entsprechend

|G|dB =20 1g ‘G| (6.43)

berechnet (Abb. 6.10 oben)*. Fiir den technisch interessanten Wertebereich fiir |G|
erhélt man folgende Entsprechungen:

[€

100 40
10 20
1 0
0,1 -20
0,01 | 40

Um die Zuordnung ausgewihlter Werte von |G| zu |G|qp zu verdeutlichen, wurden
in Abb. 6.10 zwei Ordinatenachsen gezeichnet, von denen man in der Regel jedoch
nur eine verwendet.

|Glus 4 1G]
20 1 10
0.1 1\ 10 w
t t t >
011 -1 0 1 lgw
-20 7 0.1
¢ A
0.1 1 10 w
0° : % | >
-1 0 1 lgw
-90° +

Abb. 6.10: Bodediagramm: Darstellung des Amplitudengangs (oben) und des
Phasengangs (unten) in logarithmischer Darstellung

4 Der Beziehung (6.43) liegt die Definition des logarithmischen MaBes Bel zu Grunde, wo-
nach fiir ein dimensionsloses Spannungsverhiltnis & gilt: |k|ge1 = lg | k| (wobei lg = log;,
den dekadischen Logarithmus bezeichnet). Will man nun im Bodediagramm mit |G/|? (an
Stelle von |G]) ein Ma8 fiir die Energie logarithmisch auftragen und geht zur Einheit Dezi-
bel = 1/10 Bel iiber, so erhilt man |G|qp = 101g |G|* = 201g |G|. Diese Einheit ist nach
dem amerikanischen Erfinder ALEXANDER GRAHAM BELL (1847 — 1922) benannt.
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Die Phasenkennlinie ist die Darstellung der Phase ¢ als Funktion des Logarith-
mus der Kreisfrequenz (¢-lg w-Diagramm; Abb. 6.10 unten).

Die grafische Konstruktion der Ortskurve anhand eines gegebenen Bodedia-
gramms ist leicht moglich. Man wihlt sich ausgezeichnete Punkte auf der Frequenz-
achse und liest am Bodediagramm Amplitude und Phase ab. Trigt man diese als
Zeiger in die komplexe Ebene ein, so kann man den Verlauf der Ortskurve gut ap-
proximieren. Auf dem umgekehrten Weg ist die Konstruktion des Bodediagramms
anhand der Ortskurve nicht ganz so einfach, weil die Frequenz w als Parameter an
der Ortskurve nicht explizit angegeben ist.

6.4 Laplacetransformation

6.4.1 Definition

Die Laplacetransformation dient in dhnlicher Weise wie die Fouriertransformation
der Zerlegung einer gegebenen Funktion f(¢) in Elementarsignale. Die folgenden
Betrachtungen zur Laplacetransformation stellen unmittelbare Parallelen zum Ab-
schn. 6.2 dar.

Fiir die Behandlung dynamischer Systeme hat die Fouriertransformation die Be-
schrinkung, dass die zu transformierenden Funktionen die dirichletschen Bedingun-
gen zu erfiillen haben und folglich Gl. (6.23)

| isnar <o

— 00

gelten muss. Das bedeutet, dass die Funktion f () fiir groBe Zeit ¢ gegen null gehen
muss und demzufolge Signale, die bei instabilen Systemen auftreten, nicht transfor-
miert werden konnen. Auch fiir die in der Regelungstechnik hiufig als Eingangsgro-
Be verwendete Sprungfunktion o () existiert keine Fouriertransformierte.

Aus diesem Grund wird an Stelle des Signals f(t) das modifizierte Signal

FOy=fme™, 620
betrachtet. Fiir dieses Signal ist die dirichletsche Bedingung

| vwna= [ iaeta <o

— 00 — 00

erfiillt, wenn ¢ hinreichend grof gewihlt ist und | f(#)| nicht stirker als exponentiell
wichst. Auf f(¢) kann folglich die Fouriertransformation (6.22) angewendet werden,
womit man

F(jw) = /jo f(t)e %t dt

_ / f(t) e—(é-i-jw)t dt
= F(§+ jw)
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erhilt. Die Fouriertransformierte F'(jw) der modifizierten Funktion f(t) entsteht al-
so aus der Fouriertransformierten F'(jw) der Funktion f(t), indem jw durch § + jw
ersetzt wird. Nach Einfiihrung der komplexen Frequenz

s=0+ jw

heiflt der letzte Teil der Gleichung
oo
F(s) = / f(t)e stdt. (6.44)
— 0o

Dieses Integral heilt zweiseitiges Laplaceintegral. Es beschreibt die zweiseitige La-
placetransformation, aus der fiir eine gegebene Funktion f(¢) die Laplacetransfor-
mierte F'(s) berechnet wird. f(¢) heifit auch Originalfunktion und F'(s) Bildfunk-
tion.

Formal wird der Ubergang von der Fouriertransformation zur Laplacetransfor-
mation vollzogen, indem man die Frequenz jw durch die komplexe Frequenz s er-
setzt. Deshalb kann man aus der Laplacetransformierten die Fouriertransformierte
dadurch gewinnen, dass man s durch jw ersetzt. Dies gilt jedoch, streng genom-
men, nur fiir ,,stabile Funktionen®, die die dirichletschen Bedingungen erfiillen und
fiir die folglich sowohl die Fouriertransformierte als auch die Laplacetransformierte
existiert.

Da fiir alle Signale vorausgesetzt wird, dass sie fiir ¢ < 0 verschwinden, verein-
facht sich das zweiseitige Laplaceintegral zu

Laplacetransformation: F(s) = / f(t)e st dt. (6.45)
-0

Dieses Integral wird einseitiges Laplaceintegral genannt und die dargestellte Trans-
formation einseitige Laplacetransformation. Die untere Integrationsgrenze —0 be-
deutet, dass ein bei t = 0 in f(¢) moglicherweise auftretender Diracimpuls in die
Integration einbezogen wird.

Die Laplacetransformation wird durch das Symbol £ oder das ,,Hantelsymbol*
e—o dargestellt. Man schreibt dann fiir den Zusammenhang von Zeitfunktion f(¢)
und Laplacetransformierter F'(s)

F(s) = L{f(t)}

oder
F(s) oo f(1).

Ahnlich wie bei der Fouriertransformation spricht man bei f(¢) von der Original-
funktion bzw. von der Darstellung der Funktion f im Zeitbereich oder Originalbe-
reich und bei F'(s) von der Bildfunktion bzw. von der Darstellung der Funktion f im
Frequenzbereich, s-Bereich oder Bildbereich. Im Folgenden wird fiir die Zeitfunk-
tion stets ein kleiner und fiir die Bildfunktion ein groler Buchstabe verwendet.
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Die Laplacetransformierte F'(s) ist eine dquivalente Beschreibung der Zeitfunk-
tion f(t) (sofern F'(s) existiert), d. h., der Funktion f(¢) im Zeitbereich ist eindeutig
eine Funktion F(s) im Frequenzbereich zugeordnet und umgekehrt. Wichtige Funk-
tionen und ihre Laplacetransformierten sind in Korrespondenztabellen angegeben, so
dass es nicht notwendig ist, das Laplaceintegral in jedem Falle selbst auszurechnen
(Anhang 6).

Jw

Abb. 6.11: Konvergenzhalbebene

Konvergenz des Laplaceintegrals. Das Laplaceintegral konvergiert nur dann, wenn
der Realteil der komplexen Frequenz s hinreichend grofl gewdhlt ist, so dass die
Funktion f(t) = f(t)e %" absolut integrierbar ist (vgl. Gl. (6.23)). Der kleinste
Wert von § = Re{s}, fiir den das Laplaceintegral konvergiert, wird minimale Kon-
vergenzabszisse genannt und mit Jy bezeichnet. Fiir dieses Jy erfiillt die Funktion
f(t) fiir eine geniigend groB gewiihlte reelle Zahl a die Bedingung

If)] <ae®™, — t>0. (6.46)

Das Laplaceintegral konvergiert dann fiir alle s, deren Realteil nicht kleiner als dq ist.
Diese Werte von s stellen die in Abb. 6.11 grau gezeichnete Konvergenzhalbebene
dar. Es kann gezeigt werden, dass die Laplacetransformierte F'(s) in der Konver-
genzhalbebene eine analytische Funktion in s ist. Fiir die in der Regelungstechnik
interessanten Funktionen f(¢) kann man stets davon ausgehen, dass es eine Konver-
genzhalbebene gibt.

Beispiel 6.2 Laplacetransformation einiger Funktionen

Fiir die Sprungfunktion u(t) = o(¢) fiihrt das Laplaceintegral auf

oo _5t [eS)

e .
= — (coswt — jsinwt)| = -
§ 0

[e's} —st

z:{a(t)}:/ o(t)e tdt= -2

—0 S

0

mit s = ¢ 4+ jw. Da das Integral auf Sinusschwingungen fiihrt, existiert die Laplacetrans-
formierte nur fiir Re{s} = 6 > 0. Demgegeniiber existiert die Fouriertransformierte nicht.
Fiir den Diracimpuls erhélt man

+0

L{é(t)}:/j 5(t)e dt:/ 5(t)dt = 1. (6.47)

—0
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Die Laplacetransformierte ist fiir beliebige s definiert.
Fiir die Exponentialfunktion

ro={% 1%

0 t<0

konvergiert das Laplaceintegral fiir § > do = a und ergibt

oo

c{f(t)) = / 6.48)

—0

oo
eate—st dt:/ e—(s—a)t dt =
-0

Ss—a

Die Laplacetransformierte existiert fiir Re{s} > a. O

Die Laplacetransformierte F'(s) ist in der Konvergenzhalbebene eine regulire
Funktion, die in eine Potenzreihe entwickelt werden kann. Sie kann deshalb iiber die
Konvergenzebene hinaus in den verbleibenden Teil der komplexen Ebene analytisch
fortgesetzt werden. Beispielsweise konvergiert das Laplaceintegal der Funktion e %!
nur fir Re{s} > a. Die Laplacetransformierte ﬁ kann aber mit Ausnahme von
s = a auch fiir Re{s} < a fiir alle Rechnungen verwendet werden. Fiir den prak-
tischen Gebrauch spielt es keine Rolle, dass das Integral (6.48) dort nicht existiert,
denn der Definitionsbereich der Funktion si—a umfasst auch diesen Bereich aufBler-
halb der Konvergenzhalbebene.

Im Folgenden wird deshalb davon ausgegangen, dass die Laplacetransformierte
in einer Halbebene konvergiert und in die andere Halbebene — bis auf singulidre Punk-
te — fortgesetzt werden kann. Indem man die Laplacetransformierte zusammen mit
ihrer Fortsetzung tiber die Konvergenzhalbene hinaus verwendet, wird es moglich,
stets mit einer iiber die ganze komplexe Ebene mit Ausnahme weniger singuldrer
Punkte definierten Funktion F'(s) zu arbeiten. Dabei kann insbesondere auch fiir
instabile Systeme mit dem Frequenzgang G (jw) gerechnet werden, obwohl fiir die-
se Systeme die Fouriertransformierte F{g(¢)} = G(jw) der Gewichtsfunktion gar
nicht existiert. Das Bodediagramm und die Ortskurve haben also auch fiir instabile
Systeme eine mathematische Bedeutung.

Laplaceriicktransformation. Die Laplaceriicktransformation kann aus der Fourier-
riicktrNansformation (6.26) abgeleitet werden, wenn diese auf die modifizierte Funk-
tion F'(jw) angewendet wird:

fit) = f(t)e o = % " P(w) et dj,

Nach der Multiplikation mit e® und der Substitution s = § + jw erhilt man das
Laplaceumkehrintegral

1 d+joo
Laplaceriicktransformation: ft) = Py F(s)e*'ds. (6.49)
) d—joo
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Auch dieses Integral konvergiert fiir § > d¢. Die inverse Laplacetransformation wird
durch £~! symbolisiert.

Interpretation der Laplacetransformation. In Analogie zur Fouriertransformation
kann die Laplacetransformation als Zerlegung einer gegebenen Zeitfunktion f(¢) in
eine unendlich grof3e Zahl von Exponentialsignalen

ds

F(s) o e

fiir s = 0 + jw mit festem § und w = —o0...00 aufgefasst werden (vgl. Gl. (6.49)).
Die komplexe Amplitudendichte (,,Amplitude*) dieses Signals ist durch den ersten
Teil und das Zeitverhalten durch die Exponentialfunktion e *¢ bestimmt. Der wesent-
liche Unterschied zur Fouriertransformation besteht darin, dass Elementarsignale mit
Re{s} = 6 > 0 bzw. Re{s} = 0 < 0 verwendet werden konnen, die fiir t — oo
eine ansteigende bzw. eine abfallende Amplitude besitzen (Abb. 6.12). Wihrend fiir
die bei der Fouriertransformation verwendeten Elementarsignale die Beziehung

led“t| =1 firalle ¢

galt, gilt hier

(04jw)t

lim |e =00 fir 6 >0

t—oo
bzw.
tlirglo e (O+7@)t| — fir 6 <O.
Der Faktor e %, der die Amplitude der Sinusfunktion veréindert, beschreibt die Ein-
hiillende, die in der Abbildung gestrichelt dargestellt ist.
e %t kann als umlaufender Zeiger mit sich stéindig verdndernder Linge dargestellt
werden (Abb. 6.13).

Abb. 6.12: Funktionen y(t) = e ®' sin wt mit unterschiedlicher Dimpfung &
(oben: § > 0; Mitte: 6 = 0; unten: § < 0)
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Abb. 6.13: Darstellung der Funktion e ** durch einen rotierenden Zeiger (hier:
Re{s} > 0)

Vergleicht man die durch das Fouriertheorem, die Fouriertransformation und die
Laplacetransformation beschriebenen Zerlegungen einer Funktion f(¢) untereinan-
der, so werden folgende Merkmale und Anwendungsgebiete offensichtlich:

Zerlegungsvorschrift H Elementarsignale | Anwendungsbereich

Fouriertheorem (6.15) F e kwot periodische Funktionen

f(t) der Form (6.1)

Fouriertransformation (6.26) F(jw)492e?** | Funktionen f(t), die die

Bedingung (6.23) erfiillen

F(S) ds est

Laplacetransformation (6.49) PP

Funktionen f(¢), die die
Bedingung (6.46) erfiillen

In dieser Tabelle wurde nicht auf die Berechnungsvorschriften verwiesen, mit
Hilfe derer die Koeffizienten F}, die Fouriertransformierte F'(jw) bzw. die Lapla-
cetransformierte F'(s) berechnet werden kann, sondern auf die jeweiligen Riick-
transformationen, denn aus diesen wird offensichtlich, wie die gegebene Funktion
f(t) in eine Summe von Elementarsignalen zerlegt wird. Ein wesentlicher Unter-
schied zwischen der Fourierzerlegung und den beiden Transformationen besteht in
der Tatsache, dass die Koeffizienten F}, der Fourierzerlegung die Amplitude der Si-
nusschwingung mit der Frequenz kwq beschreiben, withrend F'(jw) und F'(s) die
Amplitudendichte darstellen, also die Amplitude bezogen auf das Frequenzintervall
dw bzw. ds.

Je , komplizierter* die Elementarsignale werden, desto ,.,komplizierter darf auch
die zu zerlegende Funktion f(t) sein. Deshalb hat die Laplacetransformation das
breiteste Anwendungsgebiet.

Es entsteht die Frage, warum der Ubergang von der (real existierenden) Zeitfunk-
tion zu den schwer vorstellbaren auf- oder abklingenden Sinusfunktionen mit kom-
plexer Amplitude einen Vorteil bei der Analyse dynamischer Systeme bringen kann.
Der wichtige Grund wurde schon mehrfach genannt: Es lisst sich sehr einfach dar-
stellen, wie ein dynamisches System Exponentialsignale e *! iibertriigt. Ein weiterer
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Grund ist die Tatsache, dass analytisch schwierig beschreibbare Zeitfunktionen f(t)
im Bildbereich zu einfach darstellbaren Funktionen F'(s) fithren konnen. Beispiels-
weise ist die nur stiickweise stetige Funktion

2 0§t<t1
f(t)z 1 1 <t<ty
0 to <t

im Laplacebereich durch die stetige Funktion
(2 —e —st1 efstg)

beschrieben. Folglich Idsst sich die Laplacetransformierte F'(s) einfacher analysie-
ren als ihr dquivalente Darstellung f(t) im Zeitbereich.

Aufgabe 6.2 Laplacetransformation des Diracimpulses

Der Diracimpuls d(¢) ist keine Funktion im eigentlichen Sinne, sondern eine Distribution
(,,Pseudofunktion®). Zur Herleitung der Laplacetransformierten (6.47) wurden die Definiti-
onsgleichung (5.96) verwendet. Uberpriifen Sie das Ergebnis, indem Sie die Laplacetrans-
formation auf die alternative Definition (5.95) anwenden. O

6.4.2 Wichtige Eigenschaften

In diesem Abschnitt werden Eigenschaften der Laplacetransformation zusammen-
gestellt, die fiir regelungstechnische Anwendungen gebraucht werden. Hier wie in
allen weiteren Kapiteln wird mit der Konvention gearbeitet, dass die mit demsel-
ben Buchstaben und demselben Index bezeichneten Funktionen durch die Laplace-
transformation ineinander iiberfithrt werden konnen, wobei der GrofSbuchstabe die
Funktion im Frequenzbereich beschreibt, also z. B.

Fi(s) e—o fi(t), F eo f

gilt. AuBBerdem sei noch einmal an die Voraussetzung erinnert, dass alle Zeitfunk-
tionen fiir £ < 0 verschwinden:

F(t)=0 fir t<0. (6.50)

Uberlagerungssatz. Die Laplacetransformation ist eine lineare Integraltransforma-
tion. Die Linearkombination zweier Zeitfunktionen fiihrt im Bildbereich auf dieselbe
Linearkombination der Transformierten:

alfl(t) + agfg(t) o—e CL1F1($) + agFQ(S). (6.51)
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Dabei sind a; und a9 beliebige reelle oder komplexe Konstanten.

Ahnlichkeitssatz. Wird die Zeitachse um den reellen Faktor a gestreckt (a > 1)
oder gestaucht (a < 1), so verindern sich Frequenz und komplexe Amplitude der

Laplacetransformierten:

f(at) o—e éF(Z) (6.52)

Dieser Satz kann aus dem Laplaceintegral durch Substitution 7 = at abgeleitet wer-
den.

Verschiebungssatz. Wird die Zeitachse um 7" nach rechts verschoben, so gilt fiir
die neue Zeitvariable ¢ = ¢ — T und fiir die Laplacetransformierte

ft')=f(t—T) o—e e " F(s) (6.53)

(Beispiel: Totzeitglied). Der Verschiebungssatz gilt auch fiir 7 < 0, wenn f(¢) die
Bedingung f(t) = 0 fiir ¢ < T erfiillt.

Diampfungssatz. Wird die Funktion f(¢) durch einen Faktor e ** gedimpft (a reell
und negativ) oder ,.entddmpft* (a reell und positiv), so gilt

e f(t) o—e /meatf(t)efst dt = /oo f(t)e (=9t g, (6.54)
0 0
also
e f(t) o—e F(s—a). (6.55)

Diese Beziehung gilt auch fiir komplexe Werte von a.

Differenziationssatz. Wird die erste Ableitung von f(t) der Laplacetransformation
unterzogen, so erhilt man

E{dﬁ?)} = /je—stdﬁiﬂdt

e F)| T, + s /j f(t)e stdt
= —f(=0) + sF(s)

(partielle Integration [udv = uv — [ v du). Also gilt

df(t)
e sF(s) — f(—0) (6.56)
und fiir hohere Ableitungen
/(1) o—e sFF(s) — s"Lf(—=0) — sF72f(=0) — ... — fFTD(—0)
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Sind alle Anfangsbedingungen f(—0), f(—0), ... gleich null, so entspricht der Dif-
ferenziation im Zeitbereich eine Multiplikation der Laplacetransformierten mit s.

Um Fehler bei der Differenziation der Signale an der Stelle ¢ = 0 zu vermeiden,
muss man die vollstindige Signaldarstellung (4.1) verwenden, also beispielsweise
anstelle von f(t) = 1 mit f(t) = o(t) arbeiten, was auf % = §(t) fiihrt.

Integrationssatz. Fiir das Integral der Funktion f(¢) erhilt man die Laplacetrans-

formierte
o0 t
/ / f(r)dre stdt
-0 Jo

c{/ot f(T)dr}
-2 /Ot foyare| N

1
S
= 1/ f(t)e st dt.
s J-o

+ / f(t)ye stdt
t=—0 -0
Also gilt der Integrationssatz

/t f(r)dr o—e 1F(s) (6.57)
0 S

fiir s # 0. Der Integration im Zeitbereich entspricht eine Division der Laplacetrans-
formierten durch s im Bildbereich.

Differenziation der Bildfunktion. Der folgende Satz zeigt, dass sich eine Differen-
ziation der Bildfunktion F'(s) im Zeitbereich durch eine Multiplikation mit der Zeit
t duBert:

k EF(s)

tk f(t) o—e (—1) < (6.58)

Faltungssatz. Die Faltung zweier Zeitfunktionen ist in Gl. (5.104) definiert:

f1x fo :/0 fi(t —7) fo(r) dr.

Der Faltungssatz besagt, dass die Faltung der Originalfunktionen einer Multiplikati-
on der Bildfunktionen entspricht:

f1% fo o—e Fy(s) Fy(s). (6.59)
Grenzwertsiitze. Der Satz vom Anfangswert betrifft die Berechnung des Grenzwer-

tes f(+0) aus der Laplacetransformierten F'(s). Unter der Voraussetzung, dass die
Funktion f(¢) und deren Ableitung f(¢) Laplacetransformierte besitzen, gilt

f(+0) = tliIEOf(t) = SILI& sF(s). (6.60)
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Der Satz vom Endwert gilt unter denselben Voraussetzungen sowie der Bedingung,
dass lim; ., f(t) existiert, und besagt

tlim f®) = liH(l) sF(s). (6.61)

Um sich die kompliziert erscheinenden Voraussetzungen beider Sétze nicht merken
zu miissen, ersetzt man sie durch die ndherungsweise dquivalenten Bedingungen,
dass die auf beiden Seiten der Gleichungen stehenden Grenzwerte existieren miissen,
damit die S#tze anwendbar sind. Der Endwertsatz ist also z. B. fiir f(¢) = sinwt
nicht anwendbar.

’ Aufgabe 6.3 Anwendungen der Eigenschaften der Laplacetransformation

1. Uberzeugen Sie sich von der Richtigkeit der Grenzwertsitze, indem Sie diese auf
fi(t) = asin(wt) und f2(t) = be " anwenden.

2. Nehmen Sie an, Ihnen sei nur die Laplacetransformierte der Sprungfunktion bekannt
(Zeile 2 in der Korrespondenztabelle im Anhang 6). Wie konnen Sie unter Ausnutzung
der Eigenschaften der Laplacetransformation aus dieser bekannten Korrespondenz die
im Anhang 6 in den Zeilen 1, 3 — 7, 9 und 10 angegebenen Korrespondenzen ableiten,
ohne das Laplaceintegral selbst zu verwenden? O

Aufgabe 6.4  Beweis des Faltungssatzes

Beweisen Sie den Faltungssatz (6.59). O

6.5 Ubertragungsfunktion

6.5.1 Definition

Im Abschn. 6.3 wurde gezeigt, dass der Frequenzgang die Ubertragungseigenschaft
eines dynamischen Systems fiir sinusformige Eingangsgroflien beschreibt. Im Fol-
genden wird diese Vorgehensweise auf Exponentialsignale erweitert und in Analogie
zum Frequenzgang die Ubertragungsfunktion eingefiihrt.

Die Ubertragungsfunktion wird definiert als Quotient der Laplacetransformierten
der AusgangsgroBe und der Eingangsgrofie des Systems:

Ubertragungsfunktion: G(s) = . (6.62)

Da die Ubertragungsfunktion zur Beschreibung des E/A-Verhaltens verwendet wer-
den soll, wird bei ihrer Definition (6.62) davon ausgegangen, dass das System kei-
ne Anfangsauslenkung besitzt, d. h., dass fiir die Differenzialgleichung (6.36) alle
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Anfangsbedingungen gleich null sind bzw. im Zustandsraummodell (4.45) der An-
fangszustand verschwindet: g = 0.
Der Wert der Ubertragungsfunktion an der Stelle s ist eine komplexe GroBe

G(s) =Re{G(s)} +iIm{G(s)}, (6.63)
die in Betrag und Phase zerlegt werden kann
G(s) = |G(s)| 7?9, (6.64)

wobei

Q
A2
»
—
I

V(Re{G()})? + (Im{G(s)})?
Im{G(s)}
Re{G(s)}

¢(s) = arctan

gilt. Die Darstellung (6.64) bezeichnet man iibrigens als Exponentialform der Uber-
tragungsfunktion. Zerlegt man die Laplacetransformierten der Eingangsgrofie und
der Ausgangsgrofie ebenfalls in Betrag und Phase

U(s) = |U(s)|ej¢>u(s)’ Y(s) = ‘Y(s”emy(s)’
so erhilt man die Beziehung

_ YO ioy () —duts))
) =) © '

Offensichtlich stellt die Ubertragungsfunktion (6.62) eine Erweiterung des Fre-
quenzganges dar, wobei jetzt auch exponentiell auf- oder abklingende Funktionen
betrachtet werden konnen. Der Frequenzgang G(jw) geht entsprechend Gl. (6.35)
durch den Grenziibergang s — jw aus der Ubertragungsfunktion hervor:

G(jw) = lim G(s).

s—jw

Interpretation der Ubertragungsfunktion. In direkter Analogie zu Gl. (6.33) kann
man bei Verwendung der Eingangsgrofie

u(t) = we’ sin(wt + ¢y) (6.65)

die Beziehung

ys(t) = |G(6 + jw)| @ e’ sin(wt + ¢y + (8 + jw)) (6.66)

ableiten. Diese Beziehung besagt, dass der Betrag |G(d + jw)| der Ubertragungs-
funktion die Verstarkung und das Argument arg G(6 + jw) = ¢(d+ jw) die Phasen-
verschiebung einer entsprechend e %t auf- oder abklingenden Sinusfunktion mit der
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Frequenz w, also einer e-Funktion mit komplexer Frequenz s, beschreibt. Dabei wird
nur das stationdre Verhalten des Systems betrachtet. Schreibt man die Signale (6.65)
und (6.66) in der Exponentialdarstellung

u(t) ﬂe(;t Sin(wt =+ ¢u) = ue Jdu 72 (e (5+Jw)t —e (5*]w)t)
J

1 . .
ys(t) = geltsin(wt + ¢y) = gjem-‘/,—? (e O+t _ o (57j“)t> ,
J

so erhilt man den Wert der Ubertragungsfunktion fiir die Frequenz s = & + jw als
Quotient der Amplituden von Ausgangssignal und Eingangssignal:

Ys (t) _ gej(by

(6.67)

Diese Beziehung ist interessant, denn sie gibt den Wert der Ubertragungsfunktion als
Quotient zweier Zeitfunktionen an. Damit diese Beziehung gilt, miissen die beiden
Signale Exponentialfunktionen sein.

Gleichung (6.67) zeigt, dass man G/(s) dhnlich wie der Frequenzgang G (jw) ex-
perimentell ermitteln kann (vgl. S. 222). An Stelle der sinusférmigen Erregung muss
jetzt mit exponentiell aufklingenden bzw. abklingenden Sinusfunktionen gearbeitet
werden. Dies ist praktisch allerdings nur fiir solche Frequenzen s =  + jw moglich,
die wesentlich langsamer abklingen als die Eigenvorginge des Systems.

Ubertragungsfunktion instabiler Systeme. Die Bezichung (6.66) zeigt, dass die
Frequenzbereichsbetrachtungen auch fiir instabile Systeme eine Bedeutung haben,
was vielleicht nicht auf den ersten Blick einzusehen ist. Erregt man ein instabiles
System sinusformig, so wichst die Ausgangsgrofle exponentiell und man kann dar-
in keinen Sinusanteil erkennen, dessen Amplitude sich nur um den Faktor |G (jw)|
von der Amplitude der EingangsgroBe unterscheidet. Gleichung (6.66) weist jedoch
darauf hin, dass fiir die Bestimmung von |G (jw)| nicht der ,,gesamte* Ausgang v,
sondern nur das stationédre Verhalten y5 betrachtet werden muss. Dieses ist auch bei
instabilen Systemen eine Sinusfunktion (wenn man davon ausgeht, dass das System
nicht in Resonanz erregt wurde, vgl. S. 171).

Beispiel 6.3 Frequenzgang eines instabilen Systems

Die Bedeutung des Frequenzganges fiir instabile Systeme verdeutlicht Abb. 6.14 fiir das im
Beispiel 5.7 betrachtete System erster Ordnung, fiir das jetzt a = 1 gesetzt wird und das
folglich instabil ist. Fiir die im oberen Teil der Abbildung gezeigte Eingangsgrofe (5.119)
erhilt man die im untersten Teil dargestellte AusgangsgroBe y(¢), die sich aus einer expo-
nentiell wachsenden Komponente y;; (t) und einer sinusfsrmigen Komponente ys (¢) zusam-
mensetzt. Fiir die Bestimmung von |G(jw)| ist nur das stationire Verhalten mafigebend, das
gegeniiber dem stabilen System aus Beispiel 5.7 unverindert geblieben ist (vgl. Abb. 5.20
auf S. 170). Obwohl die Ausgangsgrofie y unendlich grof wird, hat der Frequenzgang einen
endlichen Betrag |G(jw)|. Die Ubertragungsfunktion G(s) hat also fiir instabile Systeme
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dieselbe Bedeutung wie fiir stabile Systeme, man kann sie nur nicht mehr mit den hier
betrachteten Experimenten bestimmen. O

Abb. 6.14: Ubergangsverhalten und stationires Verhalten eines instabilen
Systems erster Ordnung

Filterwirkung dynamischer Systeme. Man bezeichnet lineare dynamische Sys-
tems auch als Filter, weil sie jede an ihren Eingang angelegte Sinusschwingung mehr
oder weniger gut iibertragen, wobei am Ausgang stets eine Sinusschwingung dersel-
ben Frequenz entsteht und das Eingangssignal beim Durchlaufen des Systems auf3er
einer Phasenverschiebung nur eine Amplitudeniinderung erfihrt. Ob |G (5 +jw)| gro-
Ber oder kleiner als eins ist, hingt vom System und von der betrachteten Frequenz
s =40+ jw ab.

Wenn das betrachtete System eine Regelstrecke ist, die man ndherungsweise als
einen Tiefpass beschreiben kann, so , filtert” sie schnelle Stellgroenénderungen aus,
d. h., die Regelstrecke ist zu trige, um auf diese schnellen StellgréBendnderungen
zu reagieren. Dies erweist sich oft als eine entscheidende Schranke in Bezug auf
die Zeit, in der die RegelgroBe einer vorgegebenen Sollwertinderung folgen kann.
Andererseits wirkt die Regelstrecke auch als Filter in Bezug zu ihren Storgrofen.
Hochfrequente Storungen haben deshalb u. U. gar keinen nennenswerten Einfluss auf
das Verhalten der Regelstrecke und die Regelung muss gar nicht auf diese Stérungen
reagieren.

Andererseits kann man auch den Regler aufgrund seiner Filtereigenschaften be-
messen. Wenn beispielsweise die Messung der Regelgrofie stark gestort ist, so kann
man einen Tiefpass als Regler einsetzen, der die hochfrequenten Messstérungen un-
terdriickt.

In Bezug auf diese Filterwirkungen haben die Betrachtungen im Regelkreis einen
engen Zusammenhang zu Untersuchungen der Nachrichtentechnik, bei der diese Ei-
genschaften dynamischer Systeme im Mittelpunkt des Interesses stehen.
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Berechnung des Ubertragungsverhaltens mit Hilfe der Ubertragungsfunktion.
Durch Umstellung der Definitionsgleichung (6.62) der Ubertragungsfunktion erhilt
man

Y(s) =G(s)U(s) (6.68)

als E/A-Beschreibung des Systems. Entsprechend der fiir die Definitionsgleichung
gemachten Voraussetzung beriicksichtigt diese Gleichung nur die erzwungene Be-
wegung des Systems, d. h., es gilt

Yeraw (£) 0—0 G(s)U(s). (6.69)

Diese Beziehung ist die Grundlage dafiir, dass das Systemverhalten im Frequenz-
bereich berechnet werden kann. Fiir eine gegebene Funktion u(t) bestimmt man
durch Laplacetransformation die Bildfunktion U (s), daraus Y (s) und durch Riick-
transformation schlieBlich ye,,w (). Wie spiter noch ausfiihrlich beschrieben wird,
ist dieser Rechenweg u. U. einfacher als die Losung der Zustandsgleichung oder die
Faltung der Eingangsgrofie mit der Gewichtsfunktion.

Diskussion. Vergleicht man die Gln. (6.66) und (6.69) miteinander, so erscheinen beide Glei-
chungen auf den ersten Blick im Widerspruch zueinander zu stehen. In der ersten Gleichung
steht, dass G(d + jw) das stationdre Verhalten ys bei der EingangsgroBe (6.65) zu berechnen
gestattet. In der zweiten Gleichung wird behauptet, dass mit Hilfe von G(§ + jw) die Sum-
me von stationirem Verhalten und Ubergangsverhalten bestimmt werden kann. Wird diese
Gleichung fiir die Eingangsgrofe (6.65) angewendet, so scheint sie der ersten Gleichung zu
widersprechen.

Dieser scheinbare Widerspruch 16st sich auf, wenn man sich die im zweiten Rechenweg
enthaltene Riicktransformation genauer ansieht. Aufgrund von Gl. (6.49) gilt

t Lo G(s)U(s)e*"d
v (®) = 55 | G U) e ds

Zur Berechnung der erzwungenen Bewegung muss folglich das Produkt G(s)U (s) fiir alle
5 = § — joo...0 + joo bekannt sein. Das heift, der gesamte Verlauf der Ubertragungsfunktion
geht in die Berechnung von yer,w ein. Demgegeniiber wird das stationidre Verhalten ys, das
sich fiir die spezielle EingangsgroBe (6.65) ergibt, nur vom Wert der Ubertragungsfunktion
an der Stelle s = § + jw bestimmt, wobei § und w durch die verwendete Eingangsgrofie
vorgegeben sind. Gleichung (6.66) weist also in sehr anschaulicher Weise auf die Bedeutung
der Zahl G(d+jw) fiir festgelegte Werte von 6 und w hin. Zur Berechnung der AusgangsgroBe
ist aber bei allen anderen Eingangsgrofien als der durch (6.65) gegebenen der gesamte Verlauf
der Funktion G(s) (s = § — joo...d + joo) wichtig.
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6.5.2 Berechnung

Berechnung der Ubertragungsfunktion aus der Gewichtsfunktion. Aus der E/A-
Beschreibung

Yy=g*xu
eines Systems erhélt man unter Verwendung des Faltungssatzes der Laplacetransfor-
mation gemif Gl. (6.59) die Beziehung

Aus einem Vergleich beider Gleichungen geht hervor, dass die Ubertragungsfunktion
die Laplacetransformierte der Gewichtsfunktion ist:

G(s) = L{g(t)}. (6.70)

Verwendet man fiir die Gewichtsfunktion die kanonische Darstellung (5.99) auf
S. 160

=" gieM +da(t),
=1

so erhilt man fiir die Ubertragungsfunktion die Beziehung

G(s) = / (Z gie Nt + d5(t)> e St dt
—0 \i=1
= / Z gie Ki=9)tgr 4+ g
0 =1

und folglich
=Y T 14 6.71)

wobei der grofite Realteil der Eigenwerte \; die Konvergenzabszisse beschreibt:

Re{s} > nax Re{\;}.

In GL. (6.71) ist die Ubertragungsfunktion durch ihre Partialbriiche 75~ dargestellt.
Eine solche Darstellung ist genau dann moglich, wenn die Systemmatrlx des Zu-
standsraummodells diagonalidhnlich ist, denn genau dann gibt es die oben verwen-
dete kanonische Darstellung der Gewichtsfunktion. Die Koeffizienten g; lassen sich
aus den Elementen der transformierten Vektoren b und & entsprechend g; = ¢; Bi be-
rechnen. Betrachtet man den Signalflussgraf in Abb. 5.11 auf S. 135, so stellt jeder
Partialbruch die Ubertragungsfunktion eines Pfades vom Knoten u zum Knoten y
des mit kanonischen Zustandsvariablen beschriebenen Systems dar.
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Berechnung der Ubertragungsfunktion aus der Differenzialgleichung. Die Uber-
tragungsfunktion kann mit Hilfe der Laplacetransformation aus der Differenzialglei-
chung (6.36)

n

d™y dy d9u du
n=— + ... — t) =by—— + ... + b1— + bou(t 6.72
(L,dtn+ +a1dt+aoy() thq—F + 1dt+ ou() ( )
berechnet werden, wobei von verschwindenden Anfangsbedingungen ausgegangen
wird. Dafiir werden beide Seiten der Gleichung der Laplacetransformation unter-
zogen. Unter Verwendung des Uberlagerungssatzes und des Differenziationssatzes
entsteht dann

Y (s) (ans™ + ... +a1s + ag) = U(s) (bgs? + ... + b1s + bo).

Aus dieser Gleichung lisst sich fiir die Ubertragungsfunktion die Beziehung

bys? + bg_1817 1 + ..+ bis + by
AnS™ 4+ Gp_15" 1+ ...+ ays+ag

G(s) = (673)

ablesen.

Entsprechend Gl. (6.73) bildet man mit den Koeffizienten b; der rechten Sei-
te der Differenzialgleichung das Zihlerpolynom und mit den Koeffizienten a; der
linken Seite das Nennerpolynom der Ubertragungsfunktion. Man kann die Bezie-
hung (6.73) jedoch auch andersherum lesen und fiir eine gegebene Ubertragungs-
funktion die dazugehorige Differenzialgleichung ermitteln. Erinnert man sich au-
Berdem an den im Abschn. 4.4.1 angegebenen Weg von der Differenzialgleichung
zum Zustandsraummodell, so kann man von der Ubertragungsfunktion auch direkt
zum Zustandsraummodell iibergehen. Dabei ist die Verwendung der Regelungsnor-
malform bzw. der Beobachternormalform zweckmifig, weil diese Formen des Zu-
standsraummodells direkt mit den Koeffizienten a; und b; der Differenzialgleichung
hingeschrieben werden konnen.

Fiir alle Systeme, die durch eine gewohnliche Differenzialgleichung mit konstan-
ten Koeffizienten beschrieben werden konnen, entstehen Ubertragungsfunktionen,
die als Quotienten (6.73) darstellbar sind, wobei Zihler und Nenner rationale Funk-
tionen in s sind. Derartige Ubertragungsfunktionen werden als gebrochen rational
bezeichnet. Dabei gilt fiir den Zidhlergrad ¢ und den Nennergrad n die Beziehung
q < n. Der relative Grad p = n — ¢ ist gleich der Differenz der Polynomordnungen
von Zihler und Nenner der Ubertragungsfunktion.

Im Weiteren werden bis auf eine Ausnahme ausschlieBlich gebrochen rationale
Ubertragungsfunktionen betrachtet. Die Ausnahme bilden Totzeitsysteme (4.128),
aus deren Gewichtsfunktion

g(t) = 5(t — )

man durch Laplacetransformation unter Verwendung des Verschiebungssatzes die
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Ubertragungsfunktion
G(s) =e*Tt (6.74)

erhilt. Diese Funktion ist transzendent.

Berechnung der Ubertragungsfunktion aus dem Zustandsraummodell. Fiir den
im Zustandsraummodell (4.45)

z(t) = Az(t) + bu(t), =(0)=0
y(t) = z(t) + du(t)

auftretenden Zustandsvektor x(t) entsteht durch elementeweise Laplacetransforma-
tion ein Vektor X (s)° mit den Elementen X;(s):

AN

2(8 To(t

X(@=| | eoam=| .
Xn(s) Tn(t)

Aus der Zustandsgleichung erhilt man unter Verwendung des Differenziationssatzes
und des Uberlagerungssatzes die Gleichung

sX(s)=AX(s)+bU(s),
die nach X umgeformt werden kann:
(sI —A) X(s)=bU(s)

X (s)=(sI —A)"'bU(s).

Die inverse Matrix existiert fiir alle Frequenzen s bis auf die » Ausnahmen s = \;,
(i =1,2,...,n). Aus der Ausgabegleichung folgt die Beziehung

Y(s)=¢cX(s)+dU(s)

und damit
Y(s)=(c' (sI — A)"'b+d)U(s).

Daraus ergibt sich fiir die Ubertragungsfunktion die Beziehung

G(s)=c (s — A)"'b+d. (6.75)

® Hier muss von der iiblichen Konvention abgewichen werden, wonach halbfett gesetzte
Grof3buchstaben Matrizen bezeichnen: X ist keine Matrix, sondern ein Vektor! Der Grof-
buchstabe symbolisiert die Laplacetransformierte.



6.5 Ubertragungsfunktion 245

FADDEEV-Algorithmus. Will man die Beziehung (6.75) anwenden, so muss man

die Matrix (sI — A) invertieren. Dafiir eignet sich der Faddeevalgorithmus, der fiir

Systeme niedriger Ordnung auch ohne Rechner schnell durchgefiihrt werden kann.
Dieser Algorithmus geht davon aus, dass die in

1 adj(sI — A)
(sT - A)" = det(sI — A)

vorkommende adjungierte Matrix in der Form
adj(sT — A)Y = R, 15" '+ R, 25" *+ ..+ Ris+ Ry
dargestellt werden kann. Fiir die Determinante gilt bekanntlich
det(sI — A) = aps™ + an_15"" " + ... + a15 + ag

mit a,, = 1. Mit dem Startwert
R, =1

werden die Koeffizientenmatrizen R,; der adjungierten Matrix und die Koeffizienten
des charakteristischen Polynoms folgendermafen rekursiv berechnet:®

1
Ap—k 7z Sp (AR,—) (k=1,2,...,n)
R, 11 =AR,_+a,_rI (k =1,2,...,n— ].) (6.76)

Als Probe kann man R_; aus der letzten Gleichung fiir & = n berechnen, wobei
R_; = 0 entstehen muss.

Aufgabe 6.5*  Berechnung der Ubertragungsfunktion aus der Differenzialgleichung

Gegeben ist das RC-Glied in Abb. 6.15. Es wird durch die Differenzialgleichung

o da(t)
it) = = 6.77)
und die algebraischen Gleichungen
u(t) = (R1+ Ra)i(t) + (1) (6.78)
y(t) = Roi(t) + (1) (6.79)

beschrieben.
1. Bestimmen Sie die Differenzialgleichung des RC-Gliedes und daraus die Ubertra-
gungsfunktion.

2. Transformieren Sie die angegebenen Gleichungen sofort in den Frequenzbereich und
bestimmen Sie auf diesem Wege die Ubertragungsfunktion. Welche Vereinfachung des
Rechenweges ergibt sich dabei gegeniiber dem ersten Rechenweg? O

6Sp bezeichnet die Spur der angegebenen Matrix, also die Summe aller Hauptdia-
gonalelemente
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R, (%)

{1 ]

Abb. 6.15: RC-Glied

Aufgabe 6.6  Ubertragungsfunktion fiir ein Zustandsraummodell in Frobeniusform

Im Abschn. 4.4.1 wurde aus der Differenzialgleichung (4.51) das Zustandsraummodell mit
den Matrizen (4.54), (4.55) und (4.56) abgeleitet. Berechnen Sie fiir dieses Zustandsraum-
modell die Ubertragungsfunktion nach Gl. (6.75) und vergleichen Sie das Ergebnis mit der
Ubertragungsfunktion, die Sie unter Verwendung der Beziehung (6.73) aus der Differenzi-
algleichung (4.51) erhalten. O

Aufgabe 6.7**  Statische Verstirkung von Systemen

Fiir die statische Verstiarkung ks eines dynamischen Systems wurden die Gleichungen (5.93),
(5.94) und (6.39) abgeleitet. Beweisen Sie diese Beziehungen mit Hilfe der Grenzwertsitze
der Laplacetransformation sowie den Gln. (6.73) und (6.75). O

Aufgabe 6.8°*  Ubertragungsfunktion von Deskriptorsystemen

Zeigen Sie in Analogie zu Gl. (6.75), dass ein durch die Gln. (4.74), (4.75) beschriebenes
System die Ubertragungsfunktion

G(s)=h'(sE—F) 'g+k (6.80)

besitzt und das fiir das Differenzierglied (4.81), (4.82) daraus die Ubertragungsfunktion
G(s) = sfolgt. O

6.5.3 Eigenschaften und grafische Darstellung

Die Ubertragungsfunktion ist eine komplexwertige Funktion der komplexwertigen
Variablen s. Sie kann fiir jeden Wert fiir s entsprechend Gl. (6.63) in Realteil und
Imaginirteil oder entsprechend Gl. (6.64) in Betrag und Phase zerlegt werden.

In Erweiterungen der fiir den Frequenzgang in den Gln. (6.39) und (6.40) ange-

gebenen Eigenschaften gilt
b
G(0) = =2 =k, (6.81)
ap



6.5 Ubertragungsfunktion 247

lim G(s) =

|s|—o0

b, (6.82)

@:d fir g =mn.

{ 0 fir g <n

Die zweite Beziehung folgt aus der Eigenschaft von G(s), eine gebrochen rationale
Funktion zu sein. Nur fiir sprungfihige Systeme, fiir die der Zihlergrad der Uber-
tragungsfunktion gleich dem Nennergrad ist, ist der Grenzwert von null verschie-
den, und zwar gleich dem Durchgriff d. Diese Tatsache erkennt man z. B. aus den
Gln. (6.71) und (6.75).

Da der Frequenzgang aus der Ubertragungsfunktion durch die Substitution s —
Jjw entsteht, gelten auch fiir G(s) die Eigenschaften (6.41) und (6.42).

Fiir die grafische Darstellung von |G(s)| und arg G(s) braucht man ein dreidi-
mensionales Koordinatensystem. Uber der komplexen Ebene (Re{s}-Im{s}-Ebene)
wird |G(s)| bzw. arg G(s) als ,,Hohe* aufgetragen, wie es in Abb. 6.16 fiir die Uber-
tragungsfunktion )

5 —
W) = G e 13
gezeigt ist. Man erkennt deutlich, dass fir s = 2 der Wert |G(2)] = 0 bzw.
|G(2)]ap — —oo und fiir s = —1 % 53 der Grenzwert |G(—1 + j3)| — oo bzw.
|G(—1=53)|ap — oo angenommen wird. Die Spitzen sind in der durch die Einheit
Dezibel bedingten logarithmischen Skala unendliche hoch bzw. tief.

20

-10

0

0

Sin 1/s 510 o inrad/s

Abb. 6.16: Dreidimensionale Darstellung von |G(s)|

Diese dreidimensionale Darstellung von |G(s)| ist schwer iiberschaubar und
gliicklicherweise auch gar nicht notwendig, denn es wird sich zeigen, dass viele Ei-
genschaften mit Hilfe der grafischen Darstellung des Frequenzganges G (jw) unter-
sucht werden konnen. Dies ist insofern erstaunlich, als dass der Frequenzgang ledig-
lich den Schnitt durch die dreidimensionale Darstellung von |G(s)| entlang der Ima-
gindrachse darstellt (Abb. 6.17). Es wird spiter offensichtlich werden, dass G(jw)



248

6 Beschreibung und Analyse linearer Systeme im Frequenzbereich
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Sin 1/s > 10 ® inrad/s

Abb. 6.17: Dreidimensionale Darstellung des Amplitudenganges |G (jw)|

dennoch geniigend Informationen fiir die Systemanalyse und den Reglerentwurf ent-
halt.

Diskussion. Die Moglichkeit, an Stelle von G(s) nur G(jw) zu betrachten und folglich vom
Verlauf des Frequenzganges auf die Ubertragungsfunktion zu schlieBen, kann man sich auf
unterschiedliche Weise klar machen.

Mathematisch ist diese Tatsache durch die Integralformel von Cauchy begriindet. Diese
Formel gilt fiir eine im geschlossenen Gebiet G regulidre Funktion G(s). Liegt der Inte-
grationsweg vollstindig in G und umschlie3t er den Punkt s1, so gilt der Residuensatz
G(s1) = L ﬂds. (6.83)
2mj s— 51
Mit dieser Formel lassen sich die Funktionswerte G(s1) aller in G liegenden Punkte s1
aus den Werten berechnen, die die Funktion G(s) auf dem Rand von G besitzt.
Ist die Ubertragungsfunktion G(s) in der rechten komplexen Halbebene regulir, d. h.,
besitzt sie dort keine Pole, so kann G(s) entsprechend Gl. (6.83) aus dem Frequenzgang
G(jw) und dem sprungfihigen Anteil lim| .o, G(s) = d berechnet werden, wenn man
den Integrationsweg D entsprechend Abb. 8.4 auf S. 399 mit hinreichend groBem Radius
R wihlt. Ist das System nicht sprungfihig, so gilt lim s, G(s) = 0 und folglich

G(s1) ! / MCLS* L de fir Re{s1} > 0.

:ﬁj ep Jw — 1 T om oo Jw—S1

Diese Beziehungen zeigen, dass die Ubertragungsfunktion G(s) aus dem Frequenzgang
G(jw) berechnet werden kann, also der Frequenzgang sémtliche Informationen iiber ein
gegebenes System enthilt.

Betrachtet man die Laplaceriicktransformation (6.49), so wird offensichtlich, dass man
G(s) nur fiir die Frequenzen s kennen muss, die auf einer Parallelen zur Imaginirachse
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mit dem Realteil § liegen. Diese Kenntnis reicht aus, um die zu G(s) gehérige Zeitfunkti-
on g(t) (also die Gewichtsfunktion) zu berechnen. Die in G(s) enthaltenen Informationen
stecken also vollstindig in G(J + jw) firw = — oo... + 0.

e SchlieBlich kann man sich auch iiberlegen, dass gebrochen rationale Funktionen G(s)
entsprechend Gl. (6.73) durch n + g + 2 Punkte (s;, G(s;)) eindeutig festgelegt sind.
Man braucht also gar nicht unendlich viele Punkte, um den Verlauf von G(s) eindeutig zu
fixieren. Deshalb ist es nicht verwunderlich, dass ohne Kenntnis von n und ¢ der Verlauf
von G(jw) ausreicht, um G(s) fiir alle s zu bestimmen.

6.5.4 Pole und Nulistellen
Da Zihler und Nenner der Ubertragungsfunktion (6.73)

bys? +bg—18971 + .. + bys + by
AnS™ + p_18"" 1 4+ ...+ a1s+ag

G(s) =

Polynome in s sind, spricht man bei dieser Darstellung auch von der Polynomform
der Ubertragungsfunktion. G(s) kann in eine andere Form iiberfiihrt werden, wenn
man die Polynome im Zihler und Nenner als Produkte von Linearfaktoren schreibt
(Fundamentalsatz der Algebra). Es gilt

quq—qu_lSqil + ...+ bis+ by bq (S—Soi)

I
.z‘“

Il
-

K2

anS" + apn_15"" V4 ...+ a1+ ao

an (s —s;),

=

1

-
Il

wobei sg; und s; die Nullstellen des Zahlerpolynoms bzw. des Nennerpolynoms von
G(s) darstellen, also aus den Gleichungen

bys? +bg_189 4+ .+ bis+by = 0 (6.84)
AnS" + an_18"" 1+ ... +ais+ayg = 0 (6.85)

berechnet werden.

so; heiBen die Nullstellen und s; die Pole der Ubertragungsfunktion. Die fiir
die Bestimmung der Pole verwendete Gleichung (6.85) heilit charakteristische Glei-
chung des Systems und das auf der linken Seite von (6.85) stehende Polynom cha-
rakteristisches Polynom. Pole und Nullstellen haben die Mafeinheit einer Frequenz,
also beispielsweise % = Hz oder mlin , je nach gewihlter MaBeinheit fiir die Zeit.

Gleichung (6.85) ist offensichtlich dasselbe wie die auf S. 133 angegebene cha-
rakteristische Gleichung (5.33) der Matrix A. Folglich stimmen die Pole der Ubertra-
gungsfunktion mit den Eigenwerten der Matrix A des Zustandsraummodells (4.45)

— bis auf spiter behandelte Ausnahmen — iiberein:

)\i = S;.
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Stabile Systeme haben deshalb Pole mit negativen Realteilen.

Die Nullstellen stimmen mit den Koeffizienten p; derjenigen Terme e /" der
Eingangsgrofie (5.107) auf S. 166 iiberein, die durch das System nicht iibertragen
werden und fiir die folglich die Bedingung (5.116) erfiillt ist.

Pol-Nullstellen-Form der Ubertragungsfunktion. Unter Verwendung der Pole
und Nullstellen kann die Ubertragungsfunktion in der Form

q — gn;
G(s) = k Lz ls = 500) (6.86)
[Lizi(s = si)
dargestellt werden, wobei k = —L gilt. Man sagt, dass G(s) in GL. (6.86) in Pol-

Nullstellen-Form geschrieben ist. Dle Differenz p = n — q zwischen der die Anzahl
der Pole und der Anzahl der Nullstellen einer Ubertragungsfunktion bezeichnet man
auch als Poliiberschuss. Sie stimmt mit dem relativen Grad des Systems tiberein (vgl.
Gl. (4.5)).

Die Begriffe Pole und Nullstellen wurden gewihlt, weil die Ubertragungsfunk-
tion fiir die komplexe Frequenzen s = sg; gleich null ist und fiir s = s; unendlich
grof} wird (vgl. Abb. 6.16). Da die Polynome, aus denen s; und sq; berechnet werden,
reelle Koeffizienten haben, sind die Pole entweder reell oder treten als konjugiert
komplexe Paare auf. Pole und Nullstellen werden im Pol-Nullstellen-Bild (PN-Bild)
grafisch dargestellt, wobei Pole durch ,,x* und Nullstellen durch “o* gekennzeichnet
werden (Abb. 6.18). Das PN-Bild in Abb. 6.18 gehort zu dem System, dessen Uber-
tragungsfunktion in Abb. 6.16 gezeigt ist. Die Kreuze im PN-Bild geben die Lage der
beiden unendlich hohen Spitzen und der Kreis die Lage der unendlich tiefen Spitze
der Ubertragungsfunktion in der komplexen Ebene an.

Im
§ =6 + jw .
Jw
8 So1
O Re
; —Jjw,
s =06 — jw

Abb. 6.18: Pol-Nullstellen-Bild einer Ubertragungsfunktion

Kiirzen der Ubertragungsfunktion. Fallen Pole und Nullstellen der Ubertragungs-
funktion G(s) zusammen, so kann der Quotient (6.86) gekiirzt werden und erhilt die
einfachere Form

/

G(s) =k lm (6.87)
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in der weniger Linearfaktoren als in Gl. (6.86) auftreten. Das Nennerpolynom hat
dann einen kleineren Grad n’ als in Gl. (6.86). Gleiches gilt fiir die charakteristische
Gl. (6.85) und die Zahl der Pole s;. Die Menge der Eigenwerte der Matrix A des Zu-
standsraummodells ist dann nicht mehr gleich, sondern eine Obermenge der Menge
der Pole der Ubertragungsfunktion G(s).

Derartige Systeme sind dadurch gekennzeichnet, dass nicht alle kanonischen Zu-
standsvariablen Z;(t) durch die Eingangsgrofie u(t) angeregt werden oder die Aus-
gangsgroBe y(t) beeinflussen. Sie erfiillen die Bedingung (5.100) auf S. 161 fiir
diejenigen Indizes i, fiir die die Eigenwerte \; nicht in der kanonischen Darstel-
lung (5.99) der Gewichtsfunktion bzw. nicht als Pole \; = s; in der Partialbruch-
zerlegung (6.71) und in der Pol-Nullstellen-Form (6.87) der Ubertragungsfunktion
vorkommen. Im Signalflussgrafen dieser Systeme in kanonischer Normalform gibt
es also fiir eine oder mehrere kanonische Zustandsvariablen Z; entweder keine Kan-
te vom Knoten » zum Knoten d'fiit) oder von Z; nach y (vgl. Kap. II-3). Bei den
folgenden Betrachtungen wird davon ausgegangen, dass die Ubertragungsfunktion
gegebenenfalls gekiirzt wurde, so dass Zihler und Nenner teilerfremd (koprim) sind.
Nichtsdestotrotz wird stets mit den alten Bezeichnungen n und ¢ fiir den Nenner-
bzw. Zihlergrad gearbeitet.

Interpretation der Pole. Die Pole und Nullstellen der Ubertragungsfunktion sind
wichtige Kenngrofen des Systemverhaltens. Beide GroBen werden deshalb im Fol-
genden sowohl bei der Analyse der Regelstrecke und des geschlossenen Kreises als
auch beim Reglerentwurf eine grofie Rolle spielen.

Die Interpretation der Pole s; ist aufgrund der genannten Beziehung zu den Ei-
genwerten der Matrix A offensichtlich. Die Pole treten in den Modi e % auf. Die
Eigenbewegung des Systems setzt sich aus e-Funktionen zusammen, in deren Expo-
nenten die Pole vorkommen. Haben samtliche Pole negativen Realteil, so klingt die
Eigenbewegung ab; das System ist stabil (vgl. Kap. 8).

Betrachtet man die Ubertragungsfunktion G(s) in Gl. (6.86), so wird deutlich,
dass das System Signale mit der Frequenz s = s; unendlich stark verstérkt, denn es
gilt |G(s;)| = co. Daraus entstehen die Spitzen nach ,,oben* in Abb. 6.16.

Interpretation der Nullstellen. Auf das Vorkommen von Nullstellen sg; wurde
bereits bei den Zustandsraumbetrachtungen hingewiesen. Sie hieBen dort u; und
beschrieben Elementarfunktionen e it der EingangsgroBe u(t), die nicht im sta-
tiondren Verhalten vorkamen (vgl. Gl. (5.116)). In der Frequenzbereichsdarstellung
sind die Nullstellen diejenigen Frequenzen s = sq;, fiir die |G(so;)| = 0 gilt. Das
heift, dass die AusgangsgroBe Y (s) keine Komponente enthilt, die die Frequenz sg;
besitzt.

Um diesen Sachverhalt genauer zu erldutern, wird ein stabiles System mit der
Ubertragungsfunktion G(s) nach Gl. (6.86) betrachtet und mit der EingangsgroBe
u(t) = e®0t erregt. Zur Vereinfachung der Darstellung wird zuniichst angenom-
men, dass die Nullstelle sg; = dg; reell sei, so dass fiir die nicht durch das System
iibertragene Eingangsgrofie die Beziehung
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u(t) = o0t — odoit
gilt. Wegen G(so;) = 0 erhilt man dafiir aus GI. (6.66) das stationire Verhalten
ys(t) =0 fiir alle ¢ > 0.

Im Falle konjugiert komplexer Nullstellen so;, Spi+1 = S; muss man beide Null-
stellen in der Eingangsgrofe beriicksichtigen, um die reellwertige Funktion

u(t) = e®0it 4 ¢ %0t
= 2¢%:t coswt
= 2%t gin (wt + g)

zu erhalten. Gleichung (6.66) fiihrt dann ebenfalls auf das Ergebnis ys(t) = 0.

Fiir die angegebenen Erregungen erhilt man die erzwungene Bewegung aus der
Beziehung

Y(s) = G(s)U(s)

mit U(s) = S_lsov . Da im Produkt G(s)U(s) der Linearfaktor (s — so;) gekiirzt
werden kann, kommt er in der AusgangsgroBe Y (s) nicht mehr vor. Y (s) ist nicht
identisch null, aber seine Partialbruchzerlegung enthélt keinen Bruch mit dem Nen-
ner (s — So;). Das heiBt, dass es in der AusgangsgroBe y(t) keinen Summanden der
Form ke 0it gibt. Folglich verschwindet die stationzre Losung und die erzwungene
Bewegung enthilt nur das Ubergangsverhalten

Yerzw (t) = Yi (t) y

was mit dem vorher abgeleiteten Ergebnis iibereinstimmt.
Diese Uberlegungen zeigen:

Wenn ein System die Nullstelle sg; besitzt, so wird das Signal e *°¢¢ mit der Fre-
quenz sq; durch das System nicht iibertragen.

Dies heif3t nicht, dass sich das System gar nicht bewegt, aber die Frequenz sg;
kommt im Ausgangssignal nicht vor.

Beispiel 6.4 Nullstellen eines Feder-Masse-Dampfer-Systems

Als Beispiel wird das Feder-Masse-System in Abb. 6.19 betrachtet, dessen Ubertragungs-
funktion fiir die Federkonstanten co=1, ¢1=0,75 und c2=0,4, den Diampfungskoeffizienten
d=3 und die Massen mo=1 und m=1 unter Vernachlissigung der Erdbeschleunigung

s% + 1,455 + 0,099
55 40,3354 42,5553 + 0,511552 4 1,455 + 0,099

G(s) =

ist. Das System hat die Nullstellen
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so1,2 = 0,0344 £ 51,206
so3 = —0,06806.

Wird das System mit der aus dem konjugiert komplexen Nullstellenpaar abgeleiteten Ein-
gangsgrofie

Us) = 1 B 1
" (s —s01)(s —s02) 2 —0,0688s + 1,4556
oo u(t) = 7106&’034‘“ sin 1,206 ¢

angeregt, so erhilt man die in Abb. 6.20 (Mitte) gezeigte AusgangsgroBe y(t). Offensicht-
lich gilt y(¢) — 0, obwohl das Eingangssignal eine aufklingende Sinusschwingung dar-
stellt. Das System iibertrigt diese Schwingung nicht, da deren Frequenz mit den Nullstellen
So1,2 libereinstimmt.

Fut
G
m, Co
G
d

w0

Abb. 6.19: Feder-Masse-System zur Interpretation von Nullstellen
10 " ; ; . . :
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Abb. 6.20: Verhalten des Feder-Masse-Systems bei Erregung durch
u(t) = e 034 gin 1,206 ¢

Physikalisch ist diese Beobachtung dadurch begriindet, dass sich die Masse m; so be-
wegt, dass die Summe der Krifte auf die Masse mgo verschwindet und der Dampfer die
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Masse zur Ruhe kommen ldsst. Wie der untere Teil von Abb. 6.20 zeigt, wird die Masse m1
in eine aufklingende Schwingung versetzt. Das lineare Modell gilt natiirlich nur solange,
wie die Massen die Federn nicht vollstindig zusammendriicken.

—

u in cm

y incm

0 10 20 30 40 50 60 70
tr s

Abb. 6.21: Verhalten des Feder-Masse-Systems bei sinusformiger Erregung

u(t) =sin 1,206 ¢

Verindert man die Erregung nur geringfiigig, so besitzt das System ein nicht verschwin-
dendes Verhalten, wie es Abb. 6.21 fiir u(t) = sin 1,206 ¢ zeigt.

Diskussion. Das Beispiel zeigt, dass Nullstellen typischerweise dann auftreten, wenn sich
zwei oder mehr ,,parallele” Ursache-Wirkungsketten iiberlagern. Bei dem mechanischen
System fiihren diese Wirkungswege von der Eingangsgrofe iiber die beiden linken Federn
und die Masse m; einerseits und iiber die rechte Feder und den Dampfer andererseits.
Die Nullstellen sind die Frequenzen, fiir die die Uberlagerung beider Wirkungsketten ver-
schwindet.

Im Allgemeinen konnen die zwei sich iiberlagernden Wirkungsketten durch die Uber-
tragugsfunktionen G1(s) und G2(s) beschrieben werden, deren gemeinsame Wirkung
durch G4 (s) + G2(s) dargestellt ist (vgl. Gl. (6.107) fiir die Parallelschaltung zweier Uber-
tragungsglieder). Selbst wenn man sehr einfache Ubertragungsfunktionen ohne Nullstellen

wie z. B. G1(8) = =~ und G2(s) = verwendet, hat die Uberlagerung

1
Ty s+1 Tos+1

(Tl + TQ)S —+ 2

Gr(8)+G(8) = i DT £ 1)

eine oder mehrere Nullstellen, im Beispiel die Nullstelle so = Tl_T2T2
Physikalische Ursachen fiir Pole und Nullstellen. Um zu erkennen, wie die Po-

le und Nullstellen eines Systems vom physikalischen Aufbau abhingig sind, wird
Gl. (6.75) in der Form

c adj(sI—A)b

G(s) =c (sI-A) b= dot(sT — A)

geschrieben, wobei hier zur Vereinfachung der Betrachtungen mit d = 0 gearbeitet
wird. Im Zzhler bezeichnet adj(sI — A) die Matrix der Adjunkten. Wenn man — wie
stets in diesem Buch — voraussetzt, dass man den angegebenen Bruch nicht kiirzen
kann, dann ist der Nenner det(sI — A) unabhingig von den Vektoren b und ¢/, also
unabhingig von den Angriffspunkten des Stellgliedes und des Messgliedes.
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Die Pole eines Systems werden ausschlieBlich durch die physikalischen Wirk-
prinzipien bestimmt, die sich in der Zustandsgleichung und dort insbesondere in
der Matrix A niederschlagen. Sie sind unabhingig von den Angriffspunkten der
Aktoren und Sensoren, also unabhzngig von den Vektoren b und ¢’ des Zustands-
raummodells.

Anders verhilt es sich mit den Nullstellen. Das Zihlerpolynom der Ubertra-
gungsfunktion ist von den Vektoren b und ¢’ abhingig, die beschreiben, wie die
StellgroBe v die Zustandsvariablen beeinflusst bzw. wie aus den Zustandsvariablen
die Ausgangsgrofie y gebildet wird. Betrachtet man ein System fiir unterschiedliche
Eingangs- oder Ausgangsgrofien, so verdndern sich diese beiden Vektoren, wihrend
die Matrix A unverindert bleibt. Folglich hingen die Nullstellen — und zwar sowohl
deren Anzahl als auch deren Werte — vom Stellglied und vom Messglied ab.

Beispiel 6.5 Pole und Nullstellen eines Behiltersystems

Abbildung 6.22 zeigt den Signalflussgrafen des im Beispiel 4.7 auf S. 78 betrachteten Be-
hiltersystems.

Aktoren Systemdynamik Sensoren

)

o
®

o
e

Abb. 6.22: Interpretation der Ubertragungsfunktion des Behiltersystems

Untersucht man das System (4.49), (4.50) fiir jeweils eine der beiden Eingangsgrofien
u; und eine der beiden Ausgangsgrofien y;, so kann man mit Hilfe von GI. (6.75) vier
?J/’] ((Z)) ,1,J € {1,2} aufstellen, wobei b die zur verwen-
deten EingangsgroBe u; gehorende Spalte der Matrix B und ¢’ die zur AusgangsgroBe y;
gehorende Zeile der Matrix C bezeichnet:

Ubertragungsfunktionen G (s) =

N AN e v
Gu = (1 0)(sI—A)~ = 4 142
" ( ) (s ) 0 s2+ais+ ao
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0 —ki2s2
Gi2 = (1 0) (SI—A)71 < ) = A14s

2 s?2 +ais+ao

Az

jTl *’22;1162
Gor = (0 k) (sI—A)' | 4 | = 2122
2 ( 2) (s ) <0) s2 +ais + ao

G22

0 ms+ kigkaso
0 k I— A) ! Az 7 A4y
( 2)(5 ) (jﬁ) s2+a1s+ao

Im Nenner aller Ubertragungsfunktionen steht das charakteristische Polynom der Matrix

A:
k12 + ko n k12 ki2ko
Ao Ay A1 Ao

ErwartungsgemiB stimmen die Nennerpolynome aller vier Ubertragungsfunktionen
tiberein, weil sie durch die physikalischen Vorginge innerhalb des Behiltersystems vor-
gegeben sind, also durch den grau unterlegten Teil des Signalflussgrafen in Abb. 6.22. Was
sich in Abhingigkeit von der gewéhlten Eingangs- oder Ausgangsgrofie dndert, ist der Zih-
ler der Ubertragungsfunktion. Dieser ist von den ,,Angriffspunkten‘ innerhalb des Systems
abhingig, an denen das verwendete Stellglied wirkt bzw. der Sensor den Wert der Aus-
gangsgrofie bestimmt und die im Signalflussgrafen durch die Kanten von der betrachteten
EingangsgroBe u; zu den Zustandsknoten bzw. von den Zustandsknoten zur Ausgangsgro-
Be y; gekennzeichnet sind. Aufgrund dieser Abhingigkeit haben die zweite und die dritte
Ubertragungsfunktion keine Nullstelle, wihrend die erste und die vierte Ubertragungsfunk-
tion eine (negative) Nullstelle besitzen. O

s2+a15+ao:det(sI—A):s2+<

Zeitkonstantenform der Ubertragungsfunktion. Eine weitere geliufige Form von
G(s) erhdlt man durch Definition der Zeitkonstanten T;:

1

T, = —.
|5l

(6.88)

Fiir negative reelle Pole s; ist T; diejenige Zeit, in der der zugehorige Eigenvor-

gang e “7 = % auf den %—ten Teil des Anfangswertes abgenommen hat (vgl.

Gl. (5.158) auf S. 194), d. h., fir t = T; gilt

_t 1
e Ti =—-=0,368.
e

Zeitkonstanten werden i. Allg. nur fiir stabile Systeme verwendet, fiir die s; ne-
gativen Realteil hat. Um Analogien zwischen stabilen und instabilen Systemen zei-
gen zu konnen, wird gelegentlich fiir instabile Systeme auch mit negativen Zeitkon-
stanten T; = si gearbeitet (s. S. 282). Die Definition (6.88) ist auf Nullstellen sq;
iibertragbar: ' .

Toi = 7—-
|s0i]
Fiir reelle Pole gilt
1
(s —si) = o (Tis+1).

i
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Fiir konjugiert komplexe Pole s;, s;4.1 werden die beiden zugehorigen Linearfakto-
ren zu einem quadratischen Term zusammengefasst

(s—8;)(s —si41) = 7z (T252 +2d; T; s+ 1),

wobei fiir s; ;41 = d; + jw; fiir T; und d; folgende Beziehungen gelten:

j_'i:

si] «/52 + w?
\/52—|—w

Damit kann G(s) fiir negative reelle bzw. konjugiert komplexe Pole und Nullstellen
mit negativen Realteilen auf die Form

di = —

k (TOis + 1) (TUQJ-S2 + 2d0jTOj5 =+ 1)
s" (Tes+1) ... (TPs? +2dTys + 1)

G(s) = (6.89)

gebracht werden, die als Zeitkonstantenform oder Produktform der Ubertragungs-
funktion bezeichnet wird. r gibt die Anzahl der verschwindenden Pole (s; = 0)
an.

Mit dieser Darstellung kann auch der im Abschn. 5.8.2 eingefiihrte Begriff der
Summenzeitkonstante allgemein gefasst werden. Die Summenzeitkonstante als Aus-
druck der durch das System ausgeiibten Verzogerung ist nur sinnvoll anwendbar,
wenn alle Pole und Nullstellen reell sind und sich die Ubertragungsfunktion in der
Form .

i=1 (TOzS + 1)
[[Z: (Tis +1)

darstellen ldsst. Man erhilt dann in Erweiterung von Gl. (5.155)

G(s) = ks

Summenzeitkonstante: Ty, = ZT Z Th;. (6.90)

=1

Besitzt das System einen Totzeitanteil (6.136), so erhoht sich die Summenzeitkon-
stante um die Totzeit 7}.

Aufgabe 6.9  Pole und Nullstellen der Ubertragungsfunktion

Gegeben ist die Ubertragungsfunktion

2s+1

Gls) = s2+4s+5"

Berechnen Sie die Pole und Nullstellen der Ubertragungsfunktion und schreiben Sie G/(s)
in Pol-Nullstellen-Form und in Zeitkonstantenform. O
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Aufgabe 6.10*  Beschreibung des Systemverhaltens durch Ubertragungsfunktionen

Ein System wird aus der Ruhelage ¢ = 0 durch die Eingangsgrofe u(t) = sin 2t er-
regt und erzeugt die in Abb. 6.23 (unten) angegebene Ausgangsgrofie. Durch welche der
folgenden Ubertragungsfunktionen wird das System beschrieben?

2541 g 4 &) — s°+4

Gls) = (s +1)(s+2)? G(s) (s+1)2 G(s) (s+1)(s+2)(s+3)
 ds+1 st —4 25

€& =1 Wt YT

Begriinden Sie Thre Antwort und ermitteln Sie die Funktion y(t). O

u 1
-1 ;

yO.l[ ; . . . . ‘

£)2 0 2 4 6 8 10

Abb. 6.23: Eingangsgrofie und Ausgangsgrofie des in Aufgabe 6.10
betrachteten Systems

Aufgabe 6.11*  Ubertragungsfunktion der Verladebriicke

Fiir die in Abb. 5.5 auf S. 127 gezeigte Verladebriicke kann man durch Betrachtung der
Kriftegleichgewichte mit dem Zustandsvektor

Sk(t)
Sk (t)
z(t) = 9(t)
0(t)
folgendes linearisiertes Zustandsraummodell ableiten:
01 0 0 0
00 G 0 L
z(t) = 00 "6‘( 1 xz(t) + mK u(t). (6.91)
(m+mg) 1
00 — KszG 20 P
y(t) = (1 01 0) x(t), (6.92)

wobei mq die Masse des Greifers, mk die Masse der Laufkatze, [ die Seillinge und g die
Erdbeschleunigung bezeichnet. Die an der Laufkatze angreifende Kraft F' ist die Eingangs-
groBe u, die seitliche Position des Greifers s die Ausgangsgrofie y.

1. Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion der Verladebriicke.

2. Welche Pole und Nullstellen hat die Verladebriicke?
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3. Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion, wenn anstelle der Position s des Greifers der
Seilwinkel 1 als Ausgangsgrofie gemessen wird.

4. Vergleichen Sie beide Ubertragungsfunktionen. Erkliren Sie anhand des Signalfluss-
grafen, wodurch der prinzipielle Unterschied zwischen beiden Ubertragungsfunktionen
begriindet ist. O

Aufgabe 6.12"*  Nullstellen eines Parallelschwingkreises

Betrachten Sie einen Parallelschwingkreis mit der Kapazitit C' und der Induktivitit L, wobei
die Spannung iiber dem Schwingkreis als Eingangsgrofie und der Strom durch den Schwing-
kreis als Ausgangsgrofie dient.

1. Ermitteln Sie die Ubertragungsfunktion des Systems und berechnen Sie die Pole und
Nullstellen in Abhéngigkeit von L und C.

2. Interpretieren Sie die Nullstellen.

3. Um den Schwingkreis als ,,Sperrkreis einsetzen und die Wirkung von Nullstellen aus-
nutzen zu konnen, wird in Reihe zum Schwingkreis ein ohmscher Widerstand R ein-
gefiigt und die Spannung iiber dem Widerstand, die proportional zum Strom durch den
Schwingkreis und folglich proportional zu der bisher betrachteten Ausgangsgrofe ist,
als neue Ausgangsgrofie verwendet. Welche Nullstellen hat die neue Anordnung?

4. Interpretieren Sie das Ergebnis in Bezug auf die Realisierbarkeit von Nullstellen mit
verschwindendem Realteil durch passive Schaltungen. O

6.5.5 Berechnung des Systemverhaltens

Mit Hilfe der Ubertragungsfunktion kann das Verhalten des Systems im Frequenz-
bereich berechnet werden, womit ein zur Losung der Differenzialgleichung bzw. des
Zustandsraummodells alternativer Weg beschritten wird (Abb. 6.24).

Im ersten Schritt erfolgt die Zerlegung des gegebenen Eingangssignals u(t) in
Elementarsignale. Im zweiten Schritt wird berechnet, wie Amplitude und Phase die-
ser Elementarsignale durch das System mit einer bekannten Ubertragungsfunktion
verindert werden. Im dritten Schritt wird die AusgangsgroBe y(t) durch Zusammen-
fiigen aller Elementarsignale gebildet. Dieser Rechenweg ist im folgenden Algorith-
mus zusammengefasst:
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Algorithmus 6.2 Berechnung des Systemverhaltens mit Hilfe der Ubertragungs-
funktion (Abb. 6.24)

Gegeben: Ubertragungsfunktion G(s), EingangsgroBe u(t)
1. Berechnung der Laplacetransformierten des Eingangssignals u(t):
U(s) = L{u(t)}.

2. Berechnung der Laplacetransformierten der Ausgangsgrofe aus der Laplace-
transformierten der Eingangsgrofe und der Ubertragungsfunktion:

3. Bestimmung des Ausgangssignals y(¢) durch Laplaceriicktransformation

y(t) = L7HY (s)}-

Ergebnis: Ausgangssignal y(t)

Beschreibung des

 ATOSS o . Ausgangssignal
Eingangssignal Ubertragungsverhaltens sanessie
Zeitbereich u(t) ———> Gewmh;(sgl MRIOM L () = g x

Laplace-
riicktrans-
formation

Laplacetransformation

Y

Ubertragungs-
funktion G(s)

Frequenzbereich  U(s) ———» —— Y(s) = G(s) U(s)

Abb. 6.24: Rechenschema fiir die Berechnung des Systemverhaltens mit Hilfe
der Laplacetransformation

Die Berechnung des Systemverhaltens nach dem o.a. Algorithmus ist sehr ein-
fach, weil sich die Ausgangsgrofie im Frequenzbereich aus einer Multiplikation
der EingangsgroBe mit der Ubertragungsfunktion ergibt. Die Laplacetransformation
der EingangsgroBe kann unter Verwendung der Korrespondenztabelle erfolgen und
macht in der Regel keine Schwierigkeiten. Problematischer ist es mit der Riicktrans-
formation der AusgangsgroBe, da diese i. Allg. als gebrochen rationale Funktion
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dps" +dp_18" V. +d d
Y(s) = rS 4 18 : + ..+t a1s+dg (6.93)
csS®+cs 185+ ... +cis+ ¢

vorliegt, in der d; und ¢; bekannte Koeffizienten sowie r und s den Zihler- bzw.
Nennergrad der Polynome bezeichnen. Derartige gebrochen rationale Funktionen
sind in dieser Form in Korrespondenztafeln nicht zu finden. Im Folgenden wird auf
die Riicktransformation derartiger Funktionen eingegangen, weil dies fiir die prakti-
sche Anwendung des beschriebenen Rechenweges wichtig ist.

Laplaceriicktransformation rationaler Funktionen. Als erstes wird die Laplace-
transformierte Y (s) in die Form

drs" +dp_18" " ...+ dis+ do

Y(s)=k _ (6.94)
[Tizi(s —s:)
mit k = ci tiberfiihrt und anschlieend in Partialbriiche zerlegt:
k k ks
Y(s)=ko+ ——+—— ..+ ——. (6.95)
s — 81 S — So S — Ss

Dabei bezeichnen s; die Nullstellen des Nennerpolynoms von Y (s), also die Pole
von Y (s). Im Folgenden wird zunichst angenommen, dass diese Pole einfach sind.

Um die Partialbruchzerlegung (6.95) auszufiihren, sind zwei Schritte notwendig.
Erstens sind die Nullstellen s; des Nennerpolynoms zu bestimmen. Zweitens sind
die Koeffizienten k; zu berechnen. Dabei geht man folgendermalien vor:

e Bestimmung von k. ko verschwindet fiir gebrochen rationale Funktionen Y (s)
mit 7 < s und lésst sich fiir » = s durch den Grenziibergang s — oo berechnen,
denn aus Gl. (6.95) folgt

ko = lim Y(s). (6.96)

§—00

Fiir diesen Grenziibergang erhalt man aus GI. (6.93)

Cs

e Bestimmung von k; fiir einen einfachen Pol s;. Ist der Pol s; eine reelle Nullstelle
des Nennerpolynoms von Y (s), so erhilt man aus Gl. (6.95)

ki = lim ((s —s;) Y(s)) (6.97)

s—8;

(Residuensatz der Funktionentheorie). In Gl. (6.94) eingesetzt, folgt daraus

dTS;»A + dr_lsz_l + ...+ dlsi + do
H;:l,j;ﬁi(si - 55)

ki=k
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e Sind zwei Pole s;, s;+1 konjugiert komplex, so sind auch die entstehenden Koef-
fizienten k;, k; 41 konjugiert komplex:

5; = 0; +jwi , Siy1 =0 — jw; (6.98)
ki=o; +38; » kiy1 =05 — jBi. (6.99)

k; und k;;; konnen entsprechend Gl. (6.97) bestimmt werden. Um in diesem
Falle das Rechnen mit komplexen Zahlen zu umgehen, kann man auch die zu s;
und s;4; gehorenden Partialbriiche zusammenfassen

ki kivi (i +JBi)(s — i + jwi) + (i — jBi)(s — & — jwi)
+ - -
§—8; §—Sii1 (s —0; — jw;) (s — §; + jw;)
2045 — 2(i0; + Biws)
(s —6;)? 4+ w?
k15 + ko
(s —0:)% +w}

und an Stelle der beiden Partialbriiche % und éiﬁ mit komplexen Werten
den reellwertigen Bruch ~ ~
kiis + koi

(5 —0i)% + w?
in die Zerlegung (6.95) einsetzen. Die reellen Koeffizienten k1; und kq; werden
wieder mit Hilfe des Residuensatzes bestimmt:
k1is; + ko; = lim ((s —si) (s — 8i41) Y (35)).

Beide Seiten dieser Gleichung sind komplex. k1; und kg; erhilt man aus einem
Vergleich beider Real- bzw. Imaginirteile.

Die Summanden von Y (s) in Gl. (6.95) konnen einzeln entsprechend der Korre-
spondenztabelle in den Zeitbereich transformiert werden. Fiir reelle s; = §; und k;
gilt

5 o ke %t (6.100)
5—0;

Konjugiert komplexe Paare s;, ;41 = 0; + jw; und k;, k41 = «; £ j5; konnen
direkt tiber die Beziehung

a; + j 5 a; — jB / 9 o Sit 7]
—o —2 2 2t g it — arctan —
s—§i—jwi+s—§i+jwi e oi +6i S : nﬁ'

2

in den Zeitbereich transformiert werden. Partialbriiche der Form i kiisthoi - mijgsen

5—5,1)2+wi2
in Summen der Gestalt
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Evis + koi ]_ﬁi(s —6;) ifol' w;

(s—0)2+w? (s—68)2+w? * (s —8;)% + w?

)

zerlegt werden. Dann konnen die Korrespondenzen

k1i(s — 0;)

oo T huecoswit (6.101)
];;iwi P + .
(S_;W oo hoie simwit (6.102)

angewendet werden. Summanden mit reellen Polen fiithren also zu Teilvorgingen
mit auf- oder abklingenden ,,reinen‘ e-Funktionen, wihrend fiir konjugiert komplexe
Pole ab- oder aufklingende harmonische Schwingungen entstehen.

o Erweiterung auf Mehrfachpole. Besitzt das Nennerpolynom von Y (s) Nullstel-
len s; mit der Vielfachheit [; > 1, so hat die Partialbruchzerlegung (6.95) die
Form

Die Summe auf der rechten Seite umfasst weiterhin n Partialbriiche, aber die
Zihler sind in Abhéngigkeit von der Vielfachheit /; anders aufgebaut. Da Pole
mehrfach auftreten, erfolgt die linke Summation nur bis n’ < n. Die Zghler kij
der Partialbriiche erhilt man fiir einen festen Index ¢ aus der Gleichung

1 ki . .
kij = (=] Shjsli Qe (Y(s)(s—s;)7).  (=1..0) (6.103)

Fiir die Riicktransformation der zu mehrfachen Polen gehorenden Partialbriiche er-
hilt man aus dem Dampfungssatz (6.55) und dem Satz iiber die Differenziation der
Bildfunktion (6.58) die Beziehung

l;

L. .
I{Zij it : ti—1

———— oo e’ kij—.
2Ty 2 kG

Jj=1

Interpretation. Die Partialbruchzerlegung von Y'(s) = G(s)U(s) fiihrt auf Sum-
manden, in deren Nennern Linearfaktoren mit den Polen der Ubertragungsfunktion
G(s) und der EingangsgroBe U (s) stehen. Die Riicktransformation ergibt deshalb
Summanden mit Exponentialfunktionen, in deren Exponenten die Pole von G(s)
und von U (s) stehen. Die Darstellung von y(¢) hat deshalb die bereits in Gl. (5.109)
auf S. 167 gezeigte Form. Die Summanden mit den Polen von G(s) stellen das Uber-
gangsverhalten y;; und die Summanden mit den Polen von U (s) das stationdre Ver-
halten y, dar. Bei Mehrfachpolen treten Ausdriicke auf, in denen die Exponential-
funktionen mit ¢* multipliziert werden.
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Beispiel 6.6  Berechnung der Ausgangsgréf3e eines PT; -Gliedes mit Hilfe der Laplace-
transformation
Es ist die Ausgangsgrofie des PT1-Gliedes

1 1
i(t) = —za(t) + Hult), =(0)=0 (6.104)
y(t) = ksa(t) (6.105)

bei rampenférmiger Erregung u(t) = kt zu ermitteln. Entsprechend dem Algorithmus 6.2
wird in drei Schritten vorgegangen.

1. Transformation der Zeitfunktionen in den Frequenzbereich: Fiir die Eingangs-
grofe erhilt man mit Hilfe der Korrespondenztabelle

k
u(t) o—e 2
Die Ubertragungsfunktion des PT;-Gliedes ermittelt man entsprechend Gl. (6.75):

1\ '1 ke
G(S)*ks<s+f> T~ Tsi1

2. Berechnung der Laplacetransformierten Y (s): Es gilt

ksk
Y(s) = = .
(s) = G U(s) = ey
3. Riicktransformation: Die Pole von Y (s) sind s1 = 0 (zweifacher Pol, {1 = 2) und
S3 = — % (einfacher Pol). Die Partialbruchzerlegung fiihrt folglich auf

k k k
Y(S)Zko-Fl—&-%—i— 21.
s s (s+ =)

Mit Hilfe von Gl. (6.96) erhilt man
ko = 0.

Der Koeffizient k> fiir den einfachen Pol folgt aus Gl. (6.97)

1 ksk . ksk
ke = i =) =1 = kskT.
? - <8 + T) s2(Ts+1) S_{r_n% Ts?

s——

Fiir den Mehrfachpol wird Gl. (6.103) angewendet:

- # lim i ASQ
T @21 s—0 ds \ s2(Ts+ 1)

= lim i ksk = lim 77kSkT
T s50ds \Ts+1/)  s—o (T's+1)2

= —kkT,

1. ksk

— lim ———— §% = kk.
0o s2o sQ(Ts—i—l)S hsk

k12 =

Als Partialbruchzerlegung ergibt sich folglich
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kskT  ksk kskT
- + 3 1-
S S s+ T

Mit Hilfe der Korrespondenztabelle und dem Uberlagerungssatz der Laplacetransfor-
mation erhilt man fiir y(t)

y(t) = —kskT + kskt + kskTe ™ T
= kkT(e™T — 1) + kqkt.

Das System folgt der Rampenfunktion kskt mit der durch den ersten Summanden beschrie-
benen Verzogerung.

Bei der Zerlegung von y(t) in das stationdre Verhalten und das Ubergangsverhalten
muss man beachten, dass die Eingangsgrofie

ot

u(t) =kt = e’ + uote mitu; =0, ug = k

nicht als eine Summe der Form (5.107) dargestellt werden kann, sondern auch einen Term
der Form te " enthilt. Deshalb gehort der Summand —k<k7T zum stationiren Verhalten
und es gilt

e+

yu(t) = kskTe™
ys(t) = kekte® — kkT e,

Der im Ubergangsverhalten auftretende Exponent ist gleich dem Pol des betrachteten Sys-
tems erster Ordnung. Er steht im Nenner des dritten Summanden der Partialbruchzerle-
gung. Das stationére Verhalten hat zwei Summanden mit verschwindenden Exponenten der
e-Funktion. Beide Summanden stammen aus der Eingangsgrofie. Die Exponenten stehen in
den Nennern der beiden ersten Summanden der Partialbruchzerlegung. O

Aufgabe 6.13  Riicktransformation einer gebrochen rationalen Bildfunktion

Gegeben ist die Laplacetransformierte

2s+1
(s+1+4)(s+1—j1)(s+4)"

Y(s) =

Bestimmen Sie die dazugehorige Funktion y(t) o—e Y'(s).O

Aufgabe 6.14 Losung einer Differenzialgleichung mit Hilfe der Laplacetransformation ‘

Gegeben ist die Differenzialgleichung eines ungestorten Systems

i(t) + a19(t) + aoy(t) = 0, 9(=0) =90, y(=0) = yo.

Berechnen Sie unter Verwendung der Laplacetransformation die Eigenbewegung y(t) in
Abhingigkeit von den Anfangsbedingungen o und yo, wobei Sie der Einfachheit halber
das System fiir den Fall untersuchen, dass die Eigenwerte reell sind. O
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Aufgabe 6.15 Ubergangsfunktion und Gewichtsfunktion eines PTz-Gliedes

Berechnen Sie die Ubergangsfunktion und die Gewichtsfunktion des PT2-Gliedes

1

G = G e+

und skizzieren Sie die Verldufe beider Funktionen. Welche Rechenschritte dndern sich,
wenn Sie anstelle des PT2-Gliedes das IT;-Glied

1

Gls) = s(s+3)

betrachten? O

Aufgabe 6.16*  Berechnung der Ubergangsmatrix mit Hilfe der Laplacetransformation

1. Die Ubergangsmatrix ®(t) erfiillt die Differenzialgleichung (5.83). Beweisen Sie, dass
daraus die Beziehung
®(s) = (sI-A)"" (6.106)

folgt und ®(¢) durch Riicktransformation der rechten Seite dieser Gleichung berechnet
werden kann.

2. Ermitteln Sie auf diesem Rechenweg die Ubergangsmatrizen zu

(31) a-(¥ 1)
=(31) +-(43)

Aufgabe 6.17**  Stationires Verhalten und Ubergangsverhalten

Beweisen Sie mit Hilfe einer Betrachtung im Frequenzbereich, dass sich die Ausgangsgrofie
eines Systems bei Verwendung der in Gl. (5.107) angegebenen Art von Eingangsgrofien in
der Form (5.109) darstellen ldsst. Stimmen die Nullstellen so; des Systems mit denjenigen
Exponenten p; iiberein, die durch das System nicht iibertragen werden? O

6.5.6 Ubertragungsfunktion gekoppelter Systeme

Die Ubertragungsfunktion eignet sich sehr gut fiir die Berechnung von Systemen,
die aus mehreren Teilsystemen zusammengesetzt sind. Die Ubertragungsfunktion
des Gesamtsystems kann dann sehr einfach aus den Ubertragungsfunktionen der
Teilsysteme gebildet werden. Dabei spielen im Wesentlichen drei Formen der Zu-
sammenschaltung eine Rolle, die hier fiir jeweils zwei Teilsysteme
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Yl(S) = Gl(s) Ul(S
Ya(s) = Ga(s)Us(s

— —

untersucht werden.

Reihenschaltung. Bei der in Abb. 6.25 gezeigten Reihenschaltung wirkt die Aus-
gangsgroBe des ersten Ubertragungsgliedes als EingangsgroBe des zweiten Ubertra-
gungsgliedes. Bekannt sind die beiden Ubertragungsfunktionen Gy (s) und Ga(s),
gesucht ist die Ubertragungsfunktion G(s) der Reihenschaltung.

= Gi(s) = Gy(s) - = = G(8) Gyls) —=

Abb. 6.25: Reihenschaltung zweier Ubertragungsglieder

Fiir die Reihenschaltung gilt

Y(s) = Ya(s)
Ua(s) = Yi(s)
Ul(s) = U(S)

Aus diesen Gleichungen entsteht
Y(s) = Ga(s) G1(s) U(s),

woraus sich fiir die Ubertragungsfunktion G(s) der Reihenschaltung

Reihenschaltung: G(s) = Ga(s) G1(s)

ergibt. Wiren an Stelle der Ubertragungsfunktionen die Gewichtsfunktionen
91(t) o—e Gi(s) und gz(t) o—e Ga(s)

bekannt gewesen, so wiirde sich die Gewichtsfunktion der Reihenschaltung entspre-
chend

9(t) = g2 * 1

aus den Gewichtsfunktionen der Teilsysteme zusammensetzen (vgl. Faltungssatz der
Laplacetransformation).

Parallelschaltung. Bei der Parallelschaltung wirkt die Eingangsgrofie auf beide
Ubertragungsglieder und die AusgangsgroBen summieren sich (Abb. 6.26):
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Daraus erhilt man

mit

Parallelschaltung: G(s) = G1(s) + Ga(s) (6.107)

und als Analogon im Zeitbereich

g(t) = g1(t) + g2(t).

Riickkopplungsschaltung. Bei der in Abb. 6.27 gezeigten Riickkopplungsschal-
tung wird die AusgangsgroBe des Ubertragungsgliedes mit der Ubertragungsfunk-
tion G1(s) mit negativem Vorzeichen zur Eingangsgrofe U (s) addiert:

Y(s) = Yi(s)
Ui(s) = U(s) — Ya(s).
Folglich gilt
U] U G,(3) . {
- _ U G Y
1+ G () Gy(s)
Gy(s)
Y2

Abb. 6.27: Riickkopplungsschaltung zweier Ubertragungsglieder

Y(s) =Gi(s)U(s) — G1(s) Ga(s) Y (s). (6.108)

Daraus erhilt man
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Gl (S)

Riickkopplungsschaltung:  G(s) = 1+ Gi(s)Ga(s)
1S 2(s

Im Zeitbereich erhilt man an Stelle von Gl. (6.108)

Y=g1*xu—gr*xgo*y (6.109)

und
Y+ gixga*xy=gr*u.
Diese Gleichung kann nicht weiter umgeformt werden, weil dafiir die inverse Ope-

ration der Faltung x gebraucht wiirde. Deshalb erhilt man fiir die Gewichtsfunktion
g(t), mit der die Riickkopplungsschaltung in der Form

y=g=*u
dargestellt ist, aus Gl. (6.109) nur die implizite Darstellung
g=91 —g1*g2*g.

Diese Darstellung ist nicht sehr anschaulich. Fiir u(¢) = 4(¢) erhilt man in Gl. (6.109)
jedoch, wie gefordert, y(t) = g(t).

Umformregeln fiir Blockschaltbilder. Die angegebenen Beziehungen kann man
auch als Umformregeln fiir Blockschaltbilder auffassen, wie es in den Abbildungen
bereits angedeutet ist. Weitere Umformregeln sind in Abb. 6.28 angegeben. Sie be-
treffen das Vertauschen von Blocken, die in Reihe angeordnet sind sowie das ,,Hin-
iiberziehen* von Blocken tiber Mischstellen und Verzweigungspunkte.

Aufgabe 6.18 Umformung eines Blockschaltbildes

In Abb. 6.29 ist das Blockschaltbild eines Regelkreises gezeigt, in dem Gp, Gm, Gs, Gy
und G die Ubertragungsfunktionen der Storeinwirkung auf den Streckenausgang, des
Messgliedes, der Regelstrecke, des Stellgliedes bzw. des Reglers darstellen. Formen Sie
das Bild so um, dass es nur noch zwei Blocke mit d bzw. w als Eingangsgrofien und y als
AusgangsgroBe enthilt. Welche Ubertragungsfunktionen G4 (s) und G (s) erhilt man fiir

das Stor- bzw. Fiihrungsverhalten, wenn Gq und G, durch Gq(s) = 8 und Gy (s) =

D
Y (s) . ‘10
W(s) definiert sind? O
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G, G, = G, G,

HG

Abb. 6.29: Blockschaltbild eines Regelkreises

Aufgabe 6.19 Analyse zweier Blockschaltbilder

Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktionen der beiden in Abb. 12.7 auf S. 520 gezeigten
Blockschaltbilder. Sind sie, wie in der Bildunterschrift behauptet wird, gleich? O

Aufgabe 6.20*  Frequenzgang einer Operationsverstirkerschaltung ‘

_ Ua(jw)
T Ue(jw)

berechnet werden. Es wird angenommen, dass der Operationsverstirker als statisches Uber-
tragungsglied mit unendlich groBer Verstirkung beschrieben werden kann

Ua(jw)
Up (jw)

Fiir die Operationsverstirkerschaltung in Abb. 6.30 soll der Frequenzgang G (jw)

=k — 00

Gov (jw) =
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und einen unendlich groflen Eingangswiderstand besitzt, so dass die Differenzspannung
zwischen dem positiven und dem negativen Eingang des Operationsverstirkers verschwin-
det: Up — 0. Operationsverstirker werden hiufig als nicht invertierende Verstirker betrie-
ben und durch komplexe Impedanzen Z; und Z> beschaltet, die wahlweise durch ohmsche
Widerstiande, Kapazititen oder Induktivititen ersetzt werden konnen.

Abb. 6.30: Operationsverstirker mit Beschaltung

1. Warum kann die Schaltung aus Abb. 6.30 als Riickkopplungsanordnung entsprechend
Abb. 6.31 interpretiert werden? Begriinden Sie die Existenz der Riickkopplung.

Uy

G.(jw)

Abb. 6.31: Interpretation der Operationsverstirkerschaltung

2. Stellen Sie G:(jw) in Abhingigkeit von Z; und Z> dar. Welchen Charakter hat
G:(jw)?

3. Berechnen Sie den Frequenzgang G(jw) der Schaltung unter der Annahme k — oo.

4. Wie verindert sich G (jw) und G(jw), wenn fiir Z1 und Z> ohmsche Widerstinde Ry
und R; bzw. abwechselnd Kapazititen C; und C eingesetzt werden? O

6.6 Beziehungen zwischen den Kennfunktionen im Zeitbereich
und im Frequenzbereich

Im Folgenden werden Beziehungen zwischen der Ubergangsfunktion und der Ge-
wichtsfunktion einerseits sowie dem Frequenzgang und der Ubertragungsfunktion
andererseits hergestellt.
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Aus GL. (6.70) ist bereits bekannt, dass die Ubertragungsfunktion die Laplace-
transformierte der Gewichtsfunktion darstellt:

G(s) e—o g(t). (6.110)

Da die Ubergangsfunktion entsprechend Gl. (5.102) durch Integration aus der Ge-
wichtsfunktion hervorgeht, erhilt man unter Verwendung des Integrationssatzes (6.57)
der Laplacetransformation die Beziehung

1
h(t) o—e —G(s).
s
Die statische Verstirkung ks = h(co) kann man nun mit dem Grenzwertsatz (6.61)
ermitteln:
1
ks = tlim h(t) = 1iH(l) (s - G(s)) = G(0).
— 00 S— S
In der grafischen Darstellung entspricht ks dem Anfangswert des Frequenzganges
bzw. dem Wert, dem sich die Ubergangsfunktion fiir groie Zeit asymptotisch nihert
(Abb. 6.32). Fiir den Anfangswert h(+0) der Ubergangsfunktion bzw. den Endwert
des Frequenzganges gilt entsprechend dem Grenzwertsatz (6.60)

. . 1 0 fir g <n

an

Fiir sprungfihige Systeme gilt h(+0) # 0. Die Ortskurve derartiger Systeme endet
fiir groBBe Frequenzen also nicht im Ursprung der komplexen Ebene, sondern auf der
reellen Achse im Punkt /1(+0) (Abb. 6.32).

h(t)
A
Im{ G}
A k;s
d
SEE T ;
G(jw) /w
d
]

Abb. 6.32: Zusammenhang zwischen Frequenzgang G(jw) und
Ubergangsfunktion h(t)

Aufgabe 6.21 Sprungfihige Systeme im Zeit- und Frequenzbereich

Berechnen Sie h(+0) iiber die Laplacetransformation des Zustandsraummodells (4.45). O
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6.7 Eigenschaften wichtiger Ubertragungsglieder im
Frequenzbereich

Fiir die im Abschn. 5.7 eingefiihrten einfachen Ubertragungsglieder werden im Fol-
genden die Ubertragungsfunktion und der Frequenzgang angegeben. Dabei kann die
frither eingefiihrte Klassifikation verfeinert werden.

6.7.1 Proportionalglieder

Verzogerungsglied erster Ordnung (PT, -Glied). Fiir das Verzogerungsglied erster
Ordnung erhilt man aus dem Zustandsraummodell die Ubertragungsfunktion

ks
G(s) = > 6.111
() Ts+1 ( )
und den Frequenzgang
ks
W) = ———. 6.112
G(jw) T 1 (6.112)

Der Amplitudengang |G (jw)| und der Phasengang arg G(jw) sind durch

1

Gjw)| = ks| ——=——=
G = bl

und
¢(jw) = arg G(jw) = — arctan wT'
gegeben. Abbildung 6.33 zeigt ihre grafische Darstellung im Bodediagramm sowie
die Ortskurve von G (jw).
Fiir den Amplitudengang gibt es eine einfache Approximation durch zwei Gera-
den. Umgerechnet in Dezibel erhilt man fiir G(jw)

1
G(jw = 201g (|ks| —
| (.] )|dB g(| S|m)
201g |ks| — 201g Vw?T? 4+ 1

2
201g [ks| — 201g (;") +1,

e

wobei we = % verwendet wurde. Fiir den Phasengang gilt

o(jw) = arg G(jw) = — arctan “

We

Aus diesen Beziehungen ergeben sich folgende Niherungen. Fir - < 1 ist der
Amplitudengang nahezu konstant

|G(jw)|as ~ 201g |ks| = [ks|a
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LA

/15, R —

90 bF—_———————— — ——

Abb. 6.33: Bodediagramm und Ortskurve eines PT;-Gliedes

und die Phase gleich null
¢(jw) = 0.
Fiir = >> 1 fillt der Amplitudengang linear mit 20 dB/Dekade

) w
|G(jw)|aB == 201g |ks| — 201g —

d. h., bei einer Erhohung der Frequenz w auf das Zehnfache vermindert sich die
Amplitude um 20 dB. Fiir die Phase gilt

$(jw) ~ —90°.

Beide Approximationen sind in Abb. 6.33 mit gestrichelten Linien eingetragen.
Wihrend die Anniherung des Phasenganges durch eine Treppenkurve in der Um-
gebung der Frequenz w, sehr grob ist, ist die Approximation des Amplitudenganges
sehr gut. Die beiden Asymptoten schneiden sich bei der Frequenz w,, die deshalb als
Knickfrequenz bezeichnet wird. Der exakte Verlauf des Amplitudenganges hat bei
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w = w, die grofite Abweichung von der Geradenapproximation. Diese Abweichung
betrigt jedoch nur 3 dB.

Bezogen auf das Zustandsraummodell (5.122) des PT;-Gliedes liegt die Knick-
frequenz gerade beim Betrag des vor z stehenden Parameters —%, der bei diesem
System erster Ordnung die Systemmatrix A ersetzt und damit auch den einzigen
Eigenwert des PT;-Gliedes darstellt.

Die Ortskurve des PT;-Frequenzganges ist ein Halbkreis, der fiir w = 0 beim
reellen Wert kg beginnt und fiir w — oo im Ursprung der komplexen Ebene endet.

Der Begriff PT;-Glied wird i. Allg. fiir ein stabiles System erster Ordnung ge-
braucht. In der Ubertragungsfunktion (6.111) tritt deshalb eine positive Zeitkonstante
T und folglich ein negativer Pol s; = f% auf. Dennoch gilt alles daraus abgeleitete
auch fiir instabile Systeme mit negativem 7'. Dabei bleibt der Amplitudengang un-
verdndert, denn 7" geht nur quadratisch in |G (jw)| ein. Die Phase erhilt ein positives
Vorzeichen, wodurch die Ortskurve an der reellen Achse gespiegelt wird (Abb. 6.34).
ks im Zihler der Ubertragungsfunktion hat nicht mehr die Bedeutung der statischen
Verstirkung, denn es gilt lim;_, o h(t) = oo.

Eine weitere charakteristische Kenngrofe fiir das Ubertragungsverhalten ist die
Grenzfrequenz wg,. Es ist diejenige Kreisfrequenz, bei der die durch |Y (jw)|? be-
schriebene Energie des Ausgangssignales nur noch halb so gro8 ist wie im statischen
Fall. Wegen

Y (o) = |G(jw) 2 U ()

gilt fiir die Grenzfrequenz die Beziehung
) 1
G jwe)” = F1GO)” (6.113)

bzw.
|G (jwgr)la ~ |G(0)]as — 3dB.

Diese Beziehung ist iibrigens dasselbe wie die Aussage, dass die Amplitude bei
der Grenzfrequenz auf das 1+/2-fache des Anfangswertes |G(0)| abgefallen ist, ei-
ne Formulierung, die vor allem in der Nachrichtentechnik {iblich ist. Das Intervall
w = 0...wg, heiBt Bandbreite des Systems. Da ein PT;-Glied niedrige Frequenzen
gut libertrdgt und hohe schlecht, wird es auch als Tiefpass bezeichnet. Unter Nut-
zung der Grenzfrequenz kann der Frequenzgang (6.112) des PT;-Gliedes auch in
der Form .
. S
G(jw) = = T (6.114)
geschrieben werden.
Fiir das PT;-Glied erhilt man die Bezeichnung

1

Wer = Ta

derzufolge die Grenzfrequenz mit der Knickfrequenz iibereinstimmt:
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|Glin
A

|ks‘<lB

Abb. 6.34: Bodediagramm und Ortskurve eines instabilen Systems erster
Ordnung

Wer = We.

Dies kann nicht aus der Geradenapproximation des Amplitudenganges abgelesen
werden, denn diese liegt bei der Knickfrequenz noch bei |G(0)|. Der tatsichliche
Amplitudengang ist bei dieser Frequenz um 3 dB kleiner, was gerade die Bedin-
gung (6.113) erfiillt.

Eine andere Charakterisierung der Zeitkonstante 7" ist aus GI. (5.158) auf S. 194
bekannt. T' beschreibt diejenige Zeit g3, in der die Ubergangsfunktion auf 63%
des statischen Endwertes angestiegen ist ({53, = T'). Daraus folgt, dass das Produkt
dieser Anstiegszeit und der Grenzfrequenz wg, gerade eins ergibt:

Wgar t63% =1

(Zeit-Bandbreiten-Produkt). Diese Beziehung gilt unabhiéngig von den Parametern 7'
und k; fiir alle PT;-Glieder. Sie besagt, dass PT;-Glieder mit langsam ansteigender
Ubergangsfunktion eine niedrige Grenzfrequenz und folglich eine geringe Bandbrei-
te besitzen. Liegt andererseits der Pol in der linken komplexen Halbebene sehr weit
links, so besitzt das System eine grof3e Bandbreite.
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Verzogerungsglied zweiter Ordnung (PT,-Glied). Das Verzogerungsglied zwei-
ter Ordnung (5.124) hat die Ubertragungsfunktion

j— ks

C T?s? +2dT's + 1

G(s) (6.115)

und den Frequenzgang

ks
—T2w? + j2dTw + 1"

G(jw) = (6.116)

Wird an Stelle der Zeitkonstante 7' mit der Eigenfrequenz wy = % gearbeitet, so
erhilt man die Beziehung

ks
G(s)= 1557 6.117
=) st s 41 ©1D
0

Das PT»-Glied weist in Abhingigkeit von der Dampfung d unterschiedliches Ver-
halten auf. Das wird aus der Ubergangsfunktion offensichtlich, die aus

1
h(t) o—e —G(s)
s
berechnet werden kann. Um die Partialbruchzerlegung fiir %G(s) ausfiihren zu kon-
nen, miissen die Pole von %G(s) bestimmt werden, die sich aus dem Pol s3 = 0 der
Eingangsgrofie % und den beiden Polen s, /5 des PT2-Gliedes zusammensetzen. Die
charakteristische Gleichung des PT»-Gliedes lautet

1 2d
—s*+ —s+1=0,
Wy wo

woraus man die Pole
51/ = —wod £ wo Vd? -1

erhilt. Entsprechend der Gro8e von d sind sieben Fille zu unterscheiden (Abb. 6.35):

e Fiir d > 1 ergeben sich zwei negative reelle Pole

81 = —wpd + woV/ dz—l, S9 = —wod —woV d? — 1.

Nach Einfiihrung der Zeitkonstanten 7} = —i und T = —i erhilt man die
Ubertragungsfunktion

ks
(Tys +1)(Tos + 1)’

G(s) = (6.118)

die als Reihenschaltung zweier PT;-Glieder mit unterschiedlichen Zeitkonstan-
ten gedeutet werden kann. Diese Reihenschaltung hat die Ubergangsfunktion
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Im{s}

5

Re{s}

Re{ s}
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Jwy

Re{s}

~J«h

Im{s}

JupV1- dZI

s,

Re{s}

Re{s}

d>1
d=1
0<d<1
d=10
-1<d<0
d=-1
d<-1

Abb. 6.35: Pole und Ubergangsfunktion eines PT2-Gliedes
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| Glas
A

ks
7 Re{G}

Abb. 6.36: Bodediagramm und Ortskurve des PT2-Gliedes (6.118)

_ B B R
h(t) = ks (1 Tlnge 1+T17T2e 2). (6.119)
In Abb. 6.35 ist ersichtlich, dass die Ubergangsfunktion in Richtung der Zeitach-
se beginnt (h(O) = 0). Je groBer die Dampfung d ist, umso langsamer erreicht
h(t) den statischen Endwert 1.
Im Bodediagramm (Abb. 6.36) treten jetzt zwei Knickfrequenzen auf, wobei
fiir steigende Frequenz der Amplitudengang nach der ersten Knickfrequenz um
20 dB/Dekade fillt und nach der zweiten Knickfrequenz um 40 dB/Dekade. Die
Phasenverschiebung erhoht sich auf —180°. Dazu gehort eine Ortskurve, die bei

|ks|ap beginnt und von der negativen reellen Achse aus den Nullpunkt erreicht.
e Fiir d = 1 tritt ein zweifacher Pol
S1,2 = —Wo

auf. Setzt man T' = w%)’ so erhilt man fiir die Ubertragungsfunktion (6.115) die
Darstellung
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ks
(Ts+1)(Ts+1)’
die als Reihenschaltung zweier PT;-Glieder mit derselben Zeitkonstanten 7" in-

terpretiert werden kann. Die Riicktransformation von 1G(s) ergibt die Uber-
gangsfunktion

G(s) =

h(t) = ks (1 — e ~“0H(1 + wpt)). (6.120)

Die grafische Darstellung in Abb. 6.35 zeigt, dass die Ubergangsfunktion zu-
nichst in Richtung der Zeitachse beginnt (h(0) = 0) und dann aperiodisch den
Endwert 1 erreicht.

e Fiir 0 < d < 1 erhilt man ein konjugiert komplexes Polpaar

51/ = —wod £ jwo V1 — d? (6.121)
mit negativem Realteil —wqd. Die Ubergangsfunktion

1
N

ist im Wesentlichen eine Sinusfunktion, fiir deren Kreisfrequenz die Beziehung
woV 1 —d? < wy gilt. Die Schwingung klingt aufgrund der e-Funktion mit ne-
gativem Exponenten ab, so dass das System schlielich den statischen Endwert
ks erreicht.

Die relative Dampfung der Schwingungen, die die Abnahme der Amplitude von
einer zur nachsten Periode beschreibt, ist vom Quotienten

Re{s;} d

st = N = cot ¢q (6.123)
abhingig. Der Winkel ¢4 kann im PN-Bild abgelesen werden (Abb. 6.35). Die
Pole s, /, fiir PTo-Glieder mit derselben Dédmpfung d, aber unterschiedlicher
Zeitkonstante T liegen auf Geraden, die nur durch d bzw. den Winkel ¢4 be-
stimmt sind. Je grofer die Dampfung d ist, umso néher liegen die Eigenwerte an
der reellen Achse und umso schneller klingt das Ubergangsverhalten ab. Abbil-
dung 6.37 zeigt die Ubergangsfunktionen des PT,-Gliedes fiir unterschiedliche
Dampfungen.

Die Abbildung zeigt auch, dass das System fiir groe Dampfung (etwa d > 0,5)
keine eigentliche Schwingung mehr ausfiihrt, sondern nur noch einmal iiber den
statischen Endwert hinaus schwingt. Die anderen Anteile der Sinusfunktion in
Gl. (6.122) treten aufgrund des Dampfungsfaktors e ~%“0 nicht mehr in Erschei-
nung. Da fiir den Bereich 0,5 < d < 1 der Ausdruck v/1 — d? niherungsweise
gleich eins ist, schwingt das System also mit einer Frequenz nahe wy = %
PT,-Glieder mit demselben Exponenten der e-Funktion e ~%~o! schwingen in
derselben Zeit in ihren statischen Endwert ein. Es sind dies PT5-Glieder, de-
ren Pole auf einer Parallelen zur Imaginidrachse mit dem Abstand —dwy liegen
(Abb. 6.38).

h(t) = ks <1 — e "%t sin(wov/1 — d2t + arccos d)) (6.122)

p=|
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d=
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Abb. 6.37: Ubergangsfunktionen eines Schwingungsgliedes mit 7' = 1 und
ks =1

Real

Abb. 6.38: Ubergangsfunktion von PT2-Gliedern, deren Pole auf einer
Parallelen zur Imaginirachse durch —0,1 liegen

Das exponentielle Einschwingen in den statischen Endwert kann man durch zwei
Schranken beschreiben, die man aus Gl. (6.122) erhilt:

1 —d t)
e 4o
V1i—d? V1—d?

Diese Schranke ist fiir das PT2-Glied mit der grofiten verwendeten Dampfung im
unteren Teil von Abb. 6.38 durch die gestrichelten Linien eingetragen.

1
ks (1 -— e—dwot) < h(t) < ks (1 +

e Fiir d = 0 ist das System ungeddmpft und hat die Pole

S1/2 = +jwo,
die Ubertragungsfunktion
2
w
G(s) = by 2
=kt

und die Ubergangsfunktion
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h(t) = ks (1 — cos wpt).

Das System schwingt mit gleichbleibender Amplitude mit der Frequenz wy um
den Mittelwert k. Dies zeigt, dass wg = % die Frequenz des ungeddmpften PTs-
Gliedes ist. Fiir sie wurde deshalb bereits die Bezeichnung ,,Eigenfrequenz* des
PT5-Gliedes eingefiihrt.

e Fiir —1 < d < 0 ist das System instabil mit den konjugiert komplexen Polen

5172 = |dlwo £ jwov'1 —d?2.

Als Ubergangsfunktion erhilt man die bereits fiir 0 < d < 1 berechnete Funk-
tion (6.122), nur dass der Exponent der e-Funktion jetzt positiv ist und die Sinus-
schwingung folglich aufklingt.

e Fiir d = —1 erhilt man den positiven Doppelpol
$1/2 = Wo-
Die Ubergangsfunktion ist dhnlich wie in Gl. (6.120) zusammengesetzt,
h(t) = ks (1 —e“" (1 —wot)),
nur dass die e-Funktion jetzt aufklingt.

e Fiir d < —1 besitzt das System die instabilen reellen Pole

5172 = |d|wo £wo Vd? — 1.

Fiir die Ubergangsfunktion erhiilt man wieder GI. (6.119), jetzt allerdings mit ne-
gativen Zeitkonstanten T und T5. Die Ubergangsfunktion klingt auf, wobei fiir
das Verhalten bei groflen Zeiten ¢ die betragsmiBig kleinere Zeitkonstante und
folglich der groBere Pol |d|wy + wo vd? — 1 maBgebend ist.

Die Betrachtungen sind in Tabelle 6.1 zusammengefasst. Die Tabelle zeigt, dass
das qualitative Verhalten sich nur in Abhédngigkeit von der Dampfung d verindert.
Die Zeitkonstante 71" beeinflusst die Zeitskala, streckt oder staucht also die Zeitach-
se, hat aber keinen Einfluss auf den prinzipiellen Verlauf von y (Abb. 6.39). Ab-
bildung 6.40 zeigt, wie sich die Pole bei einer Verinderung der Dimpfung d und
unverinderter Zeitkonstante 7" in der komplexen Ebene verschieben. Bei d = 1 und
d = —1 hat das PT»-Glied einen zweifachen Pol bei +1 bzw. —1. Fiir betragsmifig
kleinere Dampfung liegen die Pole auf dem Einheitskreis, fiir betragsmifig grofere
Diampfung auf der reellen Achse, wobei fiir |[d| — oo ein Pol zum Ursprung der
komplexen Ebene wandert und der Betrag des anderen unendlich grof wird.
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Tabelle 6.1. Verhalten von PT>-Gliedern

Dampfung Systemeigenschaft Pole
d>1 iberkritisch geddmpft negative reelle Pole
d=1 kritisch gedampft negativer reeller Doppelpol
% <d<1 gedampft konjugiert komplexe Pole
ohne Resonanziiberhohung mit negativen Realteilen
0<d< % gedampft konjugiert komplexe Pole
mit Resonanziiberhohung mit negativen Realteilen
d=0 ungedampft konjugiert komplexe Pole

mit verschwindenden Realteilen

-1<d<0 instabil konjugiert komplexe Pole
mit positiven Realteilen

d=-1 instabil positiver reeller Doppelpol
d< -1 instabil positive reelle Pole
1103 .

h =1 Imag 6’%
0.5 5 i\‘

0 202

0 2 4 6 Real
t

Abb. 6.39: Ubergangsfunktion eines PT2-Gliedes mit d = 0.4 und T' = 0,3,
0,5,0,7,0,9und 1
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d=1
d>1 d>1lld=

0<d<1

Abb. 6.40: Lage der beiden Pole des PT2-Gliedes in Abhingigkeit vom
Dampfungsfaktor d

Fiir das Intervall —1 < d < 1 sind die Pole konjugiert komplex und konnen in
der Form
8172 = —0e £ jwe (6.124)

0c =wpd und we=wpy1— d?

geschrieben werden. Bei einer Verdnderung von d bewegen sich diese Pole auf einem
Kreis, denn es gilt

mit

624 wi=uwid® +wi(l —d*) = uwg,

wobei der Radius des Kreises durch die Eigenfrequenz wg des PT2-Gliedes bestimmt
wird.

0 5 10 15
t

Abb. 6.41: Ubergangsfunktionen von PT2-Gliedern mit unterschiedlicher
Dimpfung d und derselben Eigenfrequenz wo = 1

Abbildung 6.41 zeigt die Ubergangsfunktionen von PT,-Gliedern mit derselben
Eigenfrequenz wy = 1, aber unterschiedlicher Dimpfung. Diese Systeme schwingen
mit derselben Frequenz, erreichen den statischen Endwert k5 = 1 aber unterschied-
lich schnell. Je grofer die Dampfung ist, desto weniger schwingt der Ausgang des
PT5-Gliedes um seinen statischen Endwert.
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Der logarithmische Amplitudengang des PT5-Gliedes kann fiir groe bzw. kleine
Frequenzen dhnlich wie beim PT;-Glied durch Geraden approximiert werden. Es gilt

N 2
1G(jw)|as = 201g |ks| — 201g\/<1 _ “’2> T (2d°"> ,
Wy wo

woraus fiir < < 1
wo

|G(jw)|as = 201g | ks|
und fiir wio >1

2
|G (jw)lan = 201g k| — 201g (“’) = 201g|ky| — 401g
wo wo

folgt. Die zweite Asymptote stellt im Bodediagramm eine Gerade mit der Steigung

—40 dB/Dekade dar. Der Schnittpunkt beider Asymptoten liegt bei der Kreisfrequenz

w:woz%.

W
(=)

|G| in dB

arg(G) in Grad

10 10° 10
o inrad/s

Abb. 6.42: Bodediagramm eines PT2-Gliedes mit ks = 1,7 = 1 und
0<d<1

Die Approximationsgenauigkeit in der Umgebung von wy ist allerdings von der
Diampfung abhingig (Abb. 6.42). Fiir groe Dampfung, z. B. d = 2,5, geht der Am-
plitudengang ,,glatt* von einer Geraden in die andere iiber. Je kleiner die Ddmpfung
ist, umso groBer wird der Amplitudengang in der Néhe von wy = 1. Als Orientierung
dient die gestrichelte Kurve, die fiir die Ddmpfung d = 1 gilt.

Aus der Analyse der Ubergangsfunktion wurde offenkundig, dass fiir 0 < d < 1
das PT»-Glied eine gedimpfte Schwingung ausfiihrt, die umso langsamer abklingt,
je kleiner d ist. Dies macht sich im Amplitudengang durch eine Spitze (,,Resonanz-
iiberhohung®) bemerkbar, die umso hoher ist, je kleiner d ist (Abb. 6.43).



286 6 Beschreibung und Analyse linearer Systeme im Frequenzbereich

Resonanzﬁber{lbhung
Gl < Gliw)-=— L
= =a

Abb. 6.43: Resonanziiberhohung beim PT-Glied fiir 0 < d < %

Eine genaue Betrachtung der Amplitudenginge fiir |ks| = 1 zeigt, dass das Ma-
ximum von |G(jw)| fiirr d < % bei der als Resonanzfrequenz bezeichneten Kreis-

frequenz
wr = wpV/ 1 — 2d?
auftritt und die Grofie

1 1
Gjw)| = —F/—— 0<d<— 6.125
Gliwnl = 5ra—s  (0<d< ) 6.125)
hat. Die zugehorige Ortskurve zeigt Abb. 6.44. Im linken Abbildungsteil ist die Orts-

kurve fiir ein stark geddmpftes PT,-Glied dargestellt (d > % ), fiir das |G(jw) | max =

|G(0)] gilt, wihrend der rechte Abbildungsteil die Ortskurve fiir ein schwingendes
System zeigt. Die Resonanziiberhhung |G| ax wird bei w = w, erreicht.

Abb. 6.44: Ortskurve eines PT2-Gliedes

wy ist die Frequenz, bei der die Phase gleich —90° ist und die Ortskurve folg-
lich vom vierten in den dritten Quadranten der komplexen Ebene iibergeht. Fiir diese
Frequenz gelten die Beziehungen
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|G(jWO)|dB = =20 log Qd,

die man sich fiir eine ndherungsweise Konstruktion des Bodediagramms besser mer-
ken kann als die oben angegebene fiir G(jw,). Da fiir |d| < % die Beziechung
wy < wy gilt, liegt das Betragsmaximum der Ortskurve stets im vierten Quadranten.

40
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Abb. 6.45: Abhingigkeit von |G (jw:)| - - - und |G (jwo)| — von der
Diampfung d (Jks| = 1)

Um sich ein Bild von der GroBe der Resonanziiberhohung machen zu konnen,
sind in Abb. 6.45 |G(jwo)| und |G(jw,)| in Abhingigkeit von der Dimpfung d
aufgetragen. Beide Grofen sind fiir d < 0,6 fast gleich grol. Das heif3t, dass die
Frequenzen w, und wy ndherungsweise gleich grof} sind, die Verschiebung der Re-
sonanziiberhohung also nicht wesentlich ist. Einen erheblichen Betrag erreicht die
Resonanziiberhhung nur dann, wenn die Dampfung d kleiner als 0,2 ist.

Fiir d > 0,5 ist |G(jwo)|ap kleiner als null und fiir d > % tritt keine Resonanz-
iiberhhung auf. Dafiir gilt

‘G(jw)lmax = |G(O>| = |ks‘

PT,,-Glieder. Fiir PT,-Glieder, die aus einer Reihenschaltung von n PT;-Gliedern
bestehen, dndert sich der Verlauf des Bodediagramms und der Ortskurve in Abhin-
gigkeit von der Anzahl n folgendermafBen:

e Der Amplitudengang beginnt fiir kleine Frequenzen bei |ks|qp und fillt mit stei-
gender Frequenz nach jeder Knickfrequenz um 20 dB/Dekade, 40 dB/Dekade,
60 dB/Dekade usw. ab.
Die Phase fillt von 0° auf —n - 90°.
Die Ortskurve beginnt bei der statischen Verstirkung ks und miindet bei einer
Phasenverschiebung von —n - 90°, d. h. von der negativen Imaginérachse, von
der negativen reellen Achse, von der positiven Imaginédrachse usw. kommend in
den Ursprung der komplexen Ebene (Abb. 6.46).
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Abb. 6.46: Ortskurve eines PT,,-Gliedes (Gesamtbild links und Ausschnitt
um den Nullpunkt rechts)

Aufgabe 6.22  Verhalten von PT»>-Gliedern

Abbildung 6.47 zeigt das PN-Bild sowie fiinf Ubergangsfunktionen von PT2-Gliedern. Wel-
che Polpaare gehoren zu welcher Ubergangsfunktion? O

2 2
5[ x
X
Imag 0l0¢36---50¢ 1 1
X
_5 X
— 0 0
3 Regl 3 0 1 2 0 1 2
2 2 2
h 1 1 1
00 1 2 00 1 2 00 1 2
t t t

Abb. 6.47: PN-Bild und Ubergangsfunktionen von PT2-Gliedern
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6.7.2 Integrierglieder

Das reine I-Glied nach GI. (5.128) hat die Ubertragungsfunktion

1
G(s) = —
(5) = 75
Die Ortskurve des Frequenzganges
1
G 1 =
(jw) o

liegt auf der negativen Imaginédrachse. Der Amplitudengang ist eine Gerade
|G(jw)|as = —201g T} — 201gw

mit Neigung —20 dB/Dekade, die die Frequenzachse bei w = T% schneidet. Die Phase
liegt konstant bei —90°.
Fiir das IT;-Glied erhilt man aus der Differenzialgleichung (5.130) die Ubertra-

gungsfunktion
1

B Tis(Ts+1)
Ortskurve und Frequenzkennliniendiagramm sind in Abb. 6.48 dargestellt, wobei
wiederum vorausgesetzt wird, dass 7" und 77 positiv sind. Fiir kleine Frequenzen w
verlauft die Ortskurve niherungsweise auf einer Parallelen zur Imaginirachse durch
den Punkt — %, was man sich anhand der Zerlegung

G(s) (6.126)

1

JwTi(jwT +1)
—j(—jwT +1)
wI(w?T? + 1)

—wl —3j
wIt(w?T? +1)

T 1 . 1
CTiwTZ+1 ijI(uﬂTQ +1)

G(jw)

und den Grenziibergang

iiberlegen kann.
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Abb. 6.48: Ortskurve und Bodediagramm eines I- und eines IT;-Gliedes

6.7.3 Differenzierglieder
Das D-Glied hat die Ubertragungsfunktion
G(s) = sTp. (6.127)

Die Ortskurve ihres Frequenzganges liegt auf der positiven imaginidren Achse der
komplexen Zahlenebene. Der Amplitudengang

|G(jw)]as = 20 1lg Tpw =20 1gTp + 20 lgw

stellt im Bodediagramm eine Gerade mit der Neigung +20 dB/Dekade und dem
Schnittpunkt mit der Abszisse bei w = % dar. Das D-Glied hat eine konstante
Phase von +-90°.

Fiir das DT;-Glied erhilt man aus der Differenzialgleichung (5.132) die Uber-

tragungsfunktion
TD S

GO =t
Der Frequenzgang dieses Systems ist in Abb. 6.49 dargestellt. Das System tibertragt
Signale hoher Frequenzen besser als Signale mit niedriger Frequenz. Es ist deshalb
ein Hochpass. Mit einer dhnlichen Definition wie beim PT;-Glied erhilt man
1
T

als Grenzfrequenz und wy,...00 als Bandbreite.

(6.128)

wgr -
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|Gl s |Gl
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/1 >lg w /'1 1 >lg w
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~lg w >lg w
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Abb. 6.49: Ortskurve und Bodediagramm eines D- und eines DT -Gliedes

N3

6.7.4 Ubertragungsglieder mit Nullstellen

Bei den bisher behandelten Ubertragungsgliedern traten keine Nullstellen auf. Es soll
deshalb im Folgenden erliutert werden, wie sich das Ubertragungsverhalten durch
Nullstellen éndert.

Da nur die Pole der Ubertragungsfunktion (bzw. die Eigenwerte der Systemma-
trix A) im Exponenten der e-Funktionen in der freien Bewegung und im Ubergangs-
verhalten auftreten, konnen Nullstellen die Geschwindigkeit der Bewegung eines
Systems nicht beeinflussen. Sie haben insbesondere auch keinen Einfluss auf die
Stabilitit des Systems, denn die Frage, ob alle e-Funktionen abklingen, also ,,stabile
Funktionen® darstellen oder nicht, wird nur durch die Pole bestimmt.

Die Nullstellen haben jedoch einen entscheidenden Einfluss auf die Amplitude,
mit der die Eigenvorginge in die Ausgangsgrofie eingehen. In der kanonischen Dar-
stellung der Gewichtsfunktion beeinflussen sie die Koeffizienten g; (vgl. Gl. (5.99)
auf S. 160).

Dieser Sachverhalt soll an zwei einfachen Ubertragungsgliedern verdeutlicht
werden. Als erstes wird das PT5-Glied ohne Nullstelle

3 =3
3 2 2
GO = i3 sl 543

mit einem System zweiter Ordnung verglichen, das eine Nullstelle bei —sg

-3 S — Sp

Glos0) = L G DG +3)
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3 1 3
G+1(5+3) “so(s+1)(s+3)

31+s0) —3(3+s0)
280 280

s+1 s+3

und dieselbe statische Verstirkung hat. Die zweite Darstellung von G(s, sg) zeigt,
dass sich das Ubertragungsglied mit Nullstelle aus dem ohne Nullstelle und einem
parallel geschalteten Ubertragungsglied zusammensetzt, dessen AusgangsgroBe die
Ableitung der AusgangsgroBe des ersten Ubertragungsgliedes darstellt. Die Nullstel-
le beschleunigt deshalb das Ubergangsverhalten. Da sq in den Nenner des zweiten
Summanden eingeht, ist die Verdinderung des Verhaltens umso groBer, je kleiner die
Nullstelle ist.

Aus der dritten Zeile konnen zwei Spezialfille abgelesen werden. Fiir s = —3
kiirzt sich der Linearfaktor der Nullstelle gegen den eines Pols, so dass das System
zum PT;-Glied degeneriert:

1
s+1°
Fiir groBe Werte fiir s geht die zweite Ubertragungsfunktion in die erste iiber

lim G(s,s0) = G(s).

80— 00

G(s,3) =

Das Verhalten des zweiten Ubertragungsgliedes ist dann iiberhaupt nicht von der
Nullstelle abhingig.

tins

s—s

Abb. 6.50: Ubergangsfunktion des Systems G (s, s0) = —% (S

unterschiedliche Werte von sg

fiir

Um diesen Sachverhalt zu verdeutlichen, ist in Abb. 6.50 die Ubergangsfunktion
des Systems fiir unterschiedliche Werte der Nullstelle aufgetragen. Fiir sehr grofe
Werte der Nullstelle erhilt man das Verhalten des Ubertragungsgliedes ohne Null-
stelle. Liegt die Nullstelle im PN-Bild in der Nihe der Imaginirachse, so verdndert
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sie das Ubergangsverhalten sehr stark. Fiir sy = —0,5 beispielsweise ist ein sehr
grofes Uberschwingen zu erkennen.

Eine dhnliche Abhiingigkeit des Ubergangsverhaltens von der Nullstelle erhilt
man fiir schwingfihige Systeme.

6.7.5 Ubertragungsglieder mit gebrochen rationaler Ubertragungsfunktion

Alle hier betrachteten Systeme haben eine gebrochen rationale Ubertragungsfunk-
tion, deren Frequenzgang in PN-Form oder Zeitkonstantenform

q S 9 (1+ Jo
6w - Lo ) AL Cre,)
Hizl(]w *S’L‘) Hi:l(l + {I)

dargestellt werden kann, wenn sp; und s; reell und negativ sind, also

wo; = —Sp; >0 und w; =—8 >0 (6.129)

gilt, was zunichst vorausgesetzt wird. Fiir die Konstruktion des Amplitudenganges
kann die oben eingefiihrte Geradenapproximation angewendet werden. Die Neigung
der Amplitudenkennlinie @ndert sich an jeder Knickfrequenz w; des Nenners um
—20dB/Dekade und an jeder Knickfrequenz wy; des Zihlers um +20 dB/Dekade.
Mit dieser Regel kann eine gute Approximation des Bodediagramms konstruiert wer-
den, wenn die Knickfrequenzen geniigend weit auseinander liegen. Der Phasengang
andert sich mit jeder Knickfrequenz des Nenners um —90° und an jeder Knickfre-
quenz des Zihlers um +90°.

20

20
)
1 o

ﬁ E 0 0 Ts

Q

-20 -20

20 20
1 %

—— c 90 == 0 —=7 Ts+1
Is+1 — =

Q

-20 -20

20 20

1 3 /
Tvdnil £ ° =7-\ 0 Ry, T’ +2dTs+1
N N g N\
-20 -20
10" 10° 10" 10" 10° 10’
w inrad/s w inrad/s
Abb. 6.51: Amplitudengang wichtiger elementarer Ubertragungsglieder mit

T=1

Fiir konjugiert komplexe Pole oder Nullstellen fasst man im Nenner bzw. im Zih-
ler zwei Linearfaktoren zu Termen der Form T2s2 + 2dT's + 1 zusammen. Die Gera-

denapproximation dndert die Richtung bei der Frequenz w = % um —40 dB/Dekade
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bzw. +40 dB/Dekade, je nachdem, ob der Term im Nenner oder im Zahler steht. Der
Amplitudengang entfernt sich fiir diese Terme von der Geradenapproximation in Ab-
hingigkeit von d mehr oder weniger stark, wie aus den Abbildungen 6.42 und 6.45
abgelesen werden kann. Gleichzeitig veridndert sich die Phase um £+180°.

Liegen Pole bzw. Nullstellen bei null, so stellt der Amplitudengang eine Gerade
mit der Neigung von £20dB/Dekade dar.

Abbildung 6.51 zeigt die Amplitudengiinge der sechs elementaren Ubertragungs-
funktionen, die als Bestandteile gebrochen rationaler Ubertragungsfunktionen auf-
treten konnen. Fiir Ubertragungsfunktionen G(s) beliebiger Ordnung kann man den
Amplitudengang dadurch konstruieren, dass man G(jw) in ein Produkt aus diesen
elementaren Gliedern zerlegt und die Amplitudenginge dieser Glieder addiert. Ein
zusitzlicher Verstarkungsfaktor verschiebt den erhaltenen Amplitudengang als Gan-
zes nach oben oder unten.

Beispiel 6.7 Bodediagramme schwingungstihiger Systeme

Die folgenden Beispiele zeigen, wie Amplitudengang und Phasengang fiir gebrochen ratio-
nale Ubertragungsfunktionen konstruiert werden knnen.

1. Gegeben ist die Ubertragungsfunktion
1 1
G(s) =

50,2552 4 0,1s +1°
die eine Reihenschaltung eines I-Gliedes und eines PT2-Gliedes beschreibt und sich
aus den Anteilen

(6.130)

1
0,25s2 +0,1s + 1
zusammensetzt. Fiir das PT2-Glied gilt 7' = 0,5 und d = 0,1. Der Amplitudengang
beginnt mit einer Geraden, die -20 dB/Dekade abfillt und die die 0dB-Achse beiw = 1
schneidet (Abb. 6.52). Der durch das PT2-Glied bewirkte Knick in der Geradenappro-
ximation des Amplitudenganges liegt bei w = % = 2. Danach fillt der Amplituden-
gang mit -60 dB/Dekade ab (gestrichelte Linie in Abb. 6.52).
Der wahre Amplitudengang unterscheidet sich von der Geradenapproximation nur in
der Umgebung der Knickfrequenz. Dort liegt eine durch den Dampfungsfaktor d = 0,1
bestimmte Resonanziiberhohung von etwa 15 dB (Abb. 6.45).
Der Phasengang beginnt bei —90° und fllt in der Nihe der Knickfrequenz um —180°
auf —270°.

2. Betrachtet wird jetzt die Ubertragungsfunktion

— und

1,6 0,752 + 1
G(s)= 222 T 6.131
(S) 82 07152 + 17 ( )
die in die Anteile
1,6 1 1 9 1
— 0,7 1, —
2 07950795 5 tL o gier

zerlegt werden kann. Der Amplitudengang hat fiir sehr hohe und sehr niedrige Frequen-

zen eine Neigung von -40 dB/Dekade. Die fiir niedrige Frequenzen geltende Geraden-
approximation schneidet die 0dB-Achse bei w = ;%5 = 1,26. Die beiden anderen

Anteile beschreiben ungedimpfte Schwingungsgliedér, wobei der Term



6.7 Eigenschaften wichtiger Ubertragungsglieder im Frequenzbereich 295

[}
(=]
[
[
i
[

|G| in dB
b
=

arg(G) in Grad
oL
J x o
}/:J

107 10 10
o in rad/s

Abb. 6.52: Bodediagramm zur Ubertragungsfunktion (6.130)

07 +1=T2s*+2dTs+1 mit T=084, d=0

bei der Knickfrequenz wi = 07;;4 = 1,19 eine Anhebung des Amplitudenganges um
40 dB/Dekade bewirkt, wihrend der Faktor

1 1
0,1s2+1 T2s2+2dTs+1

mit 7=0,32, d=0

eine Absenkung des Amplitudenganges um 40 dB/Dekade ab der Knickfrequenz wa =
ﬁ = 3,1 bewirkt. Die Geradenapproximation hat deshalb das in Abb. 6.53 gezeigte

Plateau.

"Plateau

|G| in dB
(=)

|
o
(=)

-180 .
107" 10° 10'
o inrad/s

arg(G) in Grad

Abb. 6.53: Bodediagramm zur Ubertragungsfunktion (6.131)

In der Néhe der Knickfrequenzen hat der wahre Amplitudengang eine unendlich grof3e
Resonanzabsenkung bzw. Resonanziiberhohung. Der Phasengang wechselt fiir die un-
gedampften Anteile seinen Wert abrupt von —180° auf null und zuriick zu —180°.

3. Wenn die zu den schwingungsfihigen Anteilen der Ubertragungsfunktion (6.131) ge-
horenden Frequenzen niher zusammenriicken, so wird das Plateau schméler. Abbil-
dung 6.54 zeigt das Bodediagramm fiir die Ubertragungsfunktion
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1,6 0,41s% + 1
G — b b
(5) =3 0,33s2 + 1

(6.132)

das ein konjugiert komplexes Polpaar bei 51,75 sowie Nullstellen bei 4-51,57 hat. O

|G| in dB
LW
S

g oo
&}
=
£ 90
)
2180
—1 0 1
10 10 10

o inrad/s

Abb. 6.54: Bodediagramm des Systems (6.132)

In Bezug auf das Zustandsraummodell sollte man sich merken, dass die Knick-
frequenzen des Nenners fiir reelle Pole gerade mit den Betrigen der zugehorigen
Eigenwerte \; der Systemmatrix A iibereinstimmen.

Fiir sehr hohe Frequenzen wird die durch das System bewirkte Phasenverschie-
bung durch den Poliiberschuss bzw. den relativen Grad p bestimmt, denn es gilt

wli—>Holo d(w) = (g —n)90° = p90°,

sofern alle Pole und Nullstellen negative Realteile haben. Sie ist der Grund dafiir,
dass der Poliiberschuss und der relative Grad als ein MaB fiir die Verzogerung be-
trachtet werden kann, die das Eingangssignal beim Durchlaufen des Systems erfihrt.
Dementsprechend wirken Systeme mit gro3em Poliiberschuss sehr stark verzogernd,
wihrend Systeme, die zwar eine sehr hohe dynamische Ordnung haben kénnen, aber
nur einen kleinen Poliiberschuss besitzen, wenig verzogernd wirken. Diese Aussa-
gen gelten, wie in der Formel angegeben, fiir sehr hohe Frequenzen. Sie stiitzen die
bereits aus der Regelungsnormalform mit Hilfe von Abb. 4.17 auf S. 85 abgeleite-
te Vermutung, dass ein System umso triiger auf eine Anderung der EingangsgroRe
reagiert, je grof3er sein relativer Grad ist.

Fiir eine Reihe weiterer Ubertragungsglieder sind die Ubergangsfunktion, die
Ubertragungsfunktion und die grafische Darstellung des Frequenzganges als Orts-
kurve und als Bodediagramm in Abb. 6.55 zusammengestellt. Gleichzeitig ist das
geldufige Blockschaltbild angegeben, in dem der Charakter des Elementes durch ei-
ne stilisierte Ubergangsfunktion angegeben ist.
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Ubertragungs-  Symbol Ubertragungs- Ortskurve Bodediagramm
glied funktion
w
P-Glied — >
-90° “
-180°
G4
w
. k,
PT-Glied — |/ — Tor1 b @ w
|Gl
1 w
I-Glied — — > E P
w
|Gl
1 w
m-Glied —|_~ = 7o &
w
|G|
w
D-Glied — > Tys &
|
w
|G|
Tys “
. _—D°
DT,-Glied —+ |> — Tsil &
w
|Gl
w
T, -Glied — -
\ -

Abb. 6.55: Wichtige Ubertragungsglieder
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Aufgabe 6.23 Amplitudengang fiir gebrochen rationale Ubertragungsfunktionen

Gegeben sind zwei Systeme mit den Ubertragungsfunktionen

und

10
G = mr D@+ 1)
G(s) = s+3

(s+1)(s+10)°

Konstruieren Sie die Geradenapproximationen der Bodediagramme beider Systeme. O

Aufgabe 6.24*  Bestimmung der Ubertragungsfunktion aus dem Amplitudengang

In der Praxis ist hdufig die Aufgabe zu 16sen, aus einem gegebenen Amplitudengang die
Ubertragungsfunktion (wenigstens niherungsweise) abzulesen. Diese Aufgabe soll hier an
zwei Beispielen gelost werden.

|G| in dB

10 10' 10°
o inrad/s

Abb. 6.56: Geradenapproximation eines Amplitudenganges

Gegeben ist der in Abb. 6.56 gezeigte Amplitudengang, fiir den bereits eine Geraden-
approximation vorliegt. Es ist bekannt, dass das betrachtete System stabil ist und nur
Nullstellen mit negativem Realteil besitzt. Wie heiBt die Ubertragungsfunktion dieses
Systems?

o in rad/s

Abb. 6.57: Amplitudengang eines hydraulischen Ruderstellsystems

Abbildung 6.57 zeigt den Amplitudengang des in Aufgabe 10.9 auf S. 469 genau-
er beschriebenen hydraulischen Ruderstellsystems. Welche Ubertragungsfunktion hat
dieses System? O
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Aufgabe 6.25  Bodediagramm eines Feder-Masse-Schwingers

Zeichnen Sie das Bodediagramm des Feder-Masse-Schwingers aus Beispiel 4.2 auf S. 60
mit den im Beispiel 6.1 auf S. 222 gegebenen Parametern. Bestimmen Sie diejenigen Punkte
des Amplitudenganges, die zu den im Beispiel 6.1 auf S. 222 verwendeten Frequenzen
gehoren. O

Aufgabe 6.26* Bodediagramm der Verladebriicke

Die im Beispiel 5.1 auf S. 126 beschriebene Verladebriicke hat beziiglich der auf die Lauf-
katze wirkende Kraft F' als Eingangsgroe und die Position s des Greifers als Ausgangs-
groBe die Ubertragungsfunktion

0,00123

—_ - 6.133
s + 3,066s2 ( )

G(s) =

Zeichnen Sie das Bodediagramm. O

Aufgabe 6.27**  Dynamik der Rollbewegung eines Flugzeugs

Fiir die Rollbewegung eines Flugzeugs wurde in Beispiel 5.6 auf S. 147 ein Modell angege-
ben.

1. Zeichnen Sie den qualitativen Verlauf des Amplitudenganges, des Phasenganges und
der Ortskurve.

2. Wie verindert sich das Modell, wenn das auf die Rollbewegung wirkende geschwin-
digkeitsproportionale Dampfungsmoment berticksichtigt wird, das aufgrund des Luft-
widerstandes auf die Fliigel wirkt?

3. Wie verdandern sich dadurch das Frequenzkennliniendiagramm und die Ortskurve in
Abhingigkeit vom Proportionalititsfaktor des Dampfungsmomentes? O

Aufgabe 6.28™"  Konstruktion des Amplitudenganges aus dem Zustandsraummodell

Gegeben ist das Zustandsraummodell

-3 0 . 1 .
ol ST EXOR B R0

0 1)z(t).

8-

—~

~~

~
|

<

—~
~

=
Il

1. Aus welchen Ubertragungsgliedern setzt sich dieses System zusammen?
2. Wie konnen die Knickfrequenzen abgelesen werden?

3. Zeichnen Sie die Geradenapproximation des Amplitudenganges dieses Systems, oh-
ne vorher den Frequenzgang explizit auszurechnen. Welche spezielle Eigenschaft des
Modells konnen Sie ausnutzen? O
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6.7.6 Allpassglieder und nichtminimalphasige Systeme

Allpassglieder. Ubertragungsglieder, die alle Frequenzen in gleicher Weise verstir-
ken
|G(jw)] =1 fiir alle w, (6.134)

werden Allpassglieder genannt. Diese Glieder verdndern nur die Phasenlage sinus-
formiger Signale.

Allpasssysteme mit gebrochen rationaler Ubertragungsfunktion sind dadurch
gekennzeichnet, dass es — abgesehen von Polen s; = 0 — zu jeder Nullstelle
S0i = 0; + jw; einen Pol s; = —¢; + jw; mit ,entgegengesetztem* Realteil gibt
und umgekehrt. Die Pole und Nullstellen liegen im PN-Bild also symmetrisch zur
Imaginirachse. Die Ubertragungsfunktion kann deshalb in der Form

S —35801 S—502 S — Son

Ga(s) = (6.135)

§—8] S—S9  S—Sp

geschrieben werden, wobei die Pole und Nullstellen jedes Bruches die erwéhnte Ei-
genschaft besitzen.

1 PT,~Glied __.---z=2==>

Allpassglied

0 1 2 3 4 3
rins
Abb. 6.58: Ubergangsfunktion des Allpassgliedes Ga(s) = =23t im

Ts+1
Vergleich zu der des PT-Gliedes %H

Fiir das einfachste Allpassglied

—Ts+1
Ts+1

w?T? +1
Ga(g =4/ —=——=1
GAG)] =\ St =1,

dass die Bedingung (6.134) eingehalten wird und das Glied lediglich die Phasendre-
hung

GA(S) =

erkennt man aus

) 20T —arctan 20T fir wT <« 1
arg Ga (jw) = arctan

w?T? —1 ~ arctan % fiir T > 1
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bewirkt. Das Allpassglied wirkt verzogernd, wie aus seiner in Abb. 6.58 angege-
benen Ubergangsfunktion zu sehen ist. Typisch ist, dass das Allpassglied fiir eine
sprungformige Erregung zunichst in die ,,falsche* Richtung reagiert, d. h., fiir klei-
ne Zeiten hat die Ubergangsfunktion ein negatives Vorzeichen. Diese Eigenschaft
ibertriagt sich auf Systeme der Form

G(s) = G(s) Gal(s),

die aus einem Allpassglied G A (s) und einem Systemteil G(s) ohne Allpassanteil
bestehen. Fiir den Systemteil G (s) wird spiter noch die Bezeichnung ,,minimalpha-
siges System* eingefiihrt. Abbildung 6.59 zeigt einen Vergleich der Ubergangsfunk-
tion eines Systems mit und ohne Allpassanteil.

0.3
0.2
minimalphasi
0.1
h
0
nichtminimalphasig

-0.1

0% 2 4 6 8 10

Abb. 6.59: Ubergangsfunktion eines minimalphasigen Systems und der

Reihenschaltung dieses Systems mit einem Allpassglied Ga (s) = _TT;TII

Totzeitglied. Ein wichtiges Allpassglied ist das Totzeitglied (5.136). Es hat die
Ubertragungsfunktion
G(s) = e °Tt, (6.136)

wie man anhand des Verschiebungssatzes (6.53) der Laplacetransformation berech-
nen kann. Fiir dieses System gilt auler GI. (6.134) die Phasenbeziehung
arg G(jw) = —wT}, = — (6.137)
wo

wobei wy = gllt Im Frequenzkennliniendiagramm liegt der Amplitudengang auf
der OdB- Achse wihrend die Phase von 0 stetig abnimmt (Abb. 6.60). Die Ortskurve
verlduft auf dem Einheitskreis, der fiir steigende Frequenz w beliebig oft ,,umrundet*
wird.

In Reihenschaltung mit anderen Ubertragungsgliedern fiihrt ein Totzeitglied zu
einer Ortskurve, die den Ursprung der komplexen Ebene hiufig umrunden, wie
Abb. 6.61 (oben links) fiir die Reihenschaltung eines PT; - und eines Totzeitgliedes

1
G — —10s
(8)=S37°
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|G| in dB
=)

|
0
[=2)
=}

arg (G) in Grad
I
%
S

m/mo

Abb. 6.60: Bodediagramm des Totzeitgliedes

zeigt. Die zugehorige Ubergangsfunktion ist darunter zu sehen.
Dass Totzeitglieder zu iiberraschenden Ortskurven fiithren konnen, wird durch
die Parallelschaltung
1
D+ HETD

G(jw) = e %% 4 (6.138)

eines Totzeitgliedes mit einem PT3-Glied illustriert. Aufgrund der Phasenverschie-
bung des Totzeitgliedes verlduft die Ortskurve in den in Abb. 6.61 (oben rechts) ge-
zeigten Schlaufen und geht fiir hohe Frequenzen in den Einheitskreis iiber, was in der
Abbildung aus Griinden der Ubersichtlichkeit weggelassen ist. Der Ubergangsfunk-
tion des PT3-Gliedes ist nach Ablauf der Totzeit ein sprungformiger Anteil iiberla-
gert (Abb. 6.61 (unten rechts)).

-1 0 1 E
Imag Imag
1 4
h0.5 2
0 0
0 10 20 0 50

t t

Abb. 6.61: Ortskurven und Ubergangsfunktionen zweier totzeitbehafteter
Systeme
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Wihrend sich alle totzeitfreien Systeme durch gebrochen rationale Ubertra-
gungsfunktionen beschreiben lassen, sprengen Totzeitglieder diese Systemklasse.
Da dies fiir einige Analyse- und Entwurfsverfahren unzweckmabBig ist, behilft man
sich hiufig damit, das Totzeitglied durch ein Glied mit gebrochen rationaler Ubertra-
gungsfunktion zu approximieren. Die erste Moglichkeit der Approximation resultiert
aus der Definitionsgleichung der e-Funktion

1 n
ez—lim< T) ,
n— oo 1—5

wobei man fiir x den Ausdruck —s7; einsetzt. Es gilt

1\ 1
e Tt = lim < ) %( (6.139)

n—o0 %S+1 %54»1)".

Diese Ubertragungsfunktion beschreibt eine Reihenschaltung von n PT;-Gliedern
mit der Zeitkonstante % Je groBer n gewihlt wird, desto besser ist die Approxima-
tion, desto grofer ist allerdings auch die dynamische Ordnung des Nédherungsmo-
dells. Diese Tatsache wird aus den in Abb. 6.62 gezeigten Ubergangsfunktionen des
Totzeitgliedes und der PT,,-Niherungen deutlich.

0.8
0.6f
047

0.27 Totzeitglied

10740

0 05 1 15 2 25
t1ns

Abb. 6.62: Ubergangsfunktion von PT,,-Niherungen des Totzeitgliedes

Die zweite Moglichkeit der Approximation von Totzeitgliedern verwendet die
Padéentwicklung der e-Funktion in gebrochen rationale Funktionen mit Zihlergrad
q und Nennergrad n. Daraus entstehen z. B.
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1
firg=0undn=1: e Tt x Tor1 (PT;-Glied)
t
T
—7s+1
firg=1lundn=1: e T ~ 177 (Allpassglied)
7js +1
1
firg=0undn=2: e Tt ————F5——  (PT2-Glied).

Tys? + %s—«—l

Approximationen durch gebrochen rationale Funktionen hoheren Grades konnen Ta-
bellenbiichern entnommen werden. Auch bei diesem Weg der Approximation erhilt
man Niherungen mit akzeptabler Genauigkeit nur fiir hinreichend grof3e Systemord-
nung n.

Minimalphasige Systeme. Im Folgenden werden wieder ausschlieflich Systeme
betrachtet, deren Ubertragungsfunktion gebrochen rational ist. Der Frequenzgang
kann in der Produktform durch

! (jwTo +1)

i) = ()t 1] GuTi + 1)

(6.140)

dargestellt werden, wobei ein [-facher Pol bei null durch den ersten Term beschrie-
ben wird. Es stellt sich die Frage, ob aus einem gegebenen Amplitudengang eines
solchen Systems eindeutig der dazugehorige Phasengang konstruiert werden kann,
z. B. indem der Steigung des Amplitudenganges von z - 20 dB/Dekade eine Phase
von z - 90° zugeordnet wird, wobei z eine beliebige ganze Zahl ist.

Die Betrachtungen der Allpassglieder haben gezeigt, dass dies i. Allg. nicht mog-
lich ist, denn unterschiedliche Allpassglieder haben zwar einen gemeinsamen Am-
plitudengang, jedoch unterschiedliche Phasenginge. Man kann sich jedoch leicht
iiberlegen, dass sich alle Systeme, die denselben durch |G(jw)| gegebenen Ampli-
tudengang haben, nur um einen Allpassanteil Go (jw) unterscheiden kénnen und
folglich .

G(jw) = Gjw) Galjw)
gilt, denn Allpassglieder sind ja gerade dadurch definiert, dass sie nur die Phase und
nicht die Amplitude dndern.

Von besonderem Interesse ist dasjenige System, das zu einem gegebenen Ampli-
tudengang die minimale Phase hat. Es wird durch folgende Definition gegeben:

Minimalphasige Systeme (Minimalphasensysteme) sind Systeme der Form
(6.140) mit positivem Faktor k, die keine Pole und Nullstellen mit nichtnegati-
vem Realteil haben (auBler [ Polen bei null).

Derartige Systeme sind bei Verwendung der Produktform (6.140) daran zu er-
kennen, dass keiner der Parameter k, T; und Tj; negativ ist.
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Fiir minimalphasige Systeme kann aus dem Amplitudengang der Phasengang
konstruiert werden. Fiir die Geradenapproximation gilt das bereits Gesagte: Der Stei-
gung des Amplitudenganges von z - 20 dB/Dekade wird eine Phase von z - 90° zuge-
ordnet, einem reinen D-Glied (z = 1) also 90°, einem I-Glied -90° (z = —1), einem
PT;-Glied fiir Frequenzen unterhalb der Knickfrequenz 0° (¢ = 0) Phasenverschie-
bung, oberhalb der Knickfrequenz —90° (z = —1) Phasenverschiebung usw.

Nichtminimalphasige Systeme. Aus den vorhergehenden Erlduterungen wird of-
fensichtlich, dass sich jede Ubertragungsfunktion in einen minimalphasigen und
einen Allpassanteil zerlegen lisst:

G(s) = G(s) Ga(9).

Tritt ein Allpassanteil auf, so liegt ein nichtminimalphasiges System vor. Lisst sich
kein Allpassanteil abspalten, so ist das System minimalphasig.

In welchen Situationen ein nichtminimalphasiges Verhalten auftritt, kann man
sich anhand der Ubertragungsfunktion des Allpassgliedes

-Ts+1 1 Ts

G = = —
A = T T el Tsal

iiberlegen. Das Allpassglied besteht aus einer Parallelschaltung eines PT;-Gliedes
mit der Zeitkonstante 7" und einem DT;-Glied (Abb. 6.63). Die Ausgangssignale
beider Ubertragungsglieder werden subtrahiert.

Die Ubergangsfunktion der beschriebenen Parallelschaltung setzt sich aus einer
schnellen Reaktion des DT;-Gliedes mit negativem Vorzeichen und einer langsame-
ren Reaktion des PT;-Gliedes zusammen (Abb. 6.58). Dem Charakter eines DT, -
Gliedes entsprechend beeinflusst dieses Ubertragungsglied die Ubergangsfunktion
der Parallelschaltung nur fiir kleine Zeiten, also etwa im Zeitintervall 0 < ¢ < 37T
Insbesondere hat es keinen Einfluss auf die statische Verstirkung. Das Verhalten bei
groflen Zeiten ist im Wesentlichen durch das PT;-Glied bestimmt.

schneller Wirkungsweg
Ts
Ts+1

1
Ts+1

langsamer Wirkungsweg

Abb. 6.63: Wirkung eines Allpassgliedes

Allpassglieder treten also stets dort auf, wo die EingangsgroB3e zwei Wirkungs-
ketten anregt, von denen die eine schnell und mit negativem Vorzeichen den Ausgang
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y beeinflusst, wihrend die andere langsam und mit positivem Vorzeichen wirkt. Bei
derartigen Systemen ist hiufig die langsame Wirkungskette diejenige, die durch die
Eingangsgrofie angeregt werden soll, wihrend die schnelle, negative Wirkung unbe-
absichtigt, jedoch bei der Regelung unbedingt zu beachten ist.

Diese Betrachtungen zum Allpassglied kann man auf allgemeine nichtminimal-
phasige Systeme erweitern. An Stelle der beiden Ubertragungsglieder besitzen derar-
tige Systeme typischerweise zwei (oder mehrere) parallele Wirkungsketten vom Ein-
gangs- zum Ausgangssignal. Diese Wirkungsketten sind unterschiedlich schnell und
wirken in entgegengesetzter Weise auf das Ausgangssignal. Die das Ausgangssignal
in negative Richtung beeinflussende Wirkungskette mit D-Charakter fiihrt auf eine
schnelle Antwort des Systems, hat aber nur einen kleinen Einfluss auf das statische
Verhalten. Die Wirkungskette mit positivem Vorzeichen beeinflusst die sich linger-
fristig einstellende Ausgangsgrofe. Natiirlich konnen die Vorzeichen auch vertauscht
sein. Etwas pauschal formuliert kann man sich merken:

Bei nichtminimalphasigen Systemen erreicht eine Veridnderung der Eingangsgro-
Be zunichst das Gegenteil der beabsichtigten Wirkung.

Beispiel 6.8 Nichtminimalphasenverhalten bei Wasserkraftwerken

Abbildung 6.64 zeigt die drei wichtigsten Elemente eines Wasserkraftwerkes. Aus einem
Stausee wird das Wasser iiber eine Rohrleitung zur Turbine befordert, iiber die es einen
Generator antreibt. Diese Anordnung wird in Bezug auf eine Leistungsregelung betrachtet,
bei der die Ventilstellung w(¢) des Einlassventils die StellgroBe und die von der Turbine
bzw. dem Generator abgegebene Leistung y(t) = pkin(t) die RegelgroBe darstellt.

Abb. 6.64: Wasserkraftwerk

Offnet man das Ventil etwas weiter, so erwartet man, dass mehr Wasser die Turbine
antreibt und sich folglich die Leistung erhoht. Bei einer linearen Betrachtung betrigt die
durch eine 10%-ige VergroBerung der Ventiloffnung bewirkte Leistungserhohung ebenfalls
10%, so dass die Ubertragungsfunktion des Wasserkraftwerkes die statische Verstirkung
G(0) =1 hat.

Wie die folgenden Betrachtungen zeigen, wird diese langfristig wirkende Wirkungsket-
te jedoch kurzfristig von einer anderen, entgegengesetzt wirkenden Beziehung iiberlagert.
Die von der Turbine abgegebene Leistung hingt im Wesentlichen von der pro Zeiteinheit
vom Wasser auf die Turbinenschaufeln abgegebenen kinetischen Energie ab, die sich ent-
sprechend
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d m(t) 2
in(t) = 77 ——v(l
Prin(t) = 5 ——v(t)

aus der auf die Schaufeln stromenden Wassermasse m und der Wassergeschwindigkeit v

berechnet. Die stationidren Werte zur Zeit ¢ < 0 werden mit einem Querstrich versehen
2

Pkin = 07,

o] 3

wobei mit 71 die pro Zeiteinheit die Turbine antreibende Wassermasse bezeichnet.

Um die dynamischen Verhiltnisse zu untersuchen, wird angenommen, dass zur Zeit
t = 0 die Ventiloffnung sprungformig um 10% vergroBert wird. Wenn man den Stromungs-
widerstand der Rohrleistung vernachlissigt, wird durch diese Maflnahme der Massenstrom
fiir t — oo um 10% erhoht, so dass erwartungsgemél

1,17
2

pkin(oo) = 172 = 171ﬁkin

gilt. Zur Zeit t = 0 kann sich jedoch der durch die Rohrleitung flieBende Massenstrom v
nicht sprungformig dndern. Folglich nimmt aufgrund des gestiegenden Ventilquerschnitts
der Massenstrom zu, aber die FlieBgeschwindigkeit des Wassers ab:

m(—0) _ m
0) = =
Y0 =550 " T Tim

v =0,917.
Damit verkleinert sich die kinetische Energie und folglich die Turbinenleistung auf
m
pkin("'_o) - E'U(J"O)Q = Oaggf)kirp

Die Leistung verdndert sich also zunéchst in der ,,verkehrten Richtung.

00— ]
p in MW

0 1 2 3
tins

Abb. 6.65: Verhalten des Wasserkraftwerkes bei Lasterhohung von 50 MW
auf 55 MW

Langfristig vergroBert sich der Massenstrom durch die Rohrleitung und damit die Tur-
binenleistung auf den o. g. Endwert piin (00). Wie lange dies dauert, kann man dadurch ab-
schitzen, dass man eine Ausbreitungsgeschwindigkeit der Druckwelle im Rohr von 3003
(Schallgeschwindigkeit) annimmt und damit bei einer Rohrldnge von 900 m auf eine Zeit
von 3s kommt. Bei einer Approximation dieses Zusammenhanges durch ein PT-Glied
kann man folglich mit einer Zeitkonstante von 1 s rechnen.

Zusammengefasst erhilt man fiir die Ubertragungsfunktion des Kraftwerkes die Bezie-
hung

as) = Pin(s) _ —0.83s+1

U(s)  s+1

Das mit diesem Modell berechnete Verhalten fiir die hier diskutierte Offnung des Ventil-
querschnittes um 10% ist in Abb. 6.65 zu sehen.
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Dieses Verhalten ist als DruckstoBverhalten dem Praktiker bekannt. Es ist der Grund
dafiir, dass man Wasserturbinen i. Allg. nicht nur durch Verstellung des EinlaBventils vor
der Turbine regelt, sondern auch die Strahlfithrung veréndert und damit dem Nichtminimal-
phasenverhalten entgegenwirkt. O

Beispiel 6.9 Nichtminimalphasenverhalten eines Dampferzeugers

Nichtminimalphasiges Verhalten tritt bei Dampferzeugern auf, wenn man die Frischwas-
serzufuhr als Eingangsgrofie und den Druck des produzierten Dampfes als Ausgangsgrofe
betrachtet. Etwas vereinfacht dargestellt verkleinert eine Erhohung der Wasserzufuhr das
Volumen des Dampfes und fiihrt deshalb zunichst zu einer Druckerhohung. Langfristig
wirkt jedoch eine andere Wirkungskette. Die Erhohung der Frischwasserzufuhr (bei kon-
stanter Brennstoffzufuhr) fiihrt zum Absinken der Dampftemperatur und deshalb zum Ab-
sinken des Druckes. Das Verhalten dhnelt dem in Abb. 6.59 dargestellten. Man muss die
fiir das nichtminimalphasige System angegebene Kurve nur an der Zeitachse spiegeln, denn
die statische Verstirkung ist negativ, weil eine Erhohung der Wasserzufuhr letztlich zu einer
Verkleinerung des Druckes fiihrt. O

Aufgabe 6.29 RC-Glied mit nichtminimalphasigem Verhalten

Geben Sie ein einfaches RC-Glied an, das nichtminimalphasiges Verhalten hat. O

Aufgabe 6.30 Nichtminimalphasiges Verhalten von Flugzeugen

Betrachten Sie das Verhalten des Flugzeugs bei einer Verdnderung des Hohenruders. Ein-
gangsgrofe ist der Winkel des Hohenruders, Ausgangsgrofe die Hohe des Schwerpunktes
des Flugzeugs iiber dem Boden. Geben Sie eine physikalische Erklirung, warum das Uber-
tragungsverhalten des Flugzeugs beziiglich dieser Signale nichtminimalphasig ist? O

Aufgabe 6.31*  Ubertragungsfunktion eines Gleichstrommotors

Fiir den in Abb. 5.12 dargestellten Gleichstrommotor wurden auf S. 136 die Gleichun-
gen (5.42) — (5.47) angegeben.

1. Zeichnen Sie ein Blockschaltbild fiir den Motor mit EingangsgroBe u(t) = ua (¢) und
AusgangsgroBe y(t) = n(t), in dem jede der angegebenen Gleichungen durch einen
Block représentiert wird.

(Hinweis: Uberlegen Sie sich zuerst, welche Wirkungskette von der angelegten Span-
nung zur Drehzahl fiihrt. Diese Wirkungskette muss sich im Blockschaltbild wieder-
finden lassen.)

2. Interpretieren Sie die interne Riickfiihrung, die aus dem Blockschaltbild offensichtlich
wird. Reprisentiert sie einen Regler?
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3. Schreiben Sie die Ubertragungsfunktionen in die Blocke und fassen Sie das Block-
schaltbild schrittweise zusammen, um die Ubertragungsfunktion des Motors zu ermit-
teln. Welchen Charakter hat der Motor?

4. Wie verindern sich Blockschaltbild und Charakter des Ubertragungsverhaltens des
Motors, wenn an Stelle der Drehzahl der Drehwinkel ¢(t) als AusgangsgroBe betrach-
tet wird?

5. Welche Pole und Nullstellen und welche statische Verstirkung besitzt der Motor fiir
die auf S. 137 angegebenen Parameter? Hat der Motor ein minimalphasiges Verhalten?
Skizzieren Sie das Bodediagramm. O

Aufgabe 6.32"  Klassifikation von Systemen anhand des Frequenzkennliniendiagramms

In Abb. 6.66 sind die Frequenzkennliniendiagramme der vier Systeme

_100(s +1)(s+3) 0,255 _;,
Y= Gerers YT Ot
B 1000 _ s(s+2)
= mrone e e YT eras

dargestellt. Ordnen Sie die Ubertragungsfunktionen den Diagrammen zu und zeichnen Sie
die zugehorigen Ortskurven. O

) )
55180 5
£-360 5

0
Ezig 2 ég\

-2
&~ 90 ~ 0
) )
% -9 EIR N
5 -270 5 5 5 s -90 - ; 5
107 10 10 107 10 10

o in rad/s o in rad/s

Abb. 6.66: Frequenzkennliniendiagramme von vier Systemen

Aufgabe 6.33  Pole und Nullstellen einfacher Systeme

Berechnen Sie von folgenden Systemen die Pol-Nullstellen-Form der Ubertragungsfunktion
und untersuchen Sie, unter welchen Bedingungen Pole bzw. Nullstellen positiven Realteil
haben konnen.



310 6 Beschreibung und Analyse linearer Systeme im Frequenzbereich

e Parallelschaltung zweiter PT;-Glieder

e Sprungfihiges System erster Ordnung

e  Gleichstrommotor aus Aufgabe 6.31.

Wie sieht die Ubergangsfunktion des sprungfihigen Systems erster Ordnung aus, dessen
Nullstelle positiv ist? O

Aufgabe 6.34  Stoffkonzentration in einem Behilter

Ein kontinuierlich durchflossener Reaktor (,,Kontireaktor*) mit dem Volumen V' wird von
einer Flussigkeit mit konstanten Durchfluss g durchstromt. Die Konzentration des Stoffes
A am Zulauf ist die Eingangsgrofe. Sie wird durch eine entsprechende Dosierung des Stof-
fes A und der Wasserzufuhr iiber die beiden in der Abbildung gezeigten Ventile erreicht.
Der Behiilter wird als homogen durchmischt betrachtet. Ausgangsgrofe ist die am Auslauf
gemessene Stoffkonzentration.

A
U= CA‘ ein
H,0 U
V

-y = CA‘ aus

Abb. 6.67: Kontinuierlich durchflossener Reaktor

1. Welchen Charakter hat diese System? Geben Sie als Begriindung Ihrer Antwort die
Ubertragungsfunktion an. Welche Pole und Nullstellen kénnen Sie aus der Ubertra-
gungsfunktion ablesen? Wie sehen Ubergangsfunktion, Bodediagramm und Ortskurve
aus?

2. Was verindert sich, wenn der Behilter durch zwei nacheinander durchflossene Behilter
mit Volumen % ersetzt wird?

3. Welchen Charakter hat das Ubertragungsverhalten, wenn eine groBe Zahl n kleine-
rer Behilter mit Volumen % verwendet wird? (Hinweis: Beachten Sie die Bezie-
hung (6.139).) O
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6.8 MATLAB-Funktionen fiir die Systemanalyse im
Frequenzbereich

Die gebrochen rationale Ubertragungsfunktion

Z(s)
N(s)

G(s) =

wird in MATLAB durch Vektoren z und n dargestellt, in denen die Polynomkoeffi-
zienten der Polynome Z(s) bzw. N(s) in Richtung fallender Exponenten enthalten
sind. Fiir das System

6 6
(T2s2 +2dTs+1)(T3s +1) 253 +3s2+3s+ 1

G(s) =

(mitT = 1,d = 0,5 und 75 = 2) notiert man Zihler- und Nennerpolynom also wie
folgt

» z = [6];
»>n = [2 3 3 171;

und fasst es zu einem System mit dem Namen System durch

» System = tf(z, n);

zusammen. Andererseits konnen Zihler- und Nennerpolynom durch die Anweisung
» [z, n] = tfdata(System, 'v’);

wieder ausgelesen werden. Das durch die Polynome z und n festgelegte System kann
man sich mit der Funktion

» printsys(z, n)

als gebrochen rationalen Ausdruck auf dem Bildschirm ausgeben lassen.

Die Funktion tfdata kann auch angewendet werden, wenn das System zu-
vor mit der Funktion ss im Zustandsraum definiert wurde. Dann bewirkt der Auf-
ruf von tfdata gleichzeitig die Umrechnung des Zustandsraummodells in die
Ubertragungsfunktion entsprechend GI. (6.75). Andererseits bewirkt die Funktion
ssdata auch die Uberfiihrung eines durch die Ubertragungsfunktion z und n defi-
nierten Systems in ein Zustandsraummodell, was durch die Interpretation der ge-
gebenen Polynomkoeffizienten als Koeffizienten einer Differenzialgleichung und
die Festlegung des Zustandsraummodells in Regelungsnormalform entsprechend der
Gln. (4.54) — (4.67) geschieht (vgl. auch die Erldauterungen auf S. 243):

» [A, b, ¢, d] = ssdata(System) ;
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Die Pole und Nullstellen des Systems erhilt man mit der Funktion
» pzmap (System) ;

grafisch in der komplexen Ebene dargestellt (PN-Bild).

Wird mit Ubertragungsfunktionen gerechnet, bei denen sich Pole gegen Nullstel-
len kiirzen, so kann dies zu numerischen Schwierigkeiten fiihren, wenn die Werte
beider Parameter nicht exakt iibereinstimmen. Mit der Funktion

» minSystem = minreal (System) ;

werden die entsprechenden Linearfaktoren gekiirzt. Diese Funktion kann unabhéngig
davon angewendet werden, ob System durch ein Zustandsraummodell oder eine
Ubertragungsfunktion definiert wurde.
Um Totzeitsysteme in gleicher Weise wie totzeitfreie Systeme behandeln zu kon-
nen, arbeitet man mit der Padéapproximation, die man durch den Aufruf

» [z, n] = pade(Tt, n);

mit der Totzeit Tt und der gewiinschten dynamischen Ordnung n erhilt. Ein tot-
zeitbehaftetes System kann unter Verwendung einer solchen Approximation in ein
totzeitfreies System iiberfiihrt werden, wenn man die Funktion folgendermalien auf-
ruft:

» SystemApprox = pade(System, n);

Auch die folgenden Funktionen konnen gleichermaBen fiir die durch ein Zu-
standsraummodell oder eine Ubertragungsfunktion bestimmten Systeme aufgerufen
werden, weil gegebenenfalls eine Umrechnung in den Frequenzbereich erfolgt. Das
Bodediagramm erhilt man als grafische Darstellung auf dem Bildschirm mit der
Funktion

» bode (System) ;
und die Ortskurve mit dem Aufruf
» nyquist (System) ;

Abb. 6.9 auf S. 226 entstand beispielsweise durch Anwendung der letzten Funktion
auf das oben angegebene Modell (allerdings ohne die zusitzlich in der Abbildung
eingetragenen Frequenzwerte).

Die im Abschn. 5.9 erlduterten Funktionen, mit denen das zeitliche Verhalten ei-
nes Systems berechnet werden kann, konnen auch auf Systeme angewendet werden,
die durch eine Ubertragungsfunktion definiert sind:

» step(System) ;

» impulse (System) ;

» lsim(System, u, t, x0);
» dcgain(System)
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Ubertragungsfunktion zusammengeschalteter Ubertragungsglieder. Die im Ab-
schn. 6.5.6 angegebenen Beziehungen fiir die Reihen-, Parallel- und Riickkopp-
lungsschaltung von Ubertragungsgliedern erlauben es, die Ubertragungsfunktion der
zweier gekoppelter Ubertragungsglieder aus den Ubertragungsfunktionen der beiden
Elemente zu berechnen. Dafiir sind dieselben Funktionen series, parallel und
feedback anwendbar, die fiir die Zusammenschaltung von Teilsystemen in Zu-
standsraumdarstellung bereits behandelt wurden. Auch hier erfolgt bei Systemen,
die nicht im selben Betrachtungsbereich definiert wurden, eine Umformung des Zu-
standsraummodells in die Ubertragungsfunktion oder umgekehrt:

» Reihenschaltung = series(Systeml, System2);
» Parallelschaltung = parallel (Systeml, System2) ;
» Rueckfuehrschaltung = feedback(Systeml, System2);

Beispiel 6.10 Analyse einer Raumtemperaturregelung im Frequenzbereich

Die Raumtemperaturregelung aus Beispiel 5.10 soll jetzt im Frequenzbereich analysiert
werden. Dafiir kann man entweder das Zustandsraummodell, das im Programm 5.1 auf
S. 203 mit dem Namen Raum belegt wurde, in den Frequenzbereich transformieren

» Raum=tf (Raum)

Transfer function

durch die Anweisungen

» z = [1];
»n = [1 0.271;
» Raum = tf(z, n);

ein.

Die Ubergangsfunktion oder die Gewichtsfunktion kénnen jetzt genauso mit den Funk-
tionen step bzw. impulse berechnet werden, wie es im Beispiel 5.10 unter Verwendung
des Zustandsraummodells mit dem Namen Raum getan wurde:

» step (Raum) ;
» impulse (Raum) ;
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Abb. 6.68: Bodediagramm des Raumes

Die in Abb. 6.68 dargestellte Frequenzkennlinie erhélt man mit dem Funktionsaufruf

» bode (Raum) ;
sowie die Ortskurve durch

» nyquist (Raum) ;

0 2 4
Real

Abb. 6.69: Ortskurve des Raumes

Fiir den Regler
» Regler = tf(0.3);
kann man wie bei der Zeitbereichsbetrachtung mit den Funktionsaufrufen

» offeneKette = series(Raum, Regler);
» Regelkreis = feedback (offeneKette, 1)

Transfer function
0.3
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Programm 6.1 Systemanalyse im Frequenzbereich
(Beispiel 6.10: Analyse einer Raumtemperaturregelung)

Modell der Regelstrecke
> z = [1];
> n = [1 0.271;
> Raum = tf(z, n);

Analyse der Regelstrecke
» step (Raum) ; ...erzeugt den oberen Teil von Abb. 5.44 auf S. 201
» impulse (Raum) ; ...erzeugt den unteren Teil von Abb. 5.44
» dcgain (Raum)

ans=
5 statische Verstirkung

Bestimmung des Regelkreismodells
» Regler = tf(0.3); Regler (5.165)
» offeneKette = series(Raum, Regler);
» Regelkreis = feedback(offeneKette, 1);

Analyse des Regelkreises

» step (Regelkreis) ; ...erzeugt den oberen Teil von Abb. 5.45 auf S. 202
» Regelkreis = ss(Regelkreis);
» initial (Regelkreis, 2/0.6); ...erzeugt den unteren Teil von Abb. 5.45

den Regelkreis berechnen. Bei der letzten Anweisung wurde das Semikolon weggelassen, so
dass der MATLAB-Interpreter die Ubertragungsfunktion des Regelkreises ausgegeben hat.
Die Eins gibt die Ubertragungsfunktion der Einheitsriickfiihrung an, durch die der Regel-
kreis geschlossen wird, dessen Vorwirtszweig aus dem Regler und der Regelstrecke besteht.
Mit

» bode (Regelkreis) ;
» nyquist (Regelkreis) ;

kann man sich das Bodediagramm bzw. die Ortskurve des Regelkreises anzeigen lassen oder
durch

» step (Regelkreis) ;

die Fiithrungsiibergangsfunktion berechnen. Will man auch die Eigenbewegung des Regel-
kreises fiir eine anfingliche Temperaturabweichung von 2 Grad ermitteln, so muss man das
Regelkreismodell zunéchst in den Zustandsraum transformieren:

» Regelkreis = ss(Regelkreis);

In diesem Modell, das man sich wie bereits besprochen mit der Funktion printsys ausge-
ben lassen kann, steht in der Ausgabegleichung der Faktor 0,6, so dass der Anfangszustand
To = % die gewiinschte Temperaturabweichung von 2 Grad erzeugt. Die Eigenbewegung
erhilt man dann mit dem Funktionsaufruf

» initial (Regelkreis, 2/0.6);



316 6 Beschreibung und Analyse linearer Systeme im Frequenzbereich

Die fiir dieses Beispiel verwendeten Funktionsaufrufe sind im Programm 6.1 zusammenge-
fasst. O

Aufgabe 6.35 Analyse eines Gleichstrommotors

Die Ubertragungsfunktion des in Aufgabe 6.31 auf S. 308 angegebenen Gleichstrommotors

heiBt
0,0482

G(s) = .
($) = 501157 +0,9205 + 1
Analysieren Sie mit Hilfe der Programme 5.1 und 6.1 das Verhalten dieses Systems im

Zeitbereich und im Frequenzbereich. Vergleichen Sie diese Ergebnisse mit denen, die Sie
unter Verwendung des vereinfachten Modells (5.153), (5.154) erhalten. O

Aufgabe 6.36™"  Padéapproximation von Totzeitgliedern

Berechnen Sie mit der Funktion pade fiir ein Totzeitglied die Padéapproximationen unter-
schiedlicher dynamischer Ordnung. Wie verdndern sich mit steigender dynamischer Ord-
nung das PN-Bild der erhaltenen Ubertragungsfunktionen und die Approximationsgenau-
igkeit der Ubergangsfunktion? O

Literaturhinweise

Fiir eine ausfiihrliche Erlduterung der Laplacetransformation fiir Ingenieure wird auf [11] und
[17] verwiesen. Der FADDEEV-Algorithmus ist in [22] erldutert.



Der Regelkreis

Dieses Kapitel behandelt grundlegende Eigenschaften von Regelkreisen,
wobei die erreichbare Regelgiite, notwendige Entwurfskompromisse sowie
die Wahl der Reglerstruktur im Vordergrund stehen.

7.1 Regelungsaufgabe

Nach Einfiihrung der Modelle dynamischer Systeme im Zeitbereich und im Fre-
quenzbereich kann die im Kap. 1 beschriebene Regelungsaufgabe genauer formuliert
werden. Der Kern dieser Aufgabe besteht in der Ermittlung eines Reglergesetzes, mit
dem der Regelkreis gegebene Giiteforderungen erfiillt.

Reglerentwurfsaufgabe

Gegeben: Modell der Regelstrecke
Forderungen an das Verhalten des Regelkreises
Gesucht:  Reglergesetz, fiir das der Regelkreis die gegebenen
Giiteforderungen erfiillt

Die Giite der Regelung wird i. Allg. anhand der folgenden vier Gruppen von
Giiteforderungen beurteilt.
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(I) Stabilititsforderung.
H Der geschlossene Regelkreis muss stabil sein.

Die Eigenschaft der Stabilitdt dynamischer Systeme wird im Kap. 8 behandelt.
Ist der Regelkreis stabil, so reagiert er auf endliche Erregungen durch Fiithrungs-
oder Storsignale mit einem endlichen Ausgangssignal. Insbesondere klingen seine
freie Bewegung und sein Ubergangsverhalten ab:

lm yei(t) =0 lim y;(t) = 0. (7.1)
t—oo t—oo

Das Regelkreisverhalten ist deshalb fiir grofle Zeiten durch das stationédre Verhalten
bestimmt
y(t) = ys(t) fiir grofie ¢.

Wird der Regelkreis nicht durch die FiihrungsgroBe und die StorgroRe erregt (w(t) =
0, d(t) = 0), so kehrt er in seine Ruhelage & = 0 zuriick.

(II) Forderung nach Storkompensation und Sollwertfolge.

Fiir vorgegebene Klassen von Fiihrungs- und Storsignalen soll die Regelgrofie der
FithrungsgroBe asymptotisch folgen:

lim (w(t) —y(t)) = 0. (7.2)

t—oo

Da in der Zerlegung y = ygei + Yu + ys des Regelkreisverhaltens bei Erfiillung
der Stabilititsforderung (I) die ersten beiden Summanden entsprechend Gl. (7.1) ab-
klingen, ist die Forderung (7.2) gleichbedeutend mit

ys(t) = w(t). (7.3)

Der Regelkreis soll ein vorgegebenes stationdres Verhalten besitzen.

Fiir die Erfiillung dieser Forderungen muss spezifiziert werden, welche Art von
Fiihrungssignalen w(t) und Stérsignalen d(t) typischerweise auftreten, weil die For-
derung (7.3) durch einen Regler nicht fiir beliebige Signale gleichzeitig erfiillt wer-
den kann. Im Allgemeinen wird die Forderung fiir sprungférmige Fiihrungs- und
Storsignale aufgestellt, da sprungférmige Signale eine gute Niherung fiir sich zeit-
lich dndernde Signale darstellen, die fiir lange Zeit auf bestimmten Werten verblei-
ben. Aber auch rampenformige oder sinusférmige Fiihrungs- oder Storsignale sind
gebriuchlich.

Sind die Stabilititsforderung (I) und die Forderung (7.2) erfiillt, so hat der Re-
gelkreis fiir grofe Zeit ¢ keine bleibende Regelabweichung e(o0):

e(o0) = 0.
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Man sagt auch, der Regelkreis ist stationir genau. Wie im Abschn. 7.3 gezeigt wird,
hiangt es im Wesentlichen von der Struktur des Reglergesetzes und nur unwesent-
lich von den Reglerparametern ab, ob eine bleibende Regelabweichung auftritt oder
nicht.

(IIT) Dynamikforderungen.

H Der dynamische Zusammenhang zwischen der FiihrungsgroRe w(t) bzw. der Stor-
groBe d(t) und der RegelgroBe y(t) soll vorgegebene Giiteforderungen erfiillen.

Sind die Forderungen (I) und (II) erfiillt und wird der Regelkreis aus der Ruhelage
x = 0 erregt, so wird die Regelabweichung ausschlieBlich durch das Ubergangsver-
halten des Regelkreises bestimmt:

e(t) = w(t) —y(t) = ya(t).

Die Dynamikforderungen wenden sich an das Ubergangsverhalten und damit an die
Art und Weise, wie sich y(t) an w(t) annihert.

h(1)
A ..
l Uberschwingweite bleibende Regel-

,,,,,,,,, 2 abweichung e (co
At N et ¢ ()
0,9 [ T / T !

Abb. 7.1: Fiihrungsiibergangsfunktion des Regelkreises mit Kennzeichnung
wichtiger Kennwerte

Dynamikforderungen werden hiufig in Bezug zur Stor- oder Fiihrungsiiber-
gangsfunktion formuliert. Dabei werden Vorgaben fiir die Zeit bis zum Erreichen
von 90% des statischen Endwertes (Anstiegszeit), den Betrag und die Zeit des ers-
ten Uberschwingens der Ubergangsfunktion (Uberschwingweite und Uberschwing-
zeit) bzw. die Zeit bis zum Einschwingen in einen Schlauch der Breite ¢ (Ein-
schwingzeit, Beruhigungszeit) gemacht. Alternativ dazu koénnen die Giiteforderun-
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gen auch fiir die Storiibertragungsfunktion G4(s) oder die Fiihrungsiibertragungs-
funktion G\, (s) formuliert werden. Diese Ubertragungsfunktionen beschreiben das
E/A-Verhalten des Regelkreises beziiglich der StorgroBe D(s) bzw. der Fiihrungs-
groBe W (s) als Eingang und der Regelgrofie Y (s) als Ausgang. Als Giiteforderun-
gen werden z. B. die Resonanzfrequenz w,, die Amplitudeniiberhohung G.x =
|Gw(w;)| und die Bandbreite vorgegeben. Fiir sprungférmige Fiihrungssignale tritt
Sollwertfolge ein, wenn |Gy, (0)|ap = O ist.

—~-G
/g max
S
g R B
e .
o 20 '
40 Bandbreite 1
T 0
&}
=
= =90
=
S)
& —180 ‘
< —
10" 10° 10'
® in rad/s

Abb. 7.3: Bodediagramm des Fithrungsfrequenzganges des Regelkreises mit
Kennzeichnung wichtiger Kennwerte
(IV) Robustheitsforderungen.

Die Forderungen (I) — (III) sollen trotz Unsicherheiten im Regelstreckenmodell
erfiillt werden.
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Der an einem Modell der Regelstrecke entworfene Regler soll die Forderungen nach
Stabilitit des geschlossenen Kreises, nach Storkompensation und Sollwertfolge so-
wie die Dynamikforderungen auch dann an der realen Regelstrecke erfiillen, wenn
das verwendete Modell Unsicherheiten aufweist. Derartige Modellunsicherheiten
treten praktisch bei allen verwendeten Modellen auf. Sie resultieren aus einem oder
mehreren der folgenden Griinde:

e Die Regelstrecke ist unvollstindig bekannt, so dass kein geniigend genaues Mo-
dell aufgestellt werden kann.

e Das Regelstreckenmodell entstand durch Modellvereinfachung eines genauen,
aber sehr komplexen Modells.

e Es wird ein lineares Modell mit konstanten Parametern verwendet, obwohl die
Regelstrecke wichtige nichtlineare Elemente enthélt bzw. zeitlich verinderliche
Parameter besitzt.

Wie im Abschn. 1.2 bereits erldutert wurde, sind Regelkreise i. Allg. sehr robust ge-
geniiber Verdnderungen im Regelstreckenverhalten, weil der Regler die Stellgrofle
u(t) nicht in einer offenen Wirkungskette unter Verwendung des Regelstreckenmo-
dells, sondern in Abhingigkeit von der aktuellen Regelgrofie y(t¢) berechnet. Das
Riickfiihrprinzip sorgt dafiir, dass der fiir ein Modell entworfene Regler auch dann
,funktioniert”, wenn das Regelstreckenverhalten erheblich von dem des Modells ab-
weicht. Bei der Robustheitsforderung (IV) werden deshalb wesentliche Modellunsi-
cherheiten betrachtet.

Die Robustheitsforderung muss stets beziiglich einer vom Regelkreis zu erfiil-
lenden Eigenschaft und beziiglich einer gegebenen Klasse von Modellunsicherheiten
gestellt werden. In Abhingigkeit von der gewihlten Beschreibung der Modellunsi-
cherheit wird zwischen einer qualitativen und einer quantitativen Robustheitsanaly-
se unterschieden. Aus einer qualitativen Analyse erhilt man eine Aussage dariiber,
ob von dem entworfenen Regler eine wesentliche Robustheit erwartet werden kann.
Beispielsweise ist der im Abschn. 8.5.5 eingefiihrte Phasenrand ein Maf fiir die Ro-
bustheit des Regelkreises beziiglich der Forderung nach Stabilitit. Ein Regelkreis
mit einem Phasenrand von 60° ist ,,robuster als ein Regelkreis mit einem Phasen-
rand von 30°. Die qualitative Analyse sagt aber nichts dariiber aus, wie grof} die vom
Regler tolerierten Modellunsicherheiten tatsichlich sind.

Bei der quantitativen Robustheitsanalyse wird tiberpriift, ob die gegebenen Gii-
teforderungen an den Regelkreis fiir alle Regelstrecken erfiillt sind, die durch das
gegebene Modell innerhalb einer quantitativ beschrinkten Modellunsicherheit be-
schrieben werden. Beispielsweise wird im Abschn. 8.6.3 von einer Modellunsicher-
heit G (jw) des Regelstreckenmodells ausgegangen, die durch die obere Schranke
Ga(jw) > |6G(jw)| beschrieben wird, und untersucht, ob der entworfene Regler
mit allen Regelstrecken zu einem stabilen Regelkreis fiihrt, die vom Nominalmodell
G(jw) um hochstens G 4 (jw) abweichen.

Die Bewertung der Robustheit eines entworfenen Reglers gehort zu jedem Reg-
lerentwurf dazu, sei es in Form einer qualitativen Betrachtung oder durch eine (ge-
nauere) quantitative Analyse. Haufig wird der zuvor nur unter Beachtung der Ent-
wurfsforderungen (I) — (III) bestimmte Regler nachtriglich beziiglich seiner Robust-
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heit beurteilt. Es gibt jedoch auch Entwurfsverfahren, deren Grundidee wesentlich
auf Robustheitsbetrachtungen des Regelkreises beruht. Als ein Beispiel wird im Ab-
schn. 12.2 die IMC-Regelung beschrieben, bei der das Regelstreckenmodell direkter
Bestandteil des Reglergesetzes ist und bei dem deshalb mit einem moglichst einfa-
chen Streckenmodell gearbeitet wird. Dieses Prinzip ist deshalb besonders wirksam,
wenn ein sehr einfaches Modell der Regelstrecke mit moglicherweise erheblichen
Modellunsicherheiten verwendet und die Riickfiihrverstirkung so gewihlt wird, dass
der Regelkreis die Modellunsicherheiten toleriert. Bei den meisten anderen hier be-
handelten Entwurfsverfahren wird die Robustheit jedoch nur qualitativ bewertet.

Festwertregelung und Folgeregelung. In Abhingigkeit davon, welche Giiteforde-
rungen die Regelungsaufgabe am stirksten beeinflussen, wird zwischen einer Fest-
wertregelung und einer Folgeregelung unterschieden.

o Bei der Festwertregelung (Storgrofenregelung) wird der Regler fiir konstan-
te FihrungsgroBe vor allem im Hinblick auf die Storkompensation (Storun-
terdriickung) bemessen. Die Regelgrofie soll auf einem gegebenen Sollwert
w(t) = konst. verbleiben, obwohl die Regelstrecke von aufien gestort ist. Bei
dieser Aufgabe kommt es vor allem darauf an, dass der Regler auf den typischer-
weise auftretenden Verlauf der Storgrofle angemessen reagiert.

e Bei der Folgeregelung (Nachlaufregelung) spielt die Nachfithrung der Regelgro-
Be an eine vorgegebene Solltrajektorie w(t) die maBgebende Rolle. Die Aufgabe
der Folgeregelung wird héufig durch eine Kombination von Vorsteuerung und
Regelung gelost (Abb. 1.6 auf S. 10), wobei die Vorsteuerung die Regelgrofie
moglichst schnell an die Fithrungsgrofe anpasst, wihrend die Riickfithrung Sto-
rungen kompensiert. Bei der Folgeregelung gehort auch die Planung der Solltra-
jektorie zur Losung der Regelungsaufgabe (vgl. Abschn. 7.4.3).

Giiteforderungen bei praktischen Regelungsaufgaben. Die in diesem Buch auf-
gefiihrten Beispiele zeigen, dass die in der Praxis auftretenden Regelungsaufgaben
i. Allg. nicht in der hier angegebenen Weise formuliert sind. Statt dessen beziehen
sich diese Aufgaben auf praktische Vorgaben wie Qualitits-, Energie- oder ande-
re Produktionskennwerte. So wird gefordert, dass die in einem Produktionsprozess
hergestellten Produkte eine hohe Qualitit aufweisen, die Produktion energieoptimal
und umweltvertriglich ablaufen soll, dass sicherheitstechnische Fragen gelost sein
miissen oder dass Produktionsanlagen so ausgelegt sein sollen, dass man sie flexibel
auf unterschiedliche Rohstoffe oder Produkte einstellen kann. Erst wenn man diese
Forderungen in regelungstechnische Fragestellungen iiberfiihrt hat, erhilt man Re-
gelungsaufgaben mit den o. g. Giiteforderungen (I) — (IV). Aus diesem Grund wurde
in Abb. 1.12 auf S. 14 auch von einem ,,Modell der Giiteforderungen gesprochen,
womit die in der Form (I) — (IV) gestellten Forderungen gemeint sind.

Ein wichtiges Merkmal regelungstechnischer Fragestellungen ist es, dass sie un-
abhingig von dem Anwendungsgebiet in der o. g. Form formuliert werden kénnen.



7.2 Modell des Standardregelkreises 323

Dadurch ist es moglich, eine allgemeingiiltige Losungsmethodik zu entwickeln und
diese auf Regelungsaufgaben aus sehr unterschiedlichen Anwendungsfeldern anzu-
wenden.

7.2 Modell des Standardregelkreises

7.2.1 Beschreibung im Frequenzbereich

Im Folgenden wird der Standardregelkreis nach Abb. 7.4 betrachtet. Fiir die Auswer-
tung der Giiteforderungen sind die

Y
Fiihrungsiibertragungsfunktion Gy (s) = W(s)) (7.4)
s
Y
Storiibertragungsfunktion Gq4(s) = DES; (7.5)
s
n . Y (s)
Messfehleriibertragungsfunktion G,(s) = ()

mafgebend. Bei den angegebenen Definitionen fiir Gy,, G4 und G, wie auch bei
den spiter in dhnlicher Form angegebenen Ubertragungsfunktionen wird stets da-
von ausgegangen, dass die nicht im Nenner der jeweiligen Definitionsgleichung vor-
kommenden Eingangsgrofien des Regelkreises gleich null sind. Fiir die Berechnung
dieser Ubertragungseigenschaften kénnen aus Abb. 7.4 folgende Gleichungen abge-
lesen werden:

Y(s) = G(s)U(s) + D(s)
U(s) = K(s) E(s)
E(s) = W(s) =Y (s) — R(s).

Daraus erhilt man fiir D(s) = R(s) =0

Fiihrungsiibertragungsfunktion: Gw(s) = 15_;(2(5)&28), (7.6)
fir W(s) =R(s) =0
- . 1
Storiibertragungsfunktion: Ga(s) = T+ CHKG) (7.7)
und fiir W(s) = D(s) =0
Gi(s) Gls) Kls) (7.8)
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Offensichtlich gilt
Gi(s) = —Gw(s),

d. h., die FithrungsgroBe und das Messrauschen werden bis auf das negative Vorzei-
chen in derselben Weise durch den Regelkreis tibertragen. Es ist deshalb ausreichend,
nur das Fithrungsverhalten zu betrachten, wie es im Folgenden hiufig getan wird.

In den betrachteten Ubertragungsfunktionen kommt das Produkt G(s)K (s) vor,
das als Ubertragungsfunktion der offenen Kette mit

Ubertragungsfunktion der offenen Kette: Go(s) = G(s) K(s) (7.9)

abgekiirzt wird. Zu beachten ist, dass bei der Berechnung von Gg(s) das negati-
ve Vorzeichen in der Riickkopplung vorausgesetzt wird, aber nicht im Produkt er-
scheint. Ist die offene Kette stabil, so wird die statische Verstirkung

als Kreisverstirkung ko bezeichnet.
Der Regelkreis ist durch die Beziehung

Regelkreis: Y (s) = Gu(s)W(s) + Ga(s)D(s) + G.(s)R(s) (7.10)

beschrieben.

E Regler U Strecke l
e e T it ’

!
YzzY O<«—R

Abb. 7.4: Standardregelkeis

AuBer den drei angegebenen Ubertragungsfunktionen spielen gelegentlich noch
die Ubertragungsfunktionen

E(s) E(s) U(s)

Conls) = g7y Gl =Ty Gl =05

eine Rolle, die die Eigenschaften des Kreises beziiglich der Regelabweichung bzw.
der StellgroBe als Ausgang und der Fithrungs- bzw. Storgro3e als Eingang beschrei-
ben. Aus den o.a. Beziehungen erhélt man
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1
Gew(s) = m = Gd(S) (7.11)
-1
Ged(s) = 1 n Go(s) = —Gd(s) (7.12)
__ K(s)
Guw(s) 1T G()(S) (7.13)

Empfindlichkeitsfunktion. Alle aufgestellten Ubertragungsfunktionen besitzen
den gemeinsamen Faktor

1

Empfindlichkeitsfunktion: S(s) = Tg()’
ols

(7.14)

der Empfindlichkeitsfunktion genannt wird. S(s) stimmt offensichtlich mit der
Storiibertragungsfunktion Gq4(s) iiberein. Die Empfindlichkeitsfunktion wird im
Weiteren jedoch nicht nur fiir die Betrachtung des Storverhaltens eine wichtige Rolle
spielen.

Es ist zweckmiBig, die

G
komplementire Empfindlichkeitsfunktion: 7T'(s) = o(s)

einzufiihren. Sie stimmt mit der Fiihrungsiibertragungsfunktion Gy, (s) iiberein. Es
gilt
S(s)+T(s)=1 (7.16)

und, gleichbedeutend damit,
Ga(s) + Gyw(s) = 1. (7.17)

Abbildung 7.5 zeigt den typischen Verlauf des Amplitudenganges von S(jw) und
T (jw). Obwohl aus Gl. (7.16) nicht folgt, dass sich die Betriige von S und T zu eins
erginzen, ist |[T'(jw)| =~ 1 in dem Frequenzbereich, in dem |S(jw)| < 1 gilt, und
umgekehrt.

Schreibt man GI. (7.10) in

Y(s) =T(s)W(s)+ S(s)D(s) —T(s)R(s) (7.18)

um, so erkennt man, dass durch die Wahl des Reglers K (s) das Storverhalten beziig-
lich D und R nicht unabhingig vom Fiihrungsverhalten beeinflusst werden kann.
Fiir jede Regelungsaufgabe muss deshalb ein Kompromiss zwischen dem Stor- und
dem Fiihrungsverhalten gesucht werden.

Auf die Stor- bzw. Fiihrungstibergangsfunktionen hq und h., bezogen folgt aus
der Beziehung (7.17), dass die Uberschwingweiten und Einschwingzeiten gleich
sind (Abb. 7.2), denn aus GI. (7.17) erhélt man
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 (logarithmisch)

Abb. 7.5: Beispiel fiir die Amplitudenginge von S(jw) = Ga(jw) und
T'(jw) = Gw(jw)

1 1 1

-Gy -G = -

~Gu(s) + - Gals) =
und nach Laplaceriicktransformation

ha(t) + ha(t) = 1. (7.19)

Aufgabe7.1*  Frequenzgang eines Regelkreises

Gegeben ist die Regelstrecke

k

) = i De 1)

1. Zeichnen Sie die Ortskurve zu G(s) fiir unterschiedliche Parameterwerte k.

2. Der Regelkreis wird mit einem PI-Regler

1
KPI(S) = kp (1 + E)

geschlossen. Zeichnen Sie die Ortskurve der offenen Kette Go(s) = Kpi(s) G(s) so-
wie des Fiihrungsfrequenzganges G (jw) und des Storfrequenzganges G4 (jw), wobei
Sie fiir die Parameter £ = 2, kp = 1,71 = 1 einsetzen. O

Aufgabe 7.2"*  Vergleich von Regelkreisen mit unterschiedlichen Freiheitsgraden

Der in Abb. 7.4 gezeigte Regelkreis wird auch als Regelkreis mit einem Freiheitsgrad be-
zeichnet, denn der Regler hat nur eine einzige Ubertragungsfunktion K (s), die frei ge-
withlt werden kann. Fiir diesen Regelkreis gilt die Beschrinkung (7.17). Der Regelkreis
in Abb. 7.6 hat drei Freiheitsgrade, denn die drei Ubertragungsfunktionen V' (s), C(s) und
K (s) konnen unabhingig voneinander gewihlt werden. Bei einem Regelkreis mit zwei
Freiheitsgraden ist z. B. K (s) oder C(s) gleich eins gesetzt.
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K(s) G(s) ' Y

C(s) R

Abb. 7.6: Erweiterter Standardregelkreis

1. Stellen Sie die Ubertragungsfunktionen auf, die das Ubertragungsverhalten des Re-
gelkreises mit der FiihrungsgroBe W (s), der StorgroBe D(s) und dem Messrauschen
R(s) als Einginge und der RegelgroBe Y (s) und der StellgroBe U(s) als Ausginge
beschreiben.

2. Welche Entwurfsbeschrinkungen der Form (7.17) haben Regelkreise mit einem, zwei
bzw. drei Freiheitsgraden?

3. Zeigen Sie, dass der Regelkreis in Abb. 7.6 fiir C(s) = 1 mit dem in Abb. 1.6 auf S. 10
gezeigten Regelkreis in dem Sinne dquivalent ist, dass man die Ubertragungsfunktio-
nen V(s) und K (s) so wihlen kann, dass beide Regelkreise dasselbe Fiihrungs- und
Storverhalten haben. O

7.2.2 Beschreibung im Zeitbereich

Fiir eine gegebene Eingangsgrofie kann die AusgangsgroBe Y (s) im Frequenzbe-
reich berechnet und dann in den Zeitbereich transformiert werden. So erhilt man
beispielsweise die Storiibergangsfunktion fiir W (s) = 0, R(s) = 0 und D(s) = 1

aus )
ha(t) o—e ;Gd(s) (7.20)

und die Fiihrungsiibergangsfunktion fiir R(s) = 0, D(s) = 0 und W (s) = 1 aus

hy(t) o—e éGw(s). (7.21)

Man kann aber auch ein Regelkreismodell im Zeitbereich verwenden. Dieses
erhilt man entweder durch Laplaceriicktransformation aus Gl. (7.10), wobei als Mo-
dell des geregelten Systems die Gleichung

Y=gw*xW+gq*xd+gr*7

mit
Gw(t) o—e Gy(s), ga(t) o—e Ga(s), G:(t) o—e Gy(s)

entsteht. Andererseits kann man aus dem Zustandsraummodell



328 7 Der Regelkreis

z(t) = Az(t) + bu(t) + ed(t), =(0)=x (7.22)
y(t) = cz(t) (7.23)

der Regelstrecke und dem des Reglers ein Zustandsraummodell des Regelkreises
aufstellen, wie im Folgenden gezeigt wird. Das Regelstreckenmodell ist gegeniiber
dem Modell (4.45) um einen Term erweitert, der den Einfluss der Stérung d(¢) be-
schreibt. Das in Abb. 7.4 eingetragene Messrauschen r bewirkt, dass an Stelle von y
die GroBle

Ym(t) = y(t) +r(t)
durch den Regler zuriickgefiihrt wird. Zur Vereinfachung der Darstellung wird davon
ausgegangen, dass das System beziiglich der Eingangsgrofie v und der Storgrofie d
nicht sprungfihig ist. Diese Voraussetzung ist einschrinkend, wenn eine direkt den
Ausgang y beeinflussende Storung d betrachtet werden soll. Die folgenden Glei-
chungen konnen jedoch ohne weiteres unter Verwendung des im Folgenden gezeig-
ten Rechenweges auf sprungfihige Regelstrecken erweitert werden.
Es wird zunichst der sehr einfache Regler

u(t) = kp (w(t) — ym(t)) (7.24)

betrachtet, bei dem die Stellgréfie proportional zur Regelabweichung w(t) — ym (t)
ist. Das Modell des geschlossenen Kreises erhilt man durch Kombination der Gln.
(7.22) — (7.24):

z(t) = (A—bkpcd)z(t) +edt)+bkpw(t) — bkpr(t) (7.25)
y(t) = c=z(t).

In diesem Zustandsraummodell treten w, d und r als Eingénge auf. Den Einfluss des
Reglers auf die Dynamik der Strecke erkennt man an der Veridnderung der System-
matrix. An Stelle von A steht im Modell jetzt die Matrix

A:A—bkpcl.

Die im Abschn. 7.2.1 eingefiihrten Ubertragungsfunktionen G,, G4 und G, kon-
nen entsprechend Gl. (6.75) aus dem Modell (7.25) abgelesen werden:

Gw(s) = kpc/(sI — A)~'b
Ga(s) = c(sI — A)7le
G.(s) = —kpc/(sI — A)"'b.

Diese Gleichungen gelten fiir den Regler (7.24), der die Ubertragungsfunktion
K (8) = kp hat.

Auf dhnlichem Wege erhilt man das Zustandsraummodell von Regelkreisen, bei
denen Regler mit eigener Dynamik verwendet werden.
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7.3 Stationiires Verhalten des Regelkreises

7.3.1 Stor- und Fiithrungssignale

Entsprechend der Giiteforderung (II) muss durch eine geeignete Wahl des Reglers
erreicht werden, dass der Regelkreis die auftretenden Storungen kompensiert und der
FithrungsgroBe zumindest fiir hinreichend grofie Zeit ¢ folgt. Entsprechend Gl. (7.3)
ist dafiir das stationidre Verhalten des Regelkreises maflgebend, wobei vorausgesetzt
wird, dass der Regelkreis die Stabilitdtsforderung (I) erfiillt.

Fiir eine genauere Untersuchung der Bedingungen, unter denen der Regelkreis
die Giiteforderung (II) erfiillt, muss zunichst festgelegt werden, welche Klassen
von Storsignalen und Fiithrungssignalen auf den Regelkreis einwirken, denn die Ent-
wurfsforderung (7.3) kann nicht fiir beliebige Signale erfiillt werden. Im Gegenteil,
es wird sich zeigen, dass das Modell der Stor- und Fiihrungssignale im Regler er-
scheinen muss. Je grofler die Klasse der auftretenden Signale ist, umso komplizierter
wird also das Reglergesetz. Deshalb ist es zweckmiBig, beim Reglerentwurf nur die
unbedingt notwendigen Signalklassen zu betrachten.

Storgrofien-
modell

d
ggs%g%ﬁell Regler Strecke

Abb. 7.7: Regelkreis mit Fiihrungsgrolenmodell und Storgrolenmodell

Im Folgenden werden unterschiedliche StorgroBenmodelle und Fithrungsgrofen-
modelle eingefiihrt, durch die die EingangsgroBen d(¢) und w(t) des Regelkreises
erzeugt werden (Abb. 7.7). Es wird dann untersucht, welche Eigenschaften der Re-
gelkreis besitzen muss, damit fiir die so definierten Signalklassen die Forderung nach
Sollwertfolge erfiillt wird.

StorgroBBenmodell. Um die Klasse der betrachteten Storsignale zu beschreiben,
wird fiir D(s) ein gebrochen rationaler Ausdruck

_ Za(s)
- Nd(s)

D(s) (7.26)
angesetzt, der auch als Storgrifienmodell bezeichnet wird. Fiir den Reglerentwurf
ist nur die Kenntnis des Nennerpolynoms Ny (s) erforderlich. Die Stérung kann ein
beliebiges Zihlerpolynom haben, wobei lediglich der Grad dieses Polynoms kleiner
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als der des Nennerpolynoms sein muss. Es wird im Folgenden also nicht ein einzel-
nes Storsignal, sondern die Klasse aller Signale betrachtet, die sich fiir ein gegebenes
Nennerpolynom Ng(s) in der angegebenen Form darstellen lassen.

Dieser Ansatz ist gleichbedeutend mit der Annahme, die Storung werde durch
ein Zustandsraummodell der Form

d:d(t) = Aqzq(t), :Bd(O) = x40 (7.27)
d(t) = chzq(t) (7.28)

mit beliebig wihlbarem Anfangszustand x4 erzeugt. Dieses StorgroBenmodell wird
verwendet, wenn man das Storverhalten von Regelkreisen im Zeitbereich betrachtet.

Wichtigstes Kennzeichen der betrachteten Storsignale sind die Nullstellen sq;
des Nennerpolynoms Ny (s) bzw. die Eigenwerte der Matrix A4. Diese Werte kon-
nen auch als Pole der Storung bezeichnet werden, da sie das Nennerpolynom von
D(s) festlegen. Fiir vorgegebene sq; (¢ = 1, ...,nq) kann Ny(s) in der Form

nq

Na(s) = H (s — s4i)

i=1

dargestellt werden. Um Trivialfille auszuschlieBBen, wird angenommen, dass alle sq;
positiven (oder verschwindenden) Realteil haben. Die Stérungen wachsen damit tiber
alle Grenzen an. Diese Annahme ist damit zwar in erster Linie theoretischer Natur,
denn derartige Stérungen wiirden entweder das System zerstoren oder aufgrund von
Sattigungen, die das lineare Modell nicht wiedergibt, von begrenzter Wirkung sein.
Man muss jedoch diese Annahme machen, denn hitten die Pole der Stérung negati-
ven Realteil, so wiirde die Storung abklingen und die Forderung (7.3) wire fiir jeden
stabilen Regelkreis erfiillt.

Bei allen Betrachtungen zur Storkompensation wird vom Standardregelkreis
nach Abb. 7.7 ausgegangen, bei dem die Storung am Ausgang der Regelstrecke an-
greift. Dieser Eingriffsort fiir die Storung kann u. U. dadurch erzeugt werden, dass
die an einem anderen Ort in der Regelstrecke eingreifende Storung an den Ausgang
transformiert wird. Dann tritt jedoch zwischen der Storgrofle D und dem Eingriffs-
ort am Ausgang der Regelstrecke ein Ubertragungsglied auf, das in Abb. 1.3 auf
S. 5 mit ,,Storverhalten® bezeichnet ist. Durch dieses Ubertragungsglied kann sich
der Charakter der Storung verindern. Hat beispielsweise dieses Ubertragungsglied
I-Charakter, so wird aus einer impulsformigen Storung bei der Verschiebung des
Storeingriffspunktes an den Streckenausgang eine sprungférmige Storung, die fiir
die weiteren Untersuchungen mafigebend ist.

FiihrungsgroSenmodell. Zur Festlegung der Klasse der betrachteten Fiithrungs-
signale wird dhnlich wie beim StorgroBenmodell verfahren und fiir W (s) ein be-
liebiger gebrochen rationaler Ausdruck als Fiihrungsgrofsenmodell

(7.29)
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angesetzt. Fiir den Reglerentwurf ist wiederum nur die Kenntnis des Nennerpoly-
noms Ny, (s) erforderlich, so dass die GI. (7.29) nicht ein einzelnes Signal, sondern
ein Klasse von Fithrungssignalen reprisentiert.

Auch fiir das Fithrungsgroenmodell kann eine Zustandsraumbeschreibung an-
gegeben werden:

Ew(t) = Ageyw(t), Xw(0)=xyuo (7.30)
w(t) = ¢y (). (7.31)

Dieses Modell beschreibt die Klasse aller Signale w(¢), die das System (7.30), (7.31)
mit beliebig wihlbarem Anfangszustand x.,¢ erzeugt.

Impulsformige Stor- und Fithrungssignale. Impulsformige Signale

verindern den aktuellen Zustand des Regelkreises, sie haben jedoch keine fortdau-
ernde Wirkung auf den Regelkreis. So ist die Storung des im Beispiel 10.4 auf S. 463
behandelten Pendels durch eine Anfangsauslenkung des Pendels beschrieben, in die
das Pendel durch eine kurzzeitige Krafteinwirkung (§-Impuls) von der Ruhelage aus
gebracht werden kann.

Im Frequenzbereich sind die impulsformigen Funktionen durch die Beziehungen

D(s) =d

dargestellt, deren Nennerpolynome
N4(s) =1 bzw. Ny(s)=1

Konstante sind. Man kann fiir impulsformige Stor- bzw. Fithrungsgroflen kein Mo-
dell im Zustandsraum aufstellen, die Wirkung dieser Signale jedoch durch einen
geeignet gewihlten Anfangszustand der Regelstrecke erfassen (vgl. Abschn. 7.3.2).

Sprungformige Stor- und Fiihrungssignale. Fiir die praktische Anwendung sind
die sprungférmigen Signale

d(t) = do(t) (7.32)
w(t) = wo(t) (7.33)

von besonderem Interesse. Sie reprisentieren eine Standardsituation, die in vielen
Regelungsaufgaben wenigstens niherungsweise auftritt. Soll die Temperatur durch
einen Regelkreis auf einen Sollwert angehoben oder der Greifer eines Roboters iiber
einer Bohrung positioniert werden, so kann dies durch die Vorgabe eines entspre-
chenden Sollwertes w beschrieben werden. In diesen Beispielen wird also mit einer
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sprungformigen FiihrungsgroBe (7.33) gearbeitet. Das Zuschalten einer Last in ei-
nem Energieversorgungsnetz, deren Wirkung auf die Netzfrequenz durch eine Re-
gelung ausgeglichen werden muss, ist ein Beispiel fiir das Auftreten einer sprung-
formigen Storgrofie. Die meisten der im Folgenden behandelten Regelungsaufgaben
enthalten deshalb die Forderung (II) nach Stoérkompensation und Sollwertfolge fiir
sprungformige Signale.

Die Signale (7.32) und (7.33) erfassen auch Situationen, in denen der Sollwert
bzw. die Storung iiber lange Zeit konstant bleibt, aber gelegentlich verdndert wird.
Beispielsweise wird bei einer Heizungsregelung der Sollwert fiir die Raumtempera-
tur tiblicherweise in der Nacht abgesenkt und am néichsten Morgen wieder angeho-
ben. Da die Zeitabstinde der Sollwertinderungen viel groBer als die maigebenden
Zeitkonstanten des Raumtemperaturregelkreises sind, wird die FithrungsgrofBe als
sprungformiges Signal (7.32) betrachtet.

Das zu den Signalen (7.32) und (7.33) gehorende StorgroBenmodell (7.26) bzw.
FiihrungsgroBenmodell (7.29) hat das Nennerpolynom

N4(s) =s bzw. Ny (s) = s.
Die Zustandraummodelle heiflen

q =0, z4(0)=d

d(t) = Xq
bzw.
Tw = 0, xw(0)=w
w(t) = Ty

7.3.2 Stationires Verhalten bei impulsformiger Err