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Vorwort 

Die rechnergestützte Lösung von Diagnose-, überwachungs-, Steuerungs- und Planungs­
aufgaben in technischen und nichttechnischen Prozessen hat in den letzten Jahren die 
Notwendigkeit der Bildung mathematischer Modelle von Signalen und Systemen wesent­
lich erhöht. Das gilt besonders rur die Modellbildungsverfahren, die gemessene Prozeß­
signale und Zustände verwenden. Sie werden in der deutschsprachigen Literatur zu­
nehmend mit den Begriffen "experimentelle Prozeßanalyse" oder "Prozeßidentifikation" 
bezeichnet. 

Die Signal- und Systemmodelle finden ihre Anwendung bei der Analyse, dem Entwurf 
und dem Betrieb automatischer und automatisierter Steuerungssysteme. In wissens­
basierenden Entscheidungssystemen - den Beratungs- bzw. Expertensystemen - stellen 
sie das analytische (prozedurale) Wissen in Form von Gleichungen und Strukturen dar. 

Das vorliegende Buch stellt sich das Ziel, eine Einiührung in die Grundlagen des Wissen­
schaftsgebiets der experimentellen Prozeßanalyse für Ingenieure und Studierende der 
Ingenieurwissenschaften, besonders der F achrichtungen Technische Kybernetik und Auto­
matisierungstechnik, zu geben. Gleichzeitig ist es für die Fachdisziplinen von Interesse, 
die wesentliche Eigenschaften von vorgegebenen Prozessen zur Lösung ihrer Aufgaben 
in ein mathematisches Modell abbilden müssen. Dies sind in zunehmendem Maß Dis­
zipliJ}en aus den Bereichen der Landwirtschaft, der Wasserwirtschaft, der Medizin und 
der Biologie. 

Der gegenwärtige Stand auf dem Ge biet der experimentellen Prozeßanalyse ist durch eine 
außerordentlich große Mannigfaltigkeit von verschiedenen Verfahren gekennzeichnet. 
Anwender und Studierende stehen deshalb vor der schwierigen Aufgabe, eine Übersicht 
zu bekommen und eine geeignete Auswahl der Verfahren zu treffen. Aus diesem Grund 
wurde im Rahmen des Buches versucht, 

1. eine einheitliche Darstellung rur das Signal- und Systemverhalten sowie tür das sta­
tische und dynamische Verhalten zu finden, 

2. durch vergleichende und bewertende Einschätzungen Hinweise für die Gestaltung 
und Anwendungsbereiche für die Verfahren zu geben, 

3. durch Übungsaufgaben und Demonstrationsbeispiele die theoretischen Ausführungen 
zu untermauern, 

4. durch Ausblicke auf weiterführende Arbeiten hinzuweisen. 

Diesem Ziel folgend, besteht das Buch aus den Komplexen der Signal- und der System­
analyse. 

In den Abschnitten 2 und 3 werden Modelle des statischen und dynamischen Ver­
haltens von Signalen und Verfahren zu ihrer Bestimmung betrachtet. 

Da auch bei einer verstärkten Anwendung moderner rechnergestützter Verfahren die 
klassischen Methoden der Auswertung von Übergangs- und Gewichtsfunktion sowie des 
Frequenzgangs nach Ansicht des Verfassers nicht an Bedeutung verloren haben, wurden 
bewährte leistungsstarke Verfahren dieser Gruppe im Abschnitt 4 dargestellt. 

Den Schwerpunkt des Komplexes "Systemanalyse" bildet die Ermittlung des statischen 
und dynamischen Verhaltens gestörter Systeme (Abschnitte 5 und 6). Dabei wurde ver­
sucht, die allgemeingültigen Grundlagen der Schätztheorie und die Schätzverfahren im 
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statischen Fall ausführlich herzuleiten und die Beziehungen unter Benutzung eines all­
gemeinen Systemmodells auf dynamische Probleme zu übertragen. Diese Vorgehens­
weise führt zu einer wesentlichen Reduzierung der Vielfalt der Verfahren und gestattet 
das jeweils spezifische besser darzustellen. 

Insgesamt hofft der Autor, daß Angehörige derjenigen Wissenschaftsdisziplinen, die 
sich der Analyse, dem Entwurf und dem Betrieb automatischer und automatisierter 
Systeme in technischen und nichttechnischen Prozessen widmen, mit diesem Buch eine 
Grundlage für die Erstellung mathematischer Modelle von Signalen und Systemen auf 
experimenteller Basis besitzen. An dieser Stelle möchte ich mich für die vielen wertvollen 
Anregungen und die Begutachtung des Buches bei Herrn Prof. Dr. Dr. sc. Karl Reinisch 
und Herrn Dr. sc. Georg Bretthauer bedanken. Mein besonderer Dank gilt den Mitarbeitern 
des Lehrstuhls Systemtechnik des Wissenschaftsbereichs Automatische Steuerung der 
Technischen Hochschule Ilmenau, die durch eine langjährige konstruktive Mitarbeit in 
der Lehre und Forschung dieses Projekt aktiv gefördert haben. Besonders gilt das für 
Dozent Dr. sc. techno Peter Otto, Dr.-Ing. Arndt Seifert, DrAng. Detlef Trippier und 
DrAng. Winfried Winkler. 

Frau Edeltraud Riege, Frau Sabine Sauerbrey und Frau Erika Sachs sei an dieser Stelle 
für die zuverlässige Arbeit bei der Fertigstellung des Manuskripts recht herzlich gedankt. 
Den Lektoren Frau Inge Epp und Herrn Dipl.-Ing. JÜTgen Reichenbach möchte ich für 
die verständnisvolle und konstruktive Zusammenarbeit bei der Gestaltung des Buches 
Dank sagen. 

Ilmenau JÜTgen Wernstedt 
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1. Einführung 

1.1. Stellung des Modells bei der Lösung kybernetischer Aufgaben 

~ie effektive Lösung von Diagnose-, überwachungs-, Steuer- und Vorhersageaufgaben 
fur Mengen- und/oder Qualitätsgrößen in technischen und nichttechnischen Prozessen ist 
eine der vorrangigen Aufgaben jeder Gesellschaft. Sie dienen zunehmend der Auto­
matisierung körperlicher und geistiger Tätigkeiten und Fähigkeiten des Menschen d. h. 
der komplexen Automatisierung. Eine der wesentlichsten Grundlagendiszipline~ der 
Prozeßautomatisierung ist die Kybernetik. Die Kybernetik ist die Wissenschaft von der 
zielgerichteten Beeinflussung von Systemen (Steuerung) sowie der Informationsverar­
beitungsprozesse und deren Automatisierung, die das Wesentliche der Steuervorgänge 
ausmachen [1.1, 1.2]. Die Bewältigung der oben genannten Aufgaben kann durch die 
im Bild 1.1 dargestellten Strategien erfolgen. 

r-----
I 
I 
I 
I "--_-.--_...J 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I I L __________ J 

Lösungen 
Bild 1.1 
Strategie zur Lösung kybemetischerAufgaben-

Die erste Strategie besteht darin, daß die Aufgaben mit den Mitteln der Simulation auf 
Analog- und Digitalrechnern unter Verwendung von Modellen der Signale und Systeme 
sowie ~on Zielkriterien gelöst werden. Dabei soll unter einem Modell die Abbildung 
wesenthcher Aspekte des realen Prozesses verstanden werden. Die Modelle der Signale 
und/oder der Systeme sind gekennzeichnet durch Struktur, Parameter- und/oder Zu­
standswerte. Die genannte Entwurfsstrategie besitzt die Vorteile, daß keine unmittelbare 
"Störung" des Prozesses erforderlich und daß eine effektive Bewältigung der Aufgaben 
möglich ist. Nachteilig ist der Aufwand für die Erstellung der Signal- und Systemmodelle 
sowie der Umstand, daß die Modelle immer eine Approximation des realen Prozesses 
darstellen. Die zweite Strategie besteht in der Lösung der genannten Aufgaben durch 
eine Beobachtung und Suche direkt am Prozeß. Vorteil dieses Weges ist die Lösung der 
Aufgabe unter den realen aktuellen Bedingungen; dagegen sind der notwendige Zeitauf­
wand, die ökonomischen Verluste durch die Experimente am Prozeß und die fehlende 

2 Wernstedt 
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Bild 1.2 
Allgemeine Grundstruktur eines Prozesses 

u.(t):r = [u,,(t) ..• u..(t)] 
Vektor der steuerbaren Eingangsgrößen 

_ .. (t):r = [u".I(t) ••• u ••• (t)] 

x(t) = [Xl(t) ••. x.(t)] 
Vektor der Ausgangsgrößen 

qT = [ql ••• qJ] 

Vektor der nichtsteuerbaren Eingangsgrößen Vektor der Zustandsgrößen 

:(t):r = [ZI(t) ••• z .. (t)] 
Vektor der Störgrößen 

Obertl/achung 
Steuerung 

Zeiff 

Bild 1.3. Zeiträume für die Diagnose-, 
Oberwachungs-, Steuer- und Vorhersageaufgabe 

ST = [SI ••• sr] 
Vektor der System parameter 

Signa/modelle 1-/TI8f"kma/e 

Cnfscheidungssysfem 

Cnfscheiduna / HalJnahmfln 

Bild 1.4. Struktur zur Lösung von Diagnose­
und Oberwaclumgsaufgaben 
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Bild 1.5. Zusammenhang zwischen ,,Information" und Steuerkonzept 
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Möglichkeit des Entwurfs von Steuereinrichtungen vor Inbetriebnahme des Prozesses 
schwerwiegende Nachteile. Häufig werden beide Strategien gleichzeitig angewendet. 

Um die Stellung des Modells bei der Bewältigung kybernetischer Aufgaben besser zu 
erkennen, werden, ausgehend von der allgemeinen Grundstruktur eines Prozesses im 
Bild 1.2, die Teilaufgaben der Diagnose, überwachung, Steuerung und Vorhersage kurz 
erläutert. Dabei bedeuten: 

Diagnose. Die Analyse der Informationen über Mengen- und/oder Qualitätsgrößen 
zurückliegender Zeitabschnitte (1 < 10 ; Darstellung des zeitlichen Aspekts im Bild 1.3). 

Vberwachung. Die Analyse der aktuellen Information über Mengen- und/oder Qualitäts­
größen (I = 10 ; Bild 1.3). Die Aufgaben der Diagnose und Überwachung werden vor­
wiegend auf der Grundlage von Signalmodellen und bestimmter charakteristischer Werte/ 
Merkmale von Prozeßgrößen gelöst. Im Bild 1.4 ist die allgemeine Struktur dieser Auf­
gaben dargestellt. 

Steuerung. Aktueller und geplanter ziel gerichteter Eingriff in den zugeordneten Prozeß 
(I ;;: 10 ; Bild 1.3). 

Für die Lösung dieser Aufgaben sind eine Vielzahl von Konzepten zur automatischen 
und operativen Steuerung entworfen worden, die auf Prozeßmodellen basieren. Das 
zweckmäßigste Steuerkonzept wird dabei wesentlich von der vorhandenen Menge und 
Art an Information über 

- die Prozeßsignale und -zustände 
- die Prozeßstruktur und -parameter 
- die Steuerziele und Nebenbedingungen 

bestimmt. Als Möglichkeiten zur Ermittlung dieser Informationen in Form von Signal­
und/oder Systemmodellen stehen Methoden der theoretischen und der experimentellen 
Prozeßanalyse (Modellbildung) sowie das Entscheidungsverhalten/Wissen des Menschen 
zur Verfügung (Bild 1.5). Die theoretische Prozeßanalyse beruht auf der Ausnutzung 
bekannter Gesetzmäßigkeiten/Bilanzgleichungen; die experimentelle Prozeßanalyse 
beruht auf der Auswertung der gemessenen Eingangs- und Ausgangssignale. Liegt eine 
ausreichende Information über die Prozeßsignale und -zustände sowie über das System­
verhalten vor, können automatische Steuereinrichtungen - Automaten - die Aufgabe 
vollständig lösen. 

Im Bild 1.6 sind ausgewählte typische vorangepaßte und selbstanpassende Steuer­
systeme dargestellt, die automatisch arbeiten. Häufig treten in der Praxis aber Prozesse 
auf, bei denen 

- ungenaue, unsichere und subjektiv beeinfiußte Informationen und/oder 
- quantitative und qualitative Informationen und/oder 
- unzureichende A-priori-Kenntnisse bezüglich der Lösung der Steueraufgabe und/oder 
- unvorhersehbare Situationen 

vorliegen. 
In diesen Fällen hat sich das Konzept der operativen Steuerung bewährt (Bild 1.7) 

[1.3]. Bei diesem Steuerkonzept löst der Mensch auf der Grundlage von Entscheidungs-/ 
Steuervorschlägen eines Beratungs-/Expertensystems diese Aufgabe. Das Beratungs-/ 
Expertensystem, dessen Grundstruktur im Bild 1.7 dargestellt ist, ist in der Lage, auf der 
Grundlage seines gespeicherten "Wissens", der erfaßten Situation und den Algorithmen 
zur Ermittlung des Wissens über den konkreten Prozeß sowie den Algorithmen zur 
Lösung der Entscheidungs-/Steueraufgabe dem Menschen Vorschläge zu unterbreite11--
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Bild 1.6. Ausgewählte Strukturen automatischer Steuerkonzepte 
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Bild 1.7 
IWnzept der operativen Steuerung 
qM Zustandsvektor des Menschen 
qB Zustandsyektor des Beratungssystems 
UGS Vektor der Steuergrößen 

der -Gegenspieler 
"MB Vektor der Führungsgrößen 

rur das Entscheidungssystem 
"Mensch-Beratungssystem" 

"GS Vektor der Führungsgrößen 
rur die Gegenspieler u: Vorschlag für steuerbare Eingangs­
größen, Schnittstelle Mensch- Maschine 
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Vorhersage. Abschätzung der zukünftigen Entwicklung von Mengen- und/oder Qualitäts­
größen und Bewertung von geplanten Steuer- und Handlungsvarianten (t > to ; Bild 1.3). 
Die Aufgabe der Vorhersage kann auf der Grundlage von Signal- und/oder System­
modellen entsprechend den Strukturen im Bild 1.8 realisiert werden. Die vorhergesagten 
Werte der Prozeßgrößen können bei Verwendung von Signalmodellen für vorgegebene 
Zeiten t, bzw. Signalwerte e(I,) und bei Verwendung von Systemmodellen aus vor­
gegebenen Signalwerten u(t) ermittelt werden. 

flEtI) I Signa/mixtelf 
xII) 

Bild 1.8 
Vorhersagestrategien 
t Zeit. Zeitwerte 

~U=..!.I!.!.I)_-II Systemmodelf xm e(t) "weißes Rauschsignal" 
i(t) geschätzter Signalwert 

1.2. Praktische Beispiele f'Ur Prozeßmodelle 

In den letzten Jahrzehnten gibt es kein Gebiet im technischen und nichttechnischen 
Bereich, in dem nicht die Methoden der experimentellen Ermittlung von Signal- und/ 
oder Systemmodellen zur Lösung von speziellen Aufgaben angewendet worden sind 
[1.4, 1.5]. Dabei sind folgende Aspekte für diese Entwicklung charakteristisch: 

1. Die enorme Entwicklung der Sensortechnik, der digitalen Rechentechnik und der 
Informationstechnik erlaubt die effektive Anwendung bereits bekannter Methoden 
de~ Erstellung von Signal- und/oder Systemmodellen. 

2. Die unterschiedlichsten Anwendungsgebiete befruchteten sich gegenseitig mit ihren 
Methoden, z.B. übernimmt der technische Bereich (vorwiegend dynamisch-deter­
ministische) Methoden der Versuchsplanung und der Klassifikation aus den Bereichen 
der Landwirtschaft und der Medizin. 

3. Die sehr umfangreich durchgeführten Vergleiche von Methoden der experimentellen 
Prozeßanalyse zeigen, daß es nicht einen günstigen Weg bzw. eine günstige Methode 
gibt, sondern die subjektive Komponente beim Entwurf der Modelle erhalten bleibt. 

Tafel 1.1. Vorgestellte Anwendungs/älle 

Bereich 

Mikro­
elektronik 
Landwirtschaft 

Wasser­
wirtschaft 

Biotechnologie 

Medizin 

Modelle 

Modelle einer Fertigungszelle 
für den Zyklus I 
InnenteDnperaturnlodell 
des Gewächshauses 0300 
WassergüteDnodelle von Flüssen 
und Talsperren 
Wassermengenmodelle 
von Flußgetiieten 
Modelle der kontinuierlichen 
Fermentation 
Blutglukosemodelle 
des Menschen 
Herz-Kreislauf-Modelle 
des Menschen 

Ziele 

Mengen- und Qualitätssteuerung 

Ertragsoptimierung 
bei minimalen Kosten 
Entwurf von optimalen 
Bewirtschaftungsstrategien 

Auslegung und Steuerung 
von Fermentern 
Entwurf von Diagnose- \ 
und Steuerstrategien 
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Um dem Leser einen Einblick in unterschiedliche Bereiche der praktischen Anwendung 
zu geben, wird in diesem Buch nicht der Versuch unternommen, die Vielfalt der bereits 
national und international realisierten Einsatzfälle darzustellen, sondern es werden aus­
gewählte Objekte kurz vorgestellt, an denen der Autor in den letzten Jahren selbst mit­
gearbeitet hat. Ausgewählt wurden die in Tafell.l angegebenen Praxisobjekte. 

1.2.1. Modelle zur Steuerung der Fertigung hochintegrierter Schaltkreise 
im Zyklus I 

Für eine Fertigungszelle in der Mikroelektronik rur hochintegrierte Schaltkreise, deren 
Struktur im Bild 1.9 dargestellt ist, wurde gemeinsam mit dem VEB Mikroelektronik 
"Karl Marx", Erfurt, zur Lösung der Diagnose-, Überwachungs-, Steuerungs- und 
Planungsaufgaben aller Mengen- und Qualitätsparameter das rechnergestützte Prozeß­
ruhrungssystem PROFIS entworfen und realisiert [1.6, 1.7]. 

Bild 1.9. Struktur einer Fertigungszelle der Mikroelektronik 

- Informationen und 
Entscheidungen zum 
technologisch lorganis. 
Zustand 

-- Informationen und 
Entscheidungen zur 
operativen Prozeßführung 
Menge/Qualität 

CVD CVD-Prozesse; Met. Metallisierung; ImpI. Implantation; HT Hochtemperaturprozesse; 
FC-L Fotochemie/Lack; FC-Ä Fotochemie/Ätzen; KOOP Kooperation 

Die Struktur dieses ProzeßfUhrungssystems ist mit seinen Elementen 

- PROFIS-KOMPAKT 2 (Datenbank) 
- PROFIS-DATAN (Datenanalyse) 
- PROFIS-KOMPAN (Komplexanalyse) 
- PROFIS-TEPRO (technologieorientierte Prozeßsimulation) 
- PROFIS-DURST (Durchlaufsteuerung) 
- PROFIS-EXPERT (Dialogführung der Beratungs-JExpertensysteme) 

im Bild 1.10 dargestellt. Für die Ableitung von Entscheidungsvorschlägen bzw. Steuer­
maßnahmen in den einzelnen Ebenen des hierarchisch strukturierten Prozesses wurden 
runf verschiedene Modelltypen entsprechend Bild 1.11 entwickelt. Charakteristisch ist, 
daß die Präzision der Modelle mit höherer Ebene abnimmt. Die Beschreibungen gehen 
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Bild 1.10 
Struktur des Prozeßführungssystems 
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AnlagenmorJelfe 
techno{. - physikaf. 
HOdelle 

4 Anlage 

j-------
R 

~} 

Bild 1.11. Modellebenen der Fertigungszelle 
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von Modellen mit verteilten Parametern zu Anlagenmodellen mit konzentrierten Para­
metern bis zu strukturellen Modellen des Fertigungsprozesses über. Das Grobmodell 
der höchsten Ebene beschreibt nur noch das Verhalten von eingesteuerter Chip:fl.äche ~ 
ausgesteuerten Gutchip:fl.äche, d. h. die Ausbeute. Ein typisches Problem der Erstellung 
eines Anlagenmodells ist in den Bildern 1.12 und 1.13 rur eine Oxydations-JDiffusions-
anlage dargestellt. . 

Neben Methoden zur Diagnose und überwachung wichtiger Qualitätsparameter der 
Fertigung (z. B. Eindringtiefe, Konzentrationen) wurden Schätzverfahren für das sta­
tische Systemverhalten angewendet, um ein Modell für die Steuerung der Diffusion bzw. 
Oxydation aus den im Bild 1.12 dargestellten gemessenen Größen zu ermitteln. 
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Heizung: Que((e 
{T1} 

Bild 1.12 
Schema einer 
Oxydation.s-/Diffusion.s­
anlage (Bezeichnungen 
s. Bild 1.13) 

ult} 
ystemmodell der 

Oxydations - und 
Oiffusionsanlage 

Bild 1.13 
Modell einer Oxydation.s-/Diffusionsanlage 

"l(t) Sauerstotrstrom Qlo l·h- 1 

"2(t) Stickstotrstrom Q., I· h- 1 

"3(t) Chargiergeschwindigkeit 0 .. cm· min - 1 

"4(t) Temperatur Quelle Tl, oe 
",(t) Zonentemperatur T 2 , oe 
".(1) Zonentemperatur T 3 , oe 
",(t) Zonentemperatur T4 , oe 

".(t) Zeit, min 
".(t) Gasfeuchte, ppm 
Xl(t) bis x,(t) Borkonzentration in Si in einer Tiefe 

von 0,1 bis 0,9 (LDl, ••• /cm- 3 

x.(t) Oberftllchenkonzentration, ... /cm- 3 

x,(t) Oberftllchenwiderstarid, n 
x.(t) Eindringtiefe, fLm 

1.2.2. Innentemperaturmodell zur Steuerung vou Gewächshäusern 

Die effektive Verwendung von Heizungsenergie bei den zu den Großverbrauchern zäh­
lenden Gewächshausanlagen ist eine vorrangige Aufgabe in der Landwirtschaft. Neben 
der Ermittlung von Klimabedingungen, Ernährungszuständen usw., die zu maximalen 
Erträgen führen [1.8], ist der Entwurf von Steuerstrategien zur Einhaltung dieser vor­
gegebenen Führungsgrößen notwendig. Für eine der wesentlichsten Einfiußgrößen auf 
die Ertragsbildung, die Innentemperatur des Gewächshauses, wurde deshalb in enger 
Zusammenarbeit mit dem Institut für Gemüseproduktion Großbeeren der Akademie 
der Landwirtschaftswissenschaften der DDR ein Innentemperaturmodell für das 
Gewächshaus G300 entwickelt und erprobt [1.9, 1.10, 1.11]. Das Gewächshaus vom 
Typ G300 (Bild 1.14) ist ein vierschiffiger plastbedeckter Typenbau mit einer Anbau­
fläche von 3740 m2

• Als Heizungssysteme stehen die Stehwandheizung und 18 Heizlüfter, 
die für Heizwasser mit einer Vorlauf temperatur von 120 oe ausgelegt sind, zur Verfügung. 

~ 
Strahlung/ 
Temperatur 

Bewölkung/ ~ 
Niederschlag ~ 

//1\ 

Bild 1.14 
Schema des Gewächshauses vom Typ G 300 
SH Stehwandheizung 
HL Heizlüfter 
LK Lüftungsklappen 
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Die Lüftungsklappen können zur Absenkung der Innentemperatur benutzt werden. 
Auf der Grundlage einer theoretischen Prozeßanalyse setzt sich das Innentemperatur­
modell aus den Signalmodellen für die Außenklimagrößen (Außentemperatur, Global­
strahlung) und den Merkmalen der Heizungssysteme zusammen (Bild 1.15). Bei dessen 
Ermittlung kamen u. a. Methoden der Signalidentifikation, der Parameterschätzung 
dynamischer Systeme und der Versuchsplanung zum Einsatz. Das erstellte Modell wurde 
mit Erfolg in einer mikrorechnergestützten Steuerung, die auf einer Innentemperatur­
vorhersage beruht, eingesetzt [1.11]. 

Signalmodelle für 
Globalstrahlung oS 
Außentemperatur JA 

Anzahl der Heizlüfter 

Vorlauffemperatur 

Temperatur der 
Sfehwandheizung" 

Systemmodell des 
6ewächshauses 
6300 

Innen-
fern erafur 

Ti 

Bild 1.15 
Struktur des Innentemperatur­
modells des Gewächshauses G 300 
"l(t) Globa1strahlung, cal·cm-' 
"2(t) Außentemperatur, oe 
"3(t) Anzahl der Heizlüfter 
"4(t) Vorlauf temperatur, oe 
",(t) Temperatur der Stehwand-

heizung, oe 
x(t) Gewlichshausinnentemperatur, oe 

1.2.3. Modelle des Sauerstotfgehalts Iimnischer Ökosysteme 

In den letzten Jahren haben Methoden der Identifikation zur mathematischen Model­
lierunglimnischer Ökosysteme verstärkt Anwendung gefunden [1.12, 1.13]. 

Auf der Grundlage der erstellten Signal- und/oder Systemmodelle werden die funk­
tionepen und strukturellen Beziehungen zwischen den Größen des Prozesses aufgeklärt. 
Gleichzeitig dienen die Modelle zur Ableitung von Steuermaßnahmen bei vorgegebenen 
Situationen. 

Die Lösung dieser Aufgabe ist für die DDR von besonderer Bedeutung, weil der Grad 
der Nutzung des Wasserdargebots schon sehr hoch ist (etwa 80 %). Zudem haben sich 
die Belastungen der Gewässer durch die Einleitungen aus dem kommunalen, dem in­
dustriellen und dem landwirtschaftlichen Bereich erhöht. 

Für eines der wichtigsten Merkmale für die Wasserbeschaffenheit und für den Er­
holungswert von Gewässern, die "Sauerstoffbilanz", wurden gemeinsam mit der Ober­
flußmeisterei Berlin und der TU Dresden, Sektion Wasserwesen, für unterschiedliche 
Gewässer Signal- und/oder Systemmodelle erstellt [1.14, 1.15, 1.16]. 

Modelle des Sauerstoffhaoshalts der Spree im Stadtgebiet der Hauptstadt der DDR, Berlin 

Die Spree im Raum von Berlin (Bild 1.16) besitzt im Vergleich zu anderen europäischen /" 
Flüssen folgende Besonderheiten: 

- geringe Fließgeschwindigkeit (~0,07 m/s) 
- StauhaItungen im Flußgebiet 
- hohe Nährstoffbelastung. 

Außerdem bestehen in diesem Gebiet sehr enge Beziehungen zwischen der Nutzung 
des Grund- und Oberfiächenwassers, der Einleitung von Kühl- und Abwasser, der 
fischereilichen Nutzung und der Nutzung als Erholungsgebiet. Im Rahmen der Arbeiten 
wurden für die im Bild 1.16angegebenen Zielpegel sowohl Signal- als auch System­
modelle für die in den Bildern 1.17 und 1.18 angegebenen Eingangs- und Ausgangsgrößen 
erstellt. 

Sie dienen einerseits zur aktuellen überwachung des Sauerstoffgehalts der Spree. 
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6renzgraben - Wuhle 

Bild 1.16. Verlauf der Spree im Gebiet Berlin und verwendete Gütepegel 
TB Triglawbrücke; ST Spreetunnel; KÖ Köpenick; NS Nixenstraße; BS Baumschulenweg; 
EB Elsenbrücke; MOS Mühlendammschleuse; WOB Weidendammbrücke 

x (ti - f·) Signa/modelle für 
Zielpege/ der Spree 

x/f;} 

..lCli!!/!J.fl_--l SY$temmode/le für I-_-,x~·/!.!..f) 
Zielpegel der Spree 

U1(/) Wassertemperatur, °C 

Bild 1.17 
Signalnwdelle für Ziel pegel der Spree 
x(/,) Sauerstoffgehalt zum Zeitpunkt I" mg/I 
x (I, - 1*) Sauerstoffgehalt zum Zeitpunkt I, - 1*, mg/I 

Bild 1.18 
Systemnwdelle für Zielpegel der Spree 

U.(/) biologischer Sauerstoffverbrauch BSB., mg 0./1 
U3(/) Ourchfluß, m'/s 

U.(/) chemischer Sauerstoffbedarf, mg 0./1 
u.(I) abfiltrierbare Stoffe, mg TS/I 
u,(/) Globalstrahlung, cal·cm-' 

U4(/) Ammonium, mg/I 

A----__ -...,.~-- 0 
--- 5 

----10 e 
-----15 

------20 ~. 
-------25 ~ -------30 5 

--------35 t; 

Bild 1.19. Schenw des (jkosystems "Ta/sperre" 

x(/) Sauerstoffgehalt, mg 0./1 

Xltl 
!sysfemmode/le 

ult) für den Sauer-
-=:':':"':---Isfoffgeho/f der 

Talsperre 

Bild 1.20. Modellkonzept für den Sauerstoffgehalt 
einer Talsperre 
U1(1) Temperatur, °C 
U.(/) biologischer Sauerstoffverbrauch, mg 0./1 
U3(/) Sestongehalt, mg TS/I 
U4(/) Chlorophyllkonzentration, (Lg/I 
U.(/) Nitratstickstoffkonzentration, mg N03/1 
u.(I) chemischer Sauerstoffverbrauch, mg 0./1 
u,(/) Orthophosphatkonzentration, (Lg P04l1 
U.(/) Sichttiefe, m 
X1(1) bis X.(/) Sauerstoffgehalt in den Tiefen 0 m, 
S bis 3S m in mg 0.11 
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Andererseits werden auf ihrer Grundlage die Bedingungen ermittelt, bei denen der Sauer­
stoffgehalt der Spree im Stadtgebiet der Hauptstadt der DDR unter Berücksichtigung 
der Einleitungen von Kläranlagen sowie von Entnahmen durch industrielle und kommu­
nale Nutzer nicht unter 4 mg O2 /1 sinkt. Mit den Modellen können ferner Vorhersagen 
gegeben werden, wie sich die Zielgröße Sauerstoffgehalt an den Meßpegeln infolge beab­
sichtigter oder unbeabsichtigter Eingriffe ändern wird. Aus diesen Vorhersagen müssen 
die entsprechenden Entscheidungen abgeleitet werden. 

Modelle des Sauerstoflhaushalts der Talsperre Saidenbach (DDR) 

Für die im mittleren Erzgebirge gelegene Trinkwassertalsperre Saidenbach wurden für 
die Wassertiefen von 0 bis 35 m in Stufen von jeweils 5 m Modelle des Sauerstoffgehalts 
ermittelt (Bild 1.19). Die erstellten statischen zeitinvarianten und zeitvarianten Modelle 
dienen zur Ermittlung des aktuellen Einflusses der Eingangsgrößen auf die Rohwasser- / 
qualität (Bild 1.20). Damit kann der aktuelle Zustand des Ökosystems "Talsperre" 
ermittelt und die Entwicklung der Rohwasserqualität für verschiedene bedeutsame 
wasserwirtschaftliche Situationen simuliert werden. Auf der Grundlage dieser Simulation 
sind Entscheidungen für die bewußte Gestaltung der "Umweltfaktoren" abzuleiten. 

1.2.4. Modelle zur Vorhersage und Steuerung der Wassermenge 
im flußgebiet der Werra (DDR) 

Die Wasserbewegung in einem Flußgebiet ist ein sehr komplizierter Prozeß, und seine 
Beschreibung mittels mathematischer Modelle enthält viele Aspekte der Identifikation 
groß.er Systeme. Das Ziel der Entwicklung eines Gesamtmodells ftir das Flußgebiet der 

N 

w+o 
HAIN/eH S 

OILHENAU 

P Wasser$fandpegel 

_ Einzug.sgebiefsgrenzen 

Bild 1.21. Schenw des Flußgebietes der Werra auf dem Gebiet der DDR 
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Werra wurde abgeleitet aus der AUfgabenstellung der Vorhersage und/oder Steuerung 
der Wassermenge für ausgewählte Punkte (Pegel) des Flußgebiets. Die gemeinsam mit 
den Oberfiußmeistereien Suhl und Erfurt und dem Meteorologischen Dienst der DDR, 
Sitz Weimar, durchgeführten Arbeiten haben durch die rechtzeitige Warnung und Ab­
leitung von Schutzmaßnahmen eine große gesellschaftspolitische und ökonomische Bedeu­
tung. Das Gesamtmodell der Werra ist ein wesentlicher Bestandteil des Beratungssystems 
WERRA, das der Entscheidungsfindung der Oberflußmeistereien dient [1.17, 1.18, 1.19]. 

Das Modell wurde für das im Bild 1.21 dargestellte Einzugsgebiet entwickelt. Es ent­
hält folgende Merkmale: 

- Länge des Flusses 190 km 
- Einzugsgebietsfläche 4215 km2 

- Höhenlage etwa 200 bis 900 m über NN 
- Zuflüsse: 8 Nebenflüsse. 

Im Hochwasserfall wird der Abfluß wesentlich bestimmt durch den Oberflächen­
abfluß, der wiederum abhängt von starken Niederschlägen, großen Schneehöhen in den 
Kammlagen und schnellem Eindringen von Warmluftmengen in das Gebiet des Thü­
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ringer Waldes. Die erfaßten Informationen 
(Niederschläge, Temperaturen, Schnee­
höhen, Durchflüsse usw.) sind nicht für das 
gesamte Gebiet repräsentativ und teilweise 
ungenau. Dies betrifft auch die vorher­
gesagten Werte des Wetterdienstes. Die 
Aufgabe bestand nun darin, Modelle für 
die Wasserbewegung zu erstellen, die 

1. die Unsicherheit der Information be­
rücksichtigen 

2. ausreichend genau für die Lösung der 
Vorhersage-und/oder Steueraufgabe und 

3. für den Mikrorechnereinsatz geeignet 
sind. 

Bild 1.22 
Struktur des Gesamtmodells WERRA 
1I,(t) Vektor der Ein1lußgrößen für das i-te Teilmodell 

"1 NiederschlAge, mm·h- 1 

" 2 Lufttemperatur, oe 
". Schneehöbe, cm 
U4 Schneedicbte, mm· cm- 1 

". Globalstrahlung, cal· cm- 2 

". Bodenfeuchte, ppm 
x,(t) Durchfiußmenge in den Zielpegeln des Fluß-

gebietes, m··s- 1 

~ Sdlneeschme/zmodelle 

-0- Niederschlagabflu/Jmodelle 

-0- Flußlauf modelle 
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Das Gesamtmodell der Werra (Bild 1.22) besteht aus fünf Teilmodellen für die Ge­
biete Meiningen, Breitungen, Dorndorf, Gerstungen und Frankenroda, weil an diesen 
StellenMeßpegel für den Durchfluß existieren. In den Teilmodellen sind drei Typen von 
Modellen entwickelt worden: Schneeschmelzmodelle, Niederschlagabflußmodelle und 
Flußlaufmodelle. Insgesamt besteht das Flußgebietsmodell der Werra aus 22 Einzel­
modellen für die Beobachtungsintervalle von 3, 6, 12, 24 h. Die Modelle wurden aus den 
Beobachtungen der letzten 50 Jahre und teilweise auf der Grundlage von aktiven Experi­
menten mittels Methoden der Schätzung des dynamischen Systemverhaltens erstellt. 

1.2.5. Modelle der kontinuierlichen Fermentation 

Die Bedeutung biotechnologiseher Verfahren in der Gesellschaft ist auf grund ihrer V or­
züge ständig gestiegen. Ein schwieriges Problem ist der Entwurf von Steuerstrategien, 
die die gewünschten Wachstums- und Sterbebedingungen von Mikroorganismen im 
Fermenter garantieren. In Zusammenarbeit mit dem VEB Jenapharm wurden deshalb 
Untersuchungen zur optimalen Prozeßgestaltung, besonders zur Bestimmung der Ab­
hängigkeit des Prozeßverlaufs von Nährmedien, Temperaturen, Belüftung, Rührerdreh­
zahl, Durchflußrate usw., geführt [1.20, 1.21]. Untersucht wurde eine zweistu1lge kon­
tinuierliche Fermentation, deren technologisches Schema im Bild 1.23 dargestellt ist. 

INährlösungs -
zulaufl 

Stufe 1 

t IAbluffl 

Rührdrehzahl1 

Bild 1.23. Technologisches Schema des Fermentationsprozesses 

Stufe 2 

t(ZUluft} 

Ablauf 
Produkt 
und ver­
brauchfe 
,!!!!!!Iösung 

Bl:i diesem Typ der Fermentation sollen in der ersten Stufe unter ständiger Zugabe einer 
Nährlösung und Einblasen von Luftsauerstoff die Bedingungen so gesteuert werden, daß 
eine maximale Zahl von Zellen gebildet wird (d.h. maximales Wachstum). Ein Gemisch 
von Nährlösung, Zellen und Produkt (Resultat des Sterbevorgangs der Zellen) gelangt 
in die zweite Stufe. In dieser Stufe sind nun die Bedingungen im Fermenter so zu steuern, 
daß eine maximale Zahl von Zellen abstirbt, d.h., daß viel Produkt gebildet wird. Bei 
einer richtigen Gestaltung aller steuerbaren und konstruktiven Parameter stellt sich ein 
stationärer Arbeitspunkt ein. 

/ 
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Für die Erstellung des im Bild 1.24 dargestellten Modells der zweistufigen Fermentation 
wurden Methoden der Auswahl wesentlicher Einflußgrößen, der Primärdatenverarbei­
tung und der Parameterschätzung statischer zeitinvarianter und zeitvarianter System­
modelle verwendet. Die Ergebnisse führten zu einer wesentlichen Reduzierung des Meß­
und Steueraufwands sowie zu neuen Vorschriften bei der konstruktiven Auslegung der 
zweistufigen Fermentation. 

-=:J."'"'"'---t Systemmodell 
1. Stufe 

X,(I) Zellzahl .. 
U'4(1) für zweite Stufe 
x,(I) Produkt 
u, (I) Durchftußrate 
u,(I) anorganischer Stickstoff 
U3(1) gesarntreduzierende Substanzen 
U4(1) Glukose 
u,(I) ph-Wert 

(tJ 

".(1) Threonin 
U7(1) Biomasse 
u.(I) Beh4lterdruck 
U.(I) Rührdrehzahl 

Bild 1.24 
Modellstruktur 
des Fermentationsprozesses 

U,o(l) organischer Stickstoff 
U11(I) gelöster Stickstoff 
U,,(I) 02-Gehalt in Abluft 
U13(I) e02-Gehalt in Abluft 

1.2.6. Modelle zur Lösung medizinischer Aufgaben 

Gemeinsam mit verschiedenen Partnern aus dem medizinischen Bereich wurden in den 
letzten Jahren Methoden der experimentellen Identifikation zur Lösung vpn Diagnose­
und Entscheidungs-/Steueraufgaben sowie zur Klärung physiologischer Grundzusam­
menhänge erfolgreich angewendet. Zwei typische Projekte seien hier kurz vorgestellt. 

Modelle zur Blutglukoseführung des Menschen vor, während und nach Operationen 

Der Diabetes mellitus gehört zu den häufigsten chronischen Krankheiten vieler Länder 
(in der DDR etwa 4 % der Bevölkerung). Trotz der modemen komplexen Diabetiker­
betreuung treten vielf"altige kurzzeitige und langzeitige Komplikationen auf. Das Ziel 
der gemeinsam mit der Karl-Marx-Universität Leipzig durchgeführten Untersuchungen 
bestand in der Entwicklung von Wirkmodellen von Insulin und Glukose auf die Blut­
glukose des Menschen. Diese Modelle werden zur Ableitung von Steuervorschlägen des 
entworfenen Beratungs- und Steuersystems zur Blutglukosefiihrung GLUCON benötigt 
[1.22, 1.23, 1.24]. 

I3lukogen 

Adrenalin 

freie Feffsäure 

ZNS 

Insulin 

Blukose 

Umtvelfeinflüsse 

Patient 

{

körperliche Arbeit 
Streß 

z {tl ZJ.Jfällige Störungen 
Nahrun saufnahme 

Blutglukose 

Bild 1.25 
Ausgewählte Einflußgrößen 
aufdie 
Blutglukosekonzentration 
des Menschen 

Der Zusammenhang zwischen der Blutglukose und den wesentlichen Einflußgrößen und 
Störgrößen (Bild 1.25) ist sehr kompliziert und in seinem statischen und dynamischen 
Verhalten individuell sehr verschieden, zeitvariant und häufig stark gestört. Hinzu 
kommt, daß nur wenige Einfiußgrößen erfaßt werden können (z. B. Insulin-, Glukose-
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rate). Als ein ausreichender Modellansatz für die genannte Aufgabe hat sich ein einfaches 
zeitvariantes Modell mit der Struktur von Bild 1.26 erwiesen, das schnell an den aktuellen 
Zustand des Patienten über eine Änderung der statischen Wirkfaktoren von Insulin und 
Glukose angepaßt werden kann. In diesem Einsatzfall wurden mehrere Modelle für den 
Operationsablauf entwickelt und über eine zustandsabhängige Umsteuerung angewendet. 
Als Methoden der experimentellen Prozeßanalyse wurden Verfahren der Signalanalyse 
und der Parameterschätzung dynamischer Systemmodelle genützt. 

Insulinrate 
Systemmodell 
fiir den Diabetiker 

u"lf) 
61ukoserate 

Blutgluk~­
konzentration 

u,(I) Insulininfusionsrate, 
mEk/g . kM/min 

U2(t) Glukoseinfusionsrate, 
mg/kg· kM/min 

x(t) Blutglukose, mmol/l 

Bild 1.26. Struktur des entworfenen Blutglukosemodells 

Modelle des Herz-KreisIauf-Systems des Menschen 

Aufgrund vieler Einflußfaktoren nehmen die Anzahl und die Stärke der Erkrankungen 
des Herz-Kreislauf-Systems des Menschen zu. Eine der wichtigsten Aufgaben auf diesem 
Gebiet besteht deshalb z. Z. darin, Methoden für die Abschätzung der Leistungsfähigkeit 
und des Steuerungsverhaltens des kardiovaskulären Systems des Menschen zu entwickeln 
und zu erproben. Die gemeinsam mit dem Institut für Pathophysiologie der Medizi­
nischen Akademie Erfurt durchgeführten Untersuchungen der letzten Jahre dienten 

- der Modellierung des Herz-Kreislauf-Systems zur Aufklärung physiologischer Zu­
sammenhänge 

- der. Klassifikation der Patienten bezüglich verschiedener Merkmale (z. B. Alter, Ge­
schlecht, Trainingszustand, Risikofaktoren) 

- dem Entwurf zweckmäßiger Belastungstests für die Beurteilung der Leistungsfähigkeit 
des Kreislaufsystems in der Funktions- und Leistungsdiagnostik [1.25 bis 1.30]. 

xlf} 

wlt) 

Bild 1.27 
Grobmadell der Blutdrucksteuerung 
u(t) Herzfrequenz, min-' 
%'(t) Belastung I.K.ipptischwinkel, 0 

2.Fahrradergometer, W 
x(t) Blutdruck, mg Hg 
1II(t) Blutdrucksollwerte (unbekannt) 

Um die im Bild 1.27 stark vereinfachte Struktur des Herz-Kreislauf-Systems auf expe­
rimentellem Wege zu identifizieren, wurde eine Reihe von Belastungstests (z'(t)) auf der 
Grundlage der optimalen Versuchsplanung entworfen und angewendet. Als Belastungs­
formen wurden verwendet 

1. die passive Orthostase (Kipptischversuche) 
2. der Ergometertest. 

Aus den Analysen der Belastungstests wurden Modelle für das statische und dyna­
mische Verhalten der wichtigsten Zusammenhänge 

Belastung - Herzfrequenz 
Belastung - Blutdruck 

entsprechend der Struktur im Bild 1.28 ermittelt. Ihre Parameter und/oder Struktur ge­
statten bei Kenntnis des Zustands des Patienten eine spätere Verwendung zur Klassifi-
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kation und zur Beurteilung neuer Patienten bzw. des gleichen Patienten zu einem späte­
ren Zeitpunkt. Als Modelle wurden lineare und nichtIineare parametrische (Differenzen­
gleichungen) und nichtparametrische (Volterra-Reihen) Beschreibungen verwendet. 

U, If} 

Belastung 
(Kipptisch ) 
u2(f} 

Hodelle d& l-lerz­
Kreislauf- Systems 
des Henschen 

~(fJ 

Blutdruck 
Bild 1.28 
Erstellte Modelle 

lB~e;'la~s;'tu~n~g;--~----_-.J Herzfrequenz 
I Fahrradergometer } 

des Herz-Kreislau!-Systems 
des Menschen 

1.2.7. Schlußfolgerungen 

Bereits die hier angeführten wenigen Anwendungsbeispiele machen dem Leser klar, daß 

• eine große Vielfalt von Modellformen und Methoden zu ihrer Bestimmung vorliegen 
und auch erforderlich sind 

• eine rechnergestützte Arbeit unbedingt erforderlich ist 
• Praxisfälle nur in Verbindung und mit Unterstützung des jeweiligen Prozeßspezialisten 

gelöst werden können. 

Deshalb soll dieses Buch ausgewählte Modelle und Methoden ihrer Ermittlung vor­
stellen, die sich praktisch bewährt haben. Gleichzeitig sollen dem Anwender Richtlinien 
für ihren effektiven Einsatz gegeben werden. 

1.3. Gesamtkonzeption der experimentellen Prozeßanalyse 

Im Rahmen dieses Buches werden Methoden und Strategien vorgestellt, die auf der Basis 
der gemessenen Eingangs- und Ausgangssignale sowie von A-priori-Informationen Mo­
delle fUr das Verhalten der Signale und des Systems ermitteln. Damit kann die allgemeine 
Aufgabenstellung entsprechend Bild 1.29 formuliert werden. 

Prozeß Q Sysfem und Signale 

Gegeben 

Methoden 

Gesucht 
Bild 1.29 
AufgabensteIlung 
der experimentellen Prozeßanalyse 
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Es sind gegeben: 

1. gemessene Eingangs- und Ausgangssignale u(t), x(t) und/oder 
2. gemessene Zustände q(t) und/oder 
3. A-priori-Informationen über Signale und Systeme. 

Gesucht sind: 

1. mathematische Zusammenhänge zwischen den Eingangs-, Ausgangs- und ggf. Zu­
standsgrößen - Systemmodelle - und/oder 

2. mathematische Beschreibung der Signale - Signalmodelle - und 
3. geeignete Methoden und Strategien zur Ermittlung der Signal- und/oder System­

modelle. 

Damit ist die Frage zu beantworten: 
Welches MODELL ist auf Grundlage 
welcher INFORMATION (Messungen u.a.) mit 
welcher METHODE/STRATEGIE für 
welche AUFGABE (Diagnose, überwachung, Steuerung, Vorhersage) 

zu entwickeln? 
Die Aufgabe der experimentellen Prozeßanalyse (-identifikation) besteht in dj::r Be­

stimmung (ungestörtes System bzw. Signal) und der Schätzung (gestörtes System bzw. 
Signal) von Signa/modellen der Typen 

I. Kennfunktionen für das Amplitudenverhalten (Abschn.2), z. B. Verteilung, Momente, 
2. Kennfunktionen für das Zeit- und Frequenzverhalten (s. Abschn.3), z.B. Korrela­

tionsfunktionen, Leistungsdichtespektren, 
3. deterministische Beschreibung des dynamischen Signalverhaltens (s. Abschn.3.3) 

in der Form 
x(t) = 11 (t) + z(t), 
z.B./l(t) = ao + alt + a2t2, 

4. stochastische Beschreibung des dynamischen Signalverhaltens (s. Abschn.3.3) in der 
Form 

x(t) =/2 e(t), --, ... , --, ••• , ( 
de (t) dx (t) ) 

. dt dt 
z.B. 

d e(t) dx (t) 
x(t) = bo e(t) + bl -- - a1 --; 

dt dt 

e(t) (weißes Rauschen) 

und/oder von Systemmodellen der Form 

i(t) = 14(m(t), i). (1.1) 

Dabei wird davon ausgegangen, daß der im Bild 1.2 dargestellte allgemeine Prozeß durch 
das System und die auf das System wirkenden Signale beschrieben werden kann. Damit 
gilt für diese Prozeßbeschreibung (Ein-/Ausgangs-Beschreibung) 

x(t) = I, (u(t), s) + z(t). (1.2) 

Bei der Schätzung einiger Modelle werden zurückliegende Ausgangssignalwerte bzw. 
transformierte Signale als Pseudoeingangssignale verwendet. Damit mIt als alll!:emeine 
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Prozeßbeschreibung 

x(t) = f6(m(t), s) + z(t) 

mit dem "Meßwertvektor" m(t) 

m(t) = f7(U(t), x(t». 

(1.3) 

Neben der Bestimmung von Ein-/Ausgangs-Modellen ist die Ermittlung (Beobachtung) 
und Schätzung (Filterung) der Zustände eines Systems von großer Bedeutung rur die 
Lösung der gestellten kybernetischen Aufgaben. Als Systembeschreibung gilt en~spre­
chend Bild 1.30 rur ein System mit I Eingängen und einem Ausgang: 

q(t) = A q(t) + B u(t) + v(t), 

v(t) Störung des Zustands 
z(t) Störung des Ausgangs. 

x(t) = eT q (t) + z(t) ; 

Z(fJ 

Xlf} 
Bild 1,30 
ZustandsdarsteIlung 
des Prozesses 

Für das Zustandsmodell gilt analog 

~(t) = Ä q(t) + B u(t), x(t) = cTq (t). 

(lA) 

(1.5) 

Die Aufgaben der Ermittlung von Modellen rur das statische und dynamische Verhalten 
von Signalen und Systemen werden mit den Methoden der Signal- und Systemanalyse 
gelöst. Als Oberbegriff wird häufig die Bezeichnung Prozeßidentifikation bzw. Prozeß­
analyse verwendet. 

Mit Signalanalyse/-identifikation bezeichnet man die Ermittlung von Modellen und 
Kennfunktionen zur Beschreibung des stationären und dynamischen Verhaltens der im 
Prozeß auftretenden Signale (Eingangs-, Ausgangs-, Störgrößen). 

Die Systemanalyse/-identifikation dient der Ermittlung von Modellen des statischen 
und dynamischen Verhaltens des Systems in Form von 

1. Ein-/Ausgangs-Modellen (bilden die Beziehungen zwischen Eingangs- und Ausgangs­
größen ab) 

2. Zustandsmodellen (bilden die Beziehung zwischen Eingangs-, Zustands- und Aus­
gangsgrößen ab). 

Die Systemmodelle werden charakterisiert durch die 

- Struktur (z. B. Art der Verkopplung von Eingangs- und Ausgangsgrößen, Polynom­
grad der statischen Kennlinie, Ordnung der Differentialgleichung); 

- Parameter (z.B. Koeffizienten der Differentialgleichung, Verstärkung, Trägheits- und 
Vorhaltzeitkonstanten). 

Wenn die Ermittlung von Systemmodellen bei apriori bekannter oder angenommener 
Struktur erfolgt, spricht man von einer Parameteridentifikation. 

Die Ermittlung des Zustands bei gegebenem Zustandsmodell entsprechend GI. (lA) 
wird als Zustandsidentifikation bezeichnet. Ist die Aufgabe für ungestörte Systeme zu 
lösen, bezeichnet man häufig die entworfenen Algorithmen zur Zustandsidentifikation 
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mit Beobachter. Müssen die Zustände eines gestörten Systems ermittelt werden, wird 
diese Aufgabe gewöhnlich Zustandsschätzung/-filterung genannt. 

Die Lösung der Aufgaben der Signal- und Systemidentifikation ist auf den zwei grund­
sätzlich verschiedenen Wegen 

1. der theoretischen Prozeßanalyse 
2. der experimentellen Prozeßanalyse 

möglich. 
Bei den Methoden der theoretischen Prozeßanalyse erfolgt die Beschreibung der im Pro­

zeß (Signal und System) ablaufenden physikalischen, chemischen, biologischen, ökono­
mischen und anderen Elementarprozesse auf der Grundlage bekannter Gesetzmäßig­
keiten. In vielen Prozessen ergeben sich die mathematischen Modelle aus der Lösung 
von Bilanzgleichungen aus den Erhaltungssätzen (z.B. für Masse, Energie und Impuls). 
Damit wird bei der theoretischen Signalanalyse das statische und/oder das dynamische 
Verhalten der im Prozeß auftretenden Signale durch bekannte Gesetzmäßigkeiten be­
schrieben. Bei der theoretischen Systemanalyse wird das statische und/oder das dynami­
sche Verhalten des Systems durch Ein-/Ausgangs-Modelle oder Zustandsmodelle durch 
bekannte Gesetzmäßigkeiten beschrieben. 

Die experimentelle Prozeßanalyse dient dem Ziel der Erstellung von Signal- und System­
modellen des statischen und dynamischen Verhaltens von Signalen - experimentelle 
Signalanalyse - und/oder von Systemen - experimentelle Systemanalyse - auf der Grund­
lage der gemessenen Signale des Prozesses. 

Die theoretische und die experimentelle Prozeßanalyse ergänzen sich in ihren V br- und 
Nachteilen, und ihre gemeinsame Anwendung ist immer sinnvoll. In Tafel 1.2 sind eiruge 
ausgewählte Eigenschaften beider Wege aufgezeigt. Die Wahl der Methode hängt wesent­
lich von der Aufgabenstellung ab. Für die Aufgaben der rechnergestützten Diagnose, 
überwachung, Steuerung und Vorhersage hat sich die Festlegung wesentlicher Einfluß­
größen (Stufe 2 im Bild 1.31) und die Ermittlung der Koppel- und/oder Teilstruktur des 

Tafel 1.2. Ausgewählte Eigenschaften der theoretischen und experimentellen Proze,Panalyse 

Theoretisch 

...: Zustandsmodelle mit innerer Struktur 
des realen Prozesses 

- Parameter der Modelle 
stehen in Zusammenhang mit 
konstruktiven, technologischen 
und anderen Daten 

- Modellvereinfachungen entsprechend 
der AufgabensteIlung schwierig 

- Gültigkeit der Modelle 
in großen Bereichen und iur 
verschiedene Prozesse 

- Modelle häufig zu aufwendig 
für Lösung der Diagnose-, Überwachungs-, 
Steuerungs- und Vorhersageaufgabe 

- Modell bereits in der Entwufs-/ 
Projektierungsphase erstellbar 

- keine "Störung" des Prozesses 
bei der Modellerstellung 

Experimentell 

- Ein-/Ausgangs-Modelle und Signalmodelle 
vorwiegend ohne Struktur des realen Prozesses 

- kein Zusammenhang zwischen 
den Modellparametern und konstrukthren, 
technologischen und anderen Daten 

- Modellvereinfachung entsprechend 
der Aufgabenstellung einfach möglich 

- Gültigkeit der Modelle 
im untersuchten Bereich und rür 
den speziellen Prozeß 

- Modelle sehr günstig 
für die Lösung der Diagnose-, 
Überwachungs-, Steuerungs­
und Vorhersageaufgabe 

- Modell erst mit Existenz/ 
Inbetriebnahme des Prozesses erstellbar 

- häufig "Störung" des Prozesses 
erforderlich (aktives Experiment) 
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Systems (Stufe 3 im Bild 1.31) awgrund einer theoretischen Prozeßanalyse bewährt. 
Dagegen ist die Aufgabe der Ermittlung der Modellparameter sowie möglicher erstrebter 
Modellvereinfachungen durch Methoden der experimentellen Prozeßanalyse effektiver 
zu lösen (Stufe 4 im Bild 1.31). 

Als eine allgemeine Methodologie der experimentellen Prozeßanalyse hat sich das im 
Bild 1.31 angegebene Schema bewährt [1.31]. 

Ausgehend von der Ableitung der Anforderungen an die zu erstellenden Signal- und/ 
oder Systemmodelle entsprechend der zu lösenden Diagnose-, Überwachungs-, Steuer­
und Vorhersageaufgabe ist die Bearbeitung der Teilaufgaben in der im Bild 1.31 an­
gegebenen Reihenfolge zweckmäßig. Dabei muß davon ausgegangen werden, daß bei 
komplizierten Prozessen einzelne oder alle Stufen mehrfach bearbeitet werden müssen. 
Die Signal- und/oder Systemmodelle werden in diesen Fällen iterativ dem realen Prozeß 
angepaßt. Ist eine fUr die Lösung der Aufgabenstellung ausreichende Modellgüte er­
reicht, wird diese Iterationsprozedur beendet. 

ZU) 

uCf) 

fTin7ärdatenerfassung 
c- f- ~g!!a!!.d.!n!l~~!.!!."- _ ~ 

Signaln70delle 

I 
HAuswahl wesenflicher 

Einf(ußgrößen 
. I 

.H Ermifllung der KOPPe"b-
und Iod er Teilsfru/itur . 

I 
Parameter -und I oder· 

-< Zusfandsern7iff[ung 
_ !:!C!!!eJ1~~tiU!!9 _ ____ 

Systemn70delle 

x(t) 

Bild 1.31 
Strategie der experimentellen 
ProzejJanalyse 

In der ersten Stufe - Primärdatenerfassung und Signalidentifikation - werden die vom 
Prozeß vorliegenden Meßdaten zuerst gesichert, zugeordnet, aufbereitet und transfor­
miert. Danach können Kennwerte und Signalmodelle fUr das stationäre und dynamische 
Verhalten der Signale berechnet werden. Einige Aufgaben dieser Stufe sind in Tafel 1.3 
dargestellt. 

Die Aufgaben dieser Stufe bilden in der Praxis oft den aufwendigsten Teil, und sie erfor­
dern die Zusammenarbeit verschiedener Fachdisziplinen. Die Vorstellung von Metho­
den und Strategien dieser Stufen bilden den ersten Schwerpunkt dieser Abhandlung. 

Die zweite Stufe - Auswahl wesentlicher Einfiußgrößen - gewinnt bei der Erstellung 
von Modellen technischer und nichttechnischer Systeme aus ökonomischen Gründen 
und auf grund der Kompliziertheit der Systeme immer mehr an Bedeutung. Wichtige 
Methoden sind in Tafel 1.4 dargestellt. 

1.3. Gesamtkonzeption der experimentellen ProzejJanalyse 

Ta/ei 1.3. Ausgewählte Au/gaben der Stufe: Primärdatener/assung und Signalidentiftkation 

Sicherung 
Zuordnung 
Aufbereitung 
Transformation 

Statisches 
Verhalten 

Dynamisches 
Verhalten 

Korrektur von Fehlmessungen 
Filterung (Hoch-, Tief-, Bandpaß) 
Zeit- und Maßstabstransformationen 

Verteilungen, Lageparameter 
Korrelationskoeffizienten 
Faktoranalyse 

Korrelationsfunktionen 
Leistungsdichtespektren 
detenninierte und stochastische Signalmodelle 

Ta/ei 1.4. Methoden zur Auswahl wesentlicher Ein/lußgrößen 

Passive Methoden 

Rangkorrelation 

Korrelationskoeffizienten 

Faktoranalyse 

Varianzanalyse 

Aktive Methoden 

vollständiges Faktorexperiment 

Teilfaktorpläne (zuf"allige Balance) 

gesättigte Pläne 
(plackett-Burman-Pläne) 
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Bei den vom Verfasser durchgeführten praktischen Untersuchungen hat sich von den 
passiven Methoden die Verwendung des partiellen Korrelationskoeffizienten zur Aus­
wahl bewährt. Dies gilt besonders fUr die Untersuchungen im nichttechnischen Bereich 
(Medizin, Landwirtschaft, Wasserwirtschaft). Von den aktiven Methoden, die alle auf 
der Auswertung der Reaktion der Zielgröße auf Positiv/Negativ-Änderungen der Ein­
gangsgrößen beruhen, ist die Verwendung von gesättigten Versuchsplänen in der ersten 
Phase vorteilhaft. Mit ihnen kann der lineare Einfluß von n Größen mit n + 1 Versuchen 
ermittelt werden. Liegen theoretische Kenntnisse über wesentliche Einflußgrößen vor, 
was bei technischen Systemen überwiegend der Fall ist, werden sie natürlich als A-priori­
Information in dieser Stufe mit benutzt. 

In der dritten Stufe - Festlegung der Koppel- und Teilstrukturen des Systemmodells -
wird mit den vorhandenen Kenntnissen aus den Stufen 1 und 2, den Kenntnissen aus der 
theoretischen Prozeßanalyse und der Kenntnis des späteren Verwendungszwecks des 
Modells die Koppel- und Teilstruktur des Modells festgelegt. In dieser Stufe ist häufig 
die engste Verflechtung mit der theoretischen Prozeßanalyse vorhanden. 

Mit der Wahl der Koppel- und Teilstrukturen des Systemmodells geht das Identifi­
kationsproblem in ein Parameterschätzproblem über. Wesentliche Methoden dieser 
vierten Stufe zur Schätzung der Parameter statischer und dynamischer Systemmodelle 
bilden den zweiten Schwerpunkt des Buches. 

Das erstellte Gesamtmodell (Signal- und Systemmodelle) muß zum Schluß der Bearbei­
tung einer Gütebewertung unterzogen werden. Diese sollte in zwei Stufen erfolgen: 

1. Test des Modells auf der Grundlage von Gütewerten 
2. Test unter den Bedingungen, in denen das System arbeitet. 
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Dabei ist die Erfüllung der ersten Stufe notwendig; die Entscheidung, ob sie hinreichend 
ist, liefert erst der zweite Test. Sind beide Tests negativ, ist entsprechend der Konzeption 
von Bild 1.31 in die einzelnen Vorstufen zurückzugehen. Aus ökonomischen Gründen 
sollte dabei in der Regel die Reihenfolge 
1. Änderung der Teilstruktur 
2. Hinzunahme weiterer Einflußgrößen 
3. Änderung der Primärdatenerfassung 

eingehalten werden. Zur effektiven Realisierung der entworfenen Strategie ist die Ver­
wendung von Programmsystemen zur rechnergestützten Prozeßanalyse sehr vorteilhaft. 
Beispiele für solche Programmsysteme sind die an der TH Ilmenau entwickelten Pro­
grammpakete EXPRAN für den Rechner ECI040 in der Sprache PLI und DIOPRAN 
zur dialogorientierten rechnergestützten Prozeßanalyse auf Mikrorechnern in der Sprache 
FORTRAN [1.32, 1.33]. 

1.4. Verwendete Klassifikationsmerkmale der Methoden 
der experimentellen Proze8analyse 

Die sehr vielfältigen Methoden und Strategien zur Erstellung von Signal- und System­
modellen sind nach vielen Merkmalen klassifizierbar. Auf der Grundlage einer Analyse 
des internationalen Standes [1.34 bis 1.54], der Erfahrungen des Autors bei der Reali­
sierung von Praxisobjekten und bei der Aus bildung von Studenten der Fachrichtung Tech­
nische Kybernetik/Automatisierungstechnik an der TH TImenau werden die folgenden 
Merkmale für die Klassifikation von Methoden der Identifikation von Prozessen, die 
durch konzentrierte Parameter beschrieben werden können, verwendet: 
• Signal- oder Systemanalyse 
• Größe der Störsignale z(t) 
• Systemverhalten/-beschreibung 
• Art des Eingangssignals. 

Weitere Klassifikationskriterien werden in den einzelnen Abschnitten dieses Buches 
eingeführt und erläutert. 

Das gewählte Hauptmerkmal ist die Analyse und damit die Trennung der Metho­
den in die zur Erstellung von Signal- und die von Systemmodellen (s. Abschnitte 2, 3 
und 4, 5, 6). Alle anderen Merkmale sind diesem untergeordnet worden (Tafel 1.5). 

Merkmal 

Aufgabe 

Störungsgröße 

Prozeß­
eigenschaften 
I-beschreibung 

Eingangssignal 

K1assen 

Signal-/Systemidentifikation 

ungestört/gestört 

- statisch/dynamisch 
- linear /nichtlini:ar 
- Ein-/Mehrgrößen-System 
- zeitinvariant/zeitvariant 
- kontinuierlich/diskontinuierlich 

natürliche/künstliche 
Eingangssignale 

Tafel 1.5 
Verwendete Klassifikations­
merkmale für die Methoden 
der experimentellen 
Prozeßanalyse 
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Als zweites Klassifikationsmerkmal wird die Stärke der Störung durch die Einteilung 
der Prozesse in ungestörte (z(t) = 0) und in gestörte Prozesse (z(t) "# 0) verwendet. 
Werden die Modelle für ungestörte Prozesse ermittelt, wird von einer Modellbestimmung 
gesprochen. Im gestörten Fall wird die Analyseaufgabe dagegen mit Modellschätzung 
bezeichnet. 

Die unterschiedlichen Beschreibungen für das Prozeßverhalten und ausgewählte ty­
pische Prozeßeigenschaften bilden eine dritte Gruppe möglicher Klassifikationsmerk­
male entsprechend Tafel 1.5. Sie machen gleichzeitig die in diesem Buch bewußt vor­
genommene Ei~schränkung sichtbar. 

Als viertes Klassifikationsmerkmal wird die Gestaltung der für die Identifikation ein­
gesetzten Eingangssignale verwendet. Dabei wird zwischen der Anwendung natürlicher 
Eingangssignale (Methoden der passiven Versuchsplanung) und der Verwendung künst­
lich aufgeprägter Eingangssignale (Methoden der aktiven Versuchsplanung) unterschie­
den. 

Diese vier Merkmale sind bewußt gegenüber anderen (z. B. Gütekriterien, Methoden 
zur Minimierung der Gütekriterien) bevorzugt worden, weil damit eine relativ in sich 
geschlossene Darstellung der sehr großen Vielfalt von entwickelten und für die Lösung 
der praktischen Aufgaben notwendigen Methoden der experimentellen Erstellung von 
Signal- und Systemmodellen möglich erscheint. 



2. Beschreibung des Amplitudenverhaltens 
von Signalen 

2.1. Zielstellung der Ermittlung von Signalmodellen 

Die Aufgabe der folgenden Abschnitte besteht in der Vorstellung ausgewählter Beschrei­
bungen für das stationäre und dynamische Verhalten von Signalen sowie in der Dar­
legung von Methoden zu ihrer experimentellen Ermittlung in Form von Modellen der 
Signale, die teilweise auch als Kennfunktionen bezeichnet werden. Dabei wird grund­
sätzlich davon ausgegangen, daß Werte der beobachteten Signale zur Verfügung stehen. 
Als Klassifikationsgesichtspunkte werden 

• die Beschreibung des Amplituden-/Zeitverhaltens 
• das deterministische/statistische Verhalten und 
• die Beschreibung im Zeit-/Frequenzbereich 

verwendet. Das Signalmodell ergibt sich somit aus einer Reihe von Teilmodellen, z. B. 
Verteilungj(x) für das Amplitudenverhalten, Korrelationsfunktion R(T) und Leistungs­
dichtespektrum S(ro) für das dynamische Verhalten (Bild 2.1). 

xlf) 

to 

Zeitverha/fen --------,---------hiSh 
'[" I /J) 

--------+--------
Zeitb8reich I Frequenzbereich. 

Amplituden­
v~!JpJ!.e.t1. __ 

x~ 
((xl 

Signalmode(( 
Bild 2.1 
Signa/modelle 
des Amplituden­
und Zeitverhaltens 

Die Ergebnisse der Identifikation von Signalen werden im Rahmen von Diagnose-, 
Überwachungs-, Steuer- und Vorhersageaufgaben genutzt für 

- die Beurteilung des statischen und/oder dynamischen Verhaltens der Signale 
- die Festlegung des Stichprobenumfangs (Gesamtmeßzeit) und der Abtastzeit 
- die Festlegung der Gestalt des Testsignals 
- die Festlegung von Maßnahmen zur Primärdatenaufbereitung 
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- die Wahl der Methode zur Systemidentifikation 
- die Wahl und den Entwurf der Vorhersage-, Entscheidungs-, Steuerstrategie. 

Der Autor strebt bei der Darstellung von Beschreibungen und Methoden der Ermitt­
lung des Signalverhaltens bewußt keine Vollständigkeit an. Die Auswahl aus der sehr 
umfangreichen Literatur auf diesem Gebiet, besonders der Wahrscheinlichkeitsrechnung/ 
Statistik und der Informationstheorie [2.1 bis 2.12], wurde aus der Anlage der Gesamt­
konzeption dieses Buches getroffen. Des weiteren wird auf eine strenge mathematische 
Beweisführung verzichtet; sie ist in der angegebenen weiterführenden Literatur zu finden. 

2.2. Ausgewählte Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 

2.2.1. Beschreibung eindimensionaler Zufallsgrößen 

2.2.1.1. Häufigkeit und Wahrscheinlichkeit von Ereignissen 

Um Aussagen über Gesetzmäßigkeiten zufälliger Ereignisse (d.h. Ereignisse, die unter 
gleichen Versuchsbedingungen eintreten oder nicht eintreten) machen zu können, wird 
versucht, den Charakter der Zufälligkeit durch die absolute und relative Häufigkeit zu 
quantifizieren. Ist bei n Wiederholungen eines zufälligen Versuchs ein Ereignis A nA-mal 
eingetreten, dann wird als 

• absolute Häufigkeit Ha(A) = nA 

• relative Häufigkeit Hr(A) = nAin 

bezeichnet. Die relative Häufigkeit hat folgende Eigenschaften: 

1. 0 ~ Hr(A) ~ 1 

2. Hr (A v B) = Hr(A) + Hr(B) - Hr (A v B) 

3. Hr(A) = 1 - Hr(A). 

Bild 2.2 
"'--__________ ... ~ Entwicklung der relativen Häufigkeit 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

Die Werte der Häufigkeiten sind stark von der Anzahl der durchgeführten Versuche/ 
Beobachtungen abhängig (Bild 2.2). Aus diesem Grunde wurde zu dem allgemeineren 
Begriff der Wahrscheinlichkeit übergegangen. Es existieren zwei Wege zur Beschreibung 
des Wahrscheinlichkeitsbegriffs : 

Grenzwei"tbildung der relativen Häufigkeit 

• P(A) = lim Hr(A). (2.4) 
ft-t CXl 
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Axiomatische Beschreibung 
Jedes Ereignis A eines zufälligen Versuchs/Beobachtung aus der Menge E aller möglichen 
Ereignisse wird durch eine Zahl P(A), d.h. die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A, 
beschrieben, die folgende Axiome erfüllt: 

P(A) ~ 0 

P(E) = I 

P(A vB) = P(A) + P(B) 

für P(A 1\ B) = O. 

Aus den Axiomen können weitere Eigenschaften abgeleitet werden. Es gilt: 

P(O) = 0, 

d.h., die Wahrscheinlichkeit eines unmöglichen Ereignisses ist Null; 

P(A) = 1 - P(A) 

P(A vB) = P(A) + P(B) - P(A 1\ B) 

P (A/B) = P (A 1\ B)/P(B). 

(2.5) 

P (A/B) ist die bedingte Wahrscheinlichkeit für das Eintreten des Ereignisses A 
unter der Bedingung, daß das Ereignis B bereits eingetreten ist. 

P (A 1\ B) = P(A) P(B) für unabhängige Ereignisse A und B. 
m 

P(A) = L P (A/B,) P(B,); i =.1, 2, ... , m. 
'=1 

Formel für die totale Wahrscheinlichkeit; 

P (AdB) = P (B/A,) P(A')!kt/ (B/A t ) P(A,.) , Bayessche Formel. 

2.2.1.2. Zufallsgrößen und ihre WahrscheinIicbkeitsverteilungen 

Wird jedem Versuchsergebnis eine reelle Zahl zugeordnet, wird also das zuf'allige Ereig­
nis auf die Menge der reellen Zahlen abgebildet, erhält man eine statistische Variable, 
die Zufallsgröße. Die Zufallsgröße beschreibt damit jedes zufallige Ereignis aus der 
Menge der möglichen Ereignisse durch eine reelle Zahl bzw. durch ein Intervall reeller 
Zahlen. 

xlf x 

f(x} 

a} bl c} 

Bild 2.3. Beschreibungen einer stetigen Zufallsgröße 
a) Zufallsgröße; b) Verteilungsdichte; c) Verteilungsfunktion 
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Eine Zufallsgröße X wird als stetige Zufallsgröße bezeichnet, wenn sie in einem end­
lichen Intervall a, b unendlich viele x, annehmen kann (Bild 2.3a). Dagegen nimmt eine 
diskrete Zufallsgröße in einem Intervall a, b eine endliche oder höchstens abzählbar un­
endliche Menge von Werten x, an (Bild 2.4a). Von Interesse ist nun, wie die Wahrschein­
lichkeit für das Auftreten der einzelnen Werte der Zufallsgröße über ihren Wertebereich 
verteilt ist. Diese Information ist in der Wahrscheinlichkeitsverteilung - Verteilungs­
dichtefunktionf(x), Verteilungsfunktion F(x) - enthalten. 

xlf) x 

al bl 

Bild 2.4. Beschreibungen einer diskreten Zufallsgröße 
a) Zufallsgröße; b) Verteilung; c) Verteilungsfunktion 

x ) 

r-_r 
r 

1F(xl 

cl 

Die diskrete Verteilungsdichtefunktionf(x) für eine diskrete Zufallsgröße - im folgenden 
mit Verteilung bezeichnet - ergibt sich durch die Darstellung aller Einzelwahrscheinlich­
keitenp, = P (X = x,) miti = 1,2, ... über x (Bild 2.4b). Aus der diskreten Verteilung 
kann die diskrete Verteilungs funktion F(x) eindeutig nach der Vorschrift 

F(x) = L P(X = x,) 
I 

x,<x 

(2.6) 

bestimmt werden. Sie gibt die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten der diskreten Zu­
fallsgröße im Bereich - 00, x an. Ihre Eigenschaften sind u. a. 

l. 

2. 

o ~ F(x) ~ 1 

F(-oo) = 0; F(+oo) = 1 

3. F(x) monoton, nichtfallend. 

Die Verteilung einer stetigen Zufallsgröße ist als Verteilungsdichte auf der Basis der ste­
tigen Verteilungsfunktion 

F(x) = P (X < x) = f~CX) f(z) dz (2.7) 

zu ermitteln, da die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten eines Wertes null ist. Mit 
GI. (2.7) gilt für die stetige Verteilung(sdichte) 

mit 

fex) = dF(x) 
dx 

fex) ~ 0; 

(2.8) 

f
+oo 
_oof(z) dz = 1. 
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TafeI2.J. Ausgewählte stetige Verteilungen' 

Verteilung I Gestalt I Parameter I Verteilungsgesetz 

Normalverteilung flr}~ -00 < I' < +00 f(x) = __ I_ e -<x- P )2/2tr2 

a>O a~ 

x (-00 < x < +00) 

Exponentialverteilung '·'L Ä> 0 f(x) = {~e-A.1; für x~O 
sonst 

x 

Gleichmäßige stetige 
flX} __ a, b 

n.)+~. für a;[:.x;[:.b Verteilung a<b 

sonst 
a b x 

Tafel 2.2. Ausgewählte diskrete Verteilungen 

Verteilung I Gestalt I Parameter I Verteilungsgesetz 

Binomialverteilung 'L1L n = 1,2 ... 
P (X = k) = (;) p~ (1 - p).-~ 

O<p<1 
(k = 0, 1,2 ... ) 

Xi 

Poissonverteilung P,L Ä>O Ä~ 
p (X = k) = - e-'& 

k! 

(k = 0, 1,2 ... ) 
,Xi 

Gleichmäßige 

~-
n= 1,2,3 ... 1 

diskrete Verteilung P(X= XI) =-
n 

(i = I, 2, ... , n) 
Xi 

In den Tafeln 2.1 und 2.2 sind ausgewählte typische stetige und diskrete Verteilungen 
dargestellt. 

2.2.1.3. Keungrö8en der Verteilung von Zufallsgrößen 

Die Verteilung und die Verteilungsfunktion beschreiben das Amplitudenverhalten von 
Zufallsgrößen vollständig. Die Verteilungsgesetze enthalten einige Parameter, die bereits 
das gesuchte Verhalten der Zufallsgröße und die Gestalt/Lage der Verteilung beschrei­
ben. Diese Kenngrößen sind Momente und aus den Momenten abgeleitete Größen. 

Als normales Moment kater Ordnung wird der Ausdruck 

(2.9) 
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mit k = I, 2, ... und E{ . .. } = Erwartungswert { ... } bezeichnet. Die Ermittlung für ste­
tige bzw. diskrete Zufallsgrößen erfolgt entsprechend GI. (2.10): 

falls X stetig 

falls X diskret. 

Wichtige normale Momente sind 

- das erste normale Moment/Erwartungswert p 

/Xl = P = E{X} 

Deutung: Schwerpunkt der Verteilung; 

- das zweite normale Moment 

/X2 = E{X}2 

Deutung: Varianz der Zufallsgröße, bezogen auf den Nullpunkt (Tafel 2.3). 

Einfluß der KenngröOe 

fix} 
.PI<: .PZ 

PI ßz x 

fIX}~ 7-

,,0 . 1"0 

x 

fix} 

e 

fIX}ld&<.<o 
<.-0 

>0 

x 

Tafel 2.3 
Einfluß der Momente auf die Gestalt 
der stetigen Verteilung 

Das zentrale Moment kater Ordnung wird nach der Vorschrift 

mj; = E{(X - p)"} mit k = 1,2, ... 

ermittelt. Wesentliche zentrale Momente bzw. abgeleitete Kenngrößen sind 

- das zweite zentrale Moment/Varianz 0'; 

Deutung: Varianz um den Erwartungswert der Zufallsgröße (s. Tafel 2.3). 
Die positive Wurzel der Varianz wird als Standardabweichung 0'" bezeichnet. 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

(2.14) 
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- das dritte zentrale Moment/Schiefe i' 

Deutung: Charakterisierung der Symmetrie der Verteilung (s. Tafel 2.3); 

- das vierte zentrale Moment/Exzeß e 

(2.15) 

(2.16) 

Deutung: Maß für die Abweichung der Verteilung von der Normalverteilung in der 
Umgebung von f.l. (bei einer Normalverteilung ist e = 0; s. Tafel 2.3). 

2.2.2. Bescbreibung mebrdimensionaler Zufallsgrößen 

2.2.2.1. Mehrdimensionale Zufallsgrößen und ihre Verteilungen 

In der Realität muß häufig der Einfluß von m Zufallsgrößen, die gleichzeitig das Objekt 
beeinflussen, untersucht werden (s. Darstellungen im Abschn.I.2). 

.. .. . --. -.­.. ... ... .. . . . 
. .. -:-

x 
Bild 2.5 
Zweidimensionale 
stetige Verteilung 

Die m-dimensionale Zufallsgröße bzw. der Zu/allsvektor ergibt sich aus den Werten 
von m gleichzeitig auftretenden Zufallsgrößen (Xl' ... , Xm) in einem m-dimensionalen 
euklidischen Raum. Die entsprechenden Verteilungen werden als m-dimensionale Ver­
teilung bezeichnet. Wie im eindimensionalen Fall wird zwischen stetigen und diskreten 
Zufallsgrößen unterschieden. Im Rahmen dieses Buches werden nur zweidimensionale 
Zufallsgrößen (Bild 2.5) betrachtet, da die fUr sie geltenden Beziehungen leicht auf 
m-dimensionale Zufallsgrößen übertragen werden können. 

X, 

a) bJ 

Bild 2.6 
Xz Kenngröße: 

Verbundwahrscheinlichkeit a) 
und Verteilungsfunktion b) 
einer zweidimensionalen 
diskreten Zufallsgröße 
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Werden die Wertepaare Xli' X21: mit i, k = 1,2, ... einer zweidimensionalen diskreten 
Zufallsgröße (Xl' X2 ) und die entsprechendenVerbundwahrscheinIichkeiten 

(2.17) 

ermittelt (Bild 2.6a), so hat die Verteilungstabelle, die diskrete zweidimensionale Ver­
teilung, die in Tafel 2.4 angegebene Form. 

Die diskrete zweidimensionale Verteilungs/unktion lautet entsprechend GI. (2.17): 

(2.18) 

mit i = 1,2, ... , r; k = 1,2, ... , I (Bild 2.6b). 
Aus der Verteilungstabelle können mittels GI. (2.19) die Verteilungen der einzelnen 

Zufallsgrößen Xl und X2 , die diskreten Randverteilungen, berechnet werden (Tafel 2.4). 

~ Xl1 ..... XII 

XZI PI1 ... Pli 
b Randverfeilung 

~ fürxz 

. I 
XZm Pm! ... Pml 

Es gilt 

- fUr die Randverteilung von Xl 

I 

P(XII) = L P (XII, X21:) mit i = 1,2, ... , r, 
1=1 

- fUr die Randverteilung von X2 

P(XZk) = L P (X2I;, Xli) mit k = 1,2, ... ,1. 
1=1 

Tafel2A 
Verteilungstabelle und &nd­
verteilung für die diskrete 
Zufallsgröße X 2 

(2.19) 

Wird die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten des Wertes XII der Zufallsgröße Xl unter 
der Bedingung gesucht, daß die Zufallsgröße X2 den Wert X2I; angenommen hat, so ist 
der Wert 

P (Xl = XII/X2 = X2/<) = P(X1 = XII, X2 = X2I;) = P (XII/X2I;) (2.20) 
P(X2 = X2I;) 

als bedingte Wahrscheinlichkeit zu berechnen. 
In Analogie zur Beschreibung eindimensionaler stetiger Zufallsgrößen gilt für die 

zweidimensionale stetige Verteilung(sdichte) (s. Bild 2.4) 

(2.21) 



48 2. Beschreibung des Amplitudenverhaltens von Signalen 

Die zweidimensionale stetige Verteilungsfunktion kann nach der Vorschrift 

F(Xl' X2) = P (Xl < Xl' X2 < X2) = f:", f~l",f(~, 1J) d~ d1J (2.22) 

ermittelt werden. 
Als Randverteilungen der stetigen Zufallsgrößen Xl und X2 ergeben sich die Rand­

dichten zu 

f(xl) = f::f(X l , X2) dx2 für Xl' 

(2.23) 

2.2.2.2. Kenngrö8en zweidimensionaler Zufallsgrößen 

Wesentliche Kenngrößen zweidimensionaler Zufallsgrößen und ihrer Verteilungen sind 
die Erwartungswerte, die Kovarianzen und der Korrelationskoeffizient. 

Erwartungswerte E{ .. . } 
Zwischen den Erwartungswerten der Zufallsgrößen Xl und X2 bestehen folgende Be­
ziehungen: 

E {Xl + X2} = E{Xd + E{X2 } 

E {/XXI + ßX2} = /XE {Xl} + ßE {X2 } 

E {X1X2} = E{XI} E{X2} für Xl und X2 unabhängig. 

Varianzen E{( . .. )2} 
Für die Varianz der Summe der Zufallsgrößen Xl und X2 gilt 

E {(Xl + X2)2} = o'il + ui2 + 2 COV {Xl' X2} 

für Xl und X2 abhängig 

mit cov {Xl' X2} = E {(Xl - !Jl) (X2 - !J2)}, 

E {(Xl + X2 )2} = Gil + ui2 

für Xl und X2 unabhängig. 

Kovarianzen, Korrelationskoeffizienten 
Sind Xl und X2 zwei beliebige Zufallsgrößen, so wird der Ausdruck 

cov {Xl' X2} = E {(Xl - !JI)(X2 - !J2)} (2.24) 

als Kovarianz von Xl und X2 bezeichnet. Die Kovarianz ist ein Maß für den mittleren 
linearen statistischen Zusammenhang zweier Zufallsgrößen. Für ihren Wertebereich gilt 

- 00 ~ cov {Xl' X2} ~ + 00 • 

Ist der Wert der Kovarianz null, hängen Xl und X2 linear nicht voneinander ab, d.h., 
sie sind unabhängig. Das Vorzeichen dieser Kenngröße gibt die Richtung des Zusam­
menhangs an. Wenn z.B. Xl wächst und X2 abnimmt, folgt cov {Xl' X2} < o. 
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Die auftretenden Kovarianzen werden in der Kovarianzmatrix COV {Xl' X2} 
sammengefaßt zu 

zu-

[

COV {Xl' Xl} COV {Xl' X2}] 
COV {Xl' X2} = . 

COV {X2, Xl} COV {X2, X2 } 

(2.25) 

Sie ist immer eine symmetrische Matrix, deren Diagonalelemente die Varianzen der ein­
zelnen Zufallsgrößen darstellen. 

Um den Wertebereich der Kovarianz von der Dimension der Zufallsgrößen unabhän­
gig zu machen, wurde der Korrelationskoeffizient e (Xl' X2 ) 

e (Xl' X2) = COV {Xl' X2} (2.26) 
o'Xio'J/.2 

mit dem Wertebereich -1 ~ e (Xl' X2) ~ +1 eingeführt. 

Tafel 2.5. Stetige zweidimensiofIQle Verteilungen und Wert der Korrelationskoeffizienten 

X, 
X, 

Xz 

Xz 

pfX,.XZ) <0 pf X,.xZ)-O pfX,.XZ»O 

In Tafel 2.5 sind typische Formen einer zweidimensionalen Verteilung und des Korre­
lationskoeffizienten dargestellt. Als Information enthält er 
- die Richtung des Zusammenhangs im Vorzeichen 
- die Stärke der Bündelung der Verteilung der Zufallsgrößen um eine Gerade. 

Der Korrelationskoeffizient e (Xl' X2) ist eine wichtige Kenngröße für den mittleren 
linearen statistischen Zusammenhang zweier Zufallsgrößen. Er wird auch als totaler 
oder einfacher Korrelationskoeffizient bezeichnet. 

Vom Korrelationskoeffizienten wird das Bestimmtheitsmaß 

B (Xi, X2) = e2 (Xl' X2) 

abgeleitet. Für seinen Wertebereich gilt 

o ~ B(Xl , X2 ) ~ 1. 

(2.27) 
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Wird der statistische Zusammenhang zwischen zwei Zufallsgrößen Xl und X 2 gesucht, 
wenn gleichzeitig die Zufallsgrößen X 3 , ••• , Xm auftreten, ist entsprechend Bild 2.7 der 
"echte" Zusammenhang zwischen Xl und X2 zu ermitteln. Der Einfluß über alle anderen 
Größen wird beseitigt, indem die Zufallsgrößen X 3 , ••• , X", konstant gehalten, d.h. 
Kennwerte von bedingten m-dimensionalen Verteilungen verwendet werden. Der so 
ermittelte Koeffizient wird als partieller Korrelationskoeffizient e (Xl , X2/X3, ... , XIII) 
bezeichnet. Er ist durch GI. (2.28) 

(X X /X x.. \ = COV {Xl' X2/X3, ••. , X",} 
e l' 2 3' ••• , rnJ ' 

flXI/X2 .... ,X7n flX21Xl,X3, ... ,x'" 
(2.28) 

sein Wertebereich durch 

-1 ~e(XI,X2/X3"",Xm) ~ +1 

gegeben. Unter Verwendung der Elemente Cil und C,j der Inversen der Kovarianzmatrix 

GI. (2.25) 

C(Xl , ... , Xm): = COV {Xl' X2, ... , Xm}-l = [Cl! Cl"'] (2.29) 
C.,l CIIIIII 

kann der partielle Korrelationskoeffizient nach der Vorschrift 

ermittelt werden. 

Bild 2.7 
Mögliche Zusammenhänge 
der Zu/allsgröße Xl'" X. 

Das partielle Bestimmtheitsmaß ist dann gegeben als 

B (X" Xl / ... ) = e2 (XI> X j / ••• ). 

(2.30) 

Den Zusammenhang zwischen einer Zufallsgröße Xl und einer Gruppe von Zufalls­
größen X2 ... X", gibt der multiple Korrelationskoeffizient e (Xl; X2 .,. X".) an. Er wird 

nach der Beziehung 

e (Xl; X2 ... X".) = + J I -

ermittelt. Der Wertebereich ist 

o ~ e (Xl; X2 ..• XIII) ~ 1. 

2 
UXI/X2 ... XIII (2.31) 

flil 

In GI. (2.31) bedeutet uil/x2 ... x", die Varianz von Xl in der bedingten V~rteilung 
X I/X2 ... X", und Uil die Varianz von Xl' Unter Verwendung der Elemente der lDversen 
Kovarianzmatrix kann die multiple Korrelation entsprechend 

(2.32) 

ermittelt werden. 
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Das multiple Bestimmtheitsmaß ist gleich dem Quadrat des multiplen Korrelations­
koeffizienten 

B(X, ; Xl'" Xm) = e2 (X,; Xl'" Xm)' 

Für einen m-dimensionalen Zufallsvektor erhält man bei Ermittlung aller Zusammen­
hänge die Korrelationsmatrix R 

[

I . e12 ... ~llll] 
R = e2l '. : . 

: .,: 
ellll ...... I 

(2.33) 

Die Matrix der totalen und partiellen Korrelationskoeffizienten wird u. a. zur Ermittlung 
der Modellstruktur verwendet. 

2.3. Elemente der mathematischen Statistik 

2.3.1. Ausgewählte Stichprobenfunktionen und ihre Verteilungen 

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung wird von der vollständigen Information über die 
Wahrscheinlichkeitsverteilungen der betrachteten Zufallsgrößen ausgegangen. Bei den 
Methoden der Statistik wird angenommen, daß keine oder nur eine unvollständige In­
formation über die Verteilungen oder deren Parameter vorliegen. Aus einer Menge von 
n Realisierungen aus der Grundgesamtheit, die als konkrete Stichprobe vom Umfang n 
bezei~hnet wird, wird die Stichprobenfunktion 

({J =f(Xl' X2' ... ,x.) (2.34) 

gebildet. Bekannte wichtige Stichprobenfunktionen sind 

I • 
({Jl = - L X, = x (Stichprobenmittel), 

n 1=1 

I .;, ( -)2 2 (S· h b ({J2 = -- '-- X, - X = s tlc pro envarianz). 
n - I 1= 1 

Die Stichprobenfunktionen sind ebenfalls Zufallsgrößen, weil die konkrete Stichprobe 
Zufallsgrößen entnommen wird. Damit haben die Stichprobenfunktionen Verteilungen, 
die als Stichprobenverteilungen bezeichnet werden. 

Wenn die Stichprobe einer normaIverteilten Zufallsgröße, deren Werte außerdem un­
abhängig voneinander sind, entnommen wird, ist die Verteilung des Stichprobenmittels 
X eine Normalverteilung mit den Parametern 

E{x} = p und Ui = u"'/.[;,. 

Häufig wird die normierte Stichprobenfunktion 

x - '" 1-z= ---'-In (2.35) 

verwendet, die ebenfalls normalverteilt (Tafel 2.6) mit den Parametern E{z} = 0 und 
Uz = I ist. 
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Stichpr6benfunktion Stichprobenverteilung 

f(z) 

- Zd.1z + ZoI./Z 

2 _ (n - l)s2 
X - a2 

Z 

F 

Tafel 2.6 
Ausgewählte Stichprobenfunktionen 
und ihre Verteilungen 

In Tafel A I des Anhangs sind ausgewählte Werte der normierten Normalverteilung, 
aus denen bei Vorgabe der Werte von", die Größen Zm/2 zu entnehmen sind, dargestellt. 
Die in die Stichprobenverteilung eingetragenen Vertrauens grenzen -Zm/2 und +Zm/2 
ergeben sich aus der vorgegebenen Wahrscheinlichkeit P = I - '" für das mögliche Ein­
treten von I' in diesem Bereich (Konfidenzintervall). Die Größe", wird als Irrtumswahr­
scheinlichkeit bezeichnet. Damit gilt 

P (x - !l.x < I' < x + Ax) = P (Ix - 1'1 < Ax) = I - "'. (2.36) 

Ist die Varianz a; nicht bekannt und muß sie durch die Varianz der Stichprobenwerte s; 
ersetzt werden, ergibt sich aus GI. (2.35) die Stichprobenfunktion 

t = x - I' J;,. (2.37) 

s" 

Die Stichprobenfunktion t unterliegt für eine Stichprobe aus einer normalverteiIten 
Zufallsgröße einer Student-Verteilung/t- Verteilung (s. Tafel 2.6). In Tafel A2 des Anhangs 
sind die Werte der t-Verteilung als Funktion der Irrtumswahrscheinlichkeit '" und des 
Freiheitsgrads ! = n - 1 aufgetragen. Als normierte Stichprobenfuriktion für die 

Varianz wird 

2 I ~ ( -)2 (n -:- 1) S2 
X = - L.J x, - X = 

0'2 1=1 0'2 

(2.38) 

I 

I 

I 
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verwendet. Die Verteilung der Zufallsgröße X2 ist die Chi-Quadrat-Verteilung/x2-Ver­
teilung (s. Tafel 2.6). Ihre Werte sind in Abhängigkeit von der Irrtumswahrscheinlichkeit 
'" und dem Freiheitsgrad! = n - 1 in Tafel A3 dargestellt. 

Als zweite Stichprobenverteilung, die auf der Streuung von Stichproben basiert, ist die 
Fishersehe Verteilung/F-Verteilung entwickelt worden. Werden von zwei unabhängigen 
normalverteilten Zufallsgrößen Xl und Xz Stichproben im Umfang nl und nz mit den 
Streuungen s: und s~ entnommen, so hat die Stichprobenfunktion 

F = si/s~ mit si > s~ (2.39) 

eine F-Verteilung mit den Freiheitsgraden!l = nl - 1 und!z = nz - I (s. Tafel 2.6). 
Ausgewählte Werte der Verteilung sind für die Irrtumswahrscheinlichkeit '" = 0,05 in 
Tafel A4 dargestellt. 

Auf die Anwendung der genannten Stichprobenverteilungen zur Überprüfung von 
Hypothesen und zur Ableitung von Konfidenzintervallen wird in den Abschnitten 2.3.2 
und 2.3.3. näher eingegangen. 

2.3.2. Empirische Ermittlung von Verteilungen und Kenngrößen 
von Zufallsgrößen 

In diesem Abschnitt soll auf Probleme der empirischen Ermittlung von Verteilungen und 
Kenngrößen von Zufallsgrößen eingegangen werden. Es wird vorausgesetzt, ·daß für 

a) diskrete Zufallsgrößen die Realisierungen 

{~1' ... , Xln; XZl' ••• , XZ n ; ••• }, 

b) stetige Zufallsgrößen die Realisierungen über ein Beobachtungsintervall 

-To ~ t ~ +To 

vorliegen. 

Kenngrö8en/Momente 

Auf der Basis dieser Beobachtungen (Stichprobe) können die in Tafel 2.7 angegebenen 
Kenngrößen und Momente eindimensionaler Zufallsgrößen ermittelt werden. 

Ta/ei 2.7. Empirische Kenngröpen und Momente eindimensionaler Zufallsgrößen 

Kenngröße I Diskrete Zufallsgröße I Stetige Zufallsgröße 

Variationsbreite R 

Variationskoeffizient V 

Mittelwert x 

Quadr. MittelWert XI 

Varianz/Streuung S2 

R = x(tk - x(t)mln 

V = -=-100% 
x 

_ 1· 
x =- !: XI 

n 1=1 

1 • ?=-!:x: 
n '-1 

X = - x(t)dt 
1 f+TO 

2To -To 

? =- x(t)2dt 1 f+TO 
2To -To 

S2 = _ Ix(t) - X]2 dl 1 ·f+TO 
2To -To 
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V erteilung/VerteilungsfunktioD 

Die empirische Verteilungsdichte!(x) einer stetigen Zufallsgröße kann auf der Grundlage 
der Bestimmung der Auftretenswahrscheinlichkeit der Zufallsgröße 

M (x) = P (x + ßx) - p(x) (2.40) 

im Bereich ßx über die Beziehung 

/(x) = ßp(x) 
ßx 

(2.41) 

ermittelt werden; s. GI. (2.8). Über eine Bewertung des Amplitudenfensters ßx (Bild 2.8) 
mit der Funktion 

B(t) = {I für x ~ x(t) < x + ßx (2.42) 
o sonst 

wird die Auftretenswahrscheinlichkeit im Bereich ßx bestimmt aus 

E{B(t)} = P{x ~ x(t) < x + ßx} ~ M(x). (2.43) 

xlf) 

81fl-0 
Bild 2.8 

x+tJx 11 
Signalverlauf 

x 
8If)=1 

und seine Bewertung I 
zur Ermittlung 

8If)-0 der stetigen 

t I Verteilungsdichte 

Mit GI. (2.41) ergibt sich aus GI. (2.43) die Ermittlungsvorschrift für die empirische Ver­
teilungsdichte f(x) für das Amplitudenfenster ßx zu 

/(x) = E {B(t)} . 
ßx 

(2.44) 

Die Rechenschaltung für einen Analogrechner (ohne Phasendrehung der Elemente) und 
die Signalverläufe sind im Bild 2.9 dargestellt. Sie dient im Rahmen dieses Buches mehr 
zum Verständnis der Verteilungsdichtef(x) als zu ihrer echten Ermittlung, da die analoge 
Rechentechnik kaum für diesen Zweck eingesetzt wird. 

Die empirische diskrete Verteilung kann auf der Grundlage der Stichprobe auf zwei 
Wegen ermittelt werden. 

Weg 1. Exakte Ermittlung der Häufigkeitsverteilung in folgenden Schritten: 

- Zuordnung der n l zu den XI 

- Berechnung der Ha(xl) = nt/n 
- Auftragen der Ha(xl) über x. 

Weg 2. Näherungsweise Ermittlung der Häufigkeitsverteilung in folgenden Schritten: 

- Bestimmung der Klassenanzahl nK, 

a) nK = 1 + 3,21g n 

b) nK = .J~ (2.45) 

2.3.2. Empirische Ermittlung von Verteilungen und Kenngrößen von Zufallsgrößen 

- Bestimmung der Klassenbreite 

ß = x(t) max - x(t) min 

nK 

- Ermittlung der Anzahl der Beobachtungen nm , die zur m-ten Klasse gehören, 
- Berechnung der Häufigkeiten H"" = nm/n, 
- Ermittlung des Mittelpunktes zweier benachbarter Klassen 

• Xm-l + X m 
Xm = , 

2 

- Auftragen der Hrm über x!. 

Rechenschalfung Signalver(auf 

xlfi -x 

xlf)-x 

""~ x+1x ----zL3---h--
*1xx ;;Z------V=\ 

""}-"I~ 
t 

IxltJ-XI-~ 
""'*1'1 " A A A « V' V VVt 

fllllt1x 

Bild 2.9 
Analogrechenschaltung 
und SignalverltJllf zur Ermittlung 
der stetigen Verteilungsdichte 

55 

Die näherungsweise Ermittlung der Häufigkeitsverteilung ist vor allem bei geringem 
Stichprobenumfang und/oder für die notwendigen Grobabschätzungen sinnvoll. Die in 
GI. (2.45) angegebenen Beziehungen zur Bestimmung der Klassenanzahl sind heuristisch 
gefunden worden und gehen davon aus, daß die AnzahI der Klassen mindestens 1 ist (d. h. 
Gleichverteilung) sowie mit Zunahme der Beobachtungen nicht mehr proportional 
zunimmt. 

Im Beispiel 2.1 ist die näherungsweise Ermittlung der Verteilung einer normalverteil­
ten Zufallsgröße als Funktion des Stichprobenumfangs dargestellt. 
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Beispiel 
2.1 

Gegeben: 

2. Beschreibung des Amplitudenverhaltens VOll Sigllalell 

Empirische Bestimmung der Verteilung 
einer normalverteilten Znfallsgröße 

x = NV (1,1), unkorreliert, 

1Ima. = 500 Beobachtungen. 

Gesncht: Empirische Verteilungen für die Stichprobenumf"ange "1 = 50, "2 = 100, "3 = 500 

auf der Grundlage der Klassen3nzahlllk = ..r;;, 
Ergebnis: 

4 

Die Ergebnisse zeigen, daß 
1. das Verteilungsgesetz erst mit wachsender Zahl von Beobachtungen erkennbar ist, 
2. die näherungsweise Bestimmung eine sehr leistungsrahige Methode darstellt. 

Beispiel 
2.2 

Gegeben: 

Gesucht: 

Ergebnis: 

2.3.2. Empirische Ermitt[ungvoll VerteilungeIl und Kellngrößell VOll ZufallsgrößeIl 

Empirische Bestimmung der Momente 
einer normalverteilten Zufallsgröße 

x = NV (1,1), unkorreliert, 

lImu = 500 Beobachtungen. 
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Konvergenzverhalten der empirischen Momente x und S2 in Abhängigkeit vom Stich­
probenumfang 11. 

Siehe Bild zu Beispiel 2.2. 

5 c) 

x 
0 

-2 

15 b) 

~ 

1 
i 0 

250 

-45 n-

3,5 c) 

~ ~-----~.----------~-------
O~-----------------Z~~----------------~~O 

n-

Die dargestellten Resultate zeigen, daß 
1. die Güte der Schätzung der Momente stark vom Siichprobenumfang abhängt, 
2. für hinreichend große Stichproben die empirischen Momente der Stichprobe sich gUt den Momenten 

der Grundgesamtheit nähern. 

Das Konvergenzverhalten der Momente x und S2 bei ihrer empirischen Ermittlung in 
Abhängigkeit vom Stichprobenumfang ist im Beispiel 2.2 aufgezeigt. 

Die empirische Verteilungs/unktion P(x) einer stetigen Zufallsgröße wird auf der 
Grundlage der Beobachtungen im Intervall - To ;;;; t ;;;; + To nach der Vorschrift 

p(x) ~ P {x(t) < x} = f~,./(Z) dz (2.46) 
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realisiert. über eine Bewertungsfunktion B(t) mit den Eigenschaften 

B(t) = {I für x(t) < x 
o sonst 

wird der Amplitudenbereich - 00 < x(t) < x aus der Zufallsgröße x(t) herausgeschnit­
ten (Bild 2.10). Die empirische Verteilungsfunktion p(x) kann dann aus der Mittelwert­
bildung der Bewertungsfunktion B(t) nach GI. (2.47) zu 

E {B(t)} = P {x(t) < x} :::::: p(x) 

bestimmt werden. 

x(f 

Bild 2.10 
Signa/verlauf 

(2.47) 

B(fI=O 

LLLLLL1 
Slf)=1 

I 
und seine Bewertung 
zur Ermittlung 
der stetigen 
Verteilungs/unktion 

Die Rechenschaltung für einen Analogrechner (ohne Phasendrehung der Elemente 
um 180°C) und die entsprechenden Signalverläufe sind im Bild 2.11 dargestellt. 

Die empirische VerteilungsjunktionP(x) einer diskreten Zufallsgröße ergibt sich aus der 
Häufigkeitsverteilung durch die Beziehung 

p(x) = l: H.(x,) , x, < x. 

Rechenschaltung Signa/verlauf 

xltJ -x 

IxltJ-xl 

"m-_I O' ./"\ I\. V V\t 

~[ 
t 

F11 
_C"--= -

BiItl2.11 
AnaJogrechenschaltung 
und Signalverlauf 
zur Ermittlung 
der stetigen 
Verteilungsfunktion 

(2.48) 

Beispiel 
2.3 

Gegeben: 

Gesucht: 

Ergebnis: 

2.3.2. Empirische Ermittlung von Verteilungen und Kenngrößen von Zufallsgrößen 

Empirische Ermittlung der Verteilung 
und der Verteilungsfunktioo eiDer Zufallsgröße 

x = NV (1,1), unkorreiiert, 

lImu = 500 Beobachtungen. 
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Empirische Verteilung und Verteilungsfunktion für n = 500 und die Klassenanzah 

nt; =..r;,. 
Siehe Bild zu Beispiel 2.3. 

a25 b) 

-2 4 
x-

1 c ,;,..;- i ,.....- I I 
I 

- J 
! I - ! - I I 

-~-n 
I 

I I 
I I ! 
i 

-2 o 2 
x-

Die Berechnungen zeigen, daß 

1. das VerteiIungsgesetz sehr gut erkennbar ist, 
2. die VerteiIungsfunktion auch unter Verwendung des Nilherungsverfahrens gut aus der empirischen 

VerteiIungsfunktion ermittelt werden kann. 

Für eine normalverteilte Zufallsgröße ist im Beispiel 2.3 die empirische Verteilung und 
ihre Verteilungsfunktion dargestellt. 
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Korrelationskoeffizienten 

Für den einfachen empirischen Korrelationskoeffizienten erhält man entsprechend 
GI. (2.26) rur den Stichprobenumfang n die Beziehung 

n 

Das Bestimmtheitsmaß ergibt sich dann aus GI. (2.49) zu 

ß (Xl' X2) =!? (Xl' X2). 

(2.49) 

(2.50) 

Unter Verwendung der inversen empirischen Kovarianzmatrix entsprechend GI. (2.29) 

C~ (X X X. ) [C11 ..• C1m] 1, 2, .•• , m = .... 
Cm1 ••• Cmm 

(2.51) 

gilt für den empirischen partiellen Korrelationskoeffizienten entsprechend GI. (2.30) 

e (XI> XJI ... ) = -~. 
,J CilCJj 

(2.52) 

In Analogie zu GI. (2.32) gilt für den empirischen multiplen Korrelationskoeffizienten 

e(X, ;Xl." Xm> = +)1- 2
1 . 

S,CiI 
(2.53) 

Die empirische Korrelationsmatrix R. ergibt sich bei einem Stichprobenumfang von n 
aus den Korrelationskoeffizienten - GI. (2.49) oder GI. (2.52) - zu 

[~ . e12 ... ~lm] 
R. = ~21 ••• ~ • 

em1 ...... 1 

(2.54) 

Die Signalverläufe von drei korrelierten Zufallsgrößen und die aus einer Stichprobe von 
n = 500 berechneten einfachen und partiellen Korrelationskoeffizienten sind im Bei­
spiel 2.4 für einen Testfall dargestellt. 

Auf der Grundlage der aus der Stichprobe erhaltenen Information in Form der empi­
rischen Kenngrößen und Verteilungen muß nun ein Weg gefunden werden, Aussagen 
über das Gesamtverhalten der Zufallsgrößen abzuleiten. Dabei sind grundsätzlich die 
folgenden Aufgabenstellungen möglich: 

1. Zu prüfen ist, ob AnnahmenjHypothesen über den Typ oder die Momente der Ver­
teilung der Grundgesamtheit mit der aus der Stichprobe entnommenen Information 
vereinbart sind - Prüfen von Hypothesen. 

2. Für einen apriori bekannten Verteilungstyp der Grundgesamtheit sind auf der Grund­
lage der konkreten Stichprobe Bereiche (Konfidenzintervalle) für die unbekannten 
Momente dieser Verteilung zu schätzen - Schätzen von Bereichen der Momente der 
Grundgesamtheit . 

Beispiel 
2.4 

Gegeben: 

Gesucht: 

Ergebnis: 

2.3.2. Empirische Ermittlung von Verteilungen und Kenngrößen von Zufallsgrößen 

I Empirische Berechnung von" Korrelationskoeffizienten 

Xl = NY (0, 1), unkorreliert, 
X2 = -0,8X1 + 0,2 {NY (0, I)}, 
X 3 = +0,3X1 - 0,3X2 + 0,4 {NY (0, I)}, 
lIma. = 500 Beobachtungen. 
Einfache und partielle Korrelationskoeffizienten und die Signalverläufe 
von Xl> X 2 und X 3 • 

I.Signalverläufe der Zufallsgrößen 
Siehe Bild zu Beispiel 2.4. 

3 a} 

1 0 

X, 
n-

-3 

3 b) 

0 

Xz 
n-

-3 

3 c} 

1 0 

X3 
n_ 

-3 

2. Matrizen der Korrelationskoeffizienten 
- Matrix der einfachen Korrelationskoeffizienten, 

I Xl X 2 X 3 

-0,962 0,774 
1 -0,770 

1 

- Matrix der partiellen Korrelationskoeffizienten. 

lXI X2 X3 

-0,925 0,172 
1 -0,130 

1 
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FortsetZUDIL von Beispiel 2.4 s. S.62 
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, 

Beispiel 
2.4 

Empirisclle Beredlnung von Korrelationskoeffizienten 

Der Testfall zeigt, daß 

1. die einfachen Korrelationskoeffizienten Zusammenhänge teilweise sehr verfälscht darstellen können 
(z.B. Xl, X3 oder Xz , X3), 

2. die partiellen Korrelationskoeffizienten den Anteil des Einflusses anderer Zufallsgrößen sehr gut nach­
bilden (sowohl die Richtung als auch die Stärke des Zusammenhangs sind deutlich erkennbar), 

3. die Richtung des Zusammenhangs teilweise auch schon aus dem Verlauf der Signale erkannt werden 
kann. 

4. Die Korrelationskoeffizienten sind mit 95 % gesichert, da der kritische Korrelationskoeffizient, siehe 
AnhangA6, den Wert 0,088 besitzt, d.h., die linearen Zusammenhänge werden alle wiedererkannt. 

In den folgenden Abschnitten werden ausgewählte Prüf- und Schätzverfahren iür 
normalverteilte Zufallsgrößen vorgestellt. Auf verteilungsfreie Verfahren muß aus Platz­
gründen verzichtet werden. 

2.3.3. Statistische Prüfverfahren 

Die aus der Grundgesamtheit entnommene konkrete Stichprobe enthält bekanntlich un­
vollständige Informationen über die Verteilung der Grundgesamtheit und über ihre 
Momente. Diese unvollständigen Informationen werden nun benutZt, um in Verbindung 
mit einer gewählten Irrtumswahrscheinlichkeit IX eine Entscheidung über statistische 
Hypothesen H zur Verteilung oder deren Momente zu treffen. Die Prüfung der Hypo­
thesen wird mittels statistischer Prüfverfahren, auch statistische Tests genannt, durch­
geführt. Dabei wird die Hypothese iI als Nul/hypothese Ho bezeichnet, wenn weitere 
Hypothesen, die Alternativhypothesen genannt werden, aufgestellt werden können. Für 
die Entscheidung über die Nullhypothese Ho werden die normierten Stichprobenfunk­
tionen GI. (2.35) und Gin. (2.37) bis (2.39) aus Abschnitt 2.3.1 mit jeweils eingesetzter 
Hypothese verwendet. Die sich dann ergebenen Zufallsgrößen werden als Prüfgrößen 
bzw. Testgrößen (z, t, X2 , F) bezeichnet. Die Prüfung der Hypothese Ho für eine Stich­
probenfunktion kann nach folgendem allgemeinem Schema erfolgen: 

1. Aufstellen der Nullhypothese Ho 
2. Wahl der Irrtumswahrscheinlichkeit IX 

3. Ermittlung des Ablehnungsbereichs für die Nullhypothese für IX (s. Tafel 2.6, Bilder 
2.12 bis 2.14) 

4. Berechnung der Prüfgröße auf der Grundlage der Stichprobe 
5. Entscheidung über Nullhypothese Ho durch Vergleich der Prüf größe mit den Werten 

des Ablehnungsbereichs. 

Es gibt sehr viele Möglichkeiten zur Festlegung eines Ablehnungsbereichs (kritischer 
Bereich) bei einer vorgegebenen Irrtumswahrscheinlichkeit. Für die Praxis haben sich 
die sog. zweiseitige und die einseitige Fragestellung als wichtig erwiesen. Bei einer zwei­
seitigen Fragestellung wird davon ausgegangen, daß der kritische Bereich iür die Hypo­
these Ho mit jeweils einer Irrtumswahrscheinlichkeit von IX/2 ermittelt wird. Im Bild 2.12 
ist dies für eine Testgröße NY (0; 1) dargestellt. Bei einer einseitigen Fragestellung wird 
der kritische Bereich für eine symmetrisch verteilte Prüfgröße auf der linken oder rechten 
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Seite mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von IX betrachtet. Dieser Sachverhalt wird im 
Bild 2.13 gezeigt. 

Im folgenden werden wichtige Prufverfahren für die Momente Erwartungswert und 
Varianz einer normalverteilten Grundgesamtheit vorgestellt. 

HO 
verworfen 

Ho 
angenommen 

ot.tz 

Ho Ho 
angenommen verfVorfen 

Ho 
verworfen 

Bild 2.12 
Zweiseitige Fragestellung 
im Hypothesentest des Moments p 

Ho 
verfVorfen 

Ho 
angenommen 

Bild 2.13. Einseitige Fragestellungen im Hypothesentest des Moments p 

Prüfung des Erwartungswerts /l bei bekannter Varianz (12 der Grundgesamtheit 

Bei diesem Test soll geprüft werden, ob der unbekannte Erwartungswert fl einer normal­
verteilten Grundgesamtheit mit bekannter Varianz (12 einen bestimmten Wert flo besitzt. 
Der Test (z-Test) erfolgt entsprechend der allgemeinen Strategie in folgenden Schritten: 

1. Aufstellen der Hypothese Ho: fl = flo 
2. Wahl der Irrtumswahrscheinlichkeit IX 
3. Berechnung der Prüfgröße aus GI. (2.35) 

x - flo r 
z = "n (2.55) 

(1 

4. Ermittlung der Grenzen ±Zm/2 des kritischen Bereichs aus der Normalverteilung 
(Tafel Al) 

5. Entscheidung 

- zweiseitige Fragestellung 

/z/ 6; Z"'/2 

/zl < Z"/2 

Ho wird abgelehnt 

Ho wird angenommen 
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- einseitige Fragestellung 

z ~ z'" bzw. Z ~ -Zm Ho wird abgelehnt 

Z < Zm bzw. Z > -Za Ho wird angenommen. 

Wird die Hypothese Ho angenommen, bedeutet dies, daß die Abweichung zwischen dem 
Stichprobenmittelwert i und der Hypothese Ho: P = Po nur zufällig ist. Im anderen Fall 
ist die auftretende Abweichung signifikant. 

Prüfung des Erwartungswerts " bei unbekannter Varianz (12 der Grundgesamtheit 

Geprüft werden soll, ob der unbekannte Erwartungswertp einer normal verteilten Grund­
gesamtheit mit unbekannter Varianz (/2 einen bestimmten Wert Po besitzt. Unbekannt 
sind damit die Kenngrößen p und (/2. Der Test (t-Test) für diesen Fall erf6lgt in folgen­
den Schritten: 

1. Aufstellen der Hypothese Ho: P = Po 
2. Wahl der Irrtumswahrscheinlichkeit ~ 
3. Berechnung der Prüfgröße aus GI. (2.37) 

i-po .J-t= n (2.56) 
s 

4. Ermittlung des kritischen Bereichs mit seinen Grenzen ± tm/2., aus der Student-Ver­
teilung (Tafel A2) 

5. Entscheidung 

- zweiseitige Fragestellung 

ltl ~ t"'/2.f Ho wird abgelehnt 

\t\ < t"'/2.f Ho wird angenommen 

- einseitige Fragestellung 

t $:; tm., bzw. t;;;:; -tm•f Ho wird abgelehnt 

t < tm•f bzw. t > -tm•f Ho wird angenommen. 

Prüfung der Varianz (12 

Bei diesem Test soll geprüft werden, ob die unbekannte Varianz (/2 einer normalverteilten 
Grundgesamtheit einen bestimmten Wert (/~ besitzt. Als Stichprobenfunktion wird die 
Größe X2 von GI. (2.38) verwendet. Da die X2- Verteilung (s. Tafel 2.6) eine einseitige Ver­
teilung ist, kann eine zweiseitige Fragestellung nicht ohne eine Umformung des Testes 
beantwortet werden. Grundlage der zweiseitigen Betrachtung ist die Verteilung der Irr­
tumswahrscheinlichkeit zu je der Hälfte in den Bereich kleinerer und größerer Varianzen 
(Bild 2.14). Folglich gilt mit einer Wahrscheinlichkeit von 

~/2: (/2 > (n - 1) s2/X~/2,f 
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flx!J 

Ho Ho 
verworfen angenommen 

Bild 2.14. Einseitige und zweiseitige Fragestellung im Hypothesentest des Moments al 

Ho 
verworfen 

Für den Ber~ich, ~n dem die Hypothese Ho bei einer zweiseitigen Fragestellung an­
genommen WIrd, gilt dann 

2 (n - 1)s2 2 
XI-m/2,f < (/~ < X"'/2.'· (2.57) 

Der gesamte Test (x2-Test) kann in folgenden Schritten vorgenommen werden: 

1. Aufstellen der Hypothese Ho: (/2 = ~ 
2. Wahl der Irrtumswahrscheinlichkeit ~ 
3. Berechnung der Prüf größe X2 aus GI. (2.38) 

2 (n-l)s2 
X = 

(/~ (2.58) 

4. Ernfjl1
l
'ttlung der Testwerte X;.f bzw. X~-~/2.f und X;/2 f aus der x2.Verteilung (siehe 

Ta e A3) • 
5. EntSCheidung 

- zweiseitige Fragestellung 

X
2 ~ X~I2.f und X

2 ~ X~-"'/2.f Ho wird abgelehnt 
2 2 2 

XI-"'/2,f < X < X"'/2.f Ho wird angenommen 

- einseitige Fragestellung: 

X2 ~ X~.f Ho wird abgelehnt 

X2 < X;. f Ho wird angenommen. 

Prüfung der Gleichheit zweier unabhängiger normalverteilter Grundgesam.theiten Xl und X
2 

Zu ~rüfen2 is~, ob die Varianz (/~ einer normalverteilten Grundgesamtheit Xl gleich der 
Vananz (/2 eIner normalverteilten Grundgesamtheit X

2 
ist. 
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Der Test (F-Test) erfolgt in den Schritten: 

1. Aufstellen der Hypothese Ho: ai = O'~ 
2. Wahl der Irrtumswahrscheinlichkeit IX 

3. Auf der Basis von nl Beobachtungen von Xl und n2 Beobachtungen von X2 kann die 
Prüfgröße F aus GI. (2.39) zu 

(2.59) 

berechnet werden. 
4. Ermittlung der Grenze F«. fl.f2 aus der Fisher-Verteilung (s. Tafeln A 4 und A 5) 

5. Entscheidung 

F G; F«.fl,12 Ho wird abgelehnt 

F< F«,fl,12 Ho wird angenommen. 

Prüfung der Korrelationskoeffizienten 

Um den linearen statistischen Zusammenhang zwischen Zufallsgrößen auf der Grund­
lage der empirisch ermittelten Korrelationskoeffizienten zu prüfen, wird als Hypothese 
Ho für den Korrelationskoeffizienten der Grundgesamtheit Ho: e = 0 aufgestellt. Unter 
Berücksichtigung der bereits bekannten Testgröße rur den Erwartungswert I' aus 
GI. (2.37) gilt für diesen Test folgendes Vorgehen: 

1. Aufstellen der Hypothese Ho: e = 0 
2. Wahl der Irrtumswahrscheinlichkeit IX 

3. Berechnung der Prüfgröße t als t-Test 
a) Einfacher Korrelationskoeffizient 

Analog zu GI. (2.37) gilt 

t = .::.e~(X--!,.;l,:....X..:.2~)_-....:e:...(::....X..:.l.:...' X....;2::.,) 

Mit 

s1: = 
Q 

1 {l - e2 (Xl' X2» für e (Xl' X2) = 0 
(n - 2) 

geht GI. (2.60) über in 

e (Xl' X2) ..;--
t = n - 2. 

";1 - 02 (Xl ,X2) 

(2.60) 

(2.61) 

b) Partieller Korrelationskoeffizient 
Für den partiellen Korrelationskoeffizienten gilt in Analogie zu GI. (2.61) mit der 
Anzahl der ausgeschlossenen Zufallsgrößen s = m - 2 

o (XI' XJI ... ) I . 
t = 'V n - (2 + s). 

";1 - 02 (X" XJI .. ·) 

(2.62) 

4. Ermittlung des Wertes t«/2,1 aus der Student-Verteilung mit f = n - 2 rur a) und 
f = n - (2 + s) rur b) (s. Tafel A2) 
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5. Entscheidung 

Itl ~ t«/2.1 Ho wird abgelehnt 

It I < t«/2,' Ho wird angenommen. 

Aus der Beziehung Itl = t«/2" kann rur eine vorgegebene Irrtumswahrscheinlichkeit IX 

und. einen Freiheitsgrad f = m - 2 der kritische Korrelationskoeffizient e (Xl' X2)/krit 
ermIttelt werden, für den die Nullhypothese gerade abgelehnt wird. In Tafel A6 ist für 
ein IX von 1 und 5 % rur verschiedene Freiheitsgrade dieser kritische Korrelationskoeffi­
zient dargestellt. Der empirische Korrelationskoeffizient e (Xl' X2) ist statistisch ungleich 
null,wenn . 

(2.63) 

2.3.4. Schätzung von Konfidenzintervallen 

Bei der Schätzung eines Intervalls mit den Grenzen Gu und GD (Gu < GD) rur den unbe­
~nnten Parameter der Grundgesamtheit (p oder 0'2) auf der Grundlage einer Stichprobe 
WIrd davon ausgegangen, daß die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten der unbekannten 
Parameter in diesem Bereich 

(2.64) 

ist. Die Werte Gu und GD werden als Konfidenzgrenzen (Vertrauensgrenzen), der Bereich 
GD' GD als Konfidenzintervall (Vertrauensintervall) und IX als Irrtumswabrscheinlichkeit 
bezeichnet. Al.!f der Basis der in den Abschnitten 2.3.2 und 2.3.3 vereinbarten normierten 
Stichprobenfunktionen und festgelegten Bereiche rur die Annahme der Nullhypothese 
werden für die beiden Parameter I' und 0'2 die Konfidenzintervalle ermittelt. 

Konfidenzintervall für Jl bei bekanntem (T2 

Ausgangspunkt für die Ableitung des Konfidenzintervalls rur I' ist der Bereich rur die 
Annahme der Hypothese Ho:f' = 1'0 (s. Abschn.2.3.3) 

x-f' ,-
-Z«/2 --- yn < + Z«/2' 

0' 
(2.65) 

Aus GI. (2.65) erhält man durch Umstellen das Konfidenzintervall rurden Parameter f' zu 

_ 0' _ 0' 

X - Z«/2 r < I' < x + Z"/2 ----=-. 
'V n ..Jn 

(2.66) 

D~t wird da~ Konfidenzintervall kleiner, wenn die IrrtumswahrscheinIichkeit größer 
gewahlt bzw. dIe Anzahl der Beobachtungen vergrößert wird. 

Konfidenzintervall für Jl bei unbekanntem (T2 

Für die Ableitung des Konfidenzintervalls rur I' bei unbekannter Varianz der Grund­
gesamtheit 0'2 wird von dem Bereich der Annahme der Nullhypothese Ho: I' = 1'0 
(s. Abschn.2.3.3) des t-Testes ausgegangen. Für ihn gilt 

x-f' ..;-
-t".21 < --- n < + t,,/2.,· 

s 
(2.67) 
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Aus GI. (2.67) erhält man das Konfidenzintervall für jl zu 

s _ s 
X - t"f2.r .J~ < jl < x + t"f2.r .J~' (2.68) 

Bei gleichem Stichprobenumfang n und gleicher Irrtumswahrscheinlichkeit IX ist das 
Konfidenzintervall von GI. (2.68) größer als das von GI. (2.66). 

Konfidenzintervall für (12 

Aus dem Gültigkeitsbereich für die Hypothese Ho: (12 = ~ entsprechend GI. (2.58) 

2 (n - 1) S2 2 
Xl-,,/2,f < 2 < X,,/2.r 

(1 

ergibt sich das Konfidenzintervall von (12 zu 

(n - l) S2 2 (n - 1) S2 
2 < a < 2 

X"f2.r Xl-_f2.r 

(2.69) 

Umfangreiche weiterführende Betrachtungen zu allen angeschnittenen Fragen sind in 
[2.1 bis 2.12] enthalten. 

2.4. tJbungsaufgaben zum Abschnitt 2 

Aufgabe 1.1 

Gegeben ist die im Bild 2.15 dargestellte Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsgröße X. Lösen Sie 
folgende Teilaufgaben: 
a) Beschreiben Sie analytisch die Verteilungsfunktion, und berechnen Sie die Verteilungsdichte! 
b) Berechnen Sie den Erwartungswert! 
c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegt der Wert der Zufallsgröße im IntervaJI [0; 31? 

FlxJ 

1/3 

2 

Aufgabe 1.1 

x 

Bild 2.15 
Verlauf der Verteilungsfunktion F(x) 
für Aufgabe 2.1 

Bei einem Spiel werden zwei Würfel zugleich geworfen und die Augenzahl zu einer diskreten Zufallszahl x 
addiert. 
a) Berechnen und skizzieren Sie die Verteilung und Verteilungsfunktion! 
b) Berechnen Sie den Erwartungswert! 
c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegen die für jeweils einen Wert summierten Augenzahlen x in dem 

Intervall [6; 121? 

Aufgabe 1.3 

Gegeben sind die in Tafel 2.8 angegebenen Stichproben von drei stetigen Zufallsgrößen. 
a) Bestimmen Sie aufgrund einer Klasseneinteilung für jede Stichprobe die empirische Verteilung; skiz­

zieren Sie diese, und vergleichen Sie sie mit bekannten Verteilungsgesetzen! 
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b) Berechnen Sie ausgehend von den empirisch ermittelten Verteilungen die Momente Mittelwert, Streu­
ung und Schiefe, und vergleichen Sie diese für die erste Stichprobe mit den aus den Stichprobenwerten 
direkt bestimmten (exakten) Momenten! 

Tafel 2.8. Stichproben von drei stetigen Zufallsgrößen 

Auswahl 1 

0,00 -1,26 0,12 0,24 
-2,25 -0,25 -0,79 0,24 

0,28 -0,45 0,41 -0,05 
0,76 1,40 0,33 -0,04 
2,38 0,43 0,02 -2,07 

-0,18 -0,28 0,61 -0,50 

Auswahl 1 
0,53 0,70 0,20 0,79 
0,99 0,44 0,36 0,79 
0,69 0,87 0,36 0,56 
0,77 0,27 0,31 0,79 
0,05 0,26 0,56 0,92 
0,65 0,51 0,98 0,96 

Auswahl 3 

199 40 20 42 
156 260 17 16 

31 22 45 300 
370 155 42 86 

85 92 61 38 
134- 13 13 70 

Aufgabe 1.4 

-0,50 
-0,60 
-0,48 
-1,09 
-1,51 
-1,71 

0,97 
0,82 
0,93 
0,61 
0,80 
0,86 

72 
35 

3 
58 

192 
110 

0,91 
-1,19 
-0,11 
-0,52 
-0,73 
-0,09 

0,12 
0,67 
0,03 
0,00 
0,29 
0,60 

28 
96 

145 
44 
20 
78 

-0,21 
1,74 
3,36 
0,37 

0,34 
0,15 
0,01 
0,94 

106 
23 
24 

190 

Das Lackmaß einer Beschichtungsanlage in einer Fertigungszelle der Mikroelektronik habe den Erwar­
tungswert p. = 8 (.LIll und die Streuung (12 = 0,4 «(.LIll)2. Eine Überprüfung der Anlage durch 150 Proben 
ergab ein mittleres Lackmaß von x = 8,3 (.LIll. Ist diese Abweichung vom Erwartungswert als zuf"a11ig 
oder als signifikant bei einer vorgegebenen Irrtumswahrscheinlichkeit von 01 = 5% zu bezeichnen? 

Aufgabe 1.5 

Bei der Qualitätskontrolle an 15 Werkstücken werden mittels zweier verschiedener Längenmeßgeräte, 
einem mechanischen (I) und einem optischen (11), die in Tafel 2.9 angegebenen Abweichungen ('m (.LIll) 

vom vorgegebenen Sollmaß ermittelt. Treffen Sie eine Aussage, ob sich bei einer Irrtumswabrscheinlich­
keit 01 = 0,01 die beiden Geräte hinsichtlich der Meßgenauigkeit wesentlich voneinander unterscheiden! 

Tafel 2.9. Abweichungen der Länge von Werkstücken in p.m 

Werkstück 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

Gerät I 70 70 60 70 60 60 80 70 70 70 70 50 70 80 6O(Lm 
Gerätll 80 70 70 60 70 70 80 70 60 80 70 70 70 80 70(Llll 

Aufgabe 1.6 

Der Hersteller einer Steuereinrichtung für die Innentemperatur von Gewächshäusern behauptet, daß 
durch seine Einrichtung ein Temperatursollwert von 24 oe mit einer Streuung von (12 = 0,25 eC)2 ein­
gehalten wird. 
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Ist diese Behauptung des Herstellers mit 'einer Irrtumswahrscheinlichkeit von IX = 1 % aufgrund der 
in Tafel 2.10 dargestellten Messungen noch aufrechtzuerhalten? 

Tafel 2.10. Messungen der Innentemperatur eines Gewächshauses 

Messungen 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Innentemperatur oe 24,6 23,4 24,6 24,1 23,7 23,8 24,1 24,0 23,5 24,2 

Aufgabe 2.7 

Der Sauerstoffgehalt eines Gewässers wurde mit zwei verschiedenen Methoden (O~ und O~) bestimmt 
(s. Tafel 2.11). Prüfen Sie die Hypothese, daß sich die Streuungen der Meßwerte beider Methoden nur 
zufällig unterscheiden (mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit IX = 5 rJ! 

Tafel 2.11. MejJergebnisse des Sauerstoff gehalts eines Gewässers 

5,5 5,0 5,3 5,6 5,8 

0; in mgfl 5,9 4,5 5,2 4,3 5,0 5,4 5,3 4,8 

Aufgabe 2.8 

Aus 11 Belastungstests einer männlichen Person mit einem Fahrradergometer bei einer Belastung von 
90 W wurde eine mittlere Herzfrequenz von x = 155 min -1 und eine Streuung S2 = 12,3 (min -1)2 

ermittelt. Bestimmen Sie für den Erwartungswert der Herzfrequenz den 95-%-Vertrauensbereich! 

Aufgabe 2.9 

Aus einer Stichprobe von 20 Posten einer Fertigungszelle der Mikroelektronik wurde eine Ausbeute an 
funktionstüchtigen Chips mit einem Mittelwert von x = 14,3% und einer Streuung von S2 = 1,8 (%)2 
ermittelt. 

Bestimmen Sie das Konfidenzintervall der Streuung für die Ausbeute mit einer Irrtumswahrschein­
lichkeit von IX = 0,1! 

Aufgabe 2.10 

Gegeben sind die in Tafel 2.12 dargestellten Werte einer zweidimensionalen Zufallsgröße. 
a) Bestimmen Sie auf der Grundlage der Klasseneinteilung die Verbundwahrscheinlichkeitswertel 
b) Berechnen Sie die Randverteilungen, und stellen Sie die Randverteilungen grafisch dar! Schließen 

Sie auf die Art der Verteilung! 
c) Berechnen Sie ausgehend von der Klasseneinteilung den totalen Korrelationskoeffizienten ~",; inter­

pretieren Sie das Ergebnis anband der zweidimensionalen Verteilung! 

Aufgabe 2.11 

Berechnen Sie den totalen Korrelationskoeffizienten für den Zusammenhang y = x2
• und diskutieren 

Sie das Ergebnis! 
Die Werte für x werden wie folgt vorgegeben: 

a)x= -2, -1, 1,2 

b)x= -1,0,1,2 
c) x = 1, 2, 3, 4. 

Aufgabe 2.12 

Die in Tafel 2.13 dargestellten Werte einer zweidimensionalen Zufallsgröße wurden gemessen. 
Berechnen Sie den Korrelationskoeffizienten, und überprüfen Sie, ob dieser .Wert statistisch gesichert 
ist! 

Der kritische Korrelationskoeffizient für n = 7, IX = 5% lautet ruft = 0,666 (s. Tafel A6). 

I , 

i 
., 
1 
i 
j 
, 
~ 

X, Y, 

0,35 0,97 
1,24 0,12 
2,21 3,17 
0,47 -0,83 
1,99 2,45 

2,34 3,24 
-0,22 1,73 

0,95 1,05 
0,66 -0,56 
0,28 0,87 

1,43 1,95 
-1,03 -0,88 
-0,42 -1,17 
-0,51 0,03 

2,85 3,12 

3,43 3,28 
1,37 3,22 
1,25 3,25 
0,44 -0,10 
0,52 -0,15 

Aufgabe 2.13 

x, 

0,35 
1,58 

-1,67 
0,55 
0,31 

2,88 
1,33 
1,25 
0,97 
1,95 

-0,35 
1,41 

-0,26 
0,15 
2,15 

0,64 
-0,41 

1,20 
1,33 
0,52 

Y, 

1,86 
0,76 
0,85 
0,76 
0,97 

3,63 
1,86 
2,53 
2,66 
2,55 

-0,18 
2,37 

-0,66 
0,80 
2,54 

1,56 
0,05 
1,84 
2,45 

-0,12 

2.4. Ob~ngsaufgaben zum Abschnitt 2 

Tafel 2.12 
Meßwerte einer zweidimensionalen 
Zufallsgröße 

Tafel 2.13. Meßwerte 
einer zweidimensionalen 
Zufallsgröße 

X, Y, 

o 
2 
1 
4 
3 
5 
6 

3 
6 
4 

11 
7 

10 
8 

71 

Als Merkmal für die Güte x eines fließenden Gewässers dient der Sauerstoff anteil im Wasser. Folgende 
Fakt?ren wirken auf die Wasserqualität ein: 

Ul biochemischer Sauerstoffbedarf "4 N03-Verbindungen 
U2 Wassertemperatur Us Nl4-Verbindungen 
"3 Durchfiuß "6 Permanganatverbrauch. 

Aus 67 Beobachtungen über einen längeren Zeitraum wurden die in Tafel 2.14 partiellen Korrelations­
koeffizienten berechnet. 

Gesucht ist die Matrix der Signifikanten Korrelationskoeffizienten für eine Irrtumswahrscheinlichkeit 
IX = 0,1 bzw. IX = 0,01! 

Tafel 2.14. Ermittelte Korrelationskoeffizienten 

u1 U2 U3 U4 Us U6 X 

Ul 1 
U2 0,358 1 
U3 0,052 0,033 1 
U4 -0,050 -0,221 -0,136 
Us 0,236 -0,318 -0,072 -0,012 1 
"6 0,046 0,144 -0,079 -0,016 0,015 1 
x 0,447 -0,729 0,077 0,083 -0,374 -0,058 1 



3. Beschreibung des dynamischen Verhaltens 
von Signalen 

Bei der Lösung vieler Diagnose-, Überwachungs-, Steuerungs- und Vorhersageaufgaben 
ist es notwendig, den zeitlichen Ablauf eines Signals zu beschreiben. Hierzu dienen sowohl 
zeitliche als auch spektrale Kennfun1ctionen. Als Signal wird der zeitliche Verlauf einer 
physikalischen Größe angesehen, wenn dieser Verlauf mindestens einen Parameter auf­
weist, der die zu signalisierende Größe abbildet [3.2,3.3] (s. auch TGL 14591). In Ab­
hängigkeit davon, ob die Beschreibung als Funktion der Zeit t oder der Frequenz w 
erfolgt, wird von der Beschreibung im Zeitbereich oder im Frequenzbereich gesprochen. 
Die Werte der das Signal kennzeichnenden Parameter (z. B. Amplituden- oder Frequenz­
werte) zu verschiedenen Zeiten werden auch als Signalwerte bezeichnet. Werden die 
Signalwerte für eine digitale Verarbeitung durch Anpassungs-, Umsetz- und Formierungs­
glieder kodiert, bezeichnet man sie als Daten [3.2]. Häufig werden jedoch im Sprach­
gebrauch auch die erfaßten Signalwerte als Daten bezeichnet. Eine weitere wichtige 
Untergliederung der Signalbeschreibungen ergibt sich, wenn die Reproduzierbarkeit des 
Signals betrachtet wird. Läßt sich der zeitliche Verlauf des Signals reproduzieren und 
exakt vorhersagen, wird von deterministischen Signalen (s. Abschn.3.1), im anderen Fall 
von nichtdeterministischenfstochastischen Signalen (s. Abschn.3.2) gesprochen. Nach 
diesen Gesichtspunkten sind die folgenden Abschnitte aufgebaut. Neben einer Einflihrung 
und einem Überblick sollen sie dazu dienen, aus der Vielfalt der Modelle fUr den jewei­
ligen Anwendungsfall das nach Eigenschaften geeignetste Modell auswählen zu können. 

3.1. Grundlagen der Beschreibung deterministischer Signale 

In der Systemtheorie haben deterministische Signale eine große Bedeutung als 

1. Grundbausteine beliebiger Signalverläufe und als 
2. Testsignale der experimentellen Prozeßanalyse. 

Die vorgestellten elementaren deterministischen Signalmodelle schließen an die Aus­
führungen in den Lehrbüchern von Reinisch [1.2, 3.1], Günther [3.2], Isermann [1.44], 
Strobel [1.46] und Eykhoff [1.47] an. In ihnen sind auch weiterflihrende Betrachtungen 
enthalten. 

3.1.1. Modelle im Zeitbereich 

3.1.1.1. Beschreibung kontinuierlicher Signale 

Grundsätzlich kann ein deterministisches Signal x(t) gekennzeichnet werden durch den 
zeitlichen Verlauf 

x = x(t) für -00 < t < +00. (3.1) 

In einigen Fällen ist es möglich, das Signal x(t) innerhalb des betrachteten Zeitintervalls 
geschlossen analytisch zu beschreiben. 
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Typisch sind folgende Fälle: 

Harmonische Signale 

- in der trigonometrischen Darstellung (Bild 3.1) 

x(t) = Xo cos (w,t + PI) für -00 < t < +00; 

w, = 27rIT, 
T, Periode des Signals 
fP, Phase; 

Signalverlauf 

t 

Amplitudenspektrum 

IXljwi! 

Wi ID 

(3.2) 

Bild 3.1 
Harmonisches Signal 
und sein 
Amp/itudenspektrum 
IX(jw)1 Betrag 
der komplexen 
Größe X(jw), 
bezeichnet als 
Amplitudendichte­
spektrum; 
s. Abschnitt 3.1.2 

- in der komplexen Darstellung bei Verwendung der Eulerschen Beziehungen 

.i(t) = Xo eJ(OJ,I+IP,) = Xo eJo>,· (3.3) 

mit Xo = Xo eJIP,. 

Exponentielle Signale 

- aperiodisch exponentieller Verlauf (Bild 3.2) 

x(t) = Xo e- IIT fUr 0;2; t < + 00 ; 

- periodisch exponentieller Verlauf (Bild 3.3) 

.i(t) = Xo eJo>l e61 für 0;2; t < + 00 

mit ö #= o. 

Bild 3.2. Verlauf eines aperiodischen exponentiellen 
Signals 

Bild 3.3 
Mögliche Verläufe eines exponentiellen Signals 
mit periodische,. Komponente 

(3.4) 

(3.5) 

xlf} 

t 
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Periodische Signale 

Jedes periodische Signal x(t) mit der Periode To kann durch eine Fourier-Reihe der Form 
a +<0 +<0 

x(t) = ~ + L a, cos (iwot) + L b, sin (iwot) , 
2 '=-<0 1=-<0 

Wo = 21CITo Frequenz der Grundwelle, 

beschrieben werden (Bild 3.4). 

x(f} Ta 

Xo r---

t 

-

Bild 3.4. Grundkonzept der Zerlegung periodischer Signale in Teilschwingungen xdt) 

Die Amplitudenwerte a, und b, werden nach folgenden Vorschriften berechnet: 

a, = - x(t) cos (iwot) dt 
1 f+TO 
To -To 

b, = - x(t) sin (iwot) dt 
I f+TO 

To -To 

ao = - x(t) dt. 
1 f+TO 

2To -To 

(3.6) 

(3.7) 

Für einige typische periodische Signale sind in Tafel 3.1 die Fourier-Koeffizienten dar­
gestellt. Werden die jeweils gleichfrequenten cos- und sin-Glieder von GI. (3.6) zu je einer 
harmonischen komplexen Schwingung zusammengefaßt, erhält man als Signalmodell 

+<0 
x(t) = L c, eH/coo)t (3.8) 

/=-<0 

Tafel 3.1. Ausgewählte Signalverliiufe und ihre Fourler-Reihen-Entwicklungen 

Signalverlauf Fourier-Reiben-Entwicklung 

XMI x. 
I 

x() 4Xo[, 1'3 1'5 +] t = -- sm wot + -sm wot + -sm wot ••• 
~ 3 5 

X(I)~I 

1 f 

x(t) = 8xo [Sin wot _ sin 3wot + sin 5wot + ... ] 
~2 1 32 52 )Cu I) 

x. 

r, f 

"x( ) Xo 2xo [ . 1 . 3 1. 5 ] t = - + -- sm wot + - sm wot + - sm wot + ... 
2 ~ 3 5 
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In diesem Modell sind die c, die komplexen Fourier-Koeffizienten, die aus der Beziehung 

(3.9) 

ermittelt werden. Für i = 0 gilt analog zu GI. (3.7) Co = ao/2 = x und bo = O. 

Aperiodische Signale 

Neben dem in GI. (3.4) beschriebenen exponentiellen aperiodischen Signal sind die in 
Tafel 3.2 dargestellten Signale von großer Bedeutung für die experimentelle Prozeßana­
Iyse. Wesentlich ist, daß die analytische Beschreibung häufig auf grund der Unstetigkeiten 
nur stückweise erfolgen kann. So gilt für 

- die Sprungfunktion 

x(t) = xoa (t) 

mit der Einheitssprungfunktion 

a(t) = {O für t < 0 
1 für t;;;;;O 

Tafel 3.2. Typische elementare Signale und ihre Amplitudenspektren 

Signalverlauf Amplifudenspekfrum 

Sprungfunktion 

h Xo 
I X (j1P)1- fff ~l~ 

f 1 2 5 70 
(J)_ 

Impulsfunkfion 

~l~ L I sin WTj IX(jlPll-xo T:t w[ 

Tit> t 1 2 5 70 
wT*_ 

Dirac-Irnpuls 

IX'.}ll 
L Ixc,jlP)I m xoT.t !xoT~ 

mifxo-O<l 
10 t T:t-O 1 2 S 

{JJ_ 

Rampenfunkfion 
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- den Rechteckimpuls 

x(t) = {O für 
Xo für 

- den Dirac-Impuls 

x(t) = ~(t) 

mit 

t < 0 und t > T 

o ~ t ~ T 

~(t) = 0 für t #: 0; f
+co 

-co ~(t) dt = 1 

- die Rampenfunktion 

x(t) = {O für 
at für 

t<O 

t ~ O. 

3.1.1.2. Beschreibung abgetasteter kontinuierlicher Signale 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 

Ein abgetastetes Signal x*(t) erhält man aus einem kontinuierlichen Signal x(t) durch 
eine Abtastung zu den Zeitpunkten t,,; k = 0, 1,2, ... (Bild 3.5). In sehr vielen Fällen 
wird davon ausgegangen, daß die Abtastung der Signale zu äquidistanten Zeitpunkten 
mit einer Abtastperiode T erfolgt. Diese Annahme gilt für alle Betrachtungen in diesem 
Buch. Das abgetastete Signal kann durch eine Folge von gewichteten Dirac-Impulsen 
beschrieben werden. Sie hat die Form 

x*(t) = x(0) ~(t) + x(T) ~ (t - T) + ... 
bzw. 

x(kTJ 
x(fJ 

co 

x*(t) = L x (kT) ~ (t - kT); 
1:=0 

x(OTJ xm x(ZTJ x(3TJ x(ItTJ x(STJ 

o Z 3 Ir 5 

t,k-

k=0,1,2, ... 

Bild 3.5 
Werte/olge 
eines abgetasteten 
kontinuierlichen 
Signalsx(t) 

(3.14) 

In dieser Modellvorstellung wird der Abtaster als Modulator betrachtet, bei dem x(t) 
das modulierende Signal und die Dirac-Impuls-Folge der Träger der Information ist. 
Die Fläche der gewichteten Dirac-Impulse ist gleich dem Wert des Signals x(t) zu den 
Tastpunkten t = kT. 

Bild 3.6 
Einfluß der Tastperiode 
au/ die Abbildung 
des Signals x(t) 
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Die Genauigkeit, mit der x*(t) das kontinuierliche Signal x(t) repräsentiert, erhöht 
sich mit kleiner werdender Abtastzeit T. Eine Beziehung zur Festlegung der Abtastzeit T 
ist durch das Abtasttheorem von Shannon 

T ~ 1/2fmax (3.15) 

gegeben. In GI. (3.15) istfmax die höchste im Signal x(t) enthaltene Frequenz einer Teil­
schwingung. Ist die Abtastperiode T größer als der in GI. (3.15) angegebene Wert, ist das 
Signal x(t) aus dem abgetasteten Signal nicht mehr exakt reproduzierbar (s. Bild 3.6). 

3.1.2. Modelle im Frequenzbereich 

3.1.2.1. BeschreJ."bung kontinuierlicher Signale 

Beschreibung harmonischer Signale. Ausgangspunkt für die Beschreibung harmonischer 
Schwingungen im Frequenzbereich sind die GIn. (3.2) und (3.3), die das Signal im Zeit­
bereich beschreiben. Der Übergang zur Darstellung im Frequenzbereich erfolgt dadurch, 
daß die Parameter der Amplitude Xo und der Phase rp in Abhängigkeit von der Kreis­
frequenz w dargestellt werden. Damit hat die harmonische Schwingung ein Spektrum 
mit je einer einzigen Spektrallinie im Amplituden- und im Phasenspektrum (s. Bild 3.1). 

Aus der komplexen Darstellung des Signals von GI. (3.3) erhält man den Real- und 
Imaginärteil zu 

x(t) = Re {x(t)} + j Im {x(t)}. (3.16) 

Damit ergibt sich die Amplitude zu . 
IXol = ..)Re2 {xo} + 1m2 {xo} 

und die Phase zu 

rp = arctan Im {xo} . 
Re {xo} 

(3.17) 

(3.18) 

Das Amplituden- und Phasenspektrum entsteht, wenn mehrere Frequenzen w, vorliegen. 
Beschreibung durch das Fourier-Integral. Wird von einem periodischen Signalverlauf, der 
durch die Fourier-Reihe von GI. (3.8) ausreichend beschrieben wird, zu einem nicht­
periodischen Signal (d. h. To ..... (0) übergegangen, gewinnt man eine Darstellung, die als 
Fourier-Integral bezeichnet wird. Damit geht die Gleichung der Fourier-Koeffizienten 
(3.9), sofern das Integral f:: Ix(t)1 dt < 00 (3.19) 

ist, in das Fourier-Integral über. Es gilt dann rur das komplexe Signal 

KUw) = f:: x(t)e-JCDtdt. (3.20) 

Das in GI. (3.20) dargestellte Integral wird auch als Fourier-Transformation des Signals 
x(t) bezeichnet und symbolisch durch die Form 

K(jw) = ty {x(t)} 

beschrieben. 

(3.21) 
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Für den zeitlichen Verlauf des Signals gilt analog zur Beschreibung der Fourier-Reihe 
GI. (3.8) 

x(t) = -. X (jw) eJtDt d (jw). 
I J+JOO 

27tJ - Joo 

Da die Fourier-Transformierte von x(t) eine komplexe Funktion mit 

X (jw) = U(w) + jV (w) 

ist, erhält man das Amplitudenspektrum als 

IX (jw)1 = .j U2(w) + V 2(w) 

und das Phasenspektrum durch die Beziehung 

lP(w) = arctan V(w)/U(w). 

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 

In Tafel 3.2 und Bild 3.1 sind für ausgewählte Signaltypen die Amplitudenspektren dar­
gestellt. Sie geben eine sehr gute Information über die Amplituden der einzelnen peri­
odischen Komponenten des Gesamtsignals. Deutlich wird bei der Verwendung dieser 
Signale als Testsignale, daß eine einzelne periodische Schwingung Systeme nur an der 
Stelle w, erregt und mit Ausnahme der Nadelfunktion alle Amplitudenspektren mit zu­
nehmender Frequenz abnehmen. Damit werden hochfrequente Bereiche von Systemen 
nicht ausreichend erregt, und die Genauigkeit der diesen Bereich beschreibenden Para­
meter nimmt ab (s. Abschn.4). 

Beschreibung durch das Laplace-Integral. Die für die Anwendung der Fourier-Transfor­
mation von GI. (3.19) notwendige Bedingung ist bei beliebigen instabilen Signalverläufen 
- s. Bild 3.2 und GI. (3.5) - nicht mehr erfilllt. Durch die Modifizierung der periodischen 
Signale von GI. (3.3) mit dem Faktor e-6t entsprechend GI. (3.5) ergibt sich das Fourier­
Integral zu 

X(jw) = J:: x(t) e-(HJtD)t d!. 

Führt man die komplexe Frequenz 

p = !5 + jw 

ein, so erhält man das Laplace-Integral zu 

X(P) = J:: x(t) e-pt dt. 

Für das Umkehrintegral gilt analog zu GI. (3.22) 

x(t) = -. X(P) ePt dp. I J+JOO 
27tJ -Joo 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

(3.28) 

Das in GI. (3.27) dargestellte Integral wird auch als Laplace-TransJormation des Signals 
x(t) bezeichnet und symbolisch durch den Ausdruck 

X(P) = 2 {x(t)} (3.29) 

beschrieben. 
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3.1.2.2. Beschreibung abgetasteter kontinuierlicher Signale 

Eine Beschreibung diskontinuierlicher Signale erhält man durch die Anwendung der 
Laplace-Transformation auf die in GI. (3.14) angegebene Wertefolge. Da die Laplace­
Transformierte des Dirac-Impulses <'l(t) zum Zeitpunkt (t - kT) 

2 {<'l (t - kT)} = e-pkT (3.30) 

ist, erhält man für die Wertefolge im Frequenzbereich 

00 

2· {x·(t)} = X·(p) = L x(kT) e- pleT
; k = 0, 1,2, ... (3.31) 

Ie=O 

Die in GI. (3.31) dargestellte Beziehung wird als einseitige diskrete Laplace-Transforma­
tion bezeichnet. 

Wird eine weitere Variablentransformation mit 

(3.32) 

vorgenommen, erhält man die einseitige z-TransJormierte der Wertefolge zu 
00 

Z {x·(t)} = X(z) = L x (kT) z-le; k = 0,1,2, ... (3.33) 
Ie=O 

Ausführliche und weiterführende Betrachtungen zu dieser Beschreibungsform sind in 
[1.2, 3.3] enthalten. 

Für nach GI. (3.14) beschränkte Signale geht die Fourier-Transformierte von GI. (3.20) 
für das kontinuierliche Signal im abgetasteten Fall in die diskrete Fourier-TransJormierte 

+00 

X· (jw) = L x (kT) e-JtD/cT; k = 0, ±I, ±2, ... , (3.34) 
Ie=-oo 

über. Wenn eine endliche Beobachtungszeit von 2To mit 2n Beobachtungen angenommen 
wird, erhält man für die diskrete Fourier-Transformierte von GI. (3.34) 

+n 
X· (jw) = L x (kT) e-j(n lernj 1l) (3.35) 

Ie=-II 

mit t = kT, 00 = mwo = ml:rr:/2nT = nm/nT, To = nT, k = 0, ± 1, ±2, ±3 •...• m = 1,2, ... , n; 

Wo = 'br:/2To Grundwelle des Signals im Beobachtungszeitraum. 

Für die Rücktransformation gilt 

I +n 
x(kT) = - L X· (jw) eJ(n/crnj1l). 

2n rn=-" 

(3.36) 

3.2. Grundlagen der Beschreibung stochastischer Signale 

3.2.1. Grundbegriffe 

Die bisherigen Beschreibungen des dynamischen Verhaltens von Signalen beziehen sich 
nur auf Signale, deren zeitlicher Verlauf eindeutig analytisch formulierbar ist. In sehr 
vielen Aufgaben spielen Zufallsgrößen x eine wichtige Rolle, deren Werte Funktionen 
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der Zeit sind. Man bezeichnet Zufallsgrößen x(t) mit dieser Eigenschaft als zufällige oder 
stochastische Funktionen. Sie sind als Realisierungen eines stochastischen Prozesses an­
zusehen. Der zeitliche Verlauf eines solchen Signals ist nicht reproduzierbar, und sein 
weiterer Verlauf kann nicht eindeutig aus der zurückliegenden Zeit ermittelt werden. 
Im Bild 3.7 sind mögliche Signalverläufe einer Zufallsfunktion dargestellt. 

Bild 3.7 
Mögliche Verläufe 
eines stochastischen Sig1lllls 

Für die praktische Anwendung von Beschreibungsformen von stochastischen Prozessen 
sind die Begriffe der Stationarität und Ergodizität von zentraler Bedeutung. 

t 

t 

xn(fli"'~" JoJ4.A t 

Xe 

Bild 3.8 
Aufzeichnungen eines Ensembles 
eines stochastischen Prozesses 

Als stationär wird ein stochastischer Prozeß bezeichnet, wenn seine statistischen Eigen­
schaften unabhängig von jeder zeitlichen Verschiebung T sind. Damit gilt für die Vertei­
lungsdichtefunktionen 

f(x, t) = f(x, t + 1) = f(x). (3.37) 

Als ergodisch (wegunabhängig) wird ein stochastischer Prozeß dann bezeichnet, wenn 
der Mittelwert XB über das Ensemble (d.h. n Realisierungen des Zufallsprozesses) mit 

.dem zeitlichen Mittelwert XR einer beliebig ausgewählten Realisierung des Ensembles 
übereinstimmt (Bild 3.8), wenn also gilt 

(3.38) 

Jeder ergodische Prozeß ist stationär; die Umkehrung gilt nicht. Während die Eigenschaft 
der Stationarität praktisch gut nachgewiesen werden kann, ist die Bedingung der Ergo­
dizität aufgrund des häufig fehlenden Ensembles schwierig. 
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3.2.2. Beschreibung stochastischer Signale im Zeitbereich 

Neben den Kenngrößen Erwartungswert und Streuung für das stochastische Signal x(t) 
- s. Gin. (2.11) und (2.14) - hat die Beschreibung des dynamischen Verhaltens eine große 
Bedeutung. Sie erfolgt im Zeitbereich durch die Korrelationsfunktionen. 

xlf) 

3.2.2.1. AntokorrelatioDSfunktion R=( 't) 

Bild 3.9 
Stochastische Sig1Ullwerte x (t) 
und x(t + T) zur Ermittlung 
der Autokorrelationsfunktion 

Wird von dem im Bild 3.9 gegebenen stetigen stochastischen Signal x(t) ausgegangen, so 
wird durch die Autokorrelationsfunktion R",i-r) der mittlere lineare statistische Zusam­
menhang der Zufallsgröße x(t) zu den Zeitpunkten t und t + -r beschrieben. Allgemein 
beruht ihre Berechnung auf der Kovarianz - s. GI. (2.24) -, und es gilt 

R=(1:) = E {x(t) x(t + .)}. (3.39) 

Für eine ergodische Zufallsgröße kann das Ensemblemittel durch den zeitlichen Mittel­
wert el"setzt werden. Damit gelten die folgenden Berechnungsvorschriften: 

- stetige stochastische Signale 

R",i-r) = lim -- x(t) x (t + -r) dt, 
1 f+TO 

To-'oo 2To -To 

- diskrete stochastische Signale (n Beobachtungen) 

a) für periodische stochastische Signale 

1 " 
R= (mT) = - L x (kT) x [(k + m) T] 

n k=l 

mit -r = mT, t = kT, nT Periode, m = 0, 1,2, ... , 1,1< n, 

b) für nichtperiodische stochastische Signale 

1 n-m . 
R""" (mT) = --" - L x (kT) x [(k + m) T]. 

n - m k=l 

(3.40) 

(3.41) 

(3.42) 

Die Autokorrelationsfunktion auf den Mittelwert normierter Signale wird als Auto­
kovarianzfunktion bezeichnet. 

Die Autokorrelationsfunktion R",i-r) besitzt folgende wichtige Eigenschaften: 

1. Die Autokorrelationsfunktion ist eine gerade Funktion: 

R"",,(-r) = R'=( --r). (3.43) 
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2. Der Anfangswert der Autokorrelationsfunktion ist gleich der mittleren Signalleistung: 

Rn,(O) = lim -. x 2(t) dt ~ IR",,(r)l. 
I f+To 

T o"'''' 2To -To 

(3.44) 

3. Eine periodische Komponente in x(t) mit der Periode TI ergibt eine periodische Kom­
ponente mit der Periode TI in R",,(r); die Phaseninformation geht verloren. 

4. Die Autokorrelationsfunktion einer konstanten Größe bzw. des Gleichanteils eines 
Signals ist gleich dem Quadrat des Mittelwerts des Signals: 

R",,('r) = x2 • 

5. Wenn ein stochastisches Signal einen konstanten Anteil hat, 

!im R",,(T) '#- 0, 

gilt für die Streuung des Signals 

(3.45) 

0'; = R",.(O) - R",,( (0). (3.46) 

6. Sind im stochastischen Signal keine periodische Komponente und kein Gleichanteil 
enthalten, geht der innere stochastische Zusammenhang für T -. 00 verloren: 

!im R",,(T) = O. (3.47) 

Zum besseren Verständnis sind in Tafel 3.3 die zeitlichen Verläufe von typischen Signa­
len und ihre Autokorrelationsfunktionen dargestellt. Diese Autokorrelationsfunktionen 

Ta/ei 3.3. Signalverläufe und ihre Autoko"elationsfunktionen/Leistungstlichtespektren 

Signa/ver/auf Autokorre/afionsfunkfion Leisfuna.sdichfespekfrum 

KIl 
r weißes Rauschen x RPl ~I 1..It All. J.L I A. . ''''' ... .OV"VV f 

0 't' ID 

x(1 
r farbiges Rauschen .t" 

Ä 1 ,.,./'1... A .J\ ~ -,... 
""'" '-/ "t . 

0 1: (J) 

~ vrsz ~l I 
K(f I" 1 'I 

cD f o 1: lIIi 

~tl RM"l 1 1
xo . Ix% . . 

t 0 1: 111 

·3.2.2. Beschreibung stochastischer Signale im Zeitbereich 83 

werden besonders zur Deutung innerer Zusammenhänge von Signalen, zur Ermittlung 
von Autoleistungsdichtespektren (s. Abschn.3.2.3) und zur Ermittlung von System­
modellen (s. Abschn.3.2.4) verwendet. 

Bild 3.10. Stochastifche Signa/werte u(t) und x(t + T) zur Ermittlung der KreuzkorrelationsfunJction 

3.2.2.2. Kreuzkorrelationsfooktion R",,( 'E') 

Die Kreuzkorrelationsjunktion R..,.(T) ist ein Maß für den mittleren linearen statistischen 
Zusammenhang zwischen den stochaStischen Signalen u(t) und x(t) mit der Zeitverschie­
bung T (Bild 3.10). Als allgemeine Berechnungsvorschriftgilt analog zu GI. (3.39): 

R",.(T) = E {u(t) x (t + T)}. (3.48) 

Damit erhält man folgende Beziehungen: 

- für stetige stochastische Signale 

R",.(T) = lim - u(t) x (t + T) dt 
1 f+TO 

T o"'''' 2To -To 

- füf diskrete. stochastische Signale 

I D-IJI 

R",. (mT) = -- L u (kT) x [(k + m) T). 
n - m 1:=1 

Die Kreuzkorrelationsfunktion R",.(T) hat folgende wichtige Eigenschaften: 

I. Sie ist keine gerade Funktion, denn es gilt 

R..,.(T) =R",,( -T). 

(3.49) 

(3.50) 

(3.51) 

2. Sind die Signale u(t) ll11d x(t) stochastisch unabhängig und besitze,n sie keine konstan­
ten oder periodischen Anteile, so ist 

R",,(T) = 0 für alle T. (3.52) 

3. Die Kreuzkorrelationsfunktion für T = 0 ist 

R",,(O) = u(t) x(t). 

4. Für T -. 00 ergibt sich die Kreuzkorrelationsfunktion zu 

lim R",,(T) = u(t) x(t). 

5. Bei der Überlagerung zweier Signale x(t) = u(t) + z(t) gilt 

R",,(T) = R",,(T) + ~z(T) + R",.(T) + Rzu(T). 

(3.53) 

(3.54) 

(3.55) 

Einige dieser Eigenschaften der Kreuzkorrelationsfunktion sind im Bild 3.11 dargestellt. 
Die Kreuzkorrelationsfunktionen werden u. a. benutzt für die Ermittlung von zeitlichen 

Zusammenhängen zwischen zwei Signalen, zur Ermittlung von Kreuzleistungsdichte-
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spektren (s. Abschn. 3.Z.3) und zur Bestimmung von Systemmodellen (s. Abschn. 3.2.4). 
Ebenso vorteilhaft ist. ihre Anwendung als Meßverfahren zum Nachweis periodischer 
Signalkomponenten oder zur elektrischen Leistungsmessung [3.3 bis 3.5]. 

RuxIT} 

Bild 3.11 
Verlauf 
einer Kreuzkorrelationsfunktion 

3.2.2.3. Experimentelle Ermittlung von Korrelati0nsfunk~onen 

Die Ermittlung der Korrelationsfunktionen R",/rj' imd R,,;x(-r:) von stetigen stochastischen 
Signalen kann nachdem'ln:den Bildimi-3.i2 wid:U3 dargestellten Schema erfolgen, In 
den An.ordilungen siIid·' <He "Gbi. (3AO) und (3A9) realisiert worden, wobei fü.:i. versdiie­
dene -r:-'Werte die KorrelatioJiSfUnkt16nenüber die Beobachtungszeit To ermittelt werden. 
Die auf diesem Schema basierenden Geräte werd~n als Korrelatoren bezei~hnet. Eine 
eingehende Darstellung verschiedener mechanischer, fotoelektrischer, magnetischer und 
elektronischer Korrelatoren sowie eine eingehende' Fehlerbetrachtung der erniittelten 
Korrelationsfunktionen sind in [3.6] enthalten. Bei dieser an Bedeutung verlierenden 
Gruppe von Methoden wird die Genauigkeit der Bere,chnung neben dem Einfluß der 
Gerätekomponenten (Multiplikations-, Integrations-, Zeitverschiebungsfehler) wesent­
lich vom Verhältnis von Beobachtungszeit To Zur gewählten Zeitverschiebung bestimmt. 
Je größer das Verhältnis ist, um so genauer wird die Korrelationsfunktiop bestin;unt. Eine 
allgemeine Beziehung besteht nicht. Die Berechnung für einen-r:-Wert wird nach Vor­
sphlag von [3.6] beendet, wenn fol~ende.Ungleichung erfüllt'ist: 

IR. (7:, Tm) - R. (-r:, Tn)1 < e mit Tm < Tn;' 

B AbbruchgrenZe; i.B;s= :Q,05A (0). 

x(f) 

x(t-T: ) x(f)x(f-rJ 

(3.56) 

Bild 3.12' 
Anordnung 
zur ~xjjerimentellen 

. . Ermitt/;mg der Auto­
Rx~ (r).. korrelations funktion 

Die Ermittlung der Korrelationsfunktion auf der Grundlage der diskreten Werte eines. 
stochastischen Signals über das Beobachtungsintervall To (TQ = ,~n erfol~ nach den 
Beziehungen in den GIn. (3Al) bis (3A3) mittels eines DigitaItech:rieis. Diese "digitalen 
Korrelatoren" haben die gerätetechnischenFehlel'iD.öglichkeiteb.·der,;analogen Körre­
ll!-toren" nicht. Neben dem Einfluß der Beobachtungszeit To"und der Verschiebung -r: 
beeinßußt die Wahl der Tastperiode T die Genauigkeit~dei KofTelatiotisfliDktion. Als 

x(f) 

BiId3:H" 
. Anordnung. '" 
.' zur experime7ttellefl 

Ermittlüngder Kreuz-
: f~(Ji Ir} .' kotrelatio1is/unktion .. 

Beispiel 
3.1 

Gegeben: 

Gesncht: 

Ergebnis: 

3.2.2. Beschreibung stochastischer Signale im Zeitbereich 

Eioßuß der Beobacbtongsanzahl 
auf die Güte der berechneten KorrelatiODSfimkUon AJr,,(r:) 

x(t) weißes Rauschen; NV (1,1), 
Abtastzeit T = 1 s, 
n = 50, 100, 500 Beobachtungen, 
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Verlauf der Korrelationsfunktion für eine feste Korrelationstiefe und verschiedene 
Beobachtungsanzahl. 

Siehe Bild zu Beispiel 3.1. 

4 

t 
x(f) 0 

-2 

1 b) 

t 
.Rxx(rl 

0 

1 c) 

J 
RJrx(rJ 

0 

1 d) 

'. t 
Riirl 

0 

n·50 

24 

29 

5 

T-

S 

T-

5 

r-
48 

Die Ergebnisse zeigen, daß 

1. die Streuung der Werte der Korrelationsfunktion mit Zunahme der KorreIationstiefe zunimmt 
(n = SO), 

FOrtsetZUDB VOD Beispiel 3.1 .. S. 86 
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Beispiel 
3.1 

3. Beschreibung des dynamischen Verhaltens von Signalen 

Einftuß der BeobadltungsanzahI 
auf die Güte der bereclmeten Korrelationsfllllktion Rh(T) 

2. die Streuung der Werte der Korrelationsfunktion mit der. Zunahme an Beobachtungen abnimmt 
(n = 50,100,500), 

3. bereits für n = 500 sehr gut zu erkennen ist, daß das Signal aus einem Gleichanteil und einer zuialligen 
Komponente, die weißes Rauschen ist, besteht. 

Anmerkung: 

Alle Berechnungen der Beispiele wurden in zeitdiskreter Form realisiert. Die in den Tastpunkten kT 
exakt ermittelten Funktionswerte wurden zur übersichtlicheren Darstellung durch Geraden verbunden. 
Um die Atizahl der Symbole und Formelzeichen nicht noch weiter zu erhöhen, werden für diese Verläufe 
auch die Symbole der kontinuierlichen Beschreibung verwendet. 

x(fl 

f 

o 

Bild 3.14 
Abgetastete Signalwerte 
und die berechneten Stützsteilen 
der Autokorrelationsfunktion 

Ergebnis erhält man im Abstand der Verschiebung mT die Stützstellen der Korrelations­
funktion (Bild 3.14). 

Die Abschätzung der Signifikanz, d. h. R",:x{r) :F 0, der empirisch ermittelten R"",,(r) 
auf der Grundlage der Annahme von unabhängigen Beobachtungen des stochastischen 
Signals kann erfolgen nach [3.19] bei n - m Produkten in den GIn. (3.41) und (3.42) mit 
einem Risiko von IX = 5 % nach der Vorschrift 

(

= 0 für 
R~(~) 

:F 0 sonst 

. 2 ;;;;; R~",(r) ;;;;; + 2 
~n-m ~n-m (3.57) 

mit 

'''' ( ) _ R",xCT) 
1{",,,, T - • 

R"",,(O) 

Im Bild 3.15 ist die Vorgehensweise für ein typisches Beispiel dargestellt. Die Werte der 
berechneten normierten Autokorrelationsfunktion R~(T), die außerhalb des Toleranz­
bereichs liegen, sind statistisch gesichert, d. h. ungleich null. Es ist ferner zu erkennen, 

Beispiel 
3.2 

Gegeben: 

3.2.2. Beschreibung stochastischer Signale im Zeitbereich 

Ermittlung der Korrelationsfunktion Ru(T) 
und des Leistungsdichtespektrums $dw) 

x(t) = x'(t) + 0,5 sin ~ t, 
24 

x'(t) weißes Rauschen, NY (0, 1), 

Abtastzeit T = 1 s, 

Beobachtungen: 500. 

87 

Gesndlt: 

Ergebnis: 

Verlauf der Korrelationsfunktion Rh(r) und des Leistungsdichtespektrums $dw). 

Siehe Bild zu Beispiel 3.2. 

3 

I 0 
xltJ 

-3 

1 

I 
Hxx 1rJ 

o 
-a2 

b) 

405 c) 

o 

Die dargestellten Funktionen zeigen, daß das Signal x(t) 

1. keinen Gleichanteil hat, 

,-

flI-

2. eine periodische Komponente besitzt, was sowohl im Verlauf von ~( mT) und noch deutlicher im 
Leistungsdichtespektrum $J.,.(w) zu erkennen ist, 

3. eine zuiallige Komponente enthält, die als nahezu weißes Rauschen gedeutet werden kann. 
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daß mit Abnahme der Anzahl der Pr6dukte in den GIn. (3.41) und (3.42) bei fester Beob­
achtungsanzahl n und zunehmender Korrelationstiefe mT die Signifikanzwerte für 
R~.{r) zunehmen. Weiterführende Betrachtungen zur Größe des statistischen Fehlers 
normierter Autokorrelationsfunktionen sind unter Annahme verschiedener V oraussetzun­
gen an das stochastische Signal in [3.7] enthalten. 

Bild 3.15 
VerlaUf des nichtsignifikanten Bereichs 
einer Autoko"e/ationsfunktion 
(IY. = 5%, n = 100) 

Im Beispiel 3.1 ist für ein stochastisches Signal der Einfluß der verwendeten Beobach­
tungszahl auf die Güte der geschätzten Korrelationsfunktion R~ (mT) dargestellt. 

Ist in einem Signal eine periodische Komponente enthalten, wie im Beispiel 3.2, be­
sitzt auch die aus eiDer Stichprobe berechnete Korrelationsfunktion R~" (mT) eine pe­
riodische Komponente. (Das im Beispiel 3.2 dargestellte Leistungsdichtespektrum $",,( (J) 

wird im Abschnitt 3.2.3.1 behandelt.) 

3.2.3. Beschreibung stochastischer Signale 
im. FrequenzbereichfLeistungsdichtespektren 

Wie bei den determini~rten Signalen ist auch bei stochastischen Signalen die Vertei­
lung der Leistung über die Frequenz (J) zur Lösung vielf'altiger Diagnose-, Überwachungs-, 
Steuer- und Vorhersageaufgaben von großem Interesse. Im Gegensatz zu dem im Ab­
schnitt3.1.2 vorgestellten Amplitudenspektrum IX (jm)1 wird eine Kenngröße - das 
Leistungsspektrum S(m} - gesucht, das die mittlere Leistung des Signals in einem Fre­
quenzbereich beschreibt. In Analogie zu den Korrelationsfunktionen wird die mittlere 
Leistung als Funktion der Frequenz m eines Signals in Form des Autoleistungsdichte­
spektrums und die mittlere Leistung zweier Signale als Funktion der Frequenz w in Form 
des Kreuzleistungsdichtespektrums beschrieben. 

3.2.3.1. Autoleistungsdichtespektrum S",,( (1) 

Bei der Ableitung der Beziehungen für das Autoleistungsdichtespektrum wird von einem 
Teilvorgang XTO(t) des stochastischen Signals x(t) ausgegangen, da das komplexe 
Amplitudenspektrum für ein zeitlich nicht begrenztes Signal nicht existiert. Entsprechend 
Bild 3.16 gilt für den Teilvorgang XTO(t): 

( ) _ {x(t) für XTO t -
o sonst 

(3.58) 
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Die mittlere Leistung für den Teilvorgang XTO(t) ergibt sich damit zu 

x:o(t) = -- x}o(t) dt. 
1 f+TO 

2To -Ta 
(3.59) 

Wird ein stationäres stochastisches Signal x(t) angenommen, ergibt sich die Gesamt­
leistung im Zeitbereich durch Grenzwertbildung entsprechend GI. (3.60) zu 

(3.60) 

Da die mittlere Gesamtleistung des Signals im Zeit- und Frequenzbereich gleich sein 
muß, kann mittels der Fourier-Transformation - GIn. (3.20) und (3.22) - eine Um­
formung von GI. (3.60) in eine Form erfolgen, die den Leistungsanteil einzeIner Frequen­
zen da:i:stellt. Aus GI. (3;60) ergibt sich damit 

(3.61) 

1---------1 
1 x(fi I 
I . 1 

I~I 
I L-L-l I I 

Signal 

1 • t I L ________ ~ 

I 
,---- - ----l 
I I 
I xiIi ~r:.. ~!!IJJJ _ ;lfJ : 

1 Algorithmus 1 

I· I L _________ --1 

Verarbeitung 

, 
C-------------, rl ~. j 

,I wi CD 1 L __________ ---1 

Ergebnis Bild 3.16 
Prinzip der Ermittlung 
von Leistungsdichtespektren 

Durch Vertauschen der Integrationsreihenfolge erhält man 

(3.62) 
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Unter Verwendung der Beziehungen wr die Fourier-Transformation und für komplexe 
Größen ergibt sich aus GI. (3.62) 

x 2(t) = 1im - -. IXTO (jw)12 d(jw). 
-- 1 1 f+Jex> 

To .... ex> 2To 27tJ -Jex> 
(3.63) 

Durch das Vertauschen der Grenzwertbildung und der Integration erhält man einen Aus­
druck, der nur von der Frequenz wabhängt. Es gilt dann: 

x 2(t) = ~f+Jex> 1im IXTO (jw)12 d(jw). (3.64) 
27tJ -Jex> To .... ex> 2To 

Der Ausdruck 

(3.65) 

stellt ein Maß für die mittlere Leistung einer Teilschwingung des stochastischen Signals 
der Frequenz w dar. Sie wird als Autoleistungsdichtespektrum bezeichnet. Mit dieser Ver­
einbarung findet man für die GesamtIeistung des Signals im ,zeitbereich entsprechend 
GI. (3.64) 

r(t) = -. S",,(w) d(jw). 
-- 1 f+Jex> . 

27tJ -J"" 

(3.66) 

Da das Autoleistungsdichtespektrum immer eine reelle Größe ist, gilt für Frequenzen 
im Bereich 0 ~ w ~ 00 

1 f+ex> 
x 2(t) = - S%%(w) dw. 

1t 0 

(3.67) 

GI. (3.67) wird als Parsevalsehe Gleichung bezeichnet. Sie hat große Bedeutung für den 
Entwurf von stochastisch gestörten Steuerungen. 

Wesentliche Eigenschaften des Autoleistungsdichtespektrums sind folgende: 

1. Es gilt S"",,(w) = S",,,,( -w), d.h., es liegt eine gerade Funktion vor. 
2. Das Autoleistungsdichtespektrum ist immer eine reelle Größe~ und es gilt 

S,,:x;{w) ~ O. 

In Tafel 3.3 sind die Spektren für einige tYPische stochastische Signale dargestellt. Wäh­
rend das "weiße Rauschen" alle Frequenzen mit gleicher Leistung enthält, . besitzt ein 
harmonisches Signal ein Spektrum in Form einer impulsförmigen Spektrallinie bei der 
Frequenz w,. 

3.2.3.2. Kreuzleistungsdichtespektrum S",,(O» 

Ergibt sich eine Leistung aus dem Produkt zweier stochastischer Signale (z. B. Strom und 
Spannung, Drehzahl und Drehinoment, Kraft und Geschwindigkeit), so können analog 
zu Abschnitt 3.2.3.1 die Teilvorgänge UTO(t) und xTO(t) mit den Eigenschaften 

{
U(t) für ~ -To ~ t ~ To 

uTo(t) = 0 
sonst 

{
X(t) für - T.o ~_ t ~_ T.o 

xTO(t) = 0 
sonst 

(3.68) 
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als Ausgangspunkte verwendet werden. Für den zeitlichen Mittelwert des Produkts der 
stationären Signale ergibt sich dann 

u(t) x(t) = lim -- UTO(t) XTO(t) dt. 
1 f+TO 

To .... ex> 2To -To 

(3.69) 

Mit der Anwendung der Fourier-Transformation und einigen Umformungen wie im 
Abschnitt 3.2.3.1 geht GI. (3.69) in den Ausdruck 

u(t) x(t) = ~f+Jex> lim UT~ (jw) XTO (-jw) dOw) 
27tJ -Jex> To .... ex> 2To 

(3.70) 

über. In GI. (3.70) wird der Ausdruck 

lim UTO (jw) XTO (-jw) = SuJw) 
To .... ex> i 2To 

(3.71) 

als Kreuzleistungsdichtespektrum bezeichnet. Mit dieser Definition geht GI. (3.70) über 
in die Form 

1 f+Jex> 
u(t) xCt) = -. S",,(w) d(jw). 

27tJ -Jex> 
Das Kreuzleistungsdichtespektrum S",,(w) hat folgende wichtige Eigenschaften: 

1. Das Kreuzleistungsdichtespektrum ist in der Regel eine komplexe Größe. 
2. Das Kreuzleistungsdichtespektrum ist keine gerade Funktion; denn es gilt 

S",,(w) = S;"'( -w). 

3. Bei der Überlagerung zweier Signale x(t) = u(t) + z(t) gilt 

S",,,,(w) = Suu(w) + S .... (w) + Sw;(al) + Szu(w). 

(3.72) 

. Das Kreuzleistungsdichtespektrum ist für die Analyse. von Signalübertragungen und 
Systembeschreibungen im Frequenzbereich von besonderer Bedeutung (s. Abschn.3.2.4). 

3.2.3.3. Experimentelle Bestimmung von Leistungsdichtespektren 

Die Ermittlung von Leistungsdichte ist eine der schwierigsten Aufgaben der Signalana~ 
lyse. In der Literatur WUrde eine Vielzahl von Verfahren vorgestellt, wobei häufig Aus­
sagen über Ihren zweckmäßigen Einsatz fehlen [3.4, 3.7 bis 3.11]. Im Rahinendieses 
Buches sollen ausgewählte Grundprinzipien vorgestellt werden, die die Basis leistungs­
starker rechnergestützter Verfahren sind. 

Alle Verfahren beruhen auf der Messung (kontinuierlich/diskontinuierlich) des sto­
chastischen Signals und der anschließenden Selektion der Leistungsanteile bestimmter 
Frequenzen w, (bzw. Frequenzbereiche ~w,) a~ dem Signal durch Filterverfahren oder 
Algorithmen. Für ein kontinuierliches stochastisches Signal ist das Konzept im Bild 3.16 
dargestellt. 

Die Verfahren werden im folgenden unterschieden in direkte Verfahren, bei denen das 
Leistungsdichtespektrum direkt aus dem Sign3.J. geschätzt wird, und in indirekteVerfah­
ren, bei denen das Leistungsdichtespektrum auS dem Signal über die Ermittlung von Kor­
relationsfunktionen und deren Fourier-Transformation berechnet wird. Den Schwer­
punkt bildet hier aUßerdem die diskontinuierliche Betrachtungsweise, weil der Digital­
rechner gegenüber analogen Geräten wesentlich leistungsfähiger ist. 



92 3. Beschreibung des dynamischen Verhaltens von Signalen 

Direkte Verfahren 

Zu den klassischen direkten Verfahren gehören das SuchfilterverJahren und das Such­
JrequenzverJahren. Beide Verfahren wurden auf der Basis von analogen Geräten ent­
wickelt. 

Das Suchfilterverfahren, dessen Prinzip im Bild 3.17 dargestellt ist, geht davon aus, 
daß durch ein analoges Bandpaßfilter aus dem stochastischen Signal x(t)für eine Fre­
quenz W, der Leistungsanteil in einem schmalen Bereich !!.WI um die Mittelftequenz w, 
herausgefiltert wird. Aus dem gefilterten Signalanteil :x (t, W,) wird durch eine Quadrier­
einheit und einen Integrator eine Schätzung für das Autoleistungsdichtespektrum nach 
der Beziehung 

A ( ) _ Xl (t, W,) 
~%% W, -

!!.WI 
(3.73) 

ermittelt. Für eine unendlich große Beobachtungszeit Ta erhält man das exakte Auto­
leistungs4ichtespektrum zu 

Sxx(W,) = lim _1_fT

°:X2 (t, w,) dt. 
To .... OO Ta a • 

Bild '3.17 
Prinzip 

(3.74) 

des Such/ilterver/ahrens 

Das Hauptproblem dieser Methode ist die Realisierung der Filtercharakteristik. Für den 
idealen Bandpaß gelten entsprechend Bild 3.18 folgende Übertragungseigenschaften: 

(3.75) 

(3.76) 

Die analoge Realisierung des Bandpasses bereitet u.a. große Schwierigkeiten aufgrund 
einer zu geringen Steilheit des Filters, besonders im tiefen Frequenzbereich, und der not­
wendigen Gleichheit zweier Filter bei der Ermittlung des Kreuzleistungsdichtespektrums. 
Aus diesen Gründen wurden die analogen durch digitale Filter ersetzt (s. Abschn.3.4). 

Bild 3.18 
t1bertragungsverlwlten 
eines idealen JJandpqßfilters 

Unabhängig von der Realisierung des Filters ist der Einfluß der Beobachtungszeit Ta 
und der Bandbreite !!.w auf die Genauigkeit der Schätzung. Allgemein gilt, daß das 
Spektrum um so genauer ermittelt wird, je größer Ta und je kleiner !!.w ist. Bei kleinerem 
!!.w, d.h. bei größerer Anzahl von Frequenzbändern, muß bei gleicher Schätzgüte die 
Beobachtungszeit Ta vergrößert werden. Eine Abschätzung für das Vertrauensintervall 
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des Spektrums LlSxx.«in dB wurde von Blackman und Tukey [3.1IJ angegeben in Form 
der· Beziehung .. 

!!.Sxx.« = K(njm* - 0,883)-1/2; (3.77) 

n Zahl der Abtastwerte 
m* Zahl der Frequenzbänder 

Cl' 120 10 4 2 

K 11,2 14,1 17,7 20,5 

Damit wird deutlich, daß das Toleranzband !!.Sxx.« mit Zunahme der Sicherheit größer 
wird und mit Zunahme des Wertes von njm* abnimmt. Der mit GI. (3.77) berechnete 
Toleranzbereich enthält mit dem angegebenen Risiko (X den tatsächlichen Wert des 
Spektrums (Bild 3.19). 

10 

dB 

6 

tJsxx " 
2 

oL---~----~~~~--~ 
1 10 100 1000 10000 

njm -

Bild 3.19 
Vertrauensintervalle 
für c/Qs Autoleistungsdichtespektrum 
Sn(OJ) in dB 

Das SuchJrequenzverJahren hat. sich in der Analogtechnik gegenüber dem Suchfilter­
verfahren aufgrund seiner höheren Leistungsfähigkeit durchgesetzt. Bei diesem Verfah­
ren wird der Leistungsanteil der Frequenz W,'mit Hilfe eines Suchsignals der Form 

x. (t; ro,) = aa cos (w,t:+ rp) 

unter Verwendung des PrillZips der Kreuzkorrelation fiir T = 0 (s. Abschn.3;2.2.2) aus 
dem stochastischen Signal x(t) ermittelt. Entsprechend GI: (3.49) gilt fürdasgeschätzte 
Spektrum: . '. ' 

. SXX(WI) ~ x(t) x~ (t,'WI)'= -LfTO 
x(t)x. (t, W,) dt. (3.79) 

". Ta a ' 

Bild 3.20. Prinzip des Such/reque1lZfJer/ahrens 

Durch die Kreuzkorrelation wird für genügend große Ta aus dem Signal x(t) nur der 
Anteil herausgefiltert, der mit dem Suchsignal x. (t, W,) identisch ist. Damit wird ein 
"ideales Bandpaßfilte~" realisiert, und die AuflösUng des Frequenzbereichs in Teilab­
schnitte sowie der mögliche Frequenzbereich hängen nur von der Leistungsfähigkeit des 
Suchsignalgenerators und des Integrators ab. Die allgemeine Prin.Zipsk:izze ist im 
Bild 3.20 dargestellt. Zur Multiplikation und Integration dienen häufig Wattmeter [1.46J. 
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Stehen in einem Zeitintervall -To' ~ t ;;;;;. +To insgesamt 2n Beobachtungen von x(t) 
mit der AbtastperiodeT(Bild 3.21) zur Verfügung, kann eine Schätzung des Autoleistungs­
dichtespektrums auf der Grundlage der Berechnung der Fourier-Koeffizienten erft>lgen. 
xm 

Bild 3.21 
Betrachteter Signa!verlauffür die Schätzung 
des Autoleistungsdichtespektrums 
aus den Fourier-Koeffizienten 

Entsprechend GI. (3.34) gilt für die diskrete Fourier-Transformierte im beobachteten 
Zeitbereich 

+n 
X· (jmwo) = L x (kT) e-J(lIIwoll:T) 

mit 
t=-II 

t = kT, Will = mwo = IWTCJnT, To = nT, 

k = 0, + 1, + 2, ... , m = 1, 2, ... , n ; 
Wo = i:rt/2To Grundwelle des Signals .. 

Damit wird davon ausgegangen, daß das Signal im Zeitraum -To, +To in 

- die Grundwelle mit der Frequenz Wo 

- Oberwellen mit den Frequenzenmroo; m = ±2, ±3, ... , ±n 

(3.80) 

zerlegt wird und die Leistungsanteile nur in diesen Sruwtellen vorhanden sind. Die obere 
Grenze wird durch das Abtasttheorem festgelegt, da ro ..... = 2rr:J2T = rr:JT ist. Das 
Gesamtspektrum liegt dann zwischen Wu = 2rr:J2To = rr:JTo und Wo = nJT. 

Die Fourier-Koeffizienten ergeben sich analog GI. (3.9) zu 

(3.81) 

Mit 
c =.!.- (a - J'b ) 

111 2 111 111 
(3.82) 

und 1 +n 
a lll = - L x (kT) cos (mwokT) 

n t=-n 

1 +n 
blll = - L x (kT) sin (mrookT) .(3.83) 

n 11:=-11 

1 +. 
ao = - L x(kT) 

2n t=-n 
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folgt für die diskrete Fourier-Transformierte 

X· (jmwo) = 2ncIII = n (alll - jblll). 

95 

(3.84) 

Um nun das Leistungsdichtespektrum zu ermitteln, wird von der mittleren Leistung 
___ 1 +/1 

x 2 (kT) = - L x (kT) x (kT) 
. 2n 11:=-/1 

(3.85) 

ausgegangen. Durch Einsetzen der Ausdrücke von GI. (3.36) und nach einigerr'Umfor­
mungen erhält man 

xl (kT) = I Iim IX· (jmwo)1
2 

• (3.86) 
'. IR= -/1/1-+00 4n2 

Der Leistungsanteil einer Teilschwingung Will kann damit durch die Beziehung 

S ( ) - !im IX· (jmwo)1 2 

"'x. mwo -
/1-+00 4n2 

(3.87) 

ausgedrückt werden. Die Parsevalsche Beziehung für abgetastete stochastische Signale 
hat damit analog zu GI. (3.67) die Gestalt 

+/1 

x2 (kT) = L S".". (mwo). (3.88) 
111=-11 

. Die goschätzte Leistung einer Frequenz ergibt sich aus den Gin. (3.87) und (3.88) zu 

S"'x. (mwo) = Ha;. + b!). 

Das Leistungsdichtespektrum kann dargestellt werden in Abhängigkeit von 

- der Frequenz/: 

_I_::;;J. ::;; _1_ 
2nT - 111- 2T' 

- der Kreisfrequenz w: . 

- der normierten Kreisfrequenz w·: 

O~w!~rr: 

mit 

w·_~· ",- , m = 0, 1,2, ... , n. 
n 

(3.89) 

pas vorgestellte direkte Verfahren hat den Vorteil der einfachen Handhabung und den 
Nachteil, daß nur der Leistungsanteil spezieller Frequenzen in den Sruwtellen W m 

ermittelt wird. Die Genauigkeit der Schätzung nimmt mit Zunahme der Beobachtungs­
zeit und mit Abnahme der Tastperlode T zu. 
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Im Beispiel 3.2 (s. Abschn.3.2.2,3) ist für ein Signal, das aus einer stochastischen und 
einer periodischen Komponente besteht, das Autoleistungsspektrum nach dieser Methode 
ermittelt und interpretiert worden. 

Indirekte Verfahren 

Eine der leistungsstärksten indirekten Methoden ist die Schätzung von Leistiingsdichte­
spektren durch die Fourier-Transformation der entsprechenden KoiTelationsfunktionen, 
d. h. durch Anwendung der Wiener-Chintschinschen Beziehungen. Die grundsätzlichen' 
Schritte dieser Methode sind im Bild 3,22 dargestellt. . 
Folgende einzelne Schritte sind notwendig: 

1. Ermittlung der StützsteIlen der KorrelationSfunktionen 
R:u;(mT) und RU%(mT) aus den abgetasteten Signalwerten 
x (iT) und u (iT) entsprechend den GIn. (3A2) und (3.50) .. 

2. Reduzierung des Einflusses der Streuung der StützsteIlen 
der Korrelationsfunktionen für zunehmende' Korrela­
tionstiefe mT durch efue Wichtung der Korrelations­
funktionen mit einer Wichtungsfunktion w· (mT). 

Bild 3.22 
Stufen zur Ermittlung von Leistungsdichtespektren 

Das Ziel be.steht darin, für die Berechnung der Leistungsdichtespektren die ~tütz­
stellen der Korrelationsfunktionen bevorzugt zu verwenden, die statistisch ain sicher­
sten sind (s. Abschn.3.2.2.3). In der Literatur [3.10, 3.111 werden eine Vielzahl von 
Wichtungsfunktionen angegeben. Bewährt haben sich die in Tafel 3.4 angegebenen. 
Für alle Wichtungsfunktionengilt, daß sie Filtereigenschaften besitzen;. sie werden 
deshalb auch als nFensterfunktionen" bezeichnet. Die Länge des Intervalls) mT, in der 
die Wichtungsfunktion w· (mT) > 0 ist, bestimmt die Glättung' des Spektrums. 

Tafel 3.4. Ausgewählte Wichtungsfonktionenfiir Ko"elationsfunktionen 

Barllell w* (mT) = (1 - mT/mT) für m;:ii! m' 

Tukey w* (mT) = t (1 + cos"J; mT/m'T) für m;;; m' 

Parzen 

{

1 - 6 (mT)2 [1 _ mT] für 0;:5; m < ~ 
(m'T)2 mT . - . 2 

w*(mT) = 

( 
mT)3 m' 2- 1-- für -~m;:5;m' . 
m'T 2 - -

Stehen (n - I) StützsteIlen einer Korrelationsfunktion bei n Beobachtungen der 
Signale zur Verfügung, ist die Länge des WichtungSm.tervalls zwec.pnäßig zwischen 

. 0,2n ~ m' ~ 0,4iz 
.,' 

(3.90) 

zu. wählen. Für den Bereich m > m' gilt immer w· (mT) :::; O. Die Vorgehensweise ist 
für die Wichtung einer Autokorrelationsfunktion.Rti (mT) nach Bart/ett im Bild·3.23 

3.2.3. Beschreibung stochastischer Signale im Frequenzbereich/Leistungsdichtespektren 97 

dargestellt. Damit gilt für die gewichteten Korrelationsfunktionen analog den GIn. 
(3.42) und (3.50) 

.-/11 
R!% (mT) = L w· (mT) x (kT) x [(k + m) T] (3.91) 

n - m 1:=1 

IJ-III 

R!. (mT) = L w· (mT) u (kT) x [(k + m) T] (3.92) 
n - m 1:=1 

mit m = 0, I, 2, ... , m'. 

1 

J • • • • • 
mT 

Bild 3.23 

Jmr:ll ! I 
A~(L11'1 Eillfluß der Wichtungsfunktion w· (mT) 

auf die Ko"e/ationsfunktion 
! • . . . • (m' = S Bartlett-Wichtung) 

mT 

3. Ermittlung der Leistungsdichtespektren aus den gewichteten (gestutzten) Korrelations­
funktionen auf Grundlage der Beziehungen der GI. (3.77) im Abschnitt 3.2.3.3. Für 
den diskontinuierlichen'Fall gilt 

mit 

S!x(W,) = T R!x(O) + 2 L R!, (mT) cos -,-
[ 

m' mi1tJ 
m=1 m 

S!(W,) = T Y' (R!. (mT) cos mi~ - j R!. (mT) sin mi~) 
. m=-m' m , m 

i1t 
W, = --; 

m'T 
i = 0, I, ... , m' • (3.93) 

Aus den GIn. (3.91) und (3.92) wird u.a. deutlich, daß mit der Festlegung des Para­
meters m' der Wichtungsfunktionen w· (mT) auch die Zahl der Frequenzbänder im 
Bereich W = 0 bis W = 1t/T festgelegt wird. Wenn n Beobachtungen mit der Tast-



Beispiel 
3.3 

Gegeben: 

Gesucht: 

Ergebnis: 

Emft~ der Wichtlmg der Korrelatiousfmdmon RJo,(T) 
auf die Gestalt des Auto!eistungsspektrums $",/..ru) 

x(t) weißes Rauschen, NY (0, 1), 
Beobachtungen: 100, 
Abtastzeit T = 1 s. 

Verlauf der Autoleistungsdichtespektren $=(ru,) in Abhängigkeit von der Länge des 
Wichtungsintervalls; Wichtungsart nach Parzen. 
Siehe Bild zu Beispiel 3.3. 

2,5 a) 

I 0 
x(!} 

-2,5 

1 bl 

1 0 
Rfc/r} 

-a5 

a04 c) 

nI.SB 

.1 
Sxlw) 

0 

q04 d) 

m'~25 

i 
5xxfw} 

'0 

(J)-

Die dargestellten Ergebnisse zeigen, daß 

1:.·die Werte der berechneten Korrelationsfunktion R~,,'(mT) mit grö~ werdender Korrelationstiefe 
. mehr streuen, weil die Anzahl der für die Mittelung notwendigen Produkte in der :serechnungsvor­

schrift abnimmt, 
2. die Datenwichtung zur Glättung des Spektrums führt und in diesem Testfall für eine Länge des Wich­
. tungsfensteis vo11 rri'T';' 2S s Zu erkeruien ist, daß das zu analysierende Signal die Eigenschaft' des . 

weißen Rauschens aufweist. ' . .• 
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periode T vorliegen, kann die notwendige maximale Korrelationstiefe m' aus dem 
Verhältnis 

m' = wmu!ßw mit WDUtJ: = 7r:JT; 

.6.ru gewählte Frequenzbandbreite 

(3.94) 

ermittelt werden. Um eine ausreichende statistische Sicherheit zu erreichen, muß das 
Verhältnis nJm' entsprechend GI. (3.90) möglichst groß sein. Der Einfluß der Wichtung 
der Korrelationsfunktion auf den Verlauf des Autoleistungsdichtespektrums ist im 
Beispiel 3.3 dargestellt. 
Für die Schätzung des Autoleistungsspektrums stehen neben den genannten Verfahren 

. noch die Möglichkeiten der Anwendung des Verfahrens der schnellen Fourier-Trans­
formation [3.11, 3.12], die den numerischen Aufwand der Fourier-Analyse von 
GI. (3.83) wesentlich reduziert, sowie die Ermittlung aus den stochastischen Signal­
modellen zur Verfügung (s. Abschn.3.3). 

3.2.3.4. Beziehoogen zwischen Korrelationsfunktionen und Leistungsdichtespektren 

Die Korrelationsfunktionen und Leistungsdichtespektren beschreiben stochastische 
Signale durch Mittelwerte, die innere Gesetzmäßigkeiten im Zeit- und Frequenzbereich 
ausdrücken. Es ist zu erwarten, daß zwischen bei den BeschreibungSformen ein Zusam­
menhang besteht, der dem von deterministischen Signalen entspricht. Als Beispiel soll der 
Zusammenhang zwischen der Autokorrelatipnsfunktion R,olr:) und dem Autoleistungs­
dichtespektrum S",,(w) hier ausführlicher abgeleitet werden. Ausgangspunkt ist die in 
GI. (3.65) abgeleitete Beziehung für S",,,{w): 

S",,(w) = lim. X T (jw) XT (-jw) • 
T o-'" 2To 

(3.95) 

Setzt man in GI. (3.95) die Fourier-Transformierten mit den unabhängigen Integrations-
variablent1 und t2 ein, so erhält man . 

(3.96) 

Interpretiert man die Integrale als Grenzwerte von Summen und führt zunächst die In­
tegration über t2 (mit -r: = t2 - t 1 = const) und dann mit dt1 = d-r: über t 1 aus, so folgt 

(3.97) 

Durch EinsetzeIi der bekannten Beziehung .für die Autokorrelationsfunktion erhält man 
als endgültige 'Beziehung den Ausdruck 

(3.98) 

Mit GI. (3.98) wird deutlich, daß der Zusammenhang zwischen den Leistungsdichtespek­
tren und den Korrelationsfunkdonen durch die Fourier-Transformation gegeben' ist 
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(Satz vonWiener-Chintschin). Da.n:lit gelten insgesamt folgende Beziehungen: 

Su(w) = f:: R",,{-r:) e- J 
.. • dT 

SU%(W) = f:: R",,(T) e- J .. • dT 

1 f+
JOO 

R",,(T) = --. S",,(w) e+ J .. • d(jw) 
21tJ -JOO 

~(T) = -. SU%(w) e+ J .. • d (jw). 
1 f+ JOO ---

21tJ -JOO 

(3.99) 

Die Beziehungen zwischen der Autokorrelationsfunktion und dem Autoleistungsdichte­
spektrum in GI. (3.99) vereinfachen sich für reelle Frequenzen w, da beide gerade Funk­
tionen sind, zu 

S",,(w) = 2 f~ R",,(T) COS roT dT 

1 foo R",,(T) = - S",,(w) COS WT dw. 
7t 0 

(3.100) 

Für die mittlere Signalleistung gilt somit entsprechend GI. (3.67) 

1 foo R",,(O) = - S",,(w) dw = x 2(t). 
7t 0 . 

(3.101) 

3.2.4. BeziebUDgen zwischen Signal- nnd Systemmodellen 

Die Signalbeschreibungen und -modelle sollen in diesem Abschnitt zur Beschreibung des 
Systemverhaltens im Zeit- und Frequenzbereich verwendet werden. Als AusgangspuDkt 
werden die grundsätzlichen Beziehungen für kontinuierliche deterministische Eingangs­
und Ausgangssignale u(t) und x(t) angegeben. Es gilt entsprechend zu: Bild 3.24 für den 
Zusammenhang 
- im Zeitbereich 

x(t) = f:: g(T) u(t - T) dT, (3.102) 

- im Frequenzbereich 

X(jw) = G(jw) U(jw) , (3.103) 

wobei g(T) die Gewichtsfunktion und G (jw) den komplexen Frequenzgang bedeuten. 
In den folgenden Abschnitten soll, aufbauend auf den Korrelationsfunktionen und 

den Leistungsdichtespektren, ein Zusammenhang zu den genannten Systemmodellen 
ermittelt werden. Damit ergibt sich die im Bild 3.25 dargestellte Aufgabe. 

u(fJ glt} x(f} 

Uljw} Gljw} Xljw} 

Bild 3.24. Signal- und Systembeschreibungen 
im deterministischen Fall 

Ruul,} g(f} Ruxfr/ 
----~-- -----r-~-
Suu(W} Gljw} Sux1w} 

Bild 3.25. Signa}- und Systembeschreibungen 
im stochastischen Fall 

3.2.4. Beziehungen zwischen Signal- und Systemmodellen 

3.2.4.1. Beziehungen zwischen den Korrelationsfunktionen R('r) 
und der GewichtsfuDktion g(t) 
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Bei der Ableitung des Zusammenhangs wird von der Berechnungsvorschrift für die Kreuz­
korrelationsfunktion entsprechend GI. (3.49) ausgegangen: 

R.,,(T) = lim -. - u(t) x (t + T) dt. 
1 f+TO 

To"'OO 2To - To 
Mit GI. (3.52) kann x (t + T) ersetzt werden durch 

f
+OO 

x (t + T) = -00 g(Ä) u (t - Ä + T) dÄ. (3.104) 

Damit gilt 

R,.,,(T) = lim - u(t) g(Ä) u (t - Ä + T) dÄ dt. 1 f+TO f+oo 
To"'OO 2To -To -00 . 

(3.105) 

Durch Vertauschen der Reihenfolge der Integrationen erhält man aus GI. (3.1Ö5) 

R.,,(T) = g(Ä) lim - ... - u(t) u (t + T - Ä) dt dÄ f
+OO 1 f+TO 

-00 To"'OO 2To -To . 
und somit die endgültige Beziehung zwischen den Korrelationsfunktionen und der 
Gewichtsfunktion in der Form .. . . 

(3.106) 

Diese Beziehung ist eine wesentliche G~dlage für die Ermittlung der Gewich1:srunIrnon 
(s. Abschn.6.2) und stellt eine Analogie zunl Faltungsintegral für determinierte Signale 
von GI. (3.102) dar. 

3.2.4.2. Beziehung zwischen den Leistungsdichtespektren S(w) 
und dem komplexen Frequenzgang G (jw) 

Geht man von dem Zusammenhang zwischen der Kreuzleistungsdichte S",,(w) und der 
Kreuzkorrelationsfunktion R.,,(T) entsprechend GI. (3.99) 

- S",,(w) = f:: R,.,,(T) e- J .. • dT 

aus und ersetzt die Kreuzkorrelation durch die Beziehung GI. (3.106), so gilt 

S.,,(w) = f:: f::,g(Ä) R"., (T - Ä) dÄ e- J .. • dT. (3.107) 

Wird diese Gleichung mit dem Ausdruck 

erweitert, erhält man folgende. Beziehung: 

f
+OO f+oo 

S.,,(w) = -00 g(Ä)e-JGlÄdÄ -00 R .. (T - Ä) e-J .. <·-A) dT. (3.108) 
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Die Fourier-Transformierte der Gewichtsfunktion ist der komplexe Frequenzgang G (jw) 
und die der Autokorrelationsfunktion entsprechend GI. (3.99) das Autoleistungsspektrum 
S",,(w). Damit gilt 

S/IJ«w) = G(jw) SIIII(W). (3.109) 

GI. (3.109) ist eine wichtige Bestim.J:nungsgJ,eichung für den komplexen Frequenzgang 
aus den Leistungsspektren und der Ausgangspunkt für viele weitere Beziehungen für den 
Entwurf von Filtern und von Steuerungen für stochastisch gestörte Systeme (Tafel 3.5). 
Eine weitere wichtige Beziehung zur Ermittlung des Amplitudenfrequenzgangs kann aus 
der Definition des Autoleistungsspektrums abgeleitet werden. Entsprechend GI. (3.65) gilt 

S=(w) = !im XTO (jw) X TO (-jw) • 
To .... '" 2To 

Unter Verwendung der bekannten Zusammenhänge von GI. (3.103) kann diese Bezie~ 
hung umgefonnt werden in 

S",lw) = G(jw) G (-jw) !im UTO (jw) UTO (-jw) • 
To .... '" 2To• 

(3.110) 

Damit erhält man als zweite Grundbeziehung 

S=(w) = IG(jw)1 2 S",,(w). (3.111) 

Das Leistungsdichtespektrum des Ausgangssignals ist also durch das "Betragsquadrat" 
des komplexen Frequenzgangs und das Leistungsdichtespektrum des Eingangssignals 
bestirinnt. Ausgewählte Anwendungen sind wieder in Tafel 3.5 enthalten. 

Tafel 3.5. BeziehlP/lfen zwischen Leistungsdichtespektren einfacher Strukturen 

Struktur I Beziehungen 

S",,(oo) = IG 0(0)12 SU1U,(C!l) + IGOoo)12 SU2.ioo) 

mit R"lU2(T) = 0 für alle T 

Sx;i(oo) = IG1 (joo)1 2 Su,.,(oo) + IG2 0(0)1 2 S.2U.(oo) 

(±)[G.(joo) G2 (-joo) SU,U2(oo) + G2 (jaJ) GI (..,...joo) SU2U'(oo)] 

Sx.,x .. (oo) = 11 ~S~:GR r Sww(w) + 11 + ~SGR r S .. (w) 

mit Rw.(T) = o für alle T 

x!(t) =~ f: S".,x .. (w) dw 
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3.3. Erweiterte SignaImodelle 

3.3.1. Grundstrukturen 

Die Beschreibung der zeitlichen Verläufe von Signalen durch komplizierte Signalmodelle 
ist in vielen Gebieten seit Jahrzehnten eine unter der Bezeichnung Zeitreihenanalyse 
erfolgreich praktizierte Methode [1.50, 3.9, 3.10, 3.13, 3.14, 3.15]. . 

~1tIlc:::: . 
t 

t 

xltl 

, Die viellaltig entwickelten Verfahren, besonders auf dem Gebiet der Ökonometrie, 
finden immer mehr Eingang in technische Bereiche. 

In diesem Abschnitt sollen grundlegende Methoden der Analyse von Signalen, die in 
äquidistanten Abständen erfaßt wurden, vorgestellt werden. Diese zeitlichen Reihen­
folgen der Signale werden auch als Zeitreihen bezeichnet. Als Signalmodelle werden 
mathematische Beschreibungen der deterministischen (determinierte Signalmodelle) 
bzw. der stochastischen (stochastische Signalmodelle) Signalverläufe angesehen. Die 
Signalmodelle können z.B. zur Interpretation, zur Filterung und zur Vorhersage der 
Signalverläufe verwendet werden. Es wird angenommen, daß ein Signal x(t) (Bild 3.26) 
folgende Komponenten besitzen kann: 

x(t) = XT(t) + xp(t) + xs(t); 

XT(t) Signalanteil, der durch einen Polynomansatz beschreibbar ist 
xp(t) Signalanteil, der durch einen periodischen Ansatz beschreibbar ist 
xs(t) Signalanteil, der nur durch ein stochastisches Signalmodell besehreibbar ist. 

(3.112) 



104 3. Beschreibung des dynamischen Verhaltens von Signalen 

Grun~sätzlich ~d bei allen Modellvorstellungen davon ausgegangen, daß das beobach­
tete SIgnal x(t) uber sog. "erzeugende Funktionen" /(t) bei deterministischer Beschrei­
bung und aus einem Rauschsignal e(t) über eine Filterung bei der stochastischen Be­
schreibung entsteht. 

Als deterministische Signalmodelle werden hier solche angesehen, die das Signal durch 
Polynome und/oder periodische Funktionen beschreiben. Damit kann ausgehend vom 
aIlgemeinen Ansatz 

x(t) = /(t) + z(t) (3.113) 

für die erzeugenden Funktionen/(t) formuliert werden: 

- Polynomansatz 
In 

/(t) = L a,t', 
'=0 

- periodischer Ansatz , 
/(t) = 00 + L c, (sin Wit + qJ,). 

'=1 

r----- ;;rij;;(iJ] 
1 XII(/) I Schäfzvor-

...:f--..-I--Ix"ffJ-flfJ xlf} schrift 

) ) H;d-;t---
I I ..... --______ ...1 

x(f} 
Bild 3.27 
Strukturannahme für die Beschreibung 
wui Schätzung deterministischer 
Signokmteile 

Im Bild 3.27 ist die angenommene Struktur für die Entstehung eines determinierten 
Signals x(t) als Funktion der Zeit t dargestellt. Aus dem durch das stochastische Signal 
z(t) gestörten Signal XO(t) ist mit Hilfe einer Schätzvorschrift ein Signalmodell durch 
Minimierung einer Gütefunktion zu ermitteln: ' 

Q = /(x(t), X(t». 

Beim Entwurf stochastischerSignalmodelle kann im einfachsten Fall von der Annahme 
ausgegangen werden, daß aus einem Signal e(t) mit der Eigenschaft des "weißen Rau­
schens", d. h. 

und 
{

a2 für T = 0 
E {e(t) e (t + T)} = O· (3.114) 

sonst 

E {e(t)} = 0, 

über ein lineares Filter das korrelierte stochastische Signal x(t) erzeugt wird (Bild 3.28). 
Als Beschreibungsform. wird die lineare stochastische Differentialgleichung in der Form 

111 I 

L cJxi (t) = L d,e' (t) 
J=O '=1 

(3.115) 

mit 

e'(t) = d'e (t)/dt' 

allgemein verwendet. Aus dem beobachteten Signal x(t) ist mit Hilfe von Schätzverfahren _ 
ein stochastisches Signalmodell so zu entwickeln, daß wiederum eine Gütefunktion Q 
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ein Minimum wird. Damit wird die Ermittlung der Parameter des linearen Filters, das 
die beobachteten Signalwerte von x(t) aus dem Rauschsignal e(t) erzeugt, zur Aufgaben­
steIlung der Theorie linearer stochastischer Prozesse [3.9, 3.10]. 

,--------:1 
I zrf}) 
1 ) xrfJ Schäfzvor-

.=.E!!.(fJ:.-+--lx(tJ_f(( Itl) ror---. schrift 
'1 -----

I ) Mode/{ 
L-_______ ...1 

Rrf) 
Bild 3.28 
Strukturannahme für die Beschreibung 
und Schätzung stochastischer Signa/anteile 

3.3.2. ErWeiterte deterministische SignabnodeDe 

3.3.2.1. Deterministische Signalmodelle mit Polynomansatz 

Eine der gebräuchlichsten und universell einsetzbaren analytischen Beschreibungsformen 
von äquidistant abgetasteten Signalwerten, d. h. der Zeitreihe x (kT); k = 1,2, ... , n, 
stellt der folgende Polynomansatz dar: 

111 

x(kT) = 00 + L a,(kT)' + z(kT); k = 1,2, ... , n. (3.116) ,= 1 

xrf) 

.0 2 
k-

x(f} 

n 

t 

Bild 3.29 
Verlauf des gemessenen Signals x(t) 
und der Schätiung x(t) 

Dabei bedeuten n die Anzahl der beobachteten Meßpunkte und m die Ordnung des 
Polynomansatzes. Für eine einfache Struktur ist das Signal x(t) und die abgetastete Folge 
x(kT) im Bild 3.29 dargestellt. Für das Signalmodell kann entsprechend GI. (3.116) 
die Beziehung 

In 

x (kT) = do + L d, (kT)' ; k = 1,2, ... , n, (3.117) 
'=1 

angenommen werden. Zur Vereinfachung der Schreibweise wird bei allen deterministi­
schen Signalmodellen für XT (kT) :9: x (kT) _ bzw. Xp (kT) :9: x (kT) gesetzt. In dem 
Modell sind die Ordnung m und die Modellparameter tl, zu schätzen. Die Modellordnung 
wird häufig nach folgender Strategie. ermittelt: 

1. Start mit der Ordnung m = 1 
2. Schätzung der Parameter 0, 
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3. Test auf Stationarität des Fehlets e (kT) = x (kT) - x (kT) und der Korrelations­
funktion Ree(-r) auf weißes Rauschen 

4. wenn die Tests negativ sind, wird die Modellordnung um 1 erhöht und Schritt 2 rea­
lisiert; sonst Abbruch. 

Als eine der robustesten Methoden für die Parameterschätzung hat sich die Methode 
der kleinsten Fehlerquadrate, die Regression, auch bei diesem Modelltyp bewährt. Bei 
der direkten Methode der Regression (s. Abschn.5.2.2) wird von' der Fehlergleichung 

e (kT) = [x (kT) ~x (kT)] (3.118) 

ausgegangen. 
Für n Beobachtungen des Signals x(t) zu den Zeitpunkten k = 1,2, ..• , n erhält man 

für die Parameter des Modells von GI. (3.117) folgende Scbätzgleichung: 

mit 

xT = x(T), ... , x (nT) 

M= 
[

1 T ... T'" ] 

! nT ... ~nT)'" . 

Als Gütewerte für die Schätzung können berechnet werden 

- Reststreuung 

s~ = 1 I. [x (kT) - x (kT)]2 , 
n - (m + 2) k=l 

- Varianz 

var {a,} = Pus~, 

- Kovarianz 

{ A A} 2 cov a" aj = PIßa. 

mit der Präzisionsmatrix P = [WM]-I, 

- Könfidenzintervall für die Parameter 

lai - a,l = t"',Isa. Jpu , 

- Hypothesentest Ho: a, = 0 

lad ~ t"',ISa. JP:,. 

(3.119) 

(3.120) 

Der rechentechnische Aufwand für die Berechnung der Präzisionsmatrix P kann durch 
die Verwendung der Eulerschen Summenformeln fih endliche Folgen wesentlich redu­
ziert werden [3.16]. Ferner muß beachtet werden, daß bei einer hohen Modellordnung 
und immer größer werdendem Beobachtungsumfang n bei Rechnern mit geringen Rechen­
genauigkeiten Probleme entstehen. Deshalb ist es häufig günstig, mit einem festen 
"Beobachtungsfenster" eine gleitende Schätzung der Modellparameter nach der im 
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Bild 3.30 angegebenen Strategie vorzunehmen. Diese Vorgehensweise hat die Vorteile 
einer wesentlichen Reduktion der Rechenzeit - die Präzisionsmatrix wird nur einmal iür 
das gewählte Fenster berechnet - und der numerischen Stabilität. Nachteilig ist die Un- . 
sicherheit über den wirklichen Modellansatz, da nur das Beobachtungsfenster zur Ver­
fügung steht. Dadurch sind Vorhersagen über Zeiträume, die die Länge des Beobach­
tungsfensters überschreiten, in der Regel mit großen Unsicherheiten behaftet. Die 
Schätzung der Parameter von Polynomansätzen 1. und 2. Ordnung und die trendkorri­
gierten Signalverläufe werden für ein gewähltes Testbeispiel im Beispiel 3.4 gezeigt. 

x(f} 

x{fI 

a--- Datenfenster --r 
Bleitrichtung 

~ ... ~ 
I I I I I I 

I I I 
fk +n-1 fkM 

I, I I r--,--,--.----r---, x(k+n+1J 

L,,---L,--L----'"-r-)" aktueller 

Parameter.schät zung 

Q{n} 

Signafmodelf xrn} 

L akfuellgeschätzfer ---1 
I Bereich. I 

l1eßwerf 

~ I 1---
_--r--

I 
I 

...... I 
i I I I 

Bild 3.30 
Prinzip 
der gleitenden SchätzlIIIg 

Eine weitere Möglichkeit der Echtzeitparameterschätzung ist neben der gleitenden 
Schätzung die Anwendung von indirekten Schätzverfahren. Durch sie wird es möglich, 
die Modellparameter aktuell nachzuführen und mathematisch schwer erfaßbare zeitliche 
Verläufe durch einfache zeitvariante Modellansätze anzunähern. Als eine der leistungs- . 
stärksten Methoden hat sich die rekursive Regression herausgestellt. Entsprechend den 
im Abschnitt 5.43 durchgeführten allgemeinen Ableitungen dieses Schätzverfahrens 
gelten für den Modellansatz GI. (3.117) die Schätzgleichungen der rekursiven Regression: 

8 (k + 1) = 8(k) + k (k + 1) [x (k + 1) - mT (k + 1) 8(k)] (3.121) 
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Beispiel 
3.4 

Gegeben: 

Gesueht: 

Ergebnis: 

3. Beschreibung des dynamischen Verhaltens von Signalen 

I ErmittlWJg von SigDalmodellen mit Polynolll8JlSiitzen 

Signalgleichung 

x(t) = ao + alt + a2t2 + z(t), 

ao = -5, al = 1'10-2 5- 1, a2 = 5'10- 5 (5-1)2, 

z(t) weißes Rauschen, NY (0, 1), 
Abtastzeit T = 1 5, 

Beobachtungen: 500. 

Geschätzte Parameter für die Polynomansätze 1. und 2. Ordnung sowie das jeweils 
trendkorrigierte Signal i (kr) = x (kr) - ~ (kr). 

Als Schätzwerte aus der Stichprobe ergeben sich 

- für den Ansatz 1. Ordnung 
40 = -7,06, 121 = 0,0355- 1, 

- für den Ansatz 2. Ordnung 
40 = -5,05, 121 = 1,0'10-2 5- 1, 

122 = 4,79'10-5 (S-1)2. 

Die mit diesen Parametern korrigierten Signalwerte sind im Bild zu· Beispiel 3.4 
dargestellt. 

14 

I 0 

x(t) 

-7 

14 b) 

'" Ansatz 1. Ordnung '" 

xt 0 

-7 t-

14 c) 

'" Ansatz 2. Ordnung " 

I 0 
x(t) 

500 

-7 
t-

Die SiglialverIiiufe zeigen, daß bei der Wahl eines Ansatzes l.Ordnung der Trend nicht eliminiert 
werden kann. Erst die Erhöhung der Ordnung auf m = 2 führt dazu, daß das korrigierte Signal i (kr) 
trendfrei und damit stationär wird. 

mit 

3.3.2. Erweiterte deterministische Signalmodelle 

k(k + 1) = P(k)m(k + 1) [mT(k + 1) P(k)m(k + 1) + 1]-1 

m T (k + 1) = [1, (k + 1) T, ... , «k + 1) T)"'] 

P(k) = P(k - 1) - k(k)mT(k)P(k - 1). 
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(3.122) 

Entsprechend den Ausführungen im Abschnitt 5.4.3 ist der in GI. (3.122) dargestellte 
Schätzalgorithmus in der Lage, bei geeigneter Wahl der Startmatrix P(O) die Modell­
parameter anzupassen; er kann sie aber nicht nachführen. Erst durch die Einidhrung 
einer Wichtung der Matrix P entsprechend den Beziehungen 

a) 

b) 

P*(k) = P(k) + P'; P' = cll, 

P*(k) = ~ P(k); 0 < C2 < 1 
C2 

(3.123) 

wird die Nachführung zeitvarianter Modellparameter durch "Vergessen" zurückliegen­
der Werte möglich. Die Wahl der Start- und Wichtungsparameter fiir den Schätzalgo­
rithmus der gewichteten rekursiven Regression erfolgt auch für diesen Modelltyp nach 
den Richtlinien im Abschnitt 5.4.3. 

Mit dem geschätzten Signalmodell in Form eines Polynomansatzes können folgende 
Aufgaben gelöst werden: 

- Glättung des Signals x(t), 
- Beseitigung tietTrequenter Anteile (Trend) des Signals x(t). 

3.3.2.2. Deterministische SigoalmodeUe mit periodischem Ansatz 

Viele Signalverläufe in technischen und nichttechnischen Prozessen enthalten dominie­
rende periodische Komponenten. Obwohl die Beschreibung solcher Signale auch prinzi­
piell durch die im Abschnitt 3.3.2.1 vorgestellten Signalmodelle mit Polynomansatz 
erfolgen kann, ist die Verwendung periodischer Ansätze aus Aufwandsgrunden (Modell­
ansatz, Rechenaufwand) und häufig wegen der Interpretierbarkeit des Modells an­
gebracht. Die große Bedeutung dieses Modelltyps und die Schwierigkeiten seiner Schät­
zung hatten zur Folge, daß eine Vielzahl von Verfahren in den letzten Jahrzehnten ent­
wickelt wurde [3.9, 3.10, 3.17, 3.18]. 

Im Rahmen dieses Buches werden solche Strategien ausgewählt, die einerseits das 
Grundproblem darstellen und andererseits den heutigen Stand der Rechentechnik be­
rücksichtigen. 

Es wird in diesem Fall entsprechend GI. (3.113) davon ausgegangen, daß das Signal 
x(t) durch eine determinierte periodische Funktion/(t) und die Störung z(t) erzeugt wird. 
Mit Hilfe des Additionstheorems 

sin (x + y) = sin x cosy + cos x siny 

können die unter der Summe von GI. (3.113) stehenden Funktionen umgeformt werden in 

C, sin (w,t + PI) = a, cos w,t + b, sin w,t 

a, = C, sin P" 

C, = ,Ja: + b:, 
b, = C, cos P, 

tan P, :;::: a,ibi' 

(3.124) 
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Werden die Beziehungen von GI. (3-.124) in die GI. (3.113) eingesetzt, erhält man als 
Signalbeschreibung in den Tastpunkten kT 

I 

x (kT) = ao + ,L [a, cos w, (kT) + b, sin w, (kT)] + z (kT); (3.125) ,= 1 

k = 1,2, ... ,n, i = 1,2, ... , I, 

und als Modellgleichung gilt analog 

I 

x (kT) = 00 + L 0, cos ro, (kT) + b, sin ro, (kT). (3.126) ,= 1 

Als Schäuaufgabe für das SignaImodell ist die Ermittlung der Frequenzen ro, und der 
Parameter iio, 0" b, auf der Grundlage von n Beobachtungen zu lösen. Da in GI. (3.126) 
die Frequenzen ro, nichtlinear mit der sog. unabhängigen Variablen der Zeit zusammen­
hängen, ist ihre Ermittlung im Gegensatz zu den Amplitudenparametem iio, ii" b, mittels 
der Regression i. aUg. nicht möglich. Einen Ausweg bildet folgende Strategie: 

1. Bestimmung geeigneter Frequenzen ro" 
2. Schätzung der Zu den Frequenzen ro, gehörenden Parameter iio, 0" 6" 
3. Überprüfung und Anpassung des. Modells. ... . 

Dabei verschmelzen häufig die Stufen 2 und 3. 
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Bild 3.31 
Dominierende Frequenzen 
Wb Wz undW3 
in einem geschätzten 
Spektrum 

Schritt 1. Ermittlung der dominierenden Frequenzen in x(t) mit Methoden der Spektral­
analyse. 

Ausgangspunkt für die Ermittlung dominierender Frequenzen im Signal x(t) sind 
die Schätzung des Autoleistungsdichtespektrums $",,(w) up.d seine Auswertung. Die 
Schätzmethoden sind im Abschnitt 3.2.3.4 angegeben. Es werden die Frequenzen ro, als 
dominierend angesehen, die sich in ihrem Leistungsanteil wesentlich von den anderen 
vnterscheiden (Bild 331). Bei der Anwendung der im Abschnitt 3.2.3..4 vorgestellten 
Methoden ist zu beachten, daß die vorhandene Datenmenge und die gewählte Abtastzeit 
die möglichen Frequenzen ro, beschränken. Außerdem bewirkt die Einführung der Wich­
tungsfenster bei der Berechnung des Spektrums' über die Korrelationsfunktionen zwar 
eine Glättung des Spektrums, aber damit auch eine Reduzierung der Signifikanz von 
dominierenden Frequenzen. Somit gilt, daß .. 

- eine Ermittlung sehr eng begrenzter Frequenzbereiche für den Ailsatz von GI. (3.126) 
nur gesichert ist, wenn eine Variation des Meßwertumfangs die Frequenzen bestätigt, 

- die Ermittlung ganz spezieller Frequenzen nur in Ausnahmefällen möglich ist, da 
w, = iwo; i = 0, 1, ... , n/2 (wo Grundwelle) gilt. 

Beispiel 
3.5 

Gegeben: 

Gesucht: 

Ergebnis: 

I Ermittlung von SigoaJmodeDen mit periodlscben Ansätzen 

Signalgleichung 
2:rc • 2'7r 

x(t) =Uo + Ul cos -t + b1 SID- t + z(t), 
. .. 125 125 

. Uo = 0,15, Ul = 0,25, b1 =·0,25, 
z(t) weißes Rauschen, NV (0, 1), 
Abtastzeit T = 1 s, 
Beobachtungen: 500. 

Schätzwerte für die Frequenz W, und die Parameter 11" 0,. 
Aus der Spektralanalyse wird im ersten Schritt die Frequenz Wl zu 611 = 0,04884 S-1 

(Wl = 0,05024 S-I) ermittelt. Die mit dieser Frequenz durchgeführte Schätzung der 
Parameter u, und b, entsprechend GI. (3.128) ergibt das Resultat 
120 = 0,199, 121 = 0,18, 01 = 0,40. 
Eine vorgenommene Signalkorrektur in der Form x (kT) = x (kT) - x (kT) zeigt 
sowohl im zeitlichen Verlauf von x (kT) als auch im Leistungsspektrum des korrigier­
ten Signals $;;,(w), daß die dominierende periodische Komponente durch das Signal­
modeD sehr gut abgebildet wird (Bild zu Beispiel 3.5). 

3 
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Schritt 2. Schätzung der Parameter 0, und b, mit der Methode der Regression bei Ver-
wendung dominierender FrequeDzen W,., . 

Unter Annahme der Signalbeschreibungen für x (kT) und x (kT) in den Gin. (3.125) 
und (3.126) kann für das Verfahren der Regression rur n Beobachtungen der Fehler­
vektor 

e (kT) = [x (kT) - ! (kT)1 (3.127) 

gebildet werden. Als Schätzvorschrift ergibt sich analog den Abschnitten 5.2.2 und 3.2.2.1' 
rur n Beobachtungen (k = 1,2, ... , n) 

(3.128) 
mit 

x T = [x(T), ... , x (nT)] 

[

1 cos wlT 

M= : : 

1 COSWI (nT) 

cos wlT sin w,T J 
~in W, (nT) . 

Die Gütewerte der Schätzung werden analog den Beziehungen von GI. (3.120) berechnet. 
Als Startparameter für die Anzahl I der Frequenzen sollte 1 ~ I ~ 3 gewählt werden. 

Der notwendige Rechenaufwand von GI. (3.128) steigt bei einer Vielzahl von dominie­
renden Frequenzen und großen Meßwertumfängen enorm an. Eine Reduzierung des 
Aufwands ist durch die von Anderson [3.101 vorgeschlagenen Vereinfachungen für die 
Elemente der P-Matrix möglich. Ferner sollte beachtet werden, daß eine zu enge Staffe­
lung der dominierenden Frequenzen zu einer schlecht konditionierten P-Matrix auf grund 
der eng benachbarten periodischen Funktionen führt. Auf eine weitere Reduzierung des 
Rechenaufwands bei gleichzeitiger Vereinfachung des Modellansatzes von GI. (3.126) 
durch ein Orthogonalsystem der periodischen Funktionen sei an dieser Stelle nur ver­
wiesen [3.101. Füceinen einfachen Test ist im Beispiel 3.5 die in diesem Abschnitt dar­
gelegte Strate8.ie dargestellt. 

3.3.3. Erweit~ stochastische SignaImodeDe 

3.3.3.1. GrondaDsitze 

Neben der Beschreibung von Meßwertfolgendurch deterministische SignaImodelle 
(s. Abschn.3.3.2) gewinnt in den letzten Jahren die Beschreibung des Verlaufs und der 
inneren Zusammenhänge von Signalen auf der Basis der Theorie linearer stochastischer 
Prozesse durch stochastische Signalmodelle an Bedeutung [2.9, 3.10, 3.11, 3.18, 3.19]. 
Diese Beschreibungsform ist besonders in der Ökonomie, der Meäizin und der Meteoro­
logie verbreitet. Im Bereich der Technik ist ihre Anwendung noch nicht so ausgeprägt. 

Ausgangspunkt ist die im Abschnitt 3.3.1 bereits dargelegte Annahme, daß das stocha­
stische Signal x(t) über ein Filter mit den Übertragungseigenschaften GF Uw) aus dem 
stationären "weißen Rauschen" s(t) erzeugt wird; s. Bild 3.28 und GI. (3.114). Für den 
Fall äquidistanter zeitlicher Werte von s(t) und x(t) erhält man als allgemeine Beschrei­
bung mit s (kT) == s(k) und x (kT) == x(k) anstelle der stochastischen Differential-
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gleichung von GI. (3.114) die stochastische Differenzengleichung 

aox(k) + alx(k - 1) + ... + a,.x(k - r) = bos(k) + ... + b,s(k -I). 
(3.129) 

Mit Verwendung eines Verschiebeoperators q-l kann GI. (3.129) durch die Vereinba­

rung x (k - n) == x(k) q-n umgeformt werden in 

A(q-l) x(k) ='7J(q-l) s(k) (3.130) 

mit den Summenverschiebeoperatoren 

A(q-l) = [ao + alq-l + ... + a,q-'] 

B(q-l) = [ho + b1q-1 + ... + b,q-']. 

Die GI. (3.130) beschreibt einen autoregressiven Prozeß der gleitenden Mittel (~uto­
regressive moving average model oder ARMA-Modell) der Ordnung (r, I). Aus dieser 

Beschreibung kann ferner 

_ das autoregressive Modell (AR-Modell) der Ordnung (r) 

A(q-I)X(k) = s(k), (3.131) 

_ das Modell der gleitenden Mittei (MA-Modell) der Ordnung (I) 

x(k) = B(q-l) s(k) (3.1~2) 

abgeleitet werden, '. . . _ . 
Neben diesen drei Grundtypen werden ruI die BeschreIbung mstationarer stochasti-

scher Prozesse Modelle verwendet, die durch eine Differenzbildung der gerness~nen be­
nachbarten Signalwerte den instationären Signalanteil (Trend) mit erfassen. Der so ab­
gebildete autoregressive integrierende Prozeß der gleitende? Mittel der Ordnung (r, d, m) 
(ARIMA-Modell) wird durch folgende Gleichung beschrieben: 

A(q-I)Vdx(k) = B(q-l)e(k); (3.133) 

VI x(k) d-te Differenz der benachbarten Zeitreibenwerte. 

Seine Anwendung ist besonders bei kurzen Zeitreihen vorteilhaft, und die Ordnung d 
der Differenzbildung wird häufig auf ~2 beschränkt. 

Ein weiteres stochastisches Signalmodell ergibt sich aus der Verallgemeinerung des 
ARMA-Modells durch Hinzufügen eines meßbaren Eingangssignals u(k) als Hilfsgröß.e. 
Mit den Vereinbarungen fUr die Systembeschreibung in den Abschnitten 1.4 und 6.3 gilt . 
für diesen· autoregressiven Prozeß dergleiteriden Mittel mit der Hilfsgröße"u(k) der 
Ordnung (r, m; n) (ARMAX-Modell, autoregressive moving average with exogenous va-

riable) folgende Beziehung: 

A'(q-l) x(k) = B(q-l) s(k) + C(q-l) u(k) (3.133a) 

mit 
C(q-l) = [co + Clq-l + .. , + c.q-·]~ 

Das ARMAX-Modell, das häufig auch als gesteuertes ARMA-Modell (CARMA­
Modell) bezeichnet wird, ist als ein Spezialfall in dem von Aström und Rohlin [1.38] vor­
geschlagenen verallgemeinerten Systemmodell enthalten (s. Abschn.6.3) und soll deshalb 

an dieser Stelle nicht weiter betrachtet werden. 
Im. folgenden wird deshalb nur das ARMA-Modell mit seinen Grundtypen, dem AR" 

Modell und dem MA-Modell, vorgestellt. 
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3.3.3.2. Autoregressive Modelle (AR-Modell) 

Autoregressive Signalmodelle werden vor allem zur Vorhersage des Signalverlaufs 
(Extrapolation) aus den zurückliegenden Signalwerten verwendet. Aus GI. (3.130) ergibt 
sich für ao = 1 

x(k) = A'(q-l) x(k) + e(k) (3.134) 
mit 

A'(q-l) = [-alq-l, - ... , -arq-r]. 

Der aktuelle Signalwert x(k) ergibt sich hier aus der bewerteten Signalvergangenheit 
A'(q-l) x(k) und der Zufallsgröße e(k). Zur Schätzung der Parameter a, des AR-Modells 
wird unter Verwendung der Methode der Regression für n Beobachtungen die Fehler­
gleichung (s. Abschn.5.2.2) 

e(k) = x(k) - A'(q-l) x(k) 
mit 

tT(k) = [t(k), ... , t (k + n)] 

x T(k) = [x(k), ... , x (k + n)) 

r
-a x (k - 1) - .,. - lirk (k - r) J 

A'(q-l) x(k) = : I : 

-alx (k - 1 + n) - ... - Q.x (k - r + n) 

benutzt. Damit ergibt sich die Schätzvorschrift für die Parameter zu 

a = [XI'X]-IXI'x 
mit 

x T = [x(k), ... , x (k + n)] 

X _ r; (k - 1), ... , ~ (k - r) ] 

- ~ (k + n - 1), ... , ~ (k + n - r) . 

(3.135) 

(3.136) 

Die Vorhersage eines Signalwerts um einen Zeittakt T erfolgt dann entsprechend der 
Beziehung 

X (k + 1) = +alx (k) + ... + a.x (k - r). (3.137) 

Eine überprüfung des Modells kann mittels der Gütewerte von GI. (3.120) oder über die 
Berechnung der Autokorrelationsfunktion R •• (mT), die im Idealfall den Bedingungen 
von GI. (3.114) entsprechen sollte, erfolgen. . 

Anhand der ermittelten Koeffizienten 17, kann die Stationarität des Signals sehr einfach 
dadurch geprüft werden, daß die Lösungen der Gleichung 

1 + alq-l + ... + a.q-r = 0 

außerhalb des Einheitskreises liegen müssen [3.2, 3.9]. Natürlich können die Parameter 
des AR-Modells auch mittels der rekursiven Regression geschätzt werden; s. GI. (3.121). 
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Für dieses Modell gilt die rekursive Schätzvorschrift 

Ii (k + 1) = Ii(k) + k (k + 1) [x (k + 1) - mT (k + 1) Ii(k)] (3.138) 
mit 

mT (k + 1) = [x(k), ... , x (k - r)], k (k + 1) s. GI. (3.121). 

Alle anderen Beziehungen und Startwerte sind wie im Abschnitt 3.3.2.1 zu wählen. 
Neben dem Signalmodell von GI. (3.134) sind die Korrelationsfunktion und das 

Leistungsdichtespektrum des autoregressiven Prozesses zur Signalanalyse von großer 
Bedeutung. 

Die Korrelationsfunktion R= (mT) fUr das stationäre abgetastete Signal x(k) erhält 
man durch Multiplikation der Gleichung 

x(k} + alx (k - 1) + .,. + a,.x (k - r) = e(k) (3.139) 

mit den Signalwerten x (k - m) und Bildung der Erwartungswerte 

x(k) x (k - m) + alx (k - 1) x (k - m) + ... + a.x (k - r) x (k - m) 

= e(k) x (k - m), 

E {x(k) x (k - m)} + alE {x (k - 1) x (k - m)} + ... 
+ a,.E{x(k - r)x(k - m)} = E{e(k)x(k - m)}. (3.140) 

In verkürzter Schreibweise R= (mT) == R=(m) und unter Beachtung, daß der Ausdruck 

E{e(k)x(k - m)} = 0; m >0, . 
geht GI. (3.140) in die Form 

R=(m) + aIR>:>: (m - 1) + ... + a,.R>:>: (m - r) = 0; 

über. Analog ergibt sich für R=(O) 

R=(O) + aIR>:>: (-1) + ... + arR= (-r) = 11: 
wegen 

E {e(k) x(k)} = 11:. 

m >0 (3.141) 

(3.142) 

Für die normierte Autokorrelationsfunktion erhält man mit den GIn. (3.141) und (3.142) 

R;"'(m) = R>:>:(m) = -aIR~% (m - 1) - ... - arR~% (m - r); 
R>:>:(O) 

m>O. 

(3.143) 

Die GIn. (3.141) und (3.143) werden auch als Yule-Walker-Gleichungen bezeichnet. Mit 
ihrer Hilfe ist ebenfalls eine Schätzung der Parameter a, möglich [3.9]. 

Das Leistungsdichtespektrum des autoregressiven Prozesses kann durch Anwendung 
der Wiener-Chintschinschen Beziehung - s. Abschnitt 3.2.3, GI. (3.77) - oder über den 
Zusammenhang zwischen den Leistungsdichten und der Systembeschreibung - s. Ab­
schnitt 3.2.4, GI. (3.111) - erfolgen. Der letzte Weg soll hier näher erläutert werden, weil 
er unter den Bedingungen fUr das Signal e(t) und der Kenntnis der Parameter a, ge­
schlossene Lösungen fUr das Leistungsspektrum ergibt. 

Analog zu GI. (3.111) gilt für den AR-Prozeß 

(3.144) 
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Für den vorliegenden diskontinuierlichen Fall erhält man aus der stochastischen Diffe­
renzengleichung (3.134) durch eine Z-Transformation die Pulsübertragungsfunktion des 
Filters zu [3.2] 

(3.145) 

Damit ergibt sich für den Ausdruck IGF (jro)1 2 in GI. (3.144) aus GI. (3.145) über einige 
Umformungen die allgemeine Beziehung 

I GF(elCOl) I 2 = 1/,to jto a,aj cos (i - j) roT. (3.146) 

Das Leistungsdichtespektrum des Signals 8(t) ergibt sich aus den Annahmen im Ab­
schnitt 3.3.3.1 zu 

S .. (ro) = u;. (3.147) 

Das Leistungsdichtespektrum des autoregressiven Prozesses der Ordnung r ist somit 
gegeben durch 

S=(ro) = u; j,to Jo a,aj cos (i - j) roT. (3.148) 

Soll das Spektrum aus den gemessenen Signalwerten geschätzt werden, sind in GI. (3.148) 
die Koeffizienten 0, einzusetzen, und die Streuung des Signals 8(t) ist als Schätzung aus 
den Beziehungen 

e(k) = x(k) - [OIX (k - I) + ... + ii,.x (k - r)] 

u; = _1_ ± (e(k) _ e(k))2 
n - 1 k=1 

zu ermitteln. 

(3.149) 

Im Beispiel 3.6 sind für eine Stichprobe eines autoregressiven Prozesses 1. Ordnung 
mit positivem Parameter al die Korrelationsfunktion und das Leistungsspektrum dar­
gestellt. Es zeigt ein typisches tieffrequentes Signalverhalten. 

Wird in der Gleichung des autoregressiven Prozesses 1. Ordnung der Parameter al 
negativ gewählt, entsteht ein Signal mit dominierenden hochfrequenten Komponenten. 
Den typischen Verlauf für diesen Fall zeigt Beispiel 3.7. 

3.3.3.3. Modelle der gleitenden Mittel (MA-Modelle) 

Das Modell der gleitenden Mittel ist die zweite Grundform des allgemeinen stochastischen 
Signa1.m.odells von GI. (3.130). Für dieses Modell wird angenommen, daß sich die Signal­
werte x(k) aus den durch die Koeffizienten b, bewerteten Werten des "weißen Rauschens" 
8 (k - i) nach der Vorschrift 

x(k) = B(q-l) e(k) (3.150) 

ergeben. Die GI. (3.150) stellt ein lineares Filter der Zufallsgröße 8(k) dar; s. Analogie 
zu digitalen Filtern im Abschnitt 3.4. 

Die Schätzung der Parameter des MA-Modells bereitet gegenüber der des AR~Modells 
größere Schwierigkeiten, weil im MA-Modell die Fehler nichtlineare Funktionen der 

Beispiel 
3.6 

Gegeben: 

Gesucht: 

Ergebnis: 

3.3.3. Erweiterte stochastische Signalmodelle 

Kennfuoktionen eines autoregressiven Prozesses 1.0rdnUDg (+ 1 < Ql < 0) 

Signalgleichung 
x(k) + QIX (k - 1) = e(k), 

Ql=0,7, 

e(k) weißes Rauschen, NY (0, 1), 
Abtastzeit T = 1 s, 
Beobachtungen: 500. 

Verläufe der Korrelationsfunktion und des Leistungsdichtespektrums. 

Siehe Bild zu Beispiel 3.6. 

5 a) 

I 0 

x(tJ 

-5 

1 b) 

1 
Rfex(fJ 

0 
-41 

1:/15 cl 

I 
§xx(w) 

0 

24 

t-

5 
f-

5-1 

w-

48 
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Die Verläufe der berechneten Korrelationsfunktion ~'" (mT) und des Leistungsdichtespektrums 
~;x;x(OJ) zeigen das typische Verhalten für ein stochastisches Signal mit dominierenden tieffrequenten 
Signalkomponenten. 
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Beispiel 
3.7 

Gegeben: 

Gesucht: 

Ergebnis: 

3. Beschreibung des dynamischen Verhaltens von Signolen 

KeonfDDktioneD eines autoregressiven Prozesses 1. Ordnung (-1 < 01 < 0) 

Signalgleichung 

x(k) + 01x(k - 1) = e(k), 

01 = -0,7, 
e(k) weißes Rauschen, NY (0, 1), 
Abtastzeit T = 1 s, 

Beobachtungen: 500. 

Verläufe der Korrelationsfunktion und des Leistungsdichtespektrums. 

Siehe Bild zu Beispiel 3.7. 

5 
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1 

IO~~~~~~~~~~ 
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Im Unterschied zu den im Beispiel 3.6 erhaltenen Ergebnissen ist deutlich zu erkennen, daß bei dem 
autoregressiven Prozeß l.Ordnung mit negativem Parameter 01 die ermittelte Korrelationsfunktion 

. R~" (mT) alternierend das Vorzeichen wechselt und das Leistungsspektrum S",,(w) sehr gut die doininie­
renden hochfrequenten Signalkomponenten zeigt. 
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Parameter werden. Zur Lösung des Schätzproblems werden dann iterative Verfahren 
benutzt, auf die hier nur verwiesen werden soll [3.19]. Wesentlich effektiver ist die Aus­
nutzung des Dualitätsprinzips zwischen MA- und AR-Modell. Liegen die Nullstellen des 
charakteristischen Polynoms von GI. (3.150), d.h. 

(3.151) 

außerhalb des Einheitskreises, ist das MA-Modell der Ordnung 1 in ein AR-Modell der 
Ordnung r umformbar. Es gilt dann 

[B(q-l)]-l x(k) = e(k). (3.152) 

Damit erhält man als Approximation mit einer hinreichend großen Ordnung r die 
Beziehung 

x(k) + a1x (k - 1) + '" + a,x (k - r) = e(k), 

deren Parameter nach den Schätzvorschriften von GI. (3.136) und GI. (3.138) ermittelt 
werden können. Selbst wenn das sich so ergebende Modell mehr Parameter als das MA­
Modell besitzt, wird dieser Weg wegen der Eigenschaften der Schätzung und der Inter­
pretierbarkeit häufig bevorzugt. 

Die Autokorrelationsfunktion des Signals erhält man wieder durch Multiplikation 
von GI. (3.150) mit den Signalwerten x (k - m) und Bilden der Erwartungswerte 

R",,(m) = E {(e(k) + b1e (k - 1) + ... + b,e (k - I)) 

x (e (k - m) + b1e(k - m - 1) + .,. + b,e (k - m - I))} 

und somit für m = 0 

R",.,(O) = (l + b; + ... + b;) 17; 

und für m > 0 

R (m) = {(bm + bm+1b1 + ... + b,_mb,) 17; 
"" o für m>1 

(3.153) 

Für das Leistungsdichtespektrum erhält man analog zu den Betrachtungen im Ab­
schnitt 3.3.3.2 die Beziehung 

, I 

S",.,(w) = 17; L L b,bJ cos (i - j) wT. (3.154) 
I=OJ=O 

3.3.3.4. Modelle eines aotoregressiven Prozesses der gleitenden Mittel 
(ARMA-Modell) 

Das Modell des autoregressiven Prozesses der gleitenden Mittel der Ordnung (r, I) ver­
einigt in sich das AR- und das MA-Modell. Die Bedeutung dieses Modells liegt vor allem 
darin, daß stationäre Zeitreihen oft durch ein ARMA-Modell mit geringerer Ordnung 
beschrieben werden können, als dies bei AR- oder MA-Modellen der Fall ist. Entspre­
chend GI. (3.129) gilt flir diesen Modelltypmit ao = bo = 1 die Beschreibung 

x(k) + a1x(k - 1) + '" + a,x(k - r) 

= e(k) + b1e(k - 1) + ... + b,e(k -I). (3.155) 
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In symbolischer Schreibweise lautet-GI. (3.155) 

A(q-l) x(k) = B(q-l) e(k) 
mit 

A(q-l) = [1 + alq-l + ... + a,.q-r] 

B(q-l) = [1 + blq-l + ... + blq-/]. 

(3.156) 

Die Schätzung der Parameter der Polynome A(q-l) und B(q-l) gestaltet sich schwierig, 
weil die Signalwerte e (k - i) nicht meßbar sind. Hinzu kommt, daß die Fehlergleichung 
nicht linear in den Parametern ist [3.10,3.14,3.19]. 

Eine große Anzahl von Verfahren beruht auf einer iterativen mehrstufigen Lösung oder 
Linearisierung der Fehlergleichung der aus GI. (3.156) abgeleiteten Beziehung 

(3.157) 
mit 

Weitere Details dieser Lösungswege der Schätzaufgaben, die sehr umfangreich sind, fin­
det man in [3.9, 3.20]. 

An dieser Stelle soll ein rekursiver Schätzalgorithmus vorgestellt werden, der bei ge­
eigneter Wahl der Ordnungen (r, /) konvergiert und gegenüber den genannten Methoden 
einfach und robust ist [3.21, 3.22]. 

Aus GI. (3.155) ergibt sich durch Umstellung 

e(k) = x(k) - [ble (k - l) + ... + ble (k - /) : - alX (k - 1) .•. - a.x (k - r)]. (3.158) 

In Vektorschreibweise erhält man aus GI. (3.158) 

e(k) = x(k) - mT(k) s 
mit 

mT(k) = [e (k - 1) ••• e (k - /) : x (k - 1) ... x (k - r)]. 

(3.159) 

Die Fehlergleichung für die Schätzung kann aus GI. (3.159) durch Einsetzen der Modell­
größen erstellt werden: 

e(k) = x(k) - ,;,T(k) i (3.160) 
mit 

§T = [bi'" 61 : -al'" -ar] 

,;,T = [t(k -1) ... t(k - /): x(k -1) ... x(k - r)]. 

In dieser Fehlergleichung sind neben den Parametern auch die Signalwerte t (k - i) zu 
schätzen, da sie nicht unmittelbar gemessen werden können. Es wird deshalb ein Schätz­
verfahren gesucht, bei dem diese Signalwerte während der Schätzung mit anfallen und 
das sicher von gewählten Startwerten konvergiert. Aus der Gruppe der rekursiven Schätz­
verfahren, die diese Forderung erfdllen, hat sich auch in diesem Fall die rekursive Re­
gression bewährt. Unter den für dieses Modell vereinbarten Bezeichnungen gilt entspre­
chend der Ableitung im Abschnitt 5.4.3 folgende Schätzvorschrift: 

i (k + 1) = §(k) + k (k + 1) [x (k + 1) - ,;,T (k + 1) i(k)] (3.161) 

mit 

3.3.3. Erweiterte stochastische Signalmodelle 

k (k + 1) = P(k) [mT (k + 1) P(k),;, (k + 1) + 1]-1 

P(k) = [M(k?M(k)]-l und rekursiv 

P(k) = P (k - 1) - k(k) ,;,T(k) P (k - 1). 
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Die Schätzung kann u. a. dann abgebrochen werden, wenn für die Korrelationsfunktion 
Ru(m) gilt 

R ( ) _ {O für m#O 
um - 2 • • 

(1, fur m = 0 
(3.162) 

Das Problem der Wahl der Startwerte für die Parameter und die Signalwerte e (k - i) 
kann verringert werden, wenn durch eine Vorschätzung eines AR-Modells Anhaltspunkte 
gewonnen werden können. Alle anderen Startwerte und das Konvergenzverhalten ent­
sprechen dem in den Abschnitten 3.3.2.1 und 5.4.3 Gesagten. 

Auf die Herleitung der Autokorrelationsfunktion eines ARMA-Prozesses soll im 
Rahmen dieses Buches verzichtet werden, weil sie sehr aufwendig ist und sehr selten 
benutzt wird (s. [3.9]). Dagegen kann auf der Basis der Ableitungen für das Leistungs­
dichtespektrum des AR- und MA-Modells für diesen Prozeß eine geschlossene Lösung 
in Form von GI. (3.163) angegeben werden. Es gilt mit GIn. (3.148) und (3.154) für das 
Leistungsdichtespektrum eines ARMA -Prozesses 

I I 

I I bjbJcos(i-j)wT 
2 '=0 j=O 

S",.{w) = (1. -r-r------- (3.163) 

I I a,ajcos(i-j)wT 
'=0 j=O 

3.3.3.5. Kombinierte Signalmodelle 

In vielen praktischen Fällen haben sich Kombinationen deterministischer und stochasti­
scher Signalmodelle bewährt, weil einerseits die Anzahl der Parameter des Modells 
wesentlich reduziert werden kann und andererseits ihre Schätzung nicht so viele Probleme 
mit sich bringt. Aus der Vielzahl der Kombinationsmöglichkeiten wird im Rahmen dieses 
Buches die wichtige Beschreibung der Signalfolge x(k) durch einen Polynom- oder peri­
odischen Ansatz· und eine autoregressive Komponente näher betrachtet. Mit den Be­
schreibungen der GIn. (3.116), (3.125) und (3.131) ergeben sich damit die kombinierte 
Polynom-AR-Beschreibung und kombinierte periodische/AR-Beschreibung. 

Kombinierte Polynom-I AR-Bescbreibung 

x(k) + alX (k - 1) + ... + a,.x (k - r) =-00 + dl-(kT) + ... + d", (kT)'" + e(k) 

(3.164) 

Für ein einfaches Modell sind im Beispiel 3.8 der Signalverlauf, die Korrelationsfunktion 
und das Leistungsdichtespektrum dargestellt. 

Zur Schätzung der Parameter a, und d, mittels Regression wird GI. (3.164) zweck­
mäßigerweise wieder in eine Vektorform umgeschrieben: 

e(k) = x(k) - mT(k) s (3.165) 
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Beispiel 
3.8 

Gegeben: 

Gesucht: 

Ergebnis: 

3. Beschreibung des dynamischen Verhaltens von Signalen 

I Kombiniertes SignalmodelI: autoregressiver /polynom-Ansatz 

Signalgleichung 

x(k) = e(k) - alX (k - 1) + Co + c1kT + C2 (kT)2, 

al = -0,5, Co = -2, Cl = 1'10-3s-t, 
C2 = 1'10-5 (S-1)2, 

e(k) weißes Rauschen, NV (0, 1), 
Abtastzeit T = 1 s, 
Beobachtungen: 500. 

Verläufe der Korrelationsfunktion und des Leistungsdichtespektrums. 

Siehe Bild zu Beispiel 3.8. 

5 a) 

1 b) 

o ~----------------~~~-------s--------~~ 
277 c) T-

Q1 

o~ ....... ..o....ta.. ....... !oo...L.!:::""":~...c....cIo:!....l.o~tt!:!:ICI.~~II.!.....!~ 
5-1 Je 

(iJ-

Die berechnete Korrelationsfunktion ~ (mT) und das Leistungsdichtespektrum Sdw) zeigen sehr· 
gut den Anteil der deterministischen und stochastischen Signalkomponente. -
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mit 
mT = [x (k - 1) ... x (k - r) : 1 (kT) ... (kT)m] 

Für n Beobachtungen ergibt sich aus GI. (3.165) das Gleichungssystem 

e(k) = x(k) - Mi, (3.166) 

eT(k) = [e(l), e(2) ... e(n)] 

xT(k) = [x(1), x(2) .. . x(n)] 

M= 
x(l) x(O) ... x (-r + 2) ! 1 (2T) ... (2T) 

[

X(O) x(I) ... x (-r + 1) 1 1 (IT) ... (IT):] 

i . . . 

~(n-1)~(n-2) ... ~(n-r) I ~(nT) ... ~nT)m 
Wird das Signal e(k) als Modellfehler betrachtet und seine Beschreibung in GI. (3.166) 
verwendet, kann der.Parametervektor mit der Methode der Regression (s. Abschn. 5.2.2) 
nach der Vorschrift 

(3.167) 

ermittt:lt werden. Eine rekursive Schätzung mittels der rekursiven Regression ist eben­
falls möglich (s. Abschn.5.2.2). 

Kombinierte periodische I AR-Beschreibung 

x(k) + alx (k - 1) + ... + a,x (k - r) 

, 
= Co + L (c, cos wikT + b, sin WikT) + e(k). (3.168) 

1= 1 

Im Beispie13.9 ist der Verlauf eines Signals, das aus einer autoregressiven SignaIkompo­
nente 1. Ordnung, einer periodischen Komponente und einem G1eichanteil besteht, dar­
gestellt. 

In Vektorform lautet GI. (3.168) 

e(k) = x(k) - mT(k) s, (3.169) 

mT(k) = [x (k - 1) ... x (k - r) : 1 : cos wlkT ... cos w,kT: 

sin Wl kT ... sin w,kT] 

Als Gleichungssystem erhält man flir n Beobachtungen 

i(k) = x(k) - Mi (3.170) 
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Beispiel 
3.9 

Gegeben: 

Gesucht: 

Ergebnis: 

3. Beschreibung des dynamischen Verhaltens von Signalen 

I Kombiniertes Signalmodell: autoregressiver/periodischer Ansatz 

Signalgleichung 

x(k) = e(k) - alX (k - 1) + Co + Cl sin 21t' kT, 
24 

al = -0,5, Co = -0,2, Cl = 0,5, 
e(k) weißes Rauschen, NV (0, 1), 
Abtastzeit T = 1 s, 

Beobachtungen: 500. 

Verläufe der Korrelationsfunktion und des Leistungsdichtespektrums. 

Siehe Bild zu Beispiel 3.9. 

5 

t 0 
x(t) 

t-
·5 

1 b) 

t 0 
R~x(r) 

r-
cQ5 

Q05 c) 

t 
~xx(lD) 

0 

(Ji-

500 

48 

Die einzelnen Signalkomponenten sind sowohl in der ermittelten Korrelationsfunktion A~" (mT) 
als auch im Leistungsdichtespektrum S",,(w) zu erkennen. Dabeiist wiederum zu sehen, daß periodische 
Signalanteile im Leistungsspektrum signifikanter hervortreten als in der Korrelationsfunktion. 
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mit 
eT(k) = [e(I) e(2) ... e(n)] 

xT(k) = [x(I) x(2) ... x(n)] 

[

X(O) ... x(-r + l)!l!cosw l 

J i 
x(1) ... x(-r+2)!liCOSWl 

M= . . !.i. 
I .: ~ 

;(n-l) ... ;(n-r) 1~I~oSWl 

IT ... cos Wt IT! sin wl IT ... sin Wt IJ 

2T ... ":"" W, 2TI ~n w. 2T ... ~ w, 2T . 

nT ... cos Wt nT! sin wl nT ... sin w, nT 
. I 

Bei bekannten oder entsprechend der Strategie im Abschnitt 3.3.2.2 ermittelten domi­
nierenden Frequenzen Wt kann eine Schätzung im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate, 
d. h. mittels Regression (s. Abschn.5.2.2), nach der Beziehung 

s= [WMJ-lWx (3.171) 

erfolgen. 
Für die hier vorgestellten kombinierten SignaImodelle sollte die Ordnung der deter­

ministischen Teilmodelle klein gehalten werden (m ;;;:; 2, 1 ;;;:; 2) und die Anzahl der Beob­
achtungen hinreichend groß sein. Die Parameter des deterministischen Teilmodells wer­
den dann relativ unabhängig von der Korrelation und Streuung der Zufallskomponente 
ermittelt. 

Gegenüber den deterministischen SignaImodellen von Abschnitt 3.3.2 besitzen diese 
kombinierten Modelle dann Vorteile, wenn die stochastische Signalkomponente korre­
liert i~. Im Vergleich zu den stochastischen Signalmodellen von Abschnitt 3.3.3 bilden 
sie ferner Signalverläufe mit ausgeprägten deterministischen Anteilen mit wesentlich 
weniger Parametern sehr gut nach. 

3.4. Ausgewählte Methoden der Signalaofbereitung 
• 

3.4.1. Notwendigkeit einer SignaIaufbereitung 

Die mittels Sensoren erfaßten Informationen in Form von zeitlichen Verläufen der Si­
gnale stellen bei fehlerfreier Erfassung, Übertragung und Speicherung die genaueste 
Basis für die weitere Ableitung von Signal- und/oder Systemmodellen dar. Es wird 
wiederum davon ausgegangen, daß die Information über die Signale in abgetasteter 
Form als x (kT) vorliegt; dabei wird in diesem Abschnitt vielfach die vereinfachte 
Schreibweise x verwendet; In den meisten Fällen muß jedoch davon ausgegangen wer­
den, daß in den genannten Stufen (Erfassung, Übertragung und Speicherung) das ur­
spfÜnglic];le Signal venalscht werden kann. Hinzu kommt, daß die vom Sensor erfaßten 
Prozeßgrößen/-zustände bereits gestört sein können. Die Verfälschung einer Prozeß­
größe kann u.a. ihre Ursache haben im 

- Prinzip des Sensors 
- Einfluß von" Umweltfaktoren" und anderen nichtmeßbaren Größen auf den Sensor, 

die Übertragung und die Speicherung. 

Damit ergibt sich das im Bild 3.32 dargestellte allgemeine Schema. Die Eingangs- und 
Ausgangsgrößen u(t) und x(t) können durch die Störungen Zu und z" bei der Messung, 
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der Übertragung und Abspeicherwig verfälscht werden. Eine direkte weitere Verwen­
dung der nach diesem Schritt vorliegenden Primärinformationen u'(t) und x'(t) würde 
eine Abbildung des Verhaltens vom Prozeß einschließlich Sensor-, übertragungs- und 
Speicherungssystem, nicht aber des Prozesses allein ermöglichen. Aus diesem Grund ist 
eine Aufbereitung der Primärsignale bzw. der Primärdaten mittels verschiedener Metho­
den notwendig. Das Ziel dieser Methoden ist es, die Verfälschung der Prozeßgrößen zu 
erkennen und sie durch Transformationen, Korrekturen oder Filterung möglichst zu be­
seitigen. Zu diesen beiden Aufgabenkomplexen sollen in den folgenden Abschnitten 
ausgewählte Methoden abgeleitet werden, die auf die bereits bekannten Signalmodelle 
aufbauen und als Ausgangspunkt für weiterführende Betrachtungen angesehen werden 
können. 

u(f) 
System 

_Z..=u_1tl-l--n Sensor-, Übertragungs-, 
Speichersystem 

u'(fI 

Primärdaten 

Primärdatenaufbereifung 

ultl,x(f)/x·(f) 

z(tJ 

x(f) 

x'(f1 

Bild 3.32 
Schema der Primärdatenerfassung 
und -verarbeitung 

3.4.2. Methoden zum Erkennen von Verfälschungen 
der Prozeßsignale/-zustände 

Grundlage für die Methoden zum Erkennen von Verfälschungen der Prozeßsignale/ 
-zustände sind A-priori-Informationen über das "unverfälschte" Verhalten. Diese Infor­
mationen beruhen auf 

- theoretischen und/oder experimentellen Analysen des statischen und dynamischen 
Verhaltens 

- Vergleichsmessungen 
- Erfahrungen/Intuition der Prozeßspezialisten. 

Für die Prüfung des statischen Verhaltens gemessener Signale (auch als Größen be­
zeichnet) sind deshalb u. a. folgende Aufgaben zu lösen: 

- Ermittlung der analytischen Beziehungen oder der Kennlinien, die bei Signalwand­
lungen (z.B. AD-Wandlung) auftreten 

- Ermittlung von sinnvollen Wertebereichen für die Amplituden der Prozeßsignale 
- Ermittlung von analytischen Beziehungen über den Einfluß von Umgebungsbedin-

gungen (z.B. Temperatur) auf das betrachtete Prozeßsignal 
- Aufstellen von Bilanzgleichungen (z.B. Masse). 

Auf diesem Wissen können die folgenden, einfach zu realisierenden Prüfverfahren für 
die Prozeßsignale (als allgemeines Signal wird x verwendet) aufgebaut werden: 
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Bereicbstest. Der Bereichstest erfolgt durch einen Vergleich des abgetasteten Signalwerts 
mit vorgegebenen Grenzwerten für das jeweilige Signal nach der einfachen Vorschrift 

Xml n ;;;; x(k) ;;;; Xmax • (3,172) 

Die Bereichsgrenzen Xmln und Xmax (Bild 3.33) werden durch theoretische Kenntnisse als 
"technologisch sinnvolle" Werte oder durch statistische Auswertungen und Annahmen 
eines normalverteilten Signals als das Vielfache der Streuung (0'-Bereiche, s. Abschn. 2.2.1) 
gewonnen. 

x(f) 

Bild 3.33 
'--____ ...:.... ____ -------,- Prinzip des Bereichstestes 

f 

DHferenztest. Der Differenztest beruht auf der Prüfung der Differenz zweier aufeinander­
folgender abgetasteter Signalwerte (Bild 3.34) in der Form 

Ix(k) - x (k - 1)1 ~ ~xmax' (3.173) 

Dieser Test ist in vielen Fällen wirksamer als der Bereichstest, wobei die Festlegung der 
maximalen Änderung je Tastschritt u, U. Schwierigkeiten bereitet. 

xlkl 

k 

::1 ~~~~~_~~~~~~~_~~_ ~"' " " ",., ",.", ,.' , " , 
k 

Bild 3.34 
Verlauf 
der abgetasteten Signa/werte x(k) 
und der Dijferenzsignalwerte tü (k) 

Bilanztest. Der Bilanztest beruht auf der Beurteilung mindestens zweier erfaßter Prozeß­
signale. Durch Bildung der Bilanzgleichungen (z. B. Masse-, Energie-, Durchflußbilanzen) 
wird geprüft, ob die Signale bis auf einen vorher festgelegten Fehlerbereich ~x von Null 
abweichen. Als Prüfgleichung verwendet man die allgemeine Bilanzgleichung 

I
" 111 r I 

1~1 x"zu(k) - J~l xJ,ab(k) - 1~1 x',ae.p(k) ;;;; ~x; 

x"zu(k) i-te zugeführte Größe 
x',ae.p(k) Änderung der I-ten gespeicherten Größe 
xJ,ab(k) j-te abgeführte Größe, 

(3.174) 
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Wird die Grenze L\x in GI. (3.174) überschritten, sind Überprüfungen der Meß-, über­
tragungs- und Speichersysteme und eine Korrektur der Meßwerte erforderlich. Diese 
Strategie ist auf vergleichbare Signale beschränkt. 

Für die Prüfung des richtigen dynamischen Verhaltens der gemessenen Signale sind 
u. a. folgende Aufgaben als Voraussetzung zu lösen: 

- Ermittlung des normalen und aktuellen dynamischen Verhaitens des Sensors 
- Ermittlung der Frequenzlage des Nutz- und des Störsignals. 

Die Prüfung des dynamischen Verhaltens erfolgt vorwiegend in Form von Vergleichen 
des normalen Verhaltens (Standardverhalten) mit dem aktuellen Verhalten. Häufig wer­
den zu diesem Zweck Vergleichsmessungen mit aufgeprägten Signalen vorgenommen. Als 
eine der wichtigsten Prüf methoden des dynamischen Verhaltens soll der Test auf tief­
frequente Zeitkomponenten, auch als Trend bezeichnet, vorgestellt werden. Proze13-
signale, die diese Eigenschaft besitzen, werden als instationär bezeichnet, da ihre Ver­
teilung/ihre Momente eine Funktion der Zeit sind. Die Methoden zur Prüfung auf Sta­
tionarität beruhen vor allem darauf, daß das beobachtete Signal in einzelne Abschnitte 
(Serien) unterteilt wird und die Momente der Serien oder daraus abgeleitete Größen durch 
statistische Testverfahren (s. Abschn.2.3.3) miteinander verglichen werden (Bild 3.35). 

x(f) 

- Serie 1 -1-serie2 

Als Prüfverfahren eignen sich u.a. folgende: 

t 

Bild 3.35 
Einteilung der Meßgröße 
in zwei Serien für den Test 
auf Gleichheit der Erwartungswerte 

Test auf Gleichheit der Erwartungswerte zweier unabhängiger normalverteilter Grund­
gesamtheiten (t-Test) 

Bei diesem Test soll geprüft werden, ob der Erwartungswert der Serie 1 (E{X1 } = P"I) 
gleich dem Erwartungswert der Serie 2 (E{X2} = P"2) ist (Bild 3.35). Dabei wird voraus­
gesetzt, daß die beiden Serien die gleichen Streuungen besitzen, d.h., (f2 = (f~1 = (f~2 
gilt. Ausgehend von der Hypothese Ho: P"1 = P"2 wird rur die konkrete Stichprobe der 
Meßgröße mit den Beobachtungen n1 für die Serie 1 und n2 für die Serie 2 die Hypothese 
verworfen, wenn 

(3.175) 

ist [2.3, 2.4]. Damit wird eine Trendermittlung möglich und eine Trendkorrektur erfor­
derlich. 
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Vergleich der mittleren Streuung einer Serie mit der Streuung der Mittelwerte aller Serien 
(F-Test) 
Die Daten der beobachteten Meßgröße werden entsprechend Bild 3.36 in m Serien mit 
jeweils n Daten eingeteilt. Aus diesen Serien werden ermittelt: 

- die Serienstreuungen s; ; j = 1, 2, ... , m 
2 1 ~ ( -)2 

sJ = --- L..J XIJ - XJ , 
n - 1 1= 1 

- die mittlere Streuung einer Serie 
In 

s; = L si/m, 
J=1 

- die Streuung der Mittelwerte 

2 1;' ( -)2 S" = --- L..J xJ - x • 
m - 1 J=1 

x{f) 

__ . ~ __ . __ . __ . ..-----.~. __ . __ ._-x 

~~1' 

- Serie 1 -I ...... I-seriem -
t 

Als Test wird der F-Test (s. Abschn;2.3.3) in der Form 

Bild 3.36 
Einteilung der Meßgröße 
in m Serien für den F-Test 

F = s;/s; (3.176) 

mit den Freiheitsgraden! ..... = m - 1 und J. •• = m (n - 1) verwendet. Das Prozeßsignal 
x wird mit einer Irrtums wahrscheinlichkeit IX als stationär angesehen, wenn 

F< F,.,J ..... ,J... (3.177) 

ist. Für den Test ist es zweckmäßig, die Aniahl der Serien m ~ 4 und die Anzahl der 
Beobachtungen in einer Serie n ~ 10 Zu wählen. . 

Damit steht eine Reihe von Methoden und Strategien zur VerfUgung, um eine Ab­
weichung der Prozeßsignale von ihrem normalen Verhalten zu erkennen. In den folgen­
den Abschnitten soll auf Methoden näher eingegangen werden, die den Einfluß VOll 

erkannten Verf"alschungen im statischen oder dynamischen Verhalten der gemessenen 
Signale reduzieren. 

3.4.3. Methoden zur Korrektur gemessener Signale 

Nachdem eine Verf"alschung der Signale bei der Messung, der Übertragung oder der 
Speicherung erkannt worden ist, muß diese durch Korrekturmaßnahmenmöglichst gut 
beseitigt werden. Einige weitverbreitete Strategien werden im folgenden angefUhrt. 
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3.4.3.1. Eliminierung von Signalwerten 

Werden die im Bereichs-, Differenz- oder Bilanztest im Abschnitt 3.4.2 angegebenen 
Schranken durch die erfaßten Signale verletzt, sind sie als "Ausreißer" zu eliminieren 
bzw. ist der letzte als zuverlässig anerkannte Datensatz flir diesen Zeitpunkt weiter zu 
ve.nNenden. . 

3.4.3.2. Statische Korrektur von Signalen 

Die durch das Meßsystem wiedergegebenen Prozeßsignale werden häufig durch dessen 
statisches Übertragungsverhalten verformt, oder es gehen die Umgebungsbedingungen 
(Sekundärgrößen) in den erfaßten Wert ein. Der erste Umstand kann bei Kenntnisdes 
statischen übertragungsverhaltens des Meßsystems in Form von Kennlinien oder ana­
lytischen Ausdrücken korrigiert werden. Damit ergibt sich:z.. B. der korrigierte Meßwert 
nach der Vorschrift 

Liegt eine Beeinflussung der erfaßten Prozeßgröße durch Sekundärgrößen vor (z.B. 
Temperatur), erfolgt eine Korrektur der Daten in der Regel auf der Grundlage von ana­
lytischen Ausdrücken der Form 

i(k) = ao + 'alx (k); 

al = f(Sekundärmeßgrößen). 

3.4.3.3. Dynamische Korrektur von Signalen 

Unter einer dynamischen Korrektur von Signalwerten soll hier die Korrektur des dyna­
mischen Verhaltens des Meßsystems mit dem Ziel verstanden werden, daß der Endwert 
der Messung möglichst schnell und genau erreicht wird. Da die Sensorsysteme überwie­
gend Trägheitsverhalten aufweisen, ist zur Korrektur ein inverses Verhalten, d.h. ein 
dominierender Vorhalt, notwendig. Dies bereitet technisch einige Probleme. Eine weitere 
Möglichkeit besteht in der Endwertvorhersage aus .beobachteten Anfangsverläufen und 
bekanntem Sensormodell. . . 

Die Aufgaben der statischen und der dynamischen Korrektur werden in leistungs­
starken Meßsystemen durch in die Geräte integrierte Rechnersysteme gelöst. Der Ent­
wurf von Korrekturmaßnahmen kann auch auf !ler Basis der im Abschnitt 3.4.4 vor­
gestellten Filter oder durch die Anwendung von Korrekturnetzwerken [3.1] erfolgen. 

3.4.4. Filterung von Signalen 

Bei der Aufbereitung von Signalen nimmt die Aufgabe der Trennung von Nutz- und 
Störsignalen durch Filter eine zentrale Stellung ein. Als Filter werden analoge oder digi­
tale Systeme angesehen, die den spektralen Inhalt eines Signals in einem vorgegebenen 
Frequenzbereich übertragen. Im Rahmen dieses Buches soll auf einige Grundlagen der 
Trennung von Nutz- und Störsignalen mit digitalen Mitteln näher eingegangen werden, 
weil sie der Ausgangspunkt für das Studium weiterer leistungsfähiger Verfahren der 
Filtertheorie sind [3.2, 3.5, 3.23, 3.24]. 
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3.4.4.1. Gnmdstrategie des Filterentwurfs 

Die Strategie des Entwurfs von Filtern für die Trennung von Nutz- und Störsignal geht 
von der im Bild 3.37 dargestellten Struktur aus. Das Nutzsignal XO(t) wird durch das 
Störsignal z(t) verfälscht. Als gemessenes Signal steht x(t) zur Verfügung. Es besteht 
nun die Aufgabe, ein Filter bzw. eine Vorschrift zum Trennen von Nutz- und Störsigrial 
so zu entwerfen, daß das gefilterte Signal X(t) möglichst dem unverialschten Signal XO(t) 
entspricht. Der Entwurf von optimalen Filtern wurde von. Wiener im Sinne des mini­
malen mittleren quadratischen Fehlers gelöst [3.6, 3.27]. Er soll hier nicht weiter betrach­
tet werden. Ausgangspunkt für die hier vorgestellte Strategie ist der Filterentwurf auf 
der Grundlage einer aus der Spektralanalyse oder aus theoretischen Überlegungen vor­
liegenden A-priori-Information über die Lage der Nutz- und Störsignalspektren. 

s(w) 

Bild 3.37. Grundstruktur der Filteraufgabe Bild 3.38. Frequenzlage des Stör- und NutzsignaJs 

Für die Trennung beider Signalanteile muß immer gelten, daß sich ihre Spektren in der 
Frequenzlage signifikant unterscheiden (s. z.B. Bild 3.38). Aufgrund der vorliegenden 
A-priori-Informationen können dann die in Tafel 3.6 vorgestellten vier Filtertypen mit . . 

Tafel 3.6. Zusammt!TIhanK zwischen der Lage des Nutz- und Störsignalspektrums 
und der Filterart 

Lage des Leistungsspektrums I Filterart 

XO(t) tieffrequent 
z(t) hochfrequent 

XO(t) hochfrequent 
z(t) tieffrequent 

XO(t) in einem engen 
Frequenzbereich 

z(t) in einem engen 
Frequenzbereich 

Tiefpaß 

Hochpaß 

Bandpaß 

Bandsperre 

''"tl 

1 6,!, 1 

1"'\1 

(Dg (0 

I . 
(Og (JJ 

0 
w/ fPj 
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ihren idealen Amplitudenfrequenzgängen unterschieden . werden. Im Rahmen dieses 
Buches wird auf die in der Praxis oft verwendeten digitalen Tief- und Hochpaßfilter 
eingegangen. 

3.4.4.2. Digitale TiefpaßfiIter 

Bei der Betrachtung der Signalübertragungseigenschaften linearer digitaler Tiefpaßfilter 
soll von zwei grundsätzlichen Realisierungsstrukturen aus auf den Entwurf von Filtern 
und auf die Besonderheiten des Übertragungsverhaltens digitaler gegenüber analogen 
Filtern eingegangen werden. 

Als grundlegende Realisierungsstrukturen ftir lineare digitale Filter existieren nicht­
rekursive und rekursive Varianten. 

Nichtrekursive Filter 

Bei diesem Filtertyp wird der gefilterte Signal wert X(k) aus den ungefilterten Signalwerten 
x (k - i) nach der Vorschrift 

+. 
X(k) = L b,x (k - i) mit b, G; 0, n endlich ,=-. 

direkt gewonnen. Die Filterstruktur ist schematisch im Bild 3.39 dargestellt. 

x(k-II digitales -----i nichfrekursives 
Filter 

x(kJ 

Bild 3.39. Struktur der nichtrekursiven Filter 

Bild 3.40 
Varianten zur Wahl 
der Wichtungsparameter 
a) gleitende Mittelwertbildung 
b) gewichtete gleitende Mittelwertbildung b_ 1 = b+ , 
c) gewichtete gleitende Mittelwertbildung b+ , = 0 

[U1IIl. 
a) 

k-n k km 

bJ 
Je-n k k+n 

cl 
k-n k I •. I •• 

(3.178) 

Die Wichtungsparameter können nach den folgenden Gesichtspunkten gestaltet wer-
de~ (Bild 3.40): 

b, = 1/2n + 1 fürallei,d.h.gleitendeMittelwertbiIdungüberdasDatenfenster2n + 1, 
b, = b_, für alle i, d.h. gewichtete gleitende Mittelwertbildung ohne Phasenverschie­
bung, 
b, = 0 ftir i > 0, d. h. gewichtete gleitende Mittelwertbildung mit Phasenverschiebung. 

Häufig wird diese Signalverarbeitung auch als "Glättung" oder "Mittelwertbildung" 
bezeichnet. Die Auswirkung der Gestaltung der Wichtungsparameter auf die Güte der 
Filterung wird in den Beispielen 3.10, 3.11 und 3.12 untersucht. 
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Für die Darstellung des Übertragungsyerhaltens des digitalen nichtrekursiven Filters 
wird die Antwort auf das mit der Tastperiode Tabgetasteteharmonische Eingangssignal 
der Amplitude 1 betrachtet. Somit gilt ftir das Eingangssignal des Filters 

X* (j~) = eJCDl:T 

und für das Ausgangssignal des Filters 

X* (jco) = GF( eJOIT) eJCDtT; 

artel'"7) Filterübertragungsfunktion. 

(3.179) 

(3.180) 

Wird die transformierte GI. (3.178) in GI. (3.180) eingesetzt, erhält man die allgemeine 
Filterübertragungsfunktion zu 

+. 
GF(eJCDT) = L b, e-J'OIT. (3.181) ,=-. 

Sind für alle i die Koeffizienten b, = b_ h vereinfacht sich GI. (3.181) zu der Vorschrift 

iI 

GF (eJCDT) = bo + 2 L b, cos icoT. (3.182) 
'=1 

GI. (3.182) zeigt deutlich, daß der Amplituden- und Phasenfrequenzgang des Filters 
periodisch mit der Periode coT = 21t sein wird. Eines der wichtigsten Probleme ist die 
Ermittlung der Koeffizienten b; in Abhängiglceit von der Breite n des Datenfensters und 
der gs:wählten Grenzfrequenz co., d. h.des Durchlaßbereichs des Filters. 

16FI 

1 

o wgT (pT 

Bild 3.41 
Amplitudenfrequenzgang 
des idealen Tiefpaßfilters 

Angestrebt wird einidea1er Amplitudenfrequenzgang des Filters nach Bild 3.41. 
Zwischen dem komplexen Frequenzgang G(eJCDT) und den Koeffizienten b, besteht in 
Analogie zur Fourier-Reihe (s. Abschn.3.1.1) der Zusammenhang 

b, = _1_ r G(eJCDT) eJ'CDT dco 
21t J -,. 

für beliebige Gewichte b, und 

b, = J... r G (eJCDT)cos icoT.dco 
1t J 0 

(3.183) 

(3.184) 

für den Fall, daß für alle i die Beziehung b_, = b, gilt. Wird in GI. (3.184) der ideale 
Frequenzgang entsprechend Bild 3.41 eingesetzt, erhält man 

1 [~T . 
b, = -'- 1· cos icoTdco.' 

'Ir 0 
(3.185) 
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Als BerechnungsvoTSchrift für die Gewichte b, findet man damit 

b w.T.. T fü 0 1=--SInIW. r i> . 
iw.T (3.186) 

Als endgültige Filtergleichung ergibt sich dann aus GI. (3.178) durch Einsetzen von 
GI. (3.186) der gefilterte Wert im k-ten Zeitpunkt zu 

X(k) = w.T f sin iw.T x (k - i). 
7t 1=-0 iw.T (3.187) 

Die Güte der Anpassung des realisierten Amplitudenfrequenzgangs an den idealen Ver­
lauf im Bild 3.41 hängt ab von dem Produkt w.T und der Länge des Datenfensters n. Je 
größer n ist, um so besser ist die Anpassung. Der Parameter bo ergibt sich aus GI. (3.186) 
durch Grenzwertbildung zu 

bo = w.T. 
7t 

Ein lineares Filter mit der Verstärkung von 1 erhält man durch eine N~rmierung des 
Parameters bo in der Form 

+0 

b~ = 1 - L b, mit i =F O. 
"=-0 

An zwei einfachen :Beispielen soll das Verhalten nichtrekursiver Filter demonstriert wer­
den. Eine Normierung der. Filterparameter auf eine Gesamtfilterverstärkungvon 1 er­
folgt nicht heiden weiteren Betrachtuitgim. Wenn für alle i die Wichtungsparameter 
b, = b_ r sind, ist die Filterühertragungsfunktion eine reelle Größe, und die Phasenver­
schiebung des gefilterten Signals X(k) gegenüber dem ungefilterten Signal x(k) ist O. 

1 .~ 

:---------~" I' r. 
" ", " ,\ 
'\ ~.,. 1 \ 1\ 

'\. 1 I I, 
\ '\.. , I I 
\ '-.,. I I , 
\ ~ I 
\ I'· I I 
\ I 1:h-. 

OI~----~Q~.1------W-T~1---r\\~-/7/--~\~Jro~~-

Bild 3.42 
Amplituden!requenzgänge 
eines nichtrekursi!7e1l 
Tie!paßfilfers fiJr b, = b- I 

- ideales Filter 
- • - analoges Filter (T 1 = I) 
---. digit.ales Filter 

(bo == 0,318;' 
b1 "" b_ 1 :. 0,267) 

FÜfn = I ergibt sich aus GI. (3.182) der Amplitudenfrequenzgang Z1:l 

,1G(eJ"'l)l = bo + 2b1 cos wT. (3.188) 

Er ist im Bild 3.42 gemeinsam mit dem idealen Amplitudenfrequenzgang und dem eines 
analogen Filters 1. Ordnung für die Parameter w.T = 1 dargestellt. Die Darstellung zeigt 
das für Digitalfilter typische periodische Verhalten für d~n Amplitudenfrequenzgang. 
Für Werte von wT < 7t werden die Leistungsanteile zufriedenstel1eD..d gedämpft. Das 

Beispiel 
3.10 

Gegeben: 

3.4.4. Filterung von Signalen 

Einfluß der Wicbtlingsarten bei nicbtrekursiven TiefpaßfiItern 

Signalbeschreibung 

x(t) = "0 + "1 sin :~ t + z(t), 

"0 = I, "1 = 0,5, 

z(t) weißes Rauschen,O,I {NV (0, I)}, 

Filtergleichung (3.178), n = 5, 

w. = 0,3148-1 , 

Abtastzeit T = I s, 

Beobachtungen: 250. 

2 

x(t) 

OL-------------------------~----~~O 

X{t) 

xft) 

iW 

2 b) 
t-

I 

OL----------------------------.s------~2~ 
2 c) t-

1I 

o L---------------------------------~2~ 

2 d) t-

5 

t-

JI[ 

135 

FortsetzllDIvon Beispiel 3.10 s. S. 136 
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Beispiel 
3.10 

I Eioßuß der Wichtungsapteu bei nichtrekursiven Tiefpa8fiItem 

Gesucht: 

Ergebnis: 

Verläufe des gefilterten Signals X(k) für 

I. alle bl = 1/2n + 1 = 0,0909, 

ll. alle b_, = b+l nach GI. (3.186) 

bo = 0,1, b1 = 0,098, b2 = 0,094, 
b3 = 0,086, b4 = 0,076, bs = 0,064, 

m. alle bl = ° für i > ° (alle bl rur i. < ° s. ll). 

Siehe Bild zu Beispiel 3.10. 

Die dargestellten gefilterten Signalverläufe zeigen, daß 

1. die Filterwirkung der Varianten I und II sehr gut die hoChfrequente Störkomponente ohDe eine Pha­
senverschiebung des gefilterten gegenüber dem ungefilterten Signal beseitigen, 

2. die für die Echtzeitverarbeitung geeignete Variante m ebenfalls die hochfrequente Störung beseitigt, 
aber neben dem Verstärkungsverlust eine wesentliche Phasennacbeilung des gefilterten gegenüber dem 
ungefilterten Signal hervorruft. 

bedeutet, daß die Tastperiode T bei vorgegebener Grenzfrequenz W
a 

entsprechend dem 
Abtasttheorem von Shannon nach der Vorschrift 

T ~ 1t/wa 

zu wählen ist. 

Sind alle b + I = 0; i = 1, 2, ... , n, entspricht die nichtrekursive Filtergleichung (3.178) 
der Faltungssumme (s. Abschn.6.2). Für den AmpIituden- und Phasenfrequenzgang er­
geben sich flir n = 1 

b1 sin wT f{J (wT) = - arctan ----=.--__ 
bo + b1 cos wT 

-'---... ......... 
f 1-------____., """ 

16FI --t-- ........... '-.. / \ 1\ 
'-,,Y· ............ V \ 

."'"-
o 0.1 10 

wT-
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Bild 3.43 
Amplituden-

(3.189) 

und Phasenfrequenzgang 
eines nichtrekursiven 
Tiefpaßfilters/ür b+l = 0 
- ideales Filter 

(w.T= 1) 
- . - analoges Filter 

(Tl = 1) 
- - - digitales Filter 

(bo = 0,318; 
b l = 0,267) 

I 

1 

Beispiel 
3.11 

Gegeben: 

Gesucht: 

Ergebnis: 

Einfluß der Normierung der Verstärkung auf die Wirkung 
nichtrekurslver Tiefpaßfilter (bi = ° für i > 0) 

Signal beschreibung 

x(t) = Xl(t) + z(t), 

{ ° fürt< l00s 
Xl(t) = 10a(t) für t $:; 100 s, 

z(t) weißes Rauschen, NY (0, 1), 

Filtergleichung (3.178), n = 7, w. = 0,628 S-l, 

Abtastzeit T = 1 s, 

Beobachtungsbereich: 76 bis 125 s. 

Verläufe des gefilterten Signals X(k) für 
a) Wichtung (unnormierte Verstärkung) 

bo = 0,2, b_ l = 0,187, b-2 = 0,151, 
b_3 = 0,100, b_4 = 0,047, b-s = 9'10-9 , 

b_6 = -0,031, b_7 = 0,043, 

b) Wichtung (normierte Verstärkung) 

bo = 0,503, alle b_1 wie bei a). 

Siehe Bild zu Beispiel 3.11. 

15 a) 

0 
-2 

15 b) 

filterverstäoong p1 

t 
xlt} 

0 
-2 

15 c) 

RllerversliJrkung -1 

~l 
0 

-2 

t-

5 

t-

t-

125 

Die Verläufe der gefilterten Signale X(k) zeigen sehr gut das dynamische un~ statisc~e Ver~ten des 
nichtrekursiven Filters. Gegenüber dem nicht auf eine Verstärkung von 1 nOrmIerten Filter ~cht das 
normierte Filter bei gleichem dynamischem Verhalten den stationären Wert des ungefi]terten SIgnals x(t). 
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Beispiel 
3.12 

Gegeben: 

Gesucht: 

Ergebnis: 

3. Beschreibung des dynamischen Verhaltens von Signalen 

I WirkUDg des Filters "l5-Punkte-Gleitmittel von Spencer" 

Signalbeschreibung 

x(t) = al sin ~ t + z(t), 
250 

al = 4, z(t) weißes Rauschen, NV (0, 1), 

Filtergleichung (3.178), n = 7, 
Abtastzeit T = 1 s, 

Beobachtungen; 500. 

Verläufe des gefilterten Signals i(k) 

a) über alle Beobachtungen, 
b) als Vergleich des ungefilterten und gefilterten Signals für SO Beobachtungen. 

Siehe Bild zu Beispiel 3.12. 

7 

x(t) 

-7 

7 b) 

1 0 t---~-,.r--~~ 
fit) 

-7 

---I-+-'~~--f'"~"" "im 

1 
~-~ xltJ 

xltJ 0 t-*---~--L...._-------_---l 
xltl 

-1,5 t-

Die Verläufe der gefilterten Signale entsprechen prinzipiell denen vom Beispiel 3.10. Das Filter besei­
tigt hochfrequente Signalkomponenten, aber wesentlich besser als die einfachen nichtrekursiven Filter. 
In b) ist der Anfang der Signalverläufe dargestellt. Das Bild zeigt erneut, daß eine Filterung erst möglich 
ist, wenn (Zn + 1) Signalwerte (d.h. in diesem Flm 15) vorliegen. Zwischen dem gefilterten und dem un­
gefilterten Signalwert besteht auch hier keine Phasenverschiebung. 
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Der Amplituden- und der Phasenfrequenzgang für dieses nichtrekursive Filter sowie fur 
das ideale und analoge Filter LOrdnung sind für einen typischen Fall im Bild 3.43 dar­
gestellt. Es zeigt deutlich den periodischen Verlauf der Frequenzgänge auch dieses digi­
talen Filtertyps gegenüber dem analogen Filter. Gleichzeitig wird die Phasennacheilung 
des geillterten Signals im Frequenzbereich roT < 1t gegenüber der phasenfreien Filterung 
bei symmetrischer Wichtung sehr gut sichtbar. 

Das bedeutet, daß Filter mit b+l = 0 für alle i zwar zur Echtzeitdatenverarbeitung gut 
geeignet sind, aber immer eine Phasennacheilung aufweisen. Wird ein Filter für b_ 1 = bj 
für alle i verwendet, ist keine Phasenverschiebung des geillterten 'Signals vorhanden. 
Probleme treten dagegen in diesem Fall bei der Filterung der ersten und letzten n Signal­
werte der betrachteten Probe sowie im Echtzeiteinsatz auf. 

Den Einfluß verschiedener Wichtungsformen auf die Filterwirkung zeigt für einen Test­
fall Beispiel 3.10. Im Beispiel 3.11 wird der Einfluß der Normierung der Filterverstärkung 
auf 1 anband eines Signalabschnitts untersucht. 

Da die Filterwirkung häufig nicht ausreicht, wird die nichtrekursive Filterung in zwei 
oder mehr Stufen wiederholt. In [3.19] sind verschiedene Vorschläge für diese Strategie 
enthalten. Ein weitverbreitetes Filter ist das sog. ,,15-Punkte-Gleitmittel von Spencer", das 
aus einer Reihenschaltung von vier linearen Filtern entwickelt wurde. 

Die Gewichte für das Filter entsprechend GI. (3.178) sind mit b, = b_ 1 

bo = 0,2312 b_4 = b+4 = 0,0094 
b_ 1 = b+ 1 = 0,2094 b_ s = b+ s = -0,0156 
b_ 2 = b+ 2 = 0,1437 b_ 6 = b+6 = -0,00187 
b_ 3 = b+ 3 = 0,0656 b_ 7 = b+ 7 = -0,0094. 

Im Beispiel 3.12 ist die Wirkung dieses nichtrekursiven Tiefpaßillters dargestellt. 

Rekursive Filter 

Der geillterte Signalwert X(k) wird bei diesem Filter rekursiv aus den vorangegangenen 
gewichteten geillterten Signalwerten x (k - j) und den gewichteten ungeillterten Signal­
werten x (k - i) nach der allgemeinen Vorschrift 

R '" 

x(k) = L b,x(k - i) + L aJx(k - j) (3.190) 
1=0 J= 1 

berechnet. Das Strukturschema dieses Filters ist im Bild 3.44 dargestellt. Die rekursiven 
Filter beinhalten als Sonderfall das nichtrekursive Filter von GI. (3.178). 

xlk-iI digitales 'XlkJ rekursives 

I 
Filter 

x(k-jJ 
Bild 3.44 
Struktur der rekursiven Filter 

Im folgenden sollen die wesentlichsten Aspekte dieses Filtertyps am Beispiel eines 
rekursiven Filters 1. Ordnung betrachtet werden. Als Gleichungen erhält man im Zeit­
bereich 

X(k) = bx(k) + ilX(k - 1) 

und für die Pulsübertragungsfunktion 

b 
G(z)=---

1 ~ az- 1 

(3.191) 

(3.192) 
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Zur Darstellung des Amplituden- und des Phasenfrequenzgangs wird wieder von har­
monischen abgetasteten Signalen ausgegangen und somit z = eJeDT gesetzt. Damit er­
geben sich nach einigen einfachen Zwischenschritten folgende Beziehungen: 

für den Amplitudenfrequenzgang 

I G(eJeDl) I = b/,JI + 0 2 - 2a cos wT, 

für den Phasenfrequenzgang 
o sin wT 

f/J (wT) = - arctan -----
1 - 0 cos wT 

(3.193) 

- (3.194) 

In vielen Fällen wird durch die Wahl des Parameters b = I - 0 das übertragungsver­
halten des Filters so normiert, daß es im stationären Fall die Verstärkung von I besitzt 
(s. auch Bemerkung bei nichtrekursiven Filtern). Im Bild 3.45 sind der Amplituden- und 
der Phasenfrequenzgang beispielhaft dargestellt im Vergleich zu einem idealen und ana­
logen Tiefpaßfilter. Es zeigt sich wieder das durch die Abtastung bedingte periodische 
Verhalten (Periode wT = 21t) und das günstige Tiefpaßverhalten im Bereich wT< 1t. 

Für höhere Frequenzen ist das Filter nicht geeignet. Mit Zunahme des Wertes des Para­
meters 0 (0 < 0 < + I erlaubter Bereich für Tiefpaßverhalten) nimmt der Tiefpaß­
charakter zu, d.h., die Grenzfrequenz w. nimmt ab. 
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Bild 3.45 
Amplituden-
und Phasen/reqU/!,ugDng 
. eines rekursiven Filters 
i.Ordnung 
- ideales Filter 
. (w.r"; 1) 
- . - analoges' Filter 

(Tl = 1). 
- - - digitales Filter 

(a = 0,5; b = 1 - a) 

Wenn man die Bandbreite des Filters über die Grenzfrequenz w. nach der Beziehung 

IG(eJeDl)1 ~ G (w T = O)/Ji; 0 ~ wT ~ w.T (3.195) 

definiert, ergibt sich aus den Gin. (3.195) und (GI. 3.l93lIDit b = 1 - 0 

1-0 1 

.JI + a2 - 20 cos w.T = .J2. 
Nach Umformung folgt daraus der Zusammenhang zwischen der Grenzfrequenz w. 
und dem Parameter 0 zu 

o = 2 - cos w.T - .J (3 - cos w.T) (I - cos w.T). (3.196) 

Beispiel 
3.13 

Gegeben: 

Gesucht: 

Ergebnis: 

I Wirkung eines rekursiven TIefpaßfIlters 1. Ordnung 

Signalbeschreibung 

x(t) = a1 sin ~ t + z(t), 
250 

a1 = 0,5, z(t) weißes Rauschen, NV (0, 1), 

Filtergleichung (3.191), 
Abtastzeit T = 1 s, 
Beobachtungen: 500. 

Gefiltertes Signal X(k) ohne hochfrequente Anteile. 

Siehe Bild zu Beispiel 3.13. 
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Die Ergebnisse zeigen, daß das auf einer Spektralanalyse entworfene F~lter mit einer $Cw~ten Gr~­
frequenz cu. = 0,196 S-1 (daraus folgt der Filterpar~eter a::= 0,824) ~e hoc~equenten Slgnalantei1e 
stark dämpft. Dies ist aus dem Verlauf des gefilterten SIgnalS X(t) und semes LeIstungsspektrums $,,:I(w) 
deutlich zu erkennen. Eine vollständige Beseitigung der hochfrequenten Signalanteile ohne eine starke 
VPr"f'ailczr.hnna rlP4il. Nnt'7"';l.lan~lQ ld rlnrr.h p'ln Tlp.fTUlRfiltP.l" 1 Orrlnnno nir.ht mnp'lir.h 
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Damit können aus apriori vorliegenden Kenntnissen über die Grenzfrequenz Ws die 
Tastperiode Tund der Filterparameter a nach GI. (3.196) ermittelt werden. Die Wirkung 
eines rekursiven Tiefpaßfilters 1. Ordnung ist für einen einfachen Testfall im Beispiel 3.13 
dargestellt. 

Eine besonders für die Echtzeitverarbeitung gut geeignete Filtervorschrift mit der 
Möglichkeit zur einfachen Gestaltung eines "exponentiellen Vergessens" kann aus 
GI. (3.191) gewonnen werden. 

Wenn für den Parameter b = 1 - a eingesetzt wird, so daß die Filterverstärkung im 
stationären Fall gleich 1 ist, erhält man die Filtervorschrift 

x(k) = (1 - a)x(k) + ax(k - 1) mit 0;;;; a;;;; 1. . (3.197) 

Das generelle Verhalten von Amplituden- und Phasenfrequenzgang entspricht dem Filter 
von GI. (3.192). Durch die Größe des Parameters a kann das Filterverhalten sehr gut 
gewählt werden. Ist der Parameter a = 0, erfolgt keine Filterung des Signals, und ist 
a = 1, wird nur der letzte 'Wert weiter verarbeitet; das gefilterte ~ignal bleibt konstant. 
In Abhängigkeit von der Größe a zwischen diesen Eckwerten können die zurückliegen­
den abgetasteten Signalwerte x (k - i) mit exponentiell abfallenden Gewichten CI 

bewertet werden. Wird zum Zeitpunkt k = 0 die Filterung mit x (-1) = 0 begonnen, so 
ergibt sich aus GI. (3.197) für den 

Tastpunkt 1 (k = 0): X(O) = 0 + (1 - a)x(O) 

Tastpunkt 2 (k = 1): x(I) = a [(1 - a) x(0)] + (1 - a) x(1) 

Tastpunkt 3 (k = 2): X(2) = a [a (1 - a) x(0)] + (1 - a) x(l) + (1 - a) x(2) 

x(2) = a2 (1 - a) x(0) + a (1 - a) x(1) + (1 - a) x(2). 

Aus diesen Beziehungen ist bereits zu erkennen, daß das Gewicht im jeweiligen Tast- . 
punkt sich aus der allgemeinen Beziehung 

CI = (1 - a)a' ; i = 0, 1, ... , n, (3.198) 

ergibt. Für 0 < a < 1 erhält man damit eine typische exponentielle Wichtung (Vergessen), 
wie sie für einige ausgewählte Parameterwerte a im- Bild 3.46 dargestellt ist. Wenn die 
Parameter CI und die Signalwerte x (k - i) verwendet werden, ist das 8Ieiche Verhalten 
wie beim nichtrekursiven Filter der GI. (3.178) vorhanden. . 

Ci 

6egenwart 

--- Vergangenheit .1 Zukunft 

~-a-o.8 
, "'/j-a-0.7 

./ / /a-0.5 
//.". . ......-. / /1 ...... ",. /'/ _ . ..".--- .."".""" /' . -_._----:-. ----. ----. ...",,--

k-TO k-S k 

k-i-

Bild 3.46 
Verlauf der Wichtungs­
parameter CI 

Die Wirkung des in GI. (3.197) vorgestellten Tiefpaßfilters mit exponentiellem Ver­
gessen wird als Funktion der Vergessensrate (parameter a) im Beispiel 3.14 untersucht. 

Ist der Abfall des Amplitudenfrequenzgangs im Bereich oberhalb der Grenzfrequenz 
Ws nicht steil genug, können mehrere Filter 1. Ordnung in Reihe oder Filter mit komple-

i " i 

't_i 

:~ 
:;1 
't~ 

\ 

Beispiel 
3.14 

Gegeben: 

Gesucbt: 

Ergebnis: 

Wirkung des rekursiven Tiefpaßlilters 
mit exponentiellem Vergessen 

Signalbeschreibung 
• 21t ( ) x(t) = ao + a1 sm - t + a2z t , 

125 

ao=l, a1=2, a2 = 0,5, 
z(t) wei~ Rauschen, NV (0,1), 
Filtergleichung (3.197), 
a = 0,6; 0,8; 0,95, 
Abtastzeit T = 1 s, 
Beobachtungen: 100. 

Verläufe der gefilterten Signale für verschiedene Parameter a . 

Siehe Bild zu Beispiel 3.14. 
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Die Verläufe der gefilterten Signale zeigen, daß 

100 

1. mit wachsendem Parameter a die Dämpfung der hochfrequenten Signalanteile zunimmt, . 
2. mit wachsendem Parameter a die Phasennacheilung des gefilterten Signals gegenüber dem ungefilterten 

SiJmal zunimmt. 
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xen Polen in Form von Butterworth- oder Tschebyscheff-Filtern das gewünschte Ver­
halten erzeugen. Der Entwurf der Filter erfolgt dann zweckmäßig mit Hilfe bekannter 
Verfahren für kontinuierliche Systeme und anschließender Transformation in den zeit­
diskreten Bereich [3.22, 3.23J. 

3.4.4.3. Digitale HOchpaßfilter 

In vielen Systemen treten u. a. aufgrund von Alterungserscheinungen oder von Wachs­
t~ms-/Ster?eprozessen tie~req~ente Störungen auf, die den Nutzsignalen überlagerJ 
smd. Dannt bestehen fUr die SIgnalverarbeitung folgende Aufgaben: 

- Erkennen der tieffrequenten Störsignale (Analyse des Spektrums zur Festlegung der 
Grenzfreq~enz wg oder zum Test aufInstationarität/Trend; s. Abschn.3.4.2) . 

- Entwurf emes Hochpaßfilters oder Schätzung der Trendfunktion in Form eines Poly­
nomansatzes (s. Abschn.3.3.2.1) 

- Filterung!Korrektur des gemessenen Signals. 

Bei den weiteren Betrachtungen soll wieder die digitale Realisierung von Filtern mit 
Hochpaßeigenschaften im Vordergrund stehen. Zu generellen Fragen des Entwurfs im 
kontinuierlichen und diskreten Fall muß auf die weiterführende Literatur verwiesen wer­
den [3.23, 3.24]. 

Im folgenden werden die beiden Möglichkeiten des Entwurfs eines digitalen Hochpaß­
filters 1. Ordnung und der Trendermittlung und -korrektur näher betrachtet. 

Hochpaßfilter 1. Ordnung 

Das di~tale Hochpaßfilter 1. Ordnung hat die Aufgabe, das Nutzsignalspektrum ober­
halb emer Grenzfrequenz w. ungedämpft zu übertragen und das unterhalb von w 
liegende Störfrequenzspektrum möglichst vollständig zu unterdrücken. Der ideale Am~ 
plitudenfrequenzgang des Filters ist in Tafel 3.6 dargestellt. 

. Für das digitale Hochpaßfilter 1. Ordnung, das in diesem Fall ein rekursives Filter ist 
gilt analog zu Abschnitt 3.4.4.2 für den normierten Fall (ho = 1 + a) im Zeitbereich ' 

x(k) = (1 + a) x(k) + aX (k - I) (3.199) 

und fUr die Pulsübertragungsfunktion 

G(z) = (1 + a) • 
1 - az- 1 (3.200) 

Das erstrebte typische Hochpaßverhalten wird fUr den Parameterbereich -1 < a < 0 
d~ch ~e GIn. (3.199) und (3.200) erzeugt. Für die Betrachtung des Frequenzverhaltens 
WIrd Wiederum davon ausgegangen, daß als Eingangssignal eine harmonisch abgetastete 
Schwingung verwendet wird. Damit erhält man aus GI. (3.200) den Amplitudenfrequenz­
gang zu 

IG(eJm1)1 = (1 + a) 

.../1 + a2 
- acoswT 

und den.Phasenfrequenzgang zu 

a sin wT 
p(wT) = -arctan-----

1 - acos wT 

(3.201) , 
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bei einem Parameterbereich fUr a von -1 < a < O. Für ein Beispiel ist der typische Ver­
lauf des Amplituden- und des Phasenfrequenzgangs im Bild 3.47 dargestellt. Es zeigt 
wieder das periodische Verhalten von DigitaIfiltern, das durch eine geeignete Wahl von 
wT(wT< 1t) beachtet werden muß. Je größer der Parameter a ist, um so besser wird der 
Signalanteil im Frequenzbereich unterhalb w~T gedämpft und der oberhalb von wgT mit 
der Verstärkung von 1 übertragen. 

-'" ------------
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Bild 3.47 
Amplituden-
und Phasen!requenzgang 
eines rekursiven 
HochpqJJfilters 
I. Ordnung 

- ideales Filter 
(w,T= 1) 

- - - digitales Filter 
(a = -0,5; b = 1,5) 

Für den Zusammenhang zwischen dem Filterparameter a und der Bandbreite w. des 
Filters gilt analog zu den Betrachtungen beim Tiefpaß 

1 + a 1'· 
-;======== = -= mit -1 < a < O . 
.../1 + a2 

- 2a cos wgT .../2 
(3.202) 

Aus der Gleichung ergibt sich dann die Beziehung fUr die Berechnung von a zu 

a. = - (2 + cos wgT) . + .../(3 + cos wsT) (1 + cos wgT). (3.203) 

Für einen Testfall sind im Beisiel3.15 der Entwurf und die WÜ'kung eines Hochpaß­
filters 1. Ordnung dargestellt. 

Reicht die Flankensteilheit des Amplitudenfrequenzgangs nicht aus, so können auch 
beim Hochpaßfilter mehrere Filter 1. Ordnung in Reihe geschaltet oder Butterworth­
oder Tschebyscheff-Filter verwendet werden [3.23]. 

Trendermittlung und -korrektur 

Eine Hochpaßfilterung kann algorithmisch leicht realisiert werden, wenn davon ausge­
gangen wird, daß ein tieffrequentes Störsignal/Trend in Form von deterministischen 
SignaImodellen beschriebenwerderi. kann. (s.Abschn.3.3.2). Als zwei typische Formen 
seien hier der tieffrequente periodische Störeinfiuß und ein tieffrequenter Störeinfiuß, der 
mit Hilfe eines Polynomansatzes beschrieben werden kann, betrachtet (Bild 3.48). 

Bei der Ermittlung der tieffrequenten Signalanteile und der anschließenden Kprrektur 
ist die Lösung folgeJ;lder Aufgaben notWendig: 

1. Test auf Instationarität (s. Abschn.3.4.2) bzw.Spektralanalyse zur ErmittlUng der 
Frequenzen der tieffrequenten Störung (s. Abschn.3.3.2); 

in w....;.. .. +.~+ 



Beispiel 
3.15 

Gegeben: 

Gesucht: 

Ergebnls: 

I Wirkung des digitalen HoclJpaßfilters 1. Ordnnng 

Signalbeschreibung 

x(t) = 01 sin :s~ 1 + Z(/), 

01 = 0,5, z(/) weißes Rauschen, NV (0,1), 
Filtergleichung (3.199), 
Abtastzeit T = 1 s, 

Beobachtungen: 500. 

Gefilterte Signalwerte x(k) ohne tieffrequente Anteile. 

Siehe Bild zu Beispiel 3.15. 
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Der Verlauf der geIDterten Signalwerte X(k) und der Vergleich der Leistungsspektren des ungeIDterten 
und des geIDterten Signals $=,-w) und $u<w) zeigen, daß die tieffrequenten SignaIanteile stark gedämpft 
werden. Aus der Analyse des Leistungsdichtespektrums und von Zusatzinformationen kann die Grenz­
frequenz zu w. = 1,31 S-1 gewählt werden. Das ergibt einen Parameter a für das Hochpa,ßfilter entspre­
chend GI. (3.203) zu a = -0,233. Eine vollständige Dämpfung aller tieffrequenten Signalantei1e ohne 
eine starke Verf"alschung des Nutzsignals ist mit einem digitalen Hochpa,ßfilter 1. Ordnung nicht möglich. 
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2. Ermittlung der Signalmodelle für die tieffrequente Störung z(t) in der diskreten Form 

m 

i (kT) = ao + L al (kT)/; (3.204) 
1=1 

bzw. 
I 

i (kT) = ao + L [al cos 011 (kT) + 61 sin 011 (kT)]; 
1=1 

I;&; 3, k = 1,2, ... , n, 

entsprechend den im. Abschnitt 3.2.2 vorgestellten Verfahren; 
3. Korrektur des gemessenen Signals nach der Vorschrift 

X (kT) = x (kT) - i (kT) ; (3.205) 

4. Test der Signalwerte x (kT) auf Stationarität. Im negativen Fall muß mit Schritt 2 
wieder begonnen und die Ordnung oder die Gesamtstruktur des Modells verändert 
werden. 

Da mit dieser Strategie einzelne tieffrequente periodische Störkomponenten aus dem 
Signal eliminiert werden können, ist das Verhalten dem einer Bandsperre äquivalent. 
Diese Strategie ist hinsichtlich ihrer Methodik bevorzugt im Off-line-Betrieb einzu­
setzen. In den Beispielen 3.4 und 3.5 ist die beschriebene Vorgehensweise für einfache 
Testf"alle dargestellt. 

x{fJ x(f) 

t 

Sxx(wJ SxxfIJJJ 

w w 

"ni 'y, A4- ~A 1\'" &. A "-i' VII'"""" w v r\T f 

Bild 3.48. SignallJerläu/e und LeistungsdichJespektren tie//requent gestörter Signale 
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3.5. . Übungsaofgaben znm .Abschnitt 3 

Aufgabe 3.1 

Berechnen und skizzieren Sie die Autokorrelationsfunktion für das Signal 

x(t) = ao sin (ooot +tp) 
mit 

ao=311V und 000=314s- 1 8f=50Hz! 

Berechnen Sie U = .J R....,(O)! 

Aufgabe 3.2 

Berechnen Sie die Autokorrelationsfunktion J6(mT) über eine Periode (n = 8) der in Tafel 3.7 an­
gegebenen diskreten Zeitfunktion! 

Tafel 3.7 
Signalwertefür Aufgabe 3.2 iT 2 5 678 3 4 

x(iT) ° 2 1 ° -1 -2 -1 

Aufgabe3.~ 

Berechnen Sie die Autokorrelationsfunktion des in Tafel 3.8 angegebenen nichq,eriodischen diskreten 
Signals! 

Tafe/3.B 
Signa/werte für Aufgabe 3.3 5 6 7 8 2 3 4 

x(iT) ° 2 -1 ° -1 -2 -1 

Aufgabe 3.4 

Berechnen Sie die AutokorrtiIationSrunktion für das in Tafel 3.9 dargestellte periodische Signal (12 Werte 
8 1 Periode) bis zu einer Verschiebung von m = 14T 

a) ohne Zentrierung der Werte 
b) mit Zentrierung der Werte! 

Beziehen Sie die Autokorrelationsfunktion auf den Wert R"",(O)! Skizzieren Sie den Verlauf R",J. mT) ! 

Tafel 3.9. Signa/werte für Aufgabe 3.4 

I 
9 10 11 - 12 iT 

1:,0 
2 3 4 5 6 7 8 

x(iT) 2,4 2,5 2,4 2,0 1,5 . 1,0 0,6 0,5 '·0,6 1,0 1,5 

Aufgabe 3.5 

An einem reinen Totzeitsystem werden die in Tafel 3.10 angegebenen Eingangs- und Ausgangssignal­
werte gemessen. 

Berechnen Sie die Kreuzkorrelationsfunktionen R"", (mT) für ° ;;; m ;:;; 9, und ermitteln Sie die Tot­
zeit 11 ! 

iT I u (iT) I x(iT) 

1 -0,1 -0,2 
2 -1,3 0,3 
3 ° -0,6 
4 -0,5 -0,1 
5 -0,2 -1,3 
6 -0,3 ° 7 0,6 -0,5, 
8 -1,1 -0,2 
9 1,7 -0,3 

10 -0,7 0,6 
11 0,2 -1,1 
12 ";"O,S 1,7 
13 2,4 -0,7 
14 1,4 0,2 
15 0,2 -0,5 
16 -1,7 2,4 
17 0,4 1,4 

Aufgabe 3.6 
Gegeben ist die Korrelationsfunktion 

. az 
R",J.T) =""2 COS OOoT, 

wobei a = 311 V, 000 = 314 S-1 8 f = 50 Hz. 

3.5. (Jbungsaufgaben zum Abschnitt 3 

Tqfe/3.10 
Signa/werte für Aufgabe 3.5 

a) Berechnen und skizzieren Sie das Leistungsdichtespektrum s"",(oo)! 
b) Bertchnen Sie die Leistung, wenn die Spannung x(t) an einem Widerstand R = 48,4 n abfällt! 

Aufgabe 3.7 

Ein stochastischer Vorgang habe die Autokorrelationsfunktion R",J.T) = 9 + 25 e- 51<1. 
Berechnen Sie 

a) deil Mittelwert x 
b) die Standardabweichung u", 
c) das Autoleistungsspektrum S",,(oo)! 

Aufgabe 3.8 

Bestimmen Sie mit Hilfe von,-Näherungsmethoden folgende Parameter des Spektrums 8"".{oo): 
a) die Varianz u; . 
b) die Grenzfrequenz 00. 
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c) deil Gleichanteil S",J.O) unter der Voraussetzung, daß das Spektrum durch ein Rechteck der Länge ru. 
angenähert wird! 
Verwenden Sie die Wertefolge der eindimensionalen Zufallszahl in Tafel 3.11 ! 
Das Spektrum habe in logarithmischer Darstellurig einen Abfall von 80 dBjDekade. 
Die Tastzeiten betragen 0,1 s, 1 s, 10 s. 

Tafe/ 3.11. Signa/werte für Aufgabe 3.B 

iT --~ 

0,00 -1,26 0,12 0,24 -0,50 0,91 
-2,25 -0,25 -0;79 0,24 -0,60 -1,19 

0,28 -0,45 0,41 -0,05 -0,48 -0,11 
0,76 1,40 0,33 -0,04 -1,09 -0,52 
2,38 0,43 0,02 -2,07 -1,51 -0,73 

-0,18 -0,28 0,61 -050 ., . -1,71 -0,09 

-0,21 
1,74 

. 3,36 
0,37 
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Aufgabe 3.9 

Gegeben sind die in Tafel 3.12 dargestellten vier unmittelbar nacheinander aufgenommenen Serien zu je 
zehn Beobachtungen einer Zufallsgröße. 

a) Bestimmen Sie anband der Serien 1 und 4 

- durch Mittelwertbildung der Serien 
- durch Prüfung auf Stationarität mit dem F-Test (bezüglich a) sowie mit dem t-Test (bezüglich p), 

ob ein Trend vorliegt (bei 1% = 0,05)! 
b) Schätzen Sie für die Trendfunktion X(t) = tU den Parameter 11 ab! 
c) Führen Sie eine Trendkorrektur durch, und tragen Sie die korrigierten Serien auf! 
d) Zu den korrigierten Meßreihen liegt aus weiteren Messungen eine Schätzung a = 7 vor. Es kann an­

genommen werden, daß die Grundgesamtheit normalverteilt ist. 

Bestimmen Sie für 1% = 0,3%, welche Meßwerte als Fehlmessungen in Frage kommen! 

Tafel 3.12. Signalwertejür Aufgabe 3.9 

Serie 

1 

t/s 

1 
2 
3 
4 

'5 
6 
7 
8 
9 

10 

x(t) 

3,3 
- 9,3 

9,9 
-13,4 
- 2,2 

7,1 
0,4 

22,4 
14,5 

- 1,6 

Aufgabe 3.10 

I t/s x(t) 

11 1,1 
12 11,7 
13 10,1 
14 1,7 
15 8,6 
16 17,0 
17 -22,1 
18 16,2 
19 21,7 
20 9,3 

I t/s x(t) I t/s x(t) 

21 9,0 31 2,0 
22 11,7 32 15,0 
23 4,2 33 13,4 
24 4,4 34 35,6 
25 2,9 35 27,8 
26 36,3 36 12,5 
27 13,0 37 18,6 
28 13,8 38 22,0 
29 15,6 39 10,3 
30 14,6 40 36,6 

Gegeben sind die in Tafel 3.13 angegebenen Werte einer abgetasteten Zufallsgröße (Abtastzeit T = 1 s). 

a) Schätzen Sie die Parameter des Trendverlaufs für den ModelIansatz x (kT) = 110 + 111 kT + 112 (k'n2 ! 
b) Überprüfen'Sie die Signifikanz der Parameter für eine Irrtumswahrscheinlichkeit IX = 0,05! 
c) Wie lautet die T-Matrix für den gleichen Modellansatz, jedoch mit einer Abtastzeit T = 0,5 s7 

t/s 2 3 4 5 6 
TafeI3.J3 
Signalwerte /ür Aufgabe 3.10 

x(t) 6,1 11,6 20,4 29,9 41,8 56,2 

Aufgabe 3.11 

Bestimmen Sie aus den in Tafel 3.14 angegebenen abgetasteten Signalwerten (Abtastzeit T = 1 s) die 
Parameter des Signalmodells 

x (kT) = 110 + 111 sin rokT + 112 cos rokT! 

Die Frequenz ro wurde aus einer Spektralanalyse zu ro = 0,523 S-1 bestimmt. 

t/s I x(t) 

o 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 

Aufgabe 3.12 

0,55 
0,66 
1,1 
1,1 
0,64 

-0,02 
-0,57 
-1,09 
-0,99 
-1,17 
-0,56 
-0,1 
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Tafel 3.14 
Silfllalwerte für Aufgabe 3.11 

Gegeben sind die in Tafel 3.15 dargestellten Meßwerte eines mit einer Abtastzeit von T = 1 s abgetaste­
ten Signals x(t). 

Tafel 3.15. Signalwertefür Aufgabe 3.12 

t/s x(t) t/s x(t) t/s x(t) t/s x(t) 

0 0 9 10,5 18 -1,5 27 - 9,5 
1 1,24 10 10,35 19 -0,24 28 -10,85 
2 5,42 11 8,4 20 -3,42 29 - 9,4 
3 . 4,0 12 8,66 21 -6,5 30 -10,66 
4 7,93 13 7,16 22 -6,93 31 - 5,66 
5 7,16 14 4,93 23 -5,66 32 - 5,93 
6 7,66 15 6,5 24 -9,66 33 -'4,5 
7 7,4 16 4,42 25 -7,9 34 - 4,42 
8 11,85 17 1,24 26 -9,85 35 - 2,24 

36 1,5 

Filtern Sie die Meßwertfolge 
a) mit dem nichtrekursiven Algorithmus 

x(k) = ro,T f- sinyro,T) x (k - i) für ro. = 0,6 S-1 und n = 3, 
~ ,_-" /ro,T 

b) mit dem rekursiven Algorithmus 

X(k) = <XX (k - 1) + (I - IX) x(k) für IX = 0,8! 

Zeichnen Sie x(k) und i(k) für die Varianten a) und b) jeweils in ein Diagramm, und diskutieren Sie 
die Ergebnisse! 



4. Bestimmung des dynamischen Verhaltens 
ungestörter Systeme ' 1 , 

4.1. Systemeigenschaften, Systemmodelle und Testsignale 

4.1.1. Voraussetzungen für die Anwendbarkeit deterministischer Methoden 

Die in den folgenden Abschnitten vorgestellten Methoden zur Bestimmung des dyna­
mischen Verhaltens gehen davon aus, daß das System durch ein vorwiegend determinier­
tes Eingangssignal u(t) erregt und das ungestörte Ausgangssignal x(t) gemessen wird. 
Die Auswertung beider Signale ermöglicht die Enilittlungeines Modells des Systems. Für 
die deterministischen Methoden zur Modellbestimmung müssen in der Regel folgende 
Voraussetzungen an das System erfüllt sein, um eine ausreichende Modellgüte zu erzielen: 

1. Das System ist ungestört/gering gestört. 
2. Das Systemverhalten ist linear. 
3. Das Systemverhalten ist zeitinvariant. 
4. Es handelt sich um Systeme mit einer Eingangs- und einer Ausgangsgröße. 
5. Das Systemverhalten ist durch konzentrierte Parameter beschreibbar. 

Unter gering gestört wird ein Niveau der Störung kleiner als 10 % des Ausgangs­
signals angesehen. Das Ziel der weiteren Ausführungen besteht nun darin, Strategien zur 
Bestimmung von dynamischen Systemmodellen vorzustellen, die es gestatten, eine gün­
stige Zuordnung von gewünschter Systembeschreibung, möglichem Testsignalund zweck­
mäßiger Auswertemethode zu treffen. 

4.1.2. Verwendete Systemmodelle 

Das Ziel der verschiedenen Methoden zur Modellbestimmung des dynamischen Ver­
haltens besteht in der Ermittlung 

- von nichtparametrischen (grafisch-numerischen) Systembeschreibungen in Form von 
Gewichts-, Übergangs- oder Frequenzgangfolgen 

g(t,), h(t,), G (jm,); i = 1,2, ... , N 
oder 

- von parametrischen Systembeschreibungen in Form von analytischen Ausdrücken iür 
die Gewichtsfunktion g(t), die Übergangsfunktion h(t) oder den Frequenzgang G (jm) 
oder 

- der Systemzustände durch einen Beobachter, bei gegebener Zustands- und Ausgangs-
gleichung des Systems. 

Die möglichen und praktisch bewährten Wege zur Erstellung der genannten System­
modelle sind im Bild 4.1 in einer Übersicht dargestellt. Viele der Verfahren zeii::hne~ sich 
dabei durch ihre einfache- gerätetechnische Realisierung und Auswertemethodik aus. Sie 
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haben auch nach Einiührung der rechnergestützten Methoden' (s. Abschnitte 5 und 6) 
nicht an Bedeutung verloren und dienen den leistungsstärkeren Methoden u.a. zur Fest­
legung der Tastperiode T und von Startwerten als vorausgehender Analyseschritt. 

Testsignale 

deterministisch stqchasfisch 
f---------- ---------f----------

aperiodisch periodisch -nafürlich künstlich 
--------- -------------------
UItL U(fJC U(fJ~ U(f)L U(fJ~ U(~U(f}~ 

t t t t 

j j I 
System 

I I /~ 

I h(tJ I I ß(jwJ I l~uu(rJ I ISIIU(WJ I 
gft) Rux (7:) Sux(wJ 

I I I I t- Auswertung/ Approximation ~ 
--Zeitt;;eich - - - -1-' -Frequenzbereich- - - - -

j 
Sysfemmodelle 

Bild 4.1. Zusammenstellung verschiedener Testsignale, Auswertemethoden und SystemmodeUe . 
4.1.3. Ausgewählte Testsignale 

Für die Modellbestimmung können als Testsignale verwendet werden (s. Bild 4.1): 
Aperiodische Testsignale. Zu dieser Gruppe von Testsignalen gehören u. a. die Sprung-, 
Impuls- und Rampenfunktlon. Die Testsignale sind häufig einfach zu realisieren; die 
notwendige Beobachtungszeit des Systems ist gegenüber anderen Verfahren gering, und 
die Auswerteverfahren sind relativ einfach (s. Abschn.4.2). 
Periodische Testsignale.AIs Signale dieser Gruppe sind sinusförmige oder andere peri­
odische Jz. B. Rechtecksignale) Testsignale anzusehen. Ihre Realisierung ist aufwendiger 
als die der aperiodischen Testsignale. Die Beobachtungszeit des Systems wird aufgrund 
der notwendigen Einschwingzeit iür jede Frequenz u:p.d der Messungen iür jede Frequenz 
m, groß. 

Daiür liefern die Auswertemethoden eine hohe Modellgüte, und sie sind relativ un­
empfindlich gegenüber Störungen (Korrelationsprinzip). 

Stochastische und pseudostochastische Testsignale. Stochastische Signale können im 
normalen Betrieb am Systemeingang auftreten oder künstlich, u. a. in Form von Folgen 
(PRBS-, Plackett-Burman-, mwFolgen; s. Abschn.6.4) aufgeprägt werden. Die Verwen­
dung der normal im Betrieb auftretenden stochastischen Schwankungen hat den Vorteil, 
daß das System nicht gestört werden muß. Als entscheidender Nachteil muß aber häufig 
die zu geringe Erregung des Systems in den das System charakterisierenden Frequenz­
bereichen angesehen werden. Daraus resultieren sehr lange Beobachtungszeiten. Die Aus­
wertung des gemessenen Eingangs- bzw. Ausgangssignals kann über die Entfaltung (siehe 
Abschn.4.2.3) oder die Berechnung der Korrelationsfunktionen R ... (r:) und Rux(r:) 
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(s. Abschn. 3.2.2) im Zeitbereich oder durch die Berechnung der Leistungsdichtespektren 
SuJ.w) und S.u;(w) (s. Abschn.3.2.3) im Frequenzbereich erfolgen. Der Auswerteaufwand 
steigt gegenüber den ersten beiden Testsignalarten weiter an. 

Die allgemeinen Zusammenhänge zwischen den Testsignalen, der auszuwertenden 
Systemantwort und den möglichen Systembeschreibungen sind im Bild 4.1 dargestellt. 

Iß'iwll 
dB interessierender Bereich 

"'1"'0 

Suu(wl L---I _~-----=--
Bild 4.2 
ZusammenJumg 
zwischen dem interessierenden 
Frequenzbereich des Systems 
und dem Leistungsspektrum 
eines idealen Testsignals 

Für die Auswahl eines geeigneten Testsignals aus den oben angeführten Grundtypen -
muß neben dem Aspekt der einfachen Realisierbarkeit und dem Meß- und dem Auswerte­
aufwand auch der Gesichtspunkt der Modellgüte betrachtet werden. Grundsätzlich ist 
ein System durch ein Modell nur dann hinreichend gut nachbildbar, wenn das Leistungs­
dichtespektrum des Testsignals mindestens den Frequenzbereich des Systems anregt, der 
für die Lösung des vorliegenden Problems notwendig ist (Bild 4.2). Da dieser Bereich 
häufig nicht bekannt ist, wird ein Testsignal, das die Eigenschaften des "weißen Rauschens" 
besitzt, bezüglich der Modellgüte Vorteile aufweisen. Betrachtet man das Amplituden­
spektrum der verschiedenen Testsignale (s. Abschn.3.1, Tafel 3.2), so kann für die Ana­
lyse des dynamischen Verhaltens folgende Rangfolge angegeben werden: 

1. Dirac-Impuls, periodische Signale mit den Frequenzen w,; i = 1,2, ... , stochastische 
Signalfolgen 

2. Impulsfunktion 
3. Sprungfunktion 
4. Rampenfunktion. 

Außer bei den Signalen vom Rang 1 nimmt bei allen anderen Testsignalen die Leistung 
mit der Frequenz ab. Als Kompromiß aufgrund der Anregung des Systems haben sich 
die Impulsfunktion, die Sprungfunktion, periodische Signale und stochastische Signal­
folgen durchgesetzt. 

Für die Bestimmung des statischen Verhaltens, d. h. den tieffrequenten Bereich des 
Systems, ist eindeutig die Sprungantwort ($. AbschnA.2.1) zu bevorzugen. Den propor­
tionalen Übertragungsfaktor K p von Systemen mit Ausgleich [3.1] erhält man aus dem 
stationären Wert der Sprungantwortx(co) (Bild 4.3): 

'" 
(4.1) 
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Für Systeme ohne Ausgleich erhält man analog den integralen übertragungsfaktor K. 
aus der Asymptote, in die die Sprungantwort rur große t einmündet (Bild 4.3): 

'" 
h(co) = x(co) = limp2 ..!... K. TI (1 + pTDJ) = K •. 

Uo p-+o p p TI (1 + pT,) 

UIfJI ' _ _ J . 

/ 
/ 

t 

t 

Bild 4.3 
Verlauf der Sprung/unktion und die Antworten 
eines Systems mit P- und 1-Verhalten 

(4.2) 

Damit wird an dieser Stelle bereits deutlich, daß eine Kombination verschiedener Test­
signale in den Varianten 

Sprun~on-Impclsfunktion 
S prungfunktion - periodische Signale 
Sprungfunktion - stochastische Signalfolgen 

zur effektiven Ermittlung der den tiefen und hohen Frequenzbereich des Systems be­
schreibenden Parameter verwendet werden sollte. Weiterflihrende Betrachtungen sind in 
[1.37, 1.40, 1.46] enthalten. Eine andere Möglichkeit besteht in der kombinierten Aus­
wertung der Sprungantwort in der offenen und geschlossenen Kette, weil der geschlossene 
Kreis eine Anhebung der Leistung des Testsignals im höheren Frequenzbereich ermög­
licht [1.31]. 

In den folgenden Abschnitten werden einige typische und in der Praxis bewährte Ver­
fahren für die Bestimmung von dynamischen Systemmodellen im Zeitbereich (Ab­
schnitt 4.2), im Frequenzbereich (AbschnA.3) und als Zustandsbeschreibung (Ab­
schnitt 4.4) vorgestellt. 

4.2. Ein-/Ausgangs-Modelle im Zeitbereich 

4.2.1. Modeßbestimmung anband von Kenngrö8en der Sprungantwort 
bzw. der tJbergangsfunktion 

Ausgangspunkt aller im weiteren betrachteten Verfahren ist die aufgenommene Sprung­
antwort x(t) bzw. die normierte Sprungantwort, die Übergangsfunktion h(t). Die Er­
mittlung der Parameter des Modells aus der Sprungantwort erfolgt bei den hier vorge­
stellten Verfahren anhand von Kenngrößen des Verlaufs der Systemantwort, z. B. %-Werte 
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von h(t), Wendepunktkoordinaten, wobei in der Mehrzahl der Methoden ein monotoner 
Verlauf der Sprungantwort vorausgesetzt wird. Bei nichtmonotonen Sprungantworten 
müssen zusätzlich Vorhalt- oder Schwingungsglieder in den durch Trägheitsglieder ge­
bildeten allgemeinen Ansatz aufgenommen werden. Selbst bei monoton verlaufenden 
Systemantworten mit reinem Trägheitsverhalten ist es schwierig, mehr als drei unter­
schiedliche Zeitkonstanten zu e~tteln. Deshalb wurde von Strejc [4.1] ein Modell mit 
n gleichen Zeitkonstanten und von Radtke [4.2] ein Modell mit n harmonisch gestaffelten 
Zeitkonstanten vorgeschlagen. Für viele Aufgaben des Steuerungsentwurfs sind diese 
Approximationen ausreichend. 

Neben der Bestimmung der statischen Übertragungsfaktoren Kp (im folgenden immer 
mit K bezeichnet) und Kr spielt die Ermittlung der Totzeit Tt eines Systems eine große 
Rolle. Sie kann bei der Auswertung von Sprungantworten.noch relativ gut aus der Ermitt­
lungderZeitdifferenzvom Sprungfunktionsbeginn bis zur Anstiegsänderung dx (t)/dt .p 0 
des Ausgangssignals gewonnen werden. Für Systeme höherer Ordnung nimmt die Ge­
nauigkeit mit der Zunahme der Ordnung ab. Dann ist eine günstig gewählte Totzeit Tt 

gegeben, wenn der restliche Teil der Sprungantwort/Übergangsfunktion durch reine 
Trägheitsglieder gut approximiert werden kann. 

Für folgende Systemmodelle werden Methoden zur Struktur- und/oder Parameter­
bestimmung vorgestellt, die teilweise auf heuristischen Elementen beruhen: 

1. P-Tl - und P-Tl-TDl-System, 
2. P-Tn-Tt-System 

2 unterschiedliche Zeitkonstanten 
n gleiche Zeitkonstanten 
n gestaffelte Zeitkonstanten, 

3. I-Tn-System, 
4. G (jw) aus der übergangsfunktion h(t). 

4.2.1.1. Modellbildung von P-Tr und P-TrTDl-Systemen 

Das Ziel dieser Methoden besteht darin, aus der gemessenen Sprungantwort x(t) bzw. 
Übergangsfunktion h(t) die Parameter der übertragungsfunktion G(p) zu bestimmen. 
Ais Systemstrukturen werden angenommen 

(4.3) 

Für die Parameterbestimmung des P-Tl-Systems gilt: 

Verstärkwzg K 

Aus der Übergangsfunktion 

(4.4) 

folgt mit t -+ 00 für den Parameter K 

K = x(oo). (4.5) 
Uo 
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Zeitkonstante Tl 
Wegen der 1. Ordnung - GI. (4.3) - kann der Parameter Tl entsprechend Bild 4.4 aus 
folgenden Punkten der Übergangsfunktion bestimmt werden: 

I. h(Tl ) = 0,632 
II. h(I,2Tl ) = 0,7 
III. aus Subtangente 8(to) an der Stelle to. 

Tr 

1.-------------+=~--~~--

O,B 1.2 r, 

0,2 

fJ( )-~ 
P f1+p3s) 

10 

. Bild 4.4 . 
Auswertung einer (Jbergangsjunktion 
eines P-Tl-Systems 

Die Variante III ergibt sich aus der Konstruktion der Subtangente 8(to) an einer be­
liebigen Stelle to der Übergangsfunktion h(t) (s. Bild 4.3). Aus der Gleichung für die 
Tangente an die Übergangsfunktion im Zeitpunkt t = to 

(4.6) 

mit 
Iz(to) = 1 - e -tolT 1 

h(t
o
) = ...!:.:. e-:-toITl, Iz(t) = h(t) - h(O) 

Tl h( 00) - h(O) 

und deren Schnittpunkt t. mit der Asymptote Iz( 00) = 1 erhält man 

. t - t ~ Iz-r<..f
o
) = 1 = 1 _ e-tolTl + _0 __ 0 e- to/"l 

Tl . 
(4.7) 

und daraus für die Subtangente 

8(to) = t o - to = Tl' (4.8) 

Die Beziehung von Gi. (4.8) gilt auch für unnormierteÜbergangsfunktionen von P-T~­
und TrTDl ~Gliedem. 

Für die Parameterbestimmung des P-TrTDl-Systems gilt 

Verstärkung K: nach GI. (4.5). 
Zeitkonstante Tl: aus der Subtangent~ an der Stelle to (Bild 4.5). 
Vorhaltzeitkonstante TDl : p..us .GI. (4.3) erhiilt man für den Anfangswert 

TDl 
x(O) = uoKT · 

. 1 

(4.9) 
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Damit kann die Vorhaltzeitkonstante TDt aus 

TDl = Tlh (0) = Tl x(0) 

bestimmt werden (Bild 4.5). 

hff) 

T01 
Tr 

(jfpJ- Kf1+p 0,25$ J 
f1+p0,5sJ 

Uo 

BI J- K(1+p 1.5s} 
p 11+pO.5sJ 

(4.10) 

1 2 s 3 2 
t-

s 3 
t--

Bild 4.5. Auswertung der t1bergangsjll1lktionen eines P-Tl-TDl-Systems 

4.2.1.2. Mode1lbesömmung von P-T,,-Tt-Systemen 

Hat die Übergangsfunktion h(t) einen Wendepunkt, so muß eine Approximation durch 
eine P-Tn-Tt-Struktur, n = 2 vorgenommen werden. Die Bestimmung der Parameter 
- Verstärkung K (analog zu Abschn.4.1.3) 
- Totzeit TI (Bild 4.6) 

erfolgt für alle Verfahren und Modellstrukturen gleich. 

f 
h(f) 

1r----+-----+----~--~~---

"Cu 

TI 

Bild 4.6 
Bestimmung der Kenngrößen 
de; tJbergangsjunktion 
eines P-T.-T,-Systems 

Im. Rahmen dieses Buches sollen zur Struktur- und Parameterermittlung folgende 
bewährte Modellansätze verwendet werden: 
1. Approximation durch zwei unterschiedliche Zeitkonstanten; s. GI. (4.11) 
2. Approximation durch n gleiche Zeitkonstanten; s. GI. (4.12) 
3. Approximation durch n harmonisch gestaffelte Zeitkonstanten; s. GI. (4.17). 

Mit diesen drei Strukturen kann das Verhalten vieler Systeme hinreichend genau be-
schrieben werden. " 

Approximation durch zwei unterscbiedliche oder " gleiche Zeitkonstanten 

Das von Strejc [4.1] entwickelte Verfahren gestattet die Approximation des Systems durch 

Modell I Modell II 
KePT, Ke-pT, 

G(p) = (4.11) G(p) = (4.12) . 
(1 + pTI ) (1 + pT2 ) (1 + pT')" 

'. 
~ 

, 

i'> 
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Die Entscheidung über die Wahl der jeweiligen Modellstruktur wird auf der Grundlage 
der Koordinaten Tw und hw des Wendepunktes sowie der Werte von 'u, Tu und Ta, die 
sich aus der Tangente durch den Wendepunkt gemäß Bild 4.6 ergeben, getroffen. 

Danach wird entsprechend den Werten in Tafel 4.1 der in GI. (4.11) oder in GI. (4.12) 
angegebene Modelltyp gewählt. 

Modelltyp 

I 
11 

Ihw 

I ~O,264 >0,264 
~0,104 
>0,104 

Tafer4.1 
Grenzen der Wendepunkt parameter 
zur Wahl des Model/typs 

Die Parameter Tl und T2 des Modells I werden entsprechend Bild 4.7 aus den Kenn­
größen h(tO• 7)' To•7 , TO•7 / 4 und h(tO•7 / 4 ) bestimmt. 

Nach Untersuchungen von [4.1) ist der Wert h(tO•7) = 0,7 (Bild 4.7) nahezu unabhän­
gig vom Verhältnis T2 /TI und stark abhängig von der Summenzeitkonstante. Es gilt: 

To•7 = 1,2 (Tl + T2 ) mit einem Fehler ~ 1,7 %. 

hit} 

hlfo.7/'l} a..::::::~ __ ---L _______ _ 

f 

Bild 4.7 
Bestimmung der Kenngrößen t l UIIIi h (t2) 
der t1bergangsfll1lktion eines P-TrSystems 

(4.13) 

Auf der anderen Seite ist der Funktionswert h(tO•7 / 4 ) maximal abhängig vom Verhältnis 
T2 /TI • Mit (4.11) findet man 

(4.14) 

Das Verhältnis T2/TI wir~ aus Tafe14.2 entsprechend dem Wert h(tO•7 / 4 ) ermittelt. 
Ist das Zeitkonstantenverhältnis T I /T2 groß, wird der Verlauf der Übergangsfunktion 

h(t) für größere Zeit fast ausschließlich durch die Zeitkonstante Tl bestimmt, da der 

h(tO•7 /4 ) I T2/Tl 

Tajel4.2 
Ermittlung des Verhältnisses T2/Tl 

0,260 ° 0,200 0,1 
0,174 0,2 
0,150 0,3 
0,135 0,4 
0,131 0,5 
0,126 0,6 
0,125 0,7 
0,124 0,8 
0,123 0,9 
0,123 1 
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durch die Zeitkonstante Tz beeinflußte Teilvorgang bereits abgeklungen ist. Dies wird 
sofort bei der Betrachtung der Gleichung für die Übergangsfunktion h(t) deutlich. Es 
gilt für diesen Modelltyp : 

h(t) = 1 - hl(t) + hz(t) (4.15) 
mit 

hl(t) = Tl e-t/T" hit) = Tz e- I/T,. 

Tl - T2 Tl - Tz 

Für t > (2 '" 5) Tl, d. h. im Endbereich der Übergangsfunktion, ist nur noch der Ein­
fluß von hl(t), d.h. der Zeitkonstanten Tl' vorhanden. Damit ergibt sich eine zweite 
einfache Möglichkeit der Bestimmung beider Zeitkonstanten in folgenden Schritten: 

1. Ermittlung von Tl + Tz entsprechend GI. (4.13) 
2. Ermittlung von Tl aus der Subtangente für größere Zeiten t entsprechend Ab­

schnitt 4.2.1.1. 

Liegen die Parameter Tu und hw des Wendepunktes im Wertebereich für das ModellII, 
so sind die Parameter n und T' aus GI. (4.12) zu bestimmen. Für den Fall von n gleichen 
Zeitkonstanten wurde bewiesen, daß der Ordinatenwert Tu von der Ordnungszahl n ab­
hängt. Damit gilt die Beziehung n = f(TJ, die in Tafel4.3 dargestellt ist. 

Ta!eI4.3. Ke1lllgrößen der tJbergangs!lIIIktion!ür P-T.-Systeme 
(n gleiChe Zeitkonstanten) 

n I Tu hw Tw/T' TufT' Ta/T' 

1 ° ° ° ° 1 
2 0,104 0,264 1 0,282 2,718 
3 .0,218 0,323 2 0,805 3,695 
4 0,319 0,353 3 1,425 4,463 
5 0,410 0,371 4 2,100 5,119 
6 0,493 0,384 5 2,811 5,699 
7 0,570 0,394 6 3,549 6,226 
8 0,642 0,401 7 4,307 6,711 

Die Zeitkonstante T' wird für ein gewähltes.n entsprechend Tafel4.3 auS den .Kenn­
größen T JT', TwIT'.oderTu/T' (s. Bild 4,6) ermittelt. Die nicht für die Bestimmung von n 
benutzten Ke,mgrößen können zur Kontrolle bzw. Korrektur verwendet werden. Die 
in Tafel4.3 dargestellten Zusammenhänge sind durch analytische Berechnung aus vor­
gegebenem bekanntem Systemverhalten gewonnen worden [4.1]. 

Für die Übergangsfunktion h(t) des Systems von GI. (4.12) erhält man den Ausdruck 

h(t) = 1 - [aIl (tITt] e- t
/

T'. (4.i6) 
11=0 1?! 

Aus der Wendetangentenkonstruktion erhält man dann u. a. folgende Beziehungen, die 
zahlenmäßig für n = 1 ... 10 in Tafel 4.3 dargestellt sind: 

T.IT' = (n - 2)! ea-l 
a (n _ 1)0-2 ' 

TuIT' = n - 1 - L . (n - 2)! [eO - l 0-1 (n - 1)IIJ. 
(n - 1)0-2 11=0 1?! 
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Da in praktischen Fällen in der Regel das System ungleiche Zeitkonstanten besitzt, liegen 
die Werte für die Kenngrößen Tu und hw zwischen den in Tafel 4.3 angegebenen. In diesen 
Fällen ist die Ordnung n zU wählen, die den Werten Tu bzw. hw am nächsten ist. 

f 0.63 

hlf) O~ 

h(~) 

t 

Bild 4.8 
Bestimmung der Ke1lllgTößen 
der Obergangs!unktion 
für ein P-T.-System 
(gestaffelte Zeitkonstanten) 

Approximation durch ein Modell·mit barmonisch gestaffelten Zeitkonstanten 

Kann mit dem Modell von GI. (4.11) bzw. GI. (4.12) keine ausreichende Approximation 
des Systemverhaltens erreicht werden, ist eine stärkere Staffelung der Zeitkonstantendes 
Systems zu vermuten. Ein Modell, das sich leicht beschreiben läßt und zu einem einfachen 
Auswerteverfahren führt, wurde von Radtke [4.2] entwickelt. Das Modell hat die Form 

K (4~17) 

G(p) = TI (1 + p E...) 
J=l TJ 

Es wurde nachgewiesen, daß bei diesem Modell zwischen der Zeit tO.63 (Bild 4.8) und der 
Summ~nzeitkonstante Tz ein Zusammenhang der Form 

tO•63 = Tz (1,045 ± 0,045) (4.18) 

besteht. Mit 
n a 1 

Tz = L TJ = T' L -:-
J=l J=l J 

folgt für die Bestimmung der Zeitkonstante T' 

1 
T' = 0 tO•63 = D(n) tO•63 ' (4.19) 

1,045 L A-
J=l J 

Für die Ermittlung der Ordnungszahl n erwies sich der Funktionswert h(tO•63 /2) der Über­
gangsfunktion als sehr geeignet (Bild 4.8). In Tafel 4.4 sind die benötigten Kenngrößen 
für dieses Modell dargestellt. 

In Analogie zu dem von Radtke für das Modell mit gestaffelten Zeitkonstanten ent­
wickelten Verfahren wurde von Sponer [4.3] ein Auswerteverfahren zur Bestimmung der 
Parameter eines Modells mit n gleichen Zeitkonstanten GI. (4.12) entwickelt. Es umgeht 
die häufig schwierige Bestimmung des Wendepunktes der Übergangsfunktion. 

Ausgehend von GI. (4.18) gilt für gleich große Zeitkonstanten 

T' = __ 1_ to 63 = D'(n) to 63' 
1,045n • • 

Zur Bestimmung der Ordnung n wird ebenfalls der Funktionswert h(tO•63 / Z) verwendet, 
der in Tafel 4.4 als Funktion von n für diesen Modelltyp dargestellt ist. 
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, Tafel 4.4 
n Modell II Kenngrößen I ModellI 

h(iO•63/2) D(n) h(to.63/2) . D'(n) der (Jbergangsfunktion 
für P-T.-Systeme 

1 0,392 0,957 0,392 0,957 
2 0,291 0,478 0,299 0,638 
3 0,224 0,319 0,242 0,522 
4 0,176 0,239 0,202 0,459 
5 0,139 0,191 0,173 0,419 
6 0,112 0,159 0,149 0,391 
7 0,089 0,137 0,129 0,368 
8 0,072 0,119 0,116 0,352 
9 0,058 0,106 0,103 0,338 

10 0,047 0,095 0,093 0,326 

Weitere sehr umfassend ausgearbeitete Methoden zur Approximation von Übergangs­
funktionen sind die Zeilprozenlmelhode von Schwarze [4.4] und die Momenlenmelhode 
von Simoju [4.5]. Ihre praktische Anwendung ist z. Z. nicht mehr sehr groß. 

4.2.1.3. Modellbestimmung von It-T,,-Tt-Systemen 

Für I 1-T.-TI-Systeme sind für die folgenden Modell~: 

Mo~llI Mo~llll 

G(p) - KI (4.20) G(p) = KI 

P CI + pT')' "( T' ) p TI 1 + p-
}=1 TJ 

• 

(4.21) 

von Schwarze [4.4] und Sponer [4.3] Approximationsregeln aus der Sprungantwort ent­
wickelt worden. Die Totzeit TI wird für beide Verfahren als erster Parameter wieder ab­
gespalten (Bild 4.9). 

Die Approximation des 11- TD-Systems durch ein Modell mit n gleichen Zeitkonstanten 
(Modell I) erfolgt in den Schritten 

- Ermittlung von KI = tan O(Juo und Tz = nT' (Bild 4.9), 
- Bestimmung der Ordnung n aus x(Tz)J(KITzuo) (Tafel 4.5), 
~ Bestimmung der Zeitkonstanten T' = DI(n) Tz; DI(n) aus Tafel 4.5. 

Bild 4.9 
Bestimmllllg tkr Kenngrößen 
tkr Sprungantwort für ein Il-T,,-T,-System 

t 

Für die Approximation des Systems mit gestaffelten Zeitkonstanten (Modell 11) wer­
den die gleichen Schritte durchlaufen, wobei für die Faktoren DI(n) und x(Tz)J(KITzuo) 
entsprechend Tafel 4.5 andere Werte einzusetzen sind. . 

4.2.1. Motkllbestimmllllg anhand von Kenngrößen tkr Sprunganlwort 

n 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

Modell I 

x(Tz) 

TzKluo 

0,368 
0,281 
0,241 
0,218 
0,202 
0,190 

D1(n) 

1,000 
0,666 
0,545 
0,480 
0,438 
0,408 

. Modell II 

x(Tz) 
D1(n) 

TzK1Uo 

0,368 1,000 
0,271 0,500 
0,224 0,333 
0,195 0,250 
0,174 0,200 
0,161 ,0,167 

4.2.1.4. Bestimmung cliskret~r Werte. desFrequ~gangs G (jw) 
aus der tlbergangsfunktion . 

Tafel 4.5 
Kenngrößen 
tkr Sprungantwort 
für Il-T.-T,-Systeme 

163 

Bei dieser von Unbehauen [4.7] vorgeschlagenen Methode wird die im Bild 4.10 dar­
gestellte Übergangsfunktion h(/) durch eine Summe von Geradenstücken 1i,(/) angenä­
hert. Damit gilt für die approximierte Übergangsfunktion 1i(/): 

mit 

hit) 
hltJ 

" 1i(/) = ho +. L Ii,(t) 
1=0 

{

o 
1i,(/) =. b, . T (t - 1,) 

für I < I , 

für I ~ I , 

~If} 

t 

Bild 4.10. Prinzip tkr Zerlegllllg tkr t1bergangsfunktion h(t) 

(4.22) 

Die Faktoren bio die die Differenz der Steigungen zwischen zwei Abschnitten ausdrücken, 
werden aus den Gleichungen 

b, {(h 1 - ho)JT für i = ° 
T = (h

'
+1 - 2h, + h,-1)JT für i> 0 

(4.23) 

bestimmt. Für die Übertragungsfunktion G(p) der angenäherten Obergangsfunktion h(/) 
gilt dann .. 

O(p) = ho + _1_ f b, e-pIT• (4.24) 
pT 1=0 
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Soll der Frequenzgang (j Uoo,) für äie Frequenz 00, ermittelt werden, 
gesetzt, und man erhält 

wird p = joo, 

(j Uoo,) = ho - _1_ ± b, sin (iToo,) 
Too,'=o 

1 ft 

- - L b, cos (iToo,); 
Too, '=0 

1 = 1,2, ... , k. (4.25) 

Die Genauigkeit der Approximation steigt mit der Anzahl der Stützstellen. Zufrieden­
stellende Ergebnisse liefert das Verfahren schon für den Bereich 20 < n< 30. 

Bezüglich der Modellstruktur kann es auch auf Systeme mit konjugiert komplexen 
Polen (Schwingungsglieder) Und mit integralem Verhalten angewendet werden. 

4.2.2. Modellbestimmung anband von KenngrfiBen der Impulsantworten 
bzw. der Gewichtsfunktioiten 

Ist die Aufprägung von Sprungfunktionen auf das System nicht zweckmäßig (z.B. bei 
I-Gliedern, Geiahrdung der Lebensfunktion des Systems), wird häufig ein Impuls als 
Testsignal verwendet. Das Problem dieses Testsignals liegt in der Realisierungsmöglich­
keit des "idealen Impulses", d.h. Amplitudenwert ~ 00, Impulsbreite ~ O. Deshalb wer­
den in den folgenden Abschnitten Verfahren angegeben, die sowohl von den idealen als 
auch von den realen Realisierungsmöglichkeiten des Impulses ausgeben. 

x{fJ 

t 

Bild 4.11 
KenngröjJen der Impulsantwort 
(n gleiche Zeitkonstanten) 

4.2.2.1. Auswertung von Impulsantworten bei idealem Eingangssignal (Dirac-Impuls) 

Für den Fall, daß das Eingangssignal als Dirac-Impuls angesehen werden kann, wurde 
von Werner [4.8] für den Modellansatz 

G{p)= K 
(1 + pT')-

(4.26) 

ein einfaches Verfahren zur Bestimmung der Parameter n undT' entwickelt. Als Grenz­
wert für die ImpulSbreite tlT gilt 

tlT ~ O,lT'. 

4.2.2. Model/bestimmung anhandvon KenngröjJen der Impu/santworten 165 

Aus den Kennwerten der Impulsantwort Tm, T m/2, x(T...) undx(T m/2) (Bild 4.11) werden 
entsprechend Tafel 4.6 die Parameter des Modells in GI. (4.26) ermittelt. Die einzelnen 
Schritte sind folgende: " 

- Aus dem Verhältnis x(Tm>/x(Tm/2) wird die Ordnung n bestimmt. 
- Bei bekannter Ordnung n folgt aus Tm/T' die Zeitkonstante T'. 
- Aus T'x (Tm>/uoKfolgt bei bekannter Fläche des Impulses uo = A = 1 der Verstär-

kungsfaktor K. 

Bei Impulsen mit einer Impulsbreite von tlT > O,IT' werden die Kennwerte vom Ver­
hältnis tlT/T' abhängig. Die Auswertung wird dadurch sehr erschwert. 

x(T..,) Tm T'x(T..,) 
Tafel 4.6 

n Kennwerte der Impu/santwort 
x (Tm/2) "T' uoK für P-T.-Systeme 

mit n gleichen Zeitkonstanten 
1,213 2 1 0,368 
1,471 3 2 0,271 
1,785 4 3 0,224 
2,165 5 4 0,196 
2,623 6 5 0,175 
3,185 7 6 0,159 

4.2.2.2. Auswertung von Impulsantworten nnter Beachtnng der Impulsbreite 
des Eingangssignals 

Ist di~ Impulsbreite tlT > O,IT', so ist es notwendig, sie bei der Approximation zu be­
rücksichtigen. Die Methode basiert auf der Approximation durch ein Modell mit n har­
monisch gestaffelten Zeitkonstanten; s. GI. (4.17) [4.2]. Als Kennwerte eignen sich ent~ 
sprechend Bild 4.12 die Zeiten tlT, Tm und Too = t(xo) sowie die Funktionswerte Xo 
= x (tlT) und Xiii =x(Tm>. Unter Annahme der Modellstruktur ergeben sich die im 
Bild 4.13 dargestellten Verläufe für Quotienten aus den Kennwerten. Die Bestimmung 
der Parameter erfolgt in den Schritten: 

- Ermittlung der Kennwerte xo/xm und T/Too entsprechend Bild 4.12. 
- Ermittlung der Ordnung n aus den Kennwerten xo/xm und T/Too im Bild 4.13a. 
- Aus Bild 4.13bwird mit Hilfe der Größen xo/Xm und n der Wert für T'/tlTentnommen 

und somit die Zeitkonstante T' ermittelt. 
- Der Verstärkungsfaktor K wird bestimmt aus der Beziehung 

K 1 Xo . - I ' = -~ mIt Xo = (1 - e-TT)ft. (4.27) 
uo Xo 

Eine Überprüfung der Approximation mit verschiedenen tlT ist in der Praxis sinnvoll. 

urf) x(fJ 

Xo 
~~------~------~~--

Tao 

Bild 4.12 
KenngröjJen 
der Impulsantwort 
(n gestaffelte 
Zeitkonstanten) 
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0,2 0,4- 0.6 
f:JT _ 

ToD 

0,8 .1 

0.8 

! 0.6 

!..a.. O~ xm . 

0.2 

bl 
T' /,r-

Bild 4.13. Verlauf von Quotienten der Kenngrößen aus Bild 4.12 zur Approximation von /mpulsantworten 
a) Diagramm zur Ermittlung der Ordnungszahl n 
b) Diagramm zur Bestimmung der Zeitkonstanten T' 

4.2.3. Ermittlung von Stiit7steUen der Gewichtsronktion 
aus beliebigen Eingangs- nnd Ausgangssignalen -
Entfaltung ohne Ausgleich 

Die bisher vorgestellten Verfahren sind auf geometrisch einfache Testsignale, die aktiv 
auf das System aufgeprägt werden müssen, beschränkt. Hat das aktiv auf das System 
aufgeprägte oder im normalen Betrieb anliegende Testsignal eine beliebige Form, ver­
sagen die bis jetzt vorgestellten Modellbildungsverfahren. Als ein Ausweg bietet sich die 
Verwendung c;les Faltungsintegrals an, das das Ausgangssignal x(t) über eine Integral­
beziehung aus dem Produkt der Gewichtsfunktion g(t) und dem zeitverschobenen Ein­
gangs~gnal ermittelt. Damit gilt mit u(t) = 0 flir t < 0 

g(rJu(f-rJ 

X(/) = J: ger) u(1 - -r) d-r. (4.28) 

((+1JT J g(rJu(f-rJdr N g((TJu[rk-()T] T 

(T 

((+1JT 

Bild4.J4 
Prinzip 
der Approximation 
des FaItungsinlegrals 

Das Problem besteht in der Auflösung der Integralgleichungnachg( -r) bzw. nach ihren Stütz­
stellenwerteng(-r,) bei bekannten Signalen x(t) und u(t). Im einfachsten Fall kann das Inte­
gral mit Hilfe der Rechteckregel aufgelöst werden. Entsprechend Bild 4.14 gilt flirSysteme 
mit einem Gedächtnis von (r - 1) T, d.h. g (iT) = 0 für i = r, flir das Ausgangssignal 

r-1 f<I+1 l T 
x:(t) = L g(-r) u (I - -r) dt. 

1=0 IT 

(4.29) 
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Verwendet man nur die diskreten Werte der Eingangs- und Ausgangssignale u (k - T) 
== u(k) und x (kT) == x(k), so erhält man als Näherung flir das Ausgangssignal zum 
Zeitpunkt t = kT die Faltungssumme 

r-1 
x(k) ~ T L g(1) u (k - I) (4.30) 

1=0 

mit 
t=kT, -r=IT, I=O,I, ... ,(r-l). 

In Matrixschreibweise erhält man für j Beobachtungen und die Anfangswerte x(t) = 0, 
u(t) = 0 flir t ;;;;; () 

[

X(I)] [U(I) 
~(2) = T ~(2) 

xU) uU) 

o ... 0 ] [g(0) ] u(I) ... 0 g(1) 

u U - 1) ... u(l) ~ (r - 1) . 

x U g 

Damit ergibt sich als Systembeschreibung 

x = TUg. (4.31) 

Die Auflösung von GI. (4.31) nach dem Vektor der Stützstellen g wird als Entfaltung 
bezeichnet und ergibt, wenn die Matrix U invertierbar ist, 

1 
g = - U- 1x. 

T 
(4.32) 

Wird ein bestimmtes Testsignal u(t) immer verwendet, kann die Matrix U-1 einmal be­
rechnet und für weitere Untersuchungen abgespeichert werden. 

Der Fehler der Approximation hängt wesentlich von der Abtastweite T ab. Sie soll so 
gewählt werden, daß die Gewichtsfunktion g(t) durch 20 bis 40 Stützstellen beschrieben 
wird. Nach der Ermittlung der Stützstellen kann dann eine Approximation durch ein 
parametrisches Modell mit den im Abschnitt 4.2.2 vorgestellten Methoden. erfolgen. 

Bei dieser Methode istru beachten, daß das Testsignal u(t) ein für die Ermittlung der 
Stützstellenwerte der Gewichtsfunktion g (lT) günstiges Amplitudenspektrum ("ideal 
weißes Rauschen") besitzt und daß keine Störung z(t) auftreten darf. Ist eine nicht zu 
vernachlässigende Störung vorhanden, muß eine Schätzung mit der Methode der Ent­
faltung mit Fehlerausgleich (s. Abschn.6.2) durchgeführt werden. 

4.3. EinNI Ausgangs--Modelle im Frequenzbereich 

Die Auswertung von Frequenzgangmessungen liefert, da alle Frequenzbereiche des 
Systems im Gegensatz zu den im Abschnitt 4.2 verwendeten Testsignalen mit der gleichen 
Energie angeregt werden, Modelle mit hoher Genauigkeit. Außerdem sind die Verfahren, 
die durch ein Korrelationsprinzip den Frequenzgang ermitteln, relativ unempfindlich 
gegen Störungen. Der Nachteil der Verfahren liegt in den langen Meßzeiten im tief­
frequenten Bereich' des Systems. Einen Ausweg bilden kombinierte Methoden, z. B. die 
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Auswertung von Übergangsfunktion.(f\ir die den tieffrequenten Bereich beschreibenden 
Parameter) und Frequenzgang (f\ir die den hochfrequenten Bereich beschreibenden 
Parameter) [1.27,1.46]. 

Außerdem ist zu beachten, daß die Frequenzen Wi des periodischen Testsignals wieder 
über den "interessierenden Frequenzbereich" des Systems verteilt sein müssen, um die 
Struktur und die Parameter eines analytischen Frequenzgangmodells mit ausreichender 
Genauigkeit zu ermitteln. Gleichzeitig muß bei allen Meßverfahren bedacht werden, daß 
der Frequenzgang G (jw) der Quotient der komplexen Amplitude von Ausgangs- zu 
sinusförmigem Eingangssignal im stationären Zustand ist. Das bedeutet, daß bei jeder 
neugewählten Frequenz Wt der Einschwingvorgang zur Auswertung abgewartet werden 
muß, was besonders im tiefen Frequenzbereich zu erheblichen Meßzeiten, Kosten oder 
Belastungen führen kann (Bild 4.15). Der Ausweg aus diesem Problem wurde oben auf­
gezeigt. Für die Wahl der Frequenzen des Testsignals hat sich ein konstanter Quotient 
benachbarter Frequenzen wiHlwi bewährt, weil dann der interessierende Frequenz­
bereich im Bode-Diagramm durch Meßwerte mit stets gleichem Abstand beschrieben 
werden kann. 

x(f} 

t 

Bild 4.15 
Einschwingvorgang 
des Ausgangssig7lals x (t ) 

In den folgenden Abschnitten soll auf einige typische Methoden zur Ermittlung des 
Frequenzgangs (Abschn.4.3.1), auf die Approximation des Frequenzgangs durch ein 
parametrisches Modell in Form eines Zeitkonstantenmodells (Abschn.4.3.2) und auf die 
Approximation der Ortskurve durch ein Polynommodell (Abschn.4.3.3) näher eingegan­
gen werden. Auf eine große Anzahl weiterer Verfil.hren kann an dieser Stelle nur ver­
wiesen werden [1.37, 1.46]. 

4.3.1. Methoden zur Aufnahme des Frequenzgangs G (jm) 

Die entwickelten Methoden haben dasZiel, die Komponenten des Frequenzgangs G (jw) 
in einer der Formen 

G (jw) = U(w) + jV(w) = IG (jw)1 eJQ> (m) (4.33) 

zu ermitteln. Werden Phasenminimumsysteme vorausgesetzt, kann die Messung des 
Frequenzgangs auf die Bestimmung von IG (jw)1 beschränkt werden, da aus dem Am­
plitudenfrequenzgang IG (jw)1 der Phasenfrequenzgang konstruiert werden kann. 

4.3.1.1. Syncbronaufzeiclunmgsverfahren 

Aus den synchron entsprechend Bild 4.16 registrierten Eingangs- und Ausgangssignalen 

u(t) = A sin (wt + CPu) und x(t) = B sin (wt + cp,,) 

kann der Betrag des Frequenzgangs 

IG (jw)1 = BIA (4.34) 
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und der Phasenfrequenzgang 

cp( w) = cp" - CPu = w (t" - tu) = wtcp 

ermittelt werden. Als günstiger Frequenzbereich fÜr diese Synchronaufzeichnung hat 
sich 10- 5 s-1 <I< 10- 1 s-1 erwiesen. Problematisch ist die Bestimmung kleiner 
Phasenverschiebungen. 

ISinUSge~rafOr 1 

...---------<) ultl-A'sinfP(f+tul 

.1 System I· 
I x(tJ-B'sinfP(t+fxl 
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I 
I 
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I 
I 
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Bild 4.i6. Schema des Synchron­
au/zeichnungsver/ahrens 

... Im {6(jwJ) -Re {6(jwl} 

Bild 4.17. Schema des Komponentenver/ahrens 

4.3.1.2. Komponentenverfahren 

Das Komponentenverfahren hat aufgrund der Möglichkeit der sehr feinen Unterteilung 
eines großen Frequenzbereichs 104 s -1 < 1 < 102 S -1 und der guten Störunterdrückung 
durch die Anwendung des Korrelationsprinzips die breiteste Anwendung gefunden. Das 
Schema dieses Verfahrens ist im Bild 4.17 dargestellt. Der Realteil des Frequenzgangs 
wird dabei in dem einen Kanal durch die Multiplikation des Systemausgangssignals 
mit dem Eingangssignal, der Imaginärteil in dem anderen Kanal durch die Multiplikation 
des Ausgangssignals mit dem um 90° verschobenen Testsignal ermittelt. 

Der Realteil ergibt sich aus (s. Absclut.3.2.2.2) 

1 fr, R..l,.{O) = - AB sin wt sin (wt + cp) dt 
TI 0 

= AB fT, 
[cos cp - cos (2wt + cp)] dt 

2TI 0 

und für genügend große TI 

AB A2 

RMl,.{O) = - cos cp = - IG (jw)1 cos cp 
2 2 

. A 2 

Ru1 ,.(0) = - Re {G (jw)}. 2 . 

(4.35) 

(4.36) 
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Für den Imaginärteil erhält man anaiog 

RU2,.(0) = - AB cos wt sin (wt + cp) dt 1 fT' 
TI 0 

= - sin w + sin (2wt + cp) dt. AB fT' 
2TI 0 

(4.37) 

Für große TI wird 

Ru2>:(O) = ~ IG (jw)1 sin cp = ~ Im {G(jw)}. 2 . . 2 (4.38) 

Ein Störsignal z(t) wird durch das Korrelationsprinzip beseitigt, wenn in der Störung 
keine periodischen Komponenten der Testsignalfrequenz enthalten sind. Für hinreichend 
große Mittelungszeiten TI gehen die Anteile der Korrelationsfunktion, die zusätzlich in 
den GIn. (4.36) und (4.37) auftreten, 

- z(t) A sin wt dt bzw. - z(t) A cos wt dt, 1 fT' 1 fT' 
TI 0 TI 0 

gegen Null. Bei periodischen Störsignalen wird der Fehler des Frequenzgangs um so 
größer, je näher Störsignalfrequenz und Testsignalfrequenz zusammenliegen. Weiter­
führende Betrachtungen zu diesem Problem und zum Einfluß einer endlichen Mittelungs­
zeit auf die Genauigkeit der Frequenzgangbestimmung sind in [1.37, 1.46, 4.9] enthalten. 

U1ltlh 
11 Cl 

Bild 4.18 
Verlauf von rechteck- und dreieckförmigen Test­
signalen U1 (t) und U2 (1) und Verlauf der Grundwe//e 
des Ausgangssignals x (t) 

4.3.1.3. Frequenzgangmessung mit Rechteck- und Dreieckwellen 

Die Ermittlung des Frequenzgangs aus der Analyse des Ausgangssignals.bei aufgeprägten 
Rechteck- oder Dreieckwellen hat die Vorteile der einfachen Realisierbarkeit und teil­
weise der Erhöhung des Störabstands. So besitzt die Grundwelle des Rechtecksignals 
einer Amplitude Uo die Amplitude Uo· 4/7t (s. Abschn.3.1.2), d.h., bei gleicher Aus­
steuerung wird der Störabstand gegenüber dem sinusförmigen Testsignal um den Faktor 
1,27 verbessert. Bei der Verwendung eines Dreiecksignals einer Amplitude Uo besitzt die 
Grundwelle die Amplitude Uo· 8/7t2

, d.h., der Störabstand wird um den Faktor 0,81 
verschlechtert. 
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Für die Rechteckwelle der Amplitude Uo (Bild 4.18) gilt für die Fourier-Zerlegung 
entsprechend Abschnitt 3.1.2, Tafel 3.1, die Beziehung 

u(t) = ~ Uo '{Sin wt + J.. sin 3wt + ..!.. sin 5wt + ... }. 
7t 3 5 

(4.39) 

Das Ausgangssignallautet entsprechend 

x(t) =: uo{IG(jW)lsin(wt + cp(w)) + +IG(jw)lsin(3wt +CP(3W))+ .. } 

(4.40) 

Die Ermittlung der Aniplitude der Grundwelle im Ausgangssignal erfolgt zweckmäßiger­
weise durch eine Fourier-Analyse mit Hilfe der im Abschnitt 3.2.3.4 vorgestellteIiAlgo­
rithmen durch einen Digitalrechner. Vereinfachte Verfahren für P-Tn-Systeme sind in 
[1.40, 4.8] enthalten. 

Werden Testsignale in Form von Dreieckwellen verwendet, so lautet die Fourier­
Zerlegung (s. Tafel 3.1) 

u(t) = 8uo {sin wt _ J.. sin 3wt + _1_ sin 5wt + ... }. 
7t2 9 25 

(4.41) 

Für das Ausgangssignal gilt damit 

x(t) = ~20 {IG(jW)1 sin(wt + cp(w)) - f'G(jw)' sin(3wt + cp(3w)) + .. } 

(4.42) 

Aus GI. (4.42) ist zu erkennen, daß sich gegenüber der Rechteckwelle der Störabstand 
verschlechtert und daß die dritte Oberwelle um den Faktor t stärker gedämpft wird, 
was die Ermittlung von G (jw) erleichtert. 

Neben diesen beiden Testsignalarten Wurden sog. Mehrjrequenzsigna]e entworfen, 
die in einem Meßvorgang die Frequenzgangbestimmung für mehrere Frequenzen gestat­
ten. So enthält z. B. ein in [1.40, 4.10] vorgestelltes binäres Signal neben der Grwidwelle w 
die Oberwellen mit den Frequenzen 2w, 4w, 8w, 16w und 32w. Ihre Anwendung ist jedoch 
auch beschränkt, weil die Amplituden der Einzelschwingungen des Mehrfrequenzsignals 
wesentlich geringer sind als beiden bereits genannten Testsignalen und sich damit der 
Störabstand wesentlich verschlechtert. 

Durch die Anwendung der in diesem Abschnitt vorgestellten Methoden erhält man 
eine diskrete Folge von Frequenzgangwerten. Sie können in der komplexen G (jw)­
Ebene (Ortskurve) oder als Amplituden- und Phasenfrequenzgang (Bode-Diagramm) 
[1.2, 3.1] dargestellt werden. Für viele Anwendungen ist es zweckmäßig, das in Form 
einer Wertefolge bzw. grafisch als Ortskurve oder Frequenzganglinien vorliegende nicht­
paranietrische Modell durch ein parametrisches Modell zu approximieren. Bei der Er­
mittlung des durch wenige Parameter zu beschreibenden parametrischen Modells muß 
die Struktur- und Parameterbestimmung gelöst werden. Aus diesem Grunde werden in 
den folgenden Abschnitten Verfahren zur Approximation des Frequenzgangs. durch 
parametrische Modelle in Form des Zeitkonstantenmodells und des Polynommodells 
vorgestellt. 
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4.3~2. Approximation von G (jw) durch ein Zeitkonstantenmodell 

Aus dem gemessenen Frequenzgang G Uw), der oft als Amplituden- und Phasenfrequenz­
gang aufgetragen wird, sollen die Struktur und die Parameter eines Modells der Form 

n 

TI (1 + pTD ,) 

G(p) = K~' =--'1=----__ _ 
1ft 

(4.43) 

TI (1 + pT)) 
)=1 

bestimmt werden. Dabei wird vom Gesamtfrequenzgang G Uw), vom Amplitudenfre­
quenzgang 19 IG (jw)1 oder vom Phasenfrequenzgang tp (jw) ausgegangen [4.11, 4.12]. 
Bei Phasenminimumsystemen sind die Verfahren, die von IG (jw)1 ausgehen, wegen ihrer 
Einfachheit und Übersichtlichkeit vorteilhaft. Als Phasenminimumsystem werden solche 
Systeme bezeichnet, die den zu dem vorhandenen Amplitudenfrequenzgang möglichen 
minimalen negativen Phasenfrequenzgang für alle Frequenzen haben [1.2]. Sie besitzen 
keine Nullstellen in der rechten p-Halbebene, und für sie existiert eine eindeutige Zu­
ordnung zwischen Amplituden- und Phasenfrequenzgang. Damit fallen für diese Me­
thode alle Systeme mit Allpaß- und Laufzeitverhalten aus der weiteren Betrachtung 
heraus. 

Deswegen kann die Ermittlung eines parametrischen Modells allein auf der Grundlage 
des Amplitudenfrequenzgangs erfolgen. Das Verfahren beruht auf einer Approximation 
des in dB über 19 w aufgetragenen Amplitudenfrequenzgangs durch Geraden verschie­
dener Neigungen. Es wird davon ausgegangen, daß der Amplitudenfrequenzgang sich 
aus einer Summe von Elementarkennlinien mit P-, 1-, D-, T1-TD1 - und T~-Verhalten 
nach der Vorschrift 

1ft 

19 IG (jw)1 = L 19 IG, (jw)1 (4.44) 
1=1 

ergibt. Die Kennlinien der Elementarsysteme sind in Tafel 4.7 als Geraden dargestellt. 

Für die Approximation gilt analog zu GI. (4.44) 

" . 
19 10 (jw)1 = L 19 10) (jw)l· (4.45) 

)=1 

Der Amplitudenfrequenzgang IG (jw)1 sollte in folgenden Schritten approximiert werden: 

1. Darstellung von IG (jw)1 als Funktion von 19 w/w*; w* wählbare Bezugsfrequenz. 
2. Approximation von IG Uw)1 durch Geraden mit den Neigungen 

k* = dlgIG(jw)l; 
dlg w/w* 

k*=±0,1,2, ... 

(k* = -1 entspricht der Neigung 20 dBjDekade). 

Ändert sich an einer Knickstelle w, die Neigung um +(...,. )1, so ist eine reelle Nullstelle 
(reeller Pol) mit T, = l/w, anzusetzen. Bei Änderung der Neigung um +( -)2 ist ein 
konjugiert-komplexes Nullstellen- (pol-) Paar vorzusehen. Hierbei ist Wo mit der Knick­
frequenz identisch. An einfachen, weiter voneinander entfernten Knickpunkten w, 
soll die Abweichung des asymptotischen Verlaufs (Geradenapproximation) vom exak­
ten Verlauf, d.h.lg IG(jw)1 -lg 10 (jw)l, +(-)3 dB betragen (Bild 4.19). 
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SysteInverhalten 

P-Verhalten 

G(jru) = K 

k* = 0 

I-Verhalten 

G(jru) = l/jruT1 

k* = -1 

D-Verhalten 

G(jru) =jruTD 

k* = +1 

Tl-Verhalten 

G (jru) = 1/(1 + jruT1) 

k* = -1 

TD1-Verhalten 

G(jru) = (1 + jruTD1) 

k* = +1 

I Approximation 

Jlt----
o I{PD/CD" 

.m~ dB 

o 1 J 7i Igw/w" 

dB l/To .m~ o Igw/w~ 

Jm~ dB 

o . 
1 TOl IgW/CD" 

Tafel 4.7 
Geradenapproximation dei Amp/ituden­
frequenz gangs einfacher tJbertragungs­
funktionen 

3. Ko;struktion des Verlaufs der verfeinerten Approximationskurve unter Anwendung 
der Korrekturtafeln aus den Bildern 4.20 und 4.21 zur Berücksichtigung der von be­
nachbarten Knickstellen herrührenden Abweichungen nach der Vorschrift 

19 I~ (jw)1 = 19 10 (jw)1 + 19 IßG (jw)1 (4.46) 

mit 19 IßG (jw)1 als Korrekturwerte entsprechend den Bildern 4.20 und 4.21. 

t 
!6Ijwl! 

-20 

" !6Ijwl! 

,J ~I ftfSl/ftT I 
30•1 0,2 1/ff(! 0.5 1 2 ftö' 5 10 

::;w-

Bild 4.19 
Beispiel 
einer Frequenzgangapproximation 
durch ein Zeitkonstantenmadell 

Bi/d4.20 
Korrekturtafel 
für die Geradenapproximation 
von Amplitudenfrequenzgängen 
für Trägheits- und Vorhaltglieder 
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4. Vergleich der Amplitudenfrequenzgänge Ig 1 G (j0.»1 - Ig 1 G (jo.> )1 und ggf.eine Korrek­
tur der Knickfrequenzen und Rücksprung zu Punkt 2. 

5. Fans die Genauigkeit der Approximation immer noch nicht ausreichend ist; muß mit 
dem Verfahren von Linvill in [4.12] eine weitere Verbesserung versucht werden. 

20 

dB 

12 

8 

1..161 It 
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{)-a05 

1--0.1 

lko.2 
..... \ 
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~ 0.3~ 

- 0.5 _ -l-
V/ 
)(:-1.0 

0.8 
0.2 0;1 o.~ asa6 0.8 1.0 231,.56810 

wTo-

Bild 4.21 
Korrekturtafel 
für die Geradenapproximation 
von Amplitudenfrequenzgängen 
für Schwingungsglieder 

Das vorgestellte Verfahren zeichnet sich durch seine einfache Handhabung und durch 
eine für viele Aufgaben ausreichende Güte bezüglich der Struktur- und Parameterermitt­
lung aus. Sind jedoch höhere Genauigkeitsanforderungen zu erfüllen, sollte auf rechner­
gestützte Methoden zurückgegriffen werden [1.46]. Dabei muß festgestellt werden, daß 
die Güte dieses Verfahrens wesentlich durch die Erfahrung und das Geschickdesjewei­
ligen Bearbeiters bestimmt wird. Diese Aussage trifft für das im folgenden Abschnitt 
vorgestellte Verfahren der analytischen Approximation der diskreten Frequenzgangwerte 
in der G (jo.»-Ebene, d.h. der Ortskurve, nicht zu. 

4.3.3. Approximation von G (jo.» durch ein Polynommodell 

Die Bestimmung der analytischen Beschreibung G (jo.» eines Systems mit konzentrierten 
Parametern der Form 

G(jo.» = K = K (4.47) 

(jo.»m [1 + ,tl a,(jo.»'J (jo.»m [U(o.» + jV(o.»] 

erfordert 

1. die Bestimmung des Grades n und m (d.h. der Struktur), 
2. die Bestimmung der Parameter a,. 

Wird das System durch GI. (4.47) hinreichend genau beschrieben; so können die 
Strukturparameter n und m aus folgenden Überlegungen gewonnen werden. Trennt man 
die Beschreibung des Frequenzgangs von GI. (4.47) in die Teilfrequenzgänge 

m = 1,2, ... , (4.48) 

i = 0, 1,2, ... , 
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so ist ZU erkennen, daß bei tiefen Frequenzen das Gesamtverhalten durch GI (jo.» 
bestimmt wird: 

G (jo» ~ GI (jo.» = K/(jo.»M. 

Im Bild 4.22 ist der Verlauf der Ortskurve für m = 0 (P-Glied) bis m = 3 (I3-Glied) 
dargestellt. Der zweite Teilfrequenzgang G'}. (jo.» hat den Verlauf von Tn-Gliedern. Die 
Ortskurve durchläuft, von der reellen Achse beginnend, n Quadranten (Bild 4.23). Ins­
gesamt gilt damit für die Strukturparameter 

m Anzahl der Quadranten der G (jo.»-Ebene, die im Uhrzeigersinn zwischen der posi­
tiven reellen Achse und dem Quadranten liegt, in dem die Ortskurve mit 0.> = 0 
beginnt (s. Bild 4.22) 

n Anzahl der Quadranten, die die Ortskurve berührt (s. Bild 4.23). 

lm{lilfwl} 

(JJ 

m-2 

w 
m-J 

w 
m-l 

Im {IiUwJ} 

K Re {f3(jwlj 
m-O 

w-O Re{f3fJwJ} 

Bild 4.22. Ortskurven des Teil/requenzK,angs 
G1 (jw) = K/(jw)" 

Bild 4.23. Ortskurven des Teil/requenzgangs 

G2 (jw) = 1/(1 + 1;1 a, (jW)') 

Im {liljwl} 

Re [liljwJj 
Bild 4.24 
Wahl der lnterpo/ationspunkte 
bei dem Verfahren von Szweda 
wt P-Verhalten 
w, I-Verhalten 

Das System wird dann durch das Modell gut approximiert; wenn keine wesentlichen 
Nullstellen im System vorhanden sind [3.1]. Nach der FestIegung der Strukturparameter 
m und n des Modells von GI. (4.47) können die n Parameter a" i = 0, 1, ... , n ermittelt 
werden. Die Bestimmungsgleichungen werden. dadurch gefunden, daß bei n diskreten 
Frequenzen 0.>, die Amplituden und Phasen des gemessenen Frequenzgangs G (jo.» mit 
der Approximation G (jo.» übereinstimmen müssen. Zu relativ einfachen Bestimmungs­
gleichungen gelangt man, wenn man nach Szweda [4.13] die Übereinstimmung der 
Phasen bei n Frequenzen 0.>, fordert. Damit sind für die Übereinstimmung zwischen dem 
Frequenzgang des Modells G (jo.» und dem des Systems G (jo.» in n Punkten die Bedin­
gungen 

!fJ(o.>,) - rp(o.>,) = 0; 

zu erfüllen. 

i = 1,2, ... , n (4.49) 
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Wählt man als ersten Punkt der,Ortskurve die Frequenz W1' bei der erstmals IU(w)1 
= lV(w)l, und als weitere (W2 ••• wn) die (n - 1) Schnittpunkte mit den Koordinaten­
achsen, wo entweder U(w) = 0 oder V(w) = 0 sind, so erhält man ein System von n Glei­
chungen (Bild 4.24). 

Für n = 7 erhält man die Bestimmungsgleichungen zu 

a6 = ---"':2~2~2 
W2W 4 W 6 

(4.50) 

Zur Bestimmung der Parameter a, werden nur die Frequenzen W1 ••• Wn benötigt. Für 
n < 7 sind in den Bestimmungsgleichungen Ilir a, alle w, mit i > n unendlich zu setzen. 

Die Ermittlung des statischen Verstärkungsfaktors K erfolgt bei der angen01D.D1fnen 
Systemstru1ctur von GI. (4.47) entsprechend den Beziehungen 

a)m = 0 

K = lim G (jw), (4.51) 

b)m > 0 

K = IG(jW 1)1 h w~ (1 - :D (1 - :D (1 - :D· 
Ermittlung von 

und 

i = 2,3, ... , n. 

Die praktische Ermittlung der Frequenzen w, (z. B. mit dem Komponentenverfahren) 
erfolgt durch Erhöhung der Testsignalfrequenz von null bis zu dem Wert, bei dem erst­
malig Real- und Imaginärteil gleich sind (W1), und dann weiter, bis im Wechsel Real-
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und Imaginärteil verschwinden. Die Messung ist zu beenden, wenn kein Schnittpunkt 
mit einer der Koordinatenachsen mehr festgestellt werden kann. 

Für die Approximation des Frequenzgangs durch rationale Übertragungsfunktionen 
beliebiger Struktur unter Verwendung der Methode der kleinsten mittleren Fehler­
quadrate (Regression) sind u. a. von Strobel [1.46] sehr leistungsfähige Verfahren rür den 
Digitalrechner und als Handverfahren entworfen worden. Die Verfahren ermitteln bei 
vorgegebener Approximationsgüte automatisch die minimale Parameteranzahl. 

4.4. Ermittlung des Zustands/Beobachter 

4.4.1. Problemstellung 

Entsprechend den Darstellungen im Abschnitt 1.4 soll in den weiteren Betrachtungen 
von folgender Zustandsbeschreibung des Systems ausgegangen werden: 

t(t) = Aq (t) + BlI (t) 

x(t) = Cq (t) 

mit den Dimensionen der Vektoren und Matrizen 

q(t): [n xl], 

A:[nxn], 

Beobachter 

I q(f} 

lI(t): [I x 1], 

B: [n x I], 

x(t): [m xl], 

C: [m x n]. 

Bild 4.25 
Al/gemeines Prinzip 
der Zustandsbestimmung 
durch einen Beobachter 

(4.52) 

Die Aufgabe besteht nun darin, rür das durch GI. (4.52) gegebene System, von dem die 
Matrizen A, B und C bekannt sind, eine V orschrift (Algorithmus) zu entwerfen, die die 
Rekonstruktion des Zustandsvektors q(t) aus dem gemessenen Eingangssignal oder aus 
dem gemessenen Eingangs- und Ausgangssignal entsprechend Bild 4.25 gestattet. Für 
die Ermittlung des Zustands ist ein zweites dynamisches System, der Zustandsbeobachter/ 
Beobachter, zu entwerfen. Er soll so gestaltet sein, daJ3 nach einer endlichen Einschwing­
zeit der durch den Beobachter ermittelte Zustand q(t) mit dem nichtmeßbaren Zustand 
q(t) möglichst identisch ist. 

Die Bestimmung des Zustands gewinnt immer mehr an Bedeutung, weil u. a. folgende 
Aufgaben gelöst werden können: 

1. Gewinnung von mehr und besserer Information über den Prozeß (Bedeutung rür die 
Sensortechnik) 
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2. möglicher Verzicht auf eine direkte Messung von Prozeßgrößen in den Fällen, in 
denen keine Meßmöglichkeit besteht, das technische Meßprinzip zu aufwendig gegen­
über der rechentechnischen Lösung und das Beobachtungsprinzip zuverlässiger ist 

3. Ergänzung unvollständiger Messungen 
4. Ermittlung des Zustands rur die Realisierung des Steuergesetzes bei Konzepten der 

Zustandsrückführung und Optimhlsteuerung. 

In den folgenden Abschnitten werden für das in GI. (4.52) dargestellte System die 
Konzepte der Beobachtung des Zustands auf der Grundlage der gemessenen Eingangs­
signale II(t) mit einem Parallelmodell des Systems ,und auf der Grundlage der gemessenen 
Eingangs- und Ausgangsgrößen mit einem erweiterten Systemmodell (Luenberger­
Beobachter) dargelegt. Dabei wird in allen Fällen von der kontinuierlichen Darstellung 
ausgegangen und dann zur diskontinuierlichen Betrachtung übergegangen. Die trivialen 
Fälle, daß alle Zustandsgrößen direkt meßbar sind oder aus der Ausgangsgröße direkt 
durchBildung von Ableitungen gewonnen werden können, werden hierrucht betrachtet. 
Außerdem sollen an dieser Stelle nur Beobachter behandelt werden, bei denen die Ord­
nungen n von System und Beobachter gleich sind (vollständige Beobachter). Ist die Ord­
nung des Beobachters geringer als die des Systems, wird von reduzierten Beobachtern 
gesprochen [3.24,4.14,4.15]. 

4.4.2. Zustandsbeobachtung aus den Eingangsgrö8en und einem Systemmodell 

Die Beobachtung der Zustände erfolgt bei diesem Prinzip durch ein dem System parallel­
geschaltetes Modell unter Verwendung der Eingangssignale U,(t) (Bild 4.26). Die Zu­
standsgrößen 4,(t) des Modells werden im stationären Fall die Werte q,(t) des Systems 
annehmen, wenn gilt 

A = A und B = B. 

u{f} 
System 

I 
I A 

I A I 
~~acht!r ______ ..J 

x(fJ 

Bild 4.26 
ZustizndSbeobachtung 
mittels Parallelmode/l 

Damit gilt als allgemeine Beobachtergleichung im kontinuierlichen Fall 

f(t) = Aq (t) + Bu (t) 

mit den Anfangsbedingungen i{to) = O. 

(4.53) 

Für diskrete Systeme bzw. diskrete Steuerung kontinuierlicher Systeme erhält man mit 
der Tastperiode T und den Vereinbarungen q (kT) == q(k) und u (kT) == u(k) die Beob­
achtergleichung in der Form 

i (k + 1) = A*i (k) + B*u (k). (4.54) 
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Dabei gelten rur die Zusammenhänge zwischen den Matrizen der zeitdiskreten und der 
kontinuierlichen Zustandsraumdarstellung [1.52, 3.2, 3.24, 4.15] 

(4.55) 

D* =D, C* = C. 

Zur numerischen Lösung der GI.(4.55) benutzt man häufig die folgende Reihenentwick­
lung: 

T2 T3 <Xl TlJ. 
A* = I + AT + A2 - + A3 - + ... = L AlJ._, 

21 31 lJ.=0 f}J 
(4.56) 

die in den Ausdruck 

,A* = 1+ SA 
mit 

S = T 1+ A - + A2 -, + ... A ( 
T T2 ) 
2! 3! 

umgeformt werden kann. Damit erhält man als endgültige Bestimmungsgleichungen 

A* = 1+ SA 

B* = SB. . (4.57) 

Gegenüber GI. (4.55) wird die Inversion umgangen; aber durch die notwendige endliche 
Anzahl von Gliedern der Reihenentwicklung tritt ein Fehler auf. Eine Abschätzung über 
die erforderliche Zahl der Glieder der Reihenentwicklung m kann durch die Norm des 
Zuwachsterms 

~A" Tm ~ 
~ (m+l)!~ (4.58) 

erfolgen. Die Ermittlung des Zustandsvektors q(t) bzw. q(k) mit dieser Methode hat den 
Vorteil, daß ein Differenzieren von Sigflalen vermieden wird. Als Nachteil muß aber 
angesehen werden, daß das Konvergenzverhalten des Fehlers zwischen System- und 
Beobachterzustand, d. h. 

q(t) = q(t) - q(t), (4.59) 

nur von der Dynamik des beobachteten Systems abhängt. In den meisten Systemen ist 
das Konvergenzverhalten damit durch Trägheitsverhalten gekennzeichnet. Dieser wesent­
liche Nachteil kann, wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird, durch die Erweiterung des 
in GI. (4.53) verwendeten Modells mit der Ausgangsgieichung 

x(t) = Cq (t) 

beseitigt werden. 
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4.4.3. Zustandsbeobacbtung aus den Eingangs- und Ausgangsgrößen -
Luenberger-Beobacbter 

Den Ausgangspunkt für den von Luenberger [4.16] vorgeschlagenen Zustandsbeobachter 
bildet die Erweiterung des Systemmodells von GI. (4.53) um den mit der Verstärkungs­
matrix K multiplizierten Ausgangsvektor x(t) zu der Form (Bild 4.27) 

t(t) = Aq (t) + Bu (t) + Kx (t). (4.60) 

Das Ziel ist es nun, einen Beobachter so zu entwerfen, daß im stationären Fall für den 
Zustandsfehler 

q(t) = [q(t) - q(t)] = 0 rur t -+ 00 (4.61) 

gilt. Mit den Systembeschreibungen von GI. (4.52) und der Modellbeschreibung von 
GI. (4.60) werden aus der Differenz beider Gleichungen Bedingungen für die Wahl der 

Matrizen i, Bund K abgeleitet, damit GI. (4.61) erfüllt ist. Es gilt 

q(t) - t(t) = Aq (t) + Bu (t) - Aq (t) - Bu (t) - KCq (t). (4.62) 

Bild 4.27 
Zustandsbeobachtung 
aus den gemessenen Eingangs- und AusgangsgröjJen 

Durch Erweiterung von GI. (4.62) um ±Aq (t) ergibt sich flir 

q(t) - q(t) = Aq (t) + Bu (t) + A [q(t) - q(t)] 

- Aq (t) - Bu (t) - KCq (t) 

und durch weitere Umformungen 

q(t) - q(t)= A [q(t) - q(t)] + q(t) [A - A - KC] 

+ u(t) [B - iJ]. (4.63) 

Aus GI. (4.63) ist zu ersehen, daß der Fehler und seine Ableitungen für t -+ 00 verschwin­
den, wenn 

A - A - KC= 0 

B-B=O 

und damit flir die Matrizen A, B und K gilt 

A = A - KC 

B=B; 
K frei wählbar unter Beachtung notwendiger negativer Eigenwerte vonÄ. 

(4.64) 
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Damit ergibt sich aus GI. (4.60) die folgende Gleichung für den Beobachter: 

q(t) = [A - KC] q(t) + Bu (t) + Kx (t). (4.65) 

Durch weitere Umformungen kann aus GI. (4.65) die endgültige Form der Beschreibung 
des Luenberger-Beobachters gefunden werden. Sie lautet: . 

t(t) = Aq (t) + Bu (t) + K [x(t) - ~(t)]. 
Die Struktur dieser Beobachterform ist im Bild 4.28 dargestellt. 

u{f) 
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Bild 4.28 
Zustandsbeobachtung . 
mit einem Luenberger-Beobachter 

(4.66) 

In diskreter Form lautet das Beobacntergesetz analog zu Abschnitt 4.4.2 und 
GI. (4;66): 

mit 
q (k + 1) = A*q (k) + B*u (k) + K [x(k) - i(k)] 

Xek) = C*q (k). 

(4.67). 

Damit besteht der Luenberger-Beobachter aus einem Modell des Systems, das um die 
durch die Verstärkungsmatrix Kbewertete Differenz zwischen beobachtetem und vorher­
gesagtem Ausgangssignalvektor erweitert wird. Die in den Gin. (4.66) und (4.67) dar­
gestellten Beziehungen entsprechen in Grundstruktur und Verhalten den rekursiven 
Schätzalgorithmen (s. Abschn.5.4). Durch die Wahl der Elemente der:Verstärkungs­
matrix K ist bei diesem Beobachtertyp das dynamische Verhalten gut zu beeinflussen. 
Um die Wirkung der Elemente der Verstärkermatrix Kauf die Konvergenz der Zustands­
bestimmung darzustellen, soll als Ausgangspunkt die Vektordifferentialgleichung des 
Zustandsfehlers von GI. (4.63) mit den Annahmen 

A = A - KC und B = B 

betrachtet werden. Damit gilt 
• ~ A A 

[q(t) - q(t)] = A [q(t) - q(t)]. (4.68) 

Die Lösung der Vektordifferentialgleichung 1.0rdnung von GI. (4.68) lautet dann 

[q(t) - q(t)] = eßt [q(tp):-:- feto)]; , (4.69) 

q(to) Anfangszustand. 

Die GI. (4.69) zeigt deutlich, daß der Einschwingvorgang des' Zustandsfeblers i(t) 
wesentlich durch die Eigenwerte der Matrix Ä bestimmt wird. 
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Für ein schnelles Abklingen von eAt sind offenbar Eigenwerte von A erforderlich, die 
möglichst weit links auf der imaginären Achse liegen müssen (d.h. großer negativer Real­
teil). Praktisch wird man aber die Eigenwerte nicht zu groß wählen, weil der Beobachter 
dann als nahezu differenzierendes System arbeitet. In der Regel werden die Eigenwerte 
der Matrix A so vorgegeben, daß sie links von denen der Matrix A liegen. Damit klingt 
der Beobachtungsvorgang immer noch schneller ab als die Vorgänge im beobachteten 
System. Sind die Eigenwerte der Matrix A durch diese Überlegungen festgelegt worden, 
muß man die Verstärkungsmatrix K so bestimmen, daß die Matrix 

A = A - KC 

die vorgegebenen Eigenwerte hat. Theoretisch existieren unendlich viele Matrizen K, die 
die gleichen Eigenwerte aufweisen. Sie besitzen alle das charakteristische Polynom: 

det [pI - A] = (p - Pl) (p - pz) ... (P - PR) 
bzw. 

det [pl- A + KC] = p. + 0._1P"-1 ... + 00. (4.70) 

Die Existenz einer Lösung für GI. (4.70) wurde unter der Voraussetzung, daß das System 

4(t) = Aq (t), x(t) = Cq (t) (4.71) 

beobachtbar ist, in [4.17] nachgewiesen. 
Dabei soll unter der Beobachtbarkeit die Eigenschaft des Systems charakterisiert wer­

den, daß aus den gemessenen Ausgangsgrößen x(t) der Zustand q(t) eindeutig ermittelt 
werden kann. . 

Die Festlegung der Elemente der Verstärlrungsmatrix K ist besonders übersichtlich, 
wenn die Zustandsgleichungen in die Beobachtungsnormalform [1.2, 4.15, 4.17] über­
geführt werden. Für ein System mit einem Ein- und Ausgang gilt dann 

mit 

q(t) = Aq (t) + bu (t) 

o ... 0 -ao 

A= 0 

o ... 1 a._l 

bT = [bo, bl ••• b.- l ], cT = [0,0, ... , 1] 

qT = [ql(t), q2(t), ••. , qn(t)] 

G(p) = bo + bl P + ... + b._1P"-1 • 

ao + alP + ... + P" 

Entsprechend GI. (4.60) lautet dann die Beobachtemormalform: 

t(t) = Ai (t) + bu (t) + Kx (t) 

X(t) = cTq (t) 

(4.72) 

(4.73) 

mit 

4.4.3. Zustandsbeobachtung aus den Eingangs- und Ausgangsgrößen 

o ... 1 -a,,-1 
bT = [00 ,01 ••• , on-tl 

qT = [q l(t) ... q.(t)]. 
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Da die Koeffizienten 0, ; i = 0, I, ... ,n - 1, auf grund der Vorgabe der Eigenwerte für die 
Matrix A durch die GI. (4.70) bekannt sind, können die Elemente des Vektors k aus der 
Bedingung in GI. (4.64) einfach ermittelt werden: 

1 = A - kcT (4.14) 

und, ausgeschrieben für die einzelnen Elemente: 

o 0 -00 0 0 -ao - k l 

'. 
o = o 

o ... 1 -On_l 

Aus dem Vergleich beider Matrizen folgt die Bestimmungsvorschrift für die Elemente des 
Verstärlrungsvektors k zu 

00 = ao + k l 

On-l = all _ l + kn- l • 

Somit gilt allgemein 

i= 1,2, ... ,n. (4.75) 

Damit sind alle Elemente eines Beobachters festgelegt. Seine Struktur ist im Bild 4.29 
dargestellt. 

Bild 4.29. Struktur eines Luenberger-Beobachters /iir I/I-System 
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Gegeben: 

Untersuchung des Verhaltens des Luenberger-Beobacbters (diskontinuierlich) 

Abgetastete Werte des Eingangs- und Ausgangssignals des Systems (Bild a und 
Blockscbaltbild) 
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Beispiel 
4.1 

GesuCht: 

Ergebnis: 

4.4.3. Zustandsbeobachtung aus den Eingangs- und Ausgangsgrößen 

Untersuchung des Verhaltens des Loenberger-Beobacbters (diskontinuierlich) 

Abtastzeit T = 1 s, 

Beobachtungszeit : 100 s. 
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Verlauf der Zustandsfehler ii/(t), i = 1,2, in Abhängigkeit von der Lage der Pole des 
Beobachters Z'B zu denen des Systems z,s in der z-Ebene. 

Siehe Bilder b, c, d zu Beispiel 4.1. 

1. Verlauf der Eingangs- und Ausgangsgröße des Systems (Bild b), 
2. Verlauf der Schätzfehler ii,(t) bei gleicher Lage der Pole des Systems und des Beobachters, d.h. 

z,s = Z'B (Bild c), 
3. Verlauf des Zustandsfehlers il,(t), wenn die Pole des Beobachters links von denen des Systems in der 

z-Ebene liegen (Bild d). 

Die dargestellten Verläufe der Zustandsfehler il,(t) zeigen, daß bei gleicher Wahl der Lage der Pole 
von System und Beobachter (d.h. Verstärkungsfaktoren k, = 0) die Konvergenz sehr langsam erfolgt. 
Je weiter die Lage der Pole des Beobachters von denen des Systems nach links verschoben werden, um so 
größer werden die Verstärkungsfaktoren k, und tiIn so schneller konvergieren die Zustandsfehler zu Null. 
In dem dargestellten Fall tritt bereits beim Einschwingverhalten des Zustandsfehlers ill(t) ein differen­
zierendes Verhalten auf. Würden bei dieser gewählten Beobachterstruktur Störungen auf das System wir­
ken, ist eine Zustandsermittlung nicht mehr möglich. 

Im diskontinuierlichen Fall kann der Beobachter in analoger Weise entworfen werden. 
Wenn wieder von in die Beobachternormalform übergeführten Zustandsgleichungen aus­
gegangen wird, sind die Elemente des Verstärkungsvektors in GI. (4.67) aus der Beziehung 

i = 1,2, ... , 1i 

zu ermitteln. Die Parameter a, sind in diesem Fall durch die diskrete Übertragungsfunk­
tion 

G(z) = bo + b1z- 1 + ... + bll _ 1z-" 

ao + a1z-1 + ... + z-1I 

, 

(4.76) 

und die Parameter 17, durch die vorgegebenen Eigenwerte z, in der charakteristischen 
Gleichung des Beobachters - s. Analogie in GI. (4.70) und GI. (4.74) - gegeben [3.24]: 

det [zI - A*] = (z - Z1) (z - Zl) •.. (z - z,,) = t20 + a1z + ... + z". (4.77) 

In [3.24] ist eine rechentechnisch sehr günstige Entwurfsstrategie, die auf der Anwendung 
spezieller Transformationsmatrizen beruht, enthalten. 

Das Verhalten des Luenberger-Beobachters bei der Ermittlung der Zustandsgrößen ist 
für einen einfachen Testfall im Beispiel 4.1 für den diskontinuierlichen Fall dargestellt. 

Die Bestimmung der Verstärkungsmatrix K bei Mehrgrößensystemen ist wesentlich 
unübersichtlicher. Im Rahmen dieses Buches soll auf dieses Problem nicht weiter ein­
gegangen und aufweiterfuhrende Literatur hingewiesen werden [1.52, 4.14, 4.15]. Dies gilt 
auch für das Problem des Entwurfs von Beobachtern reduzierter Ordnung (wenn einige 
Zustandsgrößen direkt meßbar sind) und für die Zustandsbeobachtung zeitvarianter 
Systeme. 
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Sind die Zustandsgrößen durch bekannte Störgrößen verf"alscht, so kann man diesen 
Einfluß durch den klassischen Weg einer "Störgrößenaufschaltung" eliminieren. Für die 
Zustandsgleichung mit Störung v(t) gilt dann 

ti(t) = Aq (t) + Bu (t) + Ev (t). . (4.78) 

Durch Addition eines Terms der Größe 

Bu* (t) = -Ev (t) 

in GI. (4.78) bzw. von u*(t) zum Eingangsvektor u(t) kann dieser Störeinfiuß kompensiert 
werden. Treten nichtmeßbare Störungen auf Zustände und Ausgänge auf, versagt das 
Beobachterprinzip, und die Zustände müssen mit einer Schätzvorschrift (Kalman-Bucy­
Filter) ermittelt werden (s. Abschn.6.5). 

4.5. V'bongsaofgaben zum Abschnitt 4 

Aufgabe 4.1 

Gegeben sind die in Tafel 4.8 dargestellten Werte der Sprungantwort eines ungestörten Systems. Bestim­
men Sie die Übertragungsfunktion durch Approximation mit zwei unterschiedlichen Zeitkonstanten ! 
Die Sprunghöhe der Testsignale beträgt Uo = 1. 

t/s x(t) t/s x(t) t/s x(t) 
Tafel 4.8 
Funktionswerte der Sprungantwort 
zu Aufgabe 4.1 . 

2 0 24 3,97 46 4,91 
4 0,16 26 4,15 48 4,93 
6 0,54 28 4,30 50 4,95 
8 1,02 30 4,43 52 4,97 

10 1,52 32 4,54 54 4,98 
12 2,00 34 4,62 56 4,99 
14 2,44 36 4,70 58 5,00 
16 2,84 38 4,76 60 5,00 
18 3,19 40 4,81 62 5,00 
20 3,49 42 4,85 64 5,00 
22 3,75 44 4,88 66 5,00 

Aufgabe 4.2 

Gegeben sind die m Tafel 4.9 dargestellten Meßwerte der Sprungantwort eines gestörten SyStems. Die 
Sprunghöhe des Testsignals beträgt Uo = 1. Ermitteln Sie die Übertragungsfunktion fiIr die Struktur 

a) 

b) 

K 
G(p) = (1 + pT,,!, 

K 

G(p) = fr (1 + p!:....) .-1 i 

ÜberprtU"en Sie die erhaltenen Modelle an den Stellen tl = 20 sund t2 = 40 s! 

t/s x(t) t/s 

0 0 30 
2 -0,43 32 
4 0,16 34 
6 0,44 36 
8 -, 1,02 38 

10 0,82 40 
12 1,27 42 
14 1,43 44 
16 1,85 46 
18 2,57 48 
20 2,71 50 
22 2,87 52 
24 3,23 54 
26 3,29 56 
28 3,75 58 

Aufgabe 4.3 

x(t) t/s 

3,93 60 
4,04 62 
4,30 64 
4,35 66 
4,55 68 
4,58- 70 
4,64 72 
4,29 74 
4,66 76 
4,70 78 
4,95 80 
4,76 82 
4,66 84 
4,60 86 
4,58 
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x(t) 

5,11 
4,71 
4,93 
4,86 
4,83 
4,96 
4,94 
5,34 
5,27 
5,06 
4,99 
4,54 
5,05 
5,00 

Tafel 4.9 
Funktionswerte der Sprungantwort 
zu Aufgabe 4.2 

Gegeben ist in Tafel 4.10 der KurswinkelverIauf eines Schiffes als Reaktion auf eine Änderung des 
Steuerruders um 100. Bestimmen Sie Struktur und Parameter dieses Systems 

a) mit dem Verfahren nach Schwarze; 
b) mit dem Verfahren pach Sponer! 

t/s 

o 
2 
4 
6 
8 

10 

x(t) 

• 0 
1,0 
3,2 
6,7 

11,0 
15,5 

Aufgabe 4.4 

t/s 

12 
14 
16 
18 
20 

x(t) 

19,9 
24,4 
28,8 
33,3 
37,7 

Tafel 4.10 
Funktionswerte der Sprungantwort zu Aufgabe 4.3 

Ermitteln Sie aus den in Tafel 4.11 gegebenen Stützwerten der Impulsantwort die Parameter der Über­
tragungsfunktion 

K 
G(p) = (1 + pT,,! . 

Überprüfen Sie die Güte des Modells an den Stellen 
t = 3 s, 6 s, 9 s, 12 s! 

t/'s 

o 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

x(t) 

o 
0,12 
0,30 
0,385 
0,405 
0,375 

, 0,315 
0,25 
0,195 
0,15 . 

. t/s 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 

x(t) 

0,11 
0,08 
0,06 
0,05 
0,03 
0,02 
0,015 
0,010 
0,007 
0,005 

TafeI4.1J 
Funktionswerte der Impulsantwort zu Aufgabe 4.4 
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Aufgabe 4.5 

Aus den Meßwerten der Impulsantwort eines gestörten Systems (s. Tafel 4.12) ist unter Beachtung der 
Parameter des realen Eingangsimpulses (I1T = 5 s, UD = 4) ein Modell mit gestaffelten Zeitkonstanten 
zu ermitteln. Vergleichen Sie das Ergebnis mit den wahren Parametern des Systems K = 5, Tl = 10 S, 

T2 = 5 s! 

t/s x(t) t/s 

° -0,25 22 
2 0,63 24 
4 2,02 26 
6 4,06 28 
8 4,54 30 

10 4,59 32 
12 4,98 34 
14 4,28 36 
16 3,87 38 
18 3,80 40 
20 2,88 42 

Aufgabe 4.6 

x(t) t/s 

2,65 44 
2,45 46 
1,73 48 
1,69 50 
1,19 52 
1,02 54 
1,09 56 
1,04 58 
0,32 60 
0,56 62 
0,51 64 

x(t) 

0,24 
0,27 
0,55 

-0,27 
0,23 

-0,09 
-0,05 

0,12 
-0,09 

0,26 
-0,25 

Tafel 4.12 
Funktionswerte der Impulsantwort 
zu Al4fgabe 4.5 

Ermitteln Sie durch eine Geradenapproximation des Amplitudenfrequenzgangs die Übertragungs­
funktion eines Phasenminimumsystems aus den in Tafel 4.13 dargestellten Meßwerten! 

0,1 
0,14 
0,2 
0,28 
0,4 
0,56 
0,8 
1,0 
1,4 
2,0 
2,8 

Aufgabe 4.7 

IGl/dB 

40,0 
37,0 
34,0 
31,0 
27,0 
24,0 
20,0 
17,5 
13,5 
8,5 
4,0 

4,0 
5,6 
8 

10 
14 
20 
28 
40 
56 
80 

100 

IGl/dB 

- 0,5 
- 5,0 
- 9,0 
-12,0 
-17,0 
-22,5 
-28,0 
-34,0 
-39,5 
-45,5 
-49,5 

TafeI4.J3 
Funktionswerte des Amplitudenfrequenz­
gangs zu Aufgabe 4.6 

Bei einer Frequenzgangmessung an einem System, das aus einer Reihenschaltung von 1- und/oder P-T.­
Gliedern bestehen kann, wurden' folgende Werte ermittelt: 

Wo = ° bei cp(wo) = ° 
001 = 5,97.10-2 8-1 bei CP(Wl) = -45° 

002 = 15,1 . 10-2 S-l bei cP( 002) = - 90° 

003 = 69.10-2 S-l bei CP(W3) = -180° 

004 -+ co bei CP(W4) = -270°. 

Bei der Frequenz Wo betrug das Verhältnisx(t)/ u(t) = 2,7. BestimmeJl Sie die Beschreibung des Frequenz­
gangs nach dem Verfahren von Szweda! 

5. Bestimmung des statischen Verhaltens 
von gestörten Systemen 

5.1. Ausgewählte Grundlagen der 8chätztheorie 

5.1.1. Aufgabe der Schätzmetboden 

In den Abschnitten 5 und 6 soll das statische und das dynamische Verhalten von gestör­
ten. Systemen ermittelt werden. Entsprechend den Vereinbarungen im Abschnitt 1.4 be­
steht die Aufgabe der Schätzmethoden darin, ein Modell an das System auf der Grund­
lage der gemessenen Eingangs- und Ausgangsgrößen und von A-priori-Informationen so 
anzupassen, daß eine gewählte Zielfunktion Q minimal oder maximal wird. Das Grund­
schema der Schätzaufgabe ist im Bild 5.1 dargestellt. Durch die auftretende Störung 

werden die Struktur (j) und die Parameter (s) von Ein-/Ausgangs-Modellen der Form 

i =/(m, 6) (5.1) 

oder die Zustandsgrößen (q) bei Zustandsmodellen der Form 
.I. ,..,.. A 

q(t) = Aq (t) + Bu (t) (5.2) 

selbst Zufallsgrößen. Damit ist eine Beschreibung mit den Methoden der mathematischen 
Statistik (s. Abschn.2) notwendig. Beschränken wir die Aufgabe auf die wertmäßige 
Ermittlung von r Parameteni (parameterschätzung) für ein System mit lEingängen und 
einem Ausgang, so ist der Parametervektor aus n Beobachtungen zu ermitteln. Es gilt 

s = s {m (lT), ... , m (nT); x (1T), ... , x (nT)}. (5.3) 

Die Güte der Schätzung hängt damit u. a. von der Anzahl der Beobachtungen, den vor­
handenen A-priori-Informationen und der gewählten Zielfunktion ab. 

u{fJ 

A-pripri­
Information 

xlfl 

Schätzung rar die 
Paramtlter i und loder 
Zustlinde q . 

Bild 5.1 
Grundschema der SchätzauJgabe 

Es werden deshalb in den folgenden Abschnitten die Grundideen wesentlicher Schätz­
methoden, Kriterien zur Beurteilung der Schätzung, Möglichkeiten zur Fehlerbildung 
zwischen System- und Modellsigna1en und die Grundstrategien zur Minimierung der 
Zielfunktion vorgestellt. Alle Ausfühnulgen werden für Modelle des statischen System­
verhaltens durchgeführt. Eine Erweiterung auf Modelle für das dynamische Verhalten 
erfolgt im Abschnitt 6. 
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5.1.2. Grundideen wesenilicher Schätzmethoden 

Den Ausgangspunkt für die Herleitung der wesentlichen Schätzmethoden bilden in 
diesem Buch der Umfang an A-priori-Wissen über Wahrscheinlichkeitsverteilungen der 
Störungen, der Parameter und der Ausgangsgrößen sowie über die Kosteniden Verlust, 
der durch den Schätzfehler entsteht. Damit stehen als A-priori-Informationen maximal 
zur Verfügung: 

1. die Kosten- oder Verlustfunktion C (i, s), 
2. die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p (xis), 
3. die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p(x), 
4. die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p(z) und die Kovarianzmatrix Z = E {ZZT} 

der Störung. 

Als wesentliche Schätzmethoden, die die genannten A-priori-Informationen unterschied­
lich verwenden, sind 

- die Bayes-Schätzung, 
- die Maximum-Likelihood-Schätzung 
- die Markov-Schätzung 
- die Regression 

entwickelt worden. Es wird im folgenden gezeigt, daß der Umfang der verwendeten 
A-priori-Information von der Bayes-Schätzung zur Regression abnimmt und daß alle 
Hauptmethoden unter bestimmten Annahmen ineinander übergeführt werden können. 

S.1.2.t. Bayes-Schätzung 

Bei der Bayes-Schätzung wird davon ausgegangen, daß der bedingte Erwartungswert der 
Kostenfunktion C (i, s), das Risiko für die Wahl von i unter Berücksichtigung der Beob­
achtungen x, minimal werden soll. Es gilt damit 

E"ls {C (i, s)} = f. C (s, s) p(xls) dnx (5.4) 

mit 

In ... dnx, n-faches Integral, 

Unter Berücksichtigung der Wahrscheinlichkeit für die Werte der Systemparameter p(s) 
erhält man aus GI. (5.4) das durchschnittliche Risiko für die Schätzsituation zu 

R(s) = Es {E"I' {C (s, sm 
und somit 

R(s) = f. f. C (i, s) p (xis) pes) dnx drs. 

(5.5) 

Durch Anwendung der Bayes-Regel, die der Methode den Namen gab, kann mit den 
Beziehungen 

p (xis) pes) = p (x, s) = p (slx) p(x) (5.6) 
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GI. (5.5) umgeschrieben werden in 

R(s) = p(x) f. C (s, s)p (slx) drs f.. d"x. (5.7) 

Beachtet man nun, daß p(x) ~ 0, kann GI. (5.7) minimiert werden, indem das zweite 
Integral bei den beobachteten Werten x = e minimiert wird. Damit gilt als Bestim­
mungsvorschrift 

min r C (s, s)p (sie) drs 
1 Jr 

und als notwendige Bedingung 

~ I C (s, s) p (sie) drsl = o. 
os r 1=. 

(5.8) 

(5.9) 

Für einen Parameter s und eine quadratische Kostenfunktion C (s, s) = c (s - S)2 sind 
im Bild 5.2 die Werte des Integrals von GI. (5.8) dargestellt. Es ist zu sehen,daß das 
durchschnittliche Risiko an der Stelle s = s minimal wird. Damit benötigt die Bayes­
Schätzung folgende A-priori-Informationen 

- die Kosten-/Risikofunktion C.(S, s) 
- die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p (xis) 
- die W3hrscheinlichkeitsdichtefunktion pes). 

l ~. 
~XX) 

. l - ~ 
IC(~)p(s/xJds 5, opt. Sz 

N--V
l I I 
I I I 

I 
I I I 
I I Bild 5.2 

Parameterermittlung mit dem Bayes-Verfahren 

5.1.2.2. Maximum-likelihood-Schitzung 

Wird die Kenntnis der Kostenfunktion C (i, s) fallengelassen, so ist grundsätzlich der 
Parametervektor s so zu wählen, daß die bedingte Wahrscheinlichkeit p (slx) ein Maxi­
mum annimmt. Aus GI. (5.6) ergibt sich dann 

maxp (slx) = p (xls)p(s)lp(x). (5.10) 
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Wird nun ferner angenommen, daß die Verteilung des Parametervektors p(s) nicht be­
kannt ist und durch eine Gleichverte1lungp(s) = const ersetzt wird, geht die Aufgabe von 
GI. (5.10) in die Vorschrift 

const 
max p (s/x) = --max p (x, s) 

• p(x). (5.11) 

über. Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p (x, s) wird nach Einsetzen der Beobach­
tungen für x in der Form 

x(lT) = ct, ... ,x(nT) = c. bzw. x = c 

und des zu schätzenden Parametervektors s als Likelihood-Funktion L bezeichnet: 

L (Cl> ••• , CO, s) = L (c, s). (5.12) 

Für das Auffinden des Maximums dieser Funktion, d. h. der Bestimmung des Parameter­
vektors s = s, müssen folgende Bedingungen erfüllt sein: 

~L (c, 9)/ = 0 (5.13) os 1=. 

oder als logarithmische Funktion 

~ InL (c, 9)/ = o. 
os 1=. 

Damit benötigt die Maximum-Likelihood-Schätzung nur die Wahrscheinlichkeitsdichte~ 
funktion p (x, s) als A-priori-Information. 

5.1.2.3. Markov-Schätzung - ein SpeziaJfall der verallgemeinerten Regression 

Werden von den möglichen A-priori-Informationen nur noch die Wahrscheinlichkeits­
funktionp(z) und die Kovarianzmatrix Z = E {zz1) benutzt, kann eine Schätzvorschrift 
abgeleitet werden, die folgende Eigenschaften besitzt: 

- Die Schätzung ist erwartungstreu, d. h. E{ s} = s. 
- Die Schätzung der Parameter erfolgt mit minimaler Varianz. 

Wenn angenommen wird, daß der Störvektor eine n-fache Normalverteilung ist, gilt 
analog zu Abschnitt 2.2.2 . 

1 1 p(z) = exp - _(ZTZ-tZ) 
(2n:)"/2 IZl t

/
2 2 (5.14) 

mit 
E{z} = 0, 

Wird der Logarithmus der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion für z = ~ - M9 von 
GI. (5.14) gebildet, erhält man 

Inp (x - Ms) = - 1- In {(2n:)" IZI} 
- 1- {(x - Ms)T z-t (x - M§)}. (5.15) 

M ist eine allgemeine Meßwertmatrix, die für die speziellen Probleme jeweils nachfolgend 
präzisiert wird (s. auch Abschn.lA). 
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Das Maximum aus GI. (5.15) erhält man entsprechend GI. (5.13) zu 

~ (x - Ms)T z-t (x - MI) = 0 
os 

(5.16) 

und mit dem Fehlervektor e zwischen System- und Modellausgang e = (x - Ms) zu 

o _eTZ-te = O. 
os 

Wenn die Inverse der Matrix MTZ-l M existiert, erhält man die Vorschrift für die Mar­
kov-Schätzung aus GI. (5.16) zu 

(5.17) 

Damit ist auch gezeigt, daß die Markov-Schätzung die Eigenschaften der Maximum­
Likelihood-Schätzung besitzt, wenn die Störung normal verteilt und ihre Kovarianz­
matrix Z bekannt ist. 

Setzt man für die Kovarianzmatrix Z eine allgemeine Wichtungsmatrix Wein, erhält 
man aus den GIn. (5.16) und (5.17) die Schätzvorschrift der verallgemeinerten Regression 
zu 

(5.18) 

5.1.2.4. Methode der kleinsten Fehlerquadrate - Regression 

Wird davon ausgegangen, daß die Störung z als "weißes Rauschen" (s. Abschn.3) an­
gesehen werden kann, ergibt sich die Kovarianzmatrix Z zu 

Z = cl. (5.19) 

Damit geht die Schätzvorschrift der Markov-Schätzung GI. (5.17) in die der Regression 
über: 

(5.20) 

Die Methode der Regression besitzt unter den oben genannten Bedingungen die Eigen­
schaften der Maximum-Likelihood-Schätzung. Ist die Störung nicht normalverteilt und 
korreliert, wird zwar der mittlere Ausgangsfehler minimal, aber die Varianz der Para­
meter ist größer als bei der Markov-Schätzung (s. Abschn.5.2.3). 

Damit wurde gezeigt, daß die vier grundlegenden Verfahren der Schätztheorie über die 
A-priori-Informationen verknüpft werden können. Von der Bayes-Schätzung bis zur 

Tafel 5.1. Zusammenstellung der grundsätzlichen Schätzmethoden 

Methode I A-priori- I Zielfunlction 
Informationen 

I Ziel 

Bayes-Schätzung C(l, s) J. C (i, s) P (sIe) drs Minimum 
P (xIs) 
pes) 

Maximum-LikeIihood- P (x, s) L(c, i) Maximum 
Schätzung 

Markov-Schätzung Z eTZ- 1e Minimum 

Regression - eTe Minimum 
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Regression nimmt der Umfang an notwendiger A-priori-Information ab. In Tafe15.1 
sind flir die vier Grundschätzverfahren das verwendete Zielkriterium,die A-priori-In­
formationen und das Ziel der Schätzung in einer Übersicht dargestellt. Da die Ermittlung 
der Kostenfunktion C (I, s) und der mehrdimensionalen Wahrscheinlichkeitsfunktionen 
p (xis) undp(s) selten möglich ist, wird im Rahmen dieses Buches auf die weitere Betrach­
tung der Bayes- und der Maximum-Likelihood-Schätzung verzichtet. Weiterfuhrende 
Darstellungen dieser Schätzverfahren sind in [1.35, 1.36, 1.38" 1.47] enthalten. 

5.1.3. Kriterien zur BeorteHung der Schätzung 

Durch die auftretende Störung z(t) werden die ~ schätzenden Parameter 1 und/oder 
Zustandsgrößen q selbst Zufallsgrößen und unterliegen damit den Gesetzen der Statistik. 
In diesem Abschnitt sollen die wesentlichsten Kriterien zur Beurteilung der Schätzung 
bzw. des Schätzverlaufs vorgestellt werden. Wie bereits im Abschnitt 2 gezeigt, kann das 
Verhalten von Zufallsgrößen statisch durch ihre Verteilung oder durch die entsprechen­
den Momente beschrieben werden. 

5.1.3.1. Verwendung von Verteilungen 

Die meiste Information über die Güte der Schätzung (des Schätzverlaufs) ist in der Ver­
teilung der geschätzten Parameter 

p (I, To) bzw. p (I, n) ; 

To Beobachtungsintervall 
n Anzahl der Beobachtungen 

enthalten. Zur Beurteilung der Güte der Schätzung wird die Lage der Verteilung, beson­
ders ihr Schwerpunkt E{I}, betrachtet. 

Wenn der Erwartungswert der Schätzung gleich dem richtigen Parametervektor ist, 
spricht man von einer unverschobenen Schätzung. Dann gilt 

E{I} = s. (5.21) 

Ist GI. (5.21) nicht erfüllt, liegt eine verschobene Schätzung vor. Für den eindimensionalen 
Fall sind diese beiden Fälle im Bild 5.3 dargestellt. 

p(3) pl$) 

s s 

Bild 5.3 
Wahrscheinlichkeitsverteilungen 
für einen geschätzten Parameter 
a) unvenchobene Schätzung 
b) verschobene Schätzung 

Da die Schätzung in der Regel auch eine Funktion der Beobachtungszeit To/Beob­
achtungsanzahl n ist, muß das Konvergenzverhalten der Verteilungen der geschätzten 
Parameter untersucht werden. Eine Schätzung wird asymptotisch unverschoben bezeich­
net, wenn unabhängig von der BeobachtungszeitjBeobachtungsanzahl GI. (5.21) g;ilt. 
Für den eindimensionalen Fall ist dieses Verhalten im Bild 5.4a dargestellt. Nähert SIch 
der Schwerpunkt der Verteilung der geschätzten Parameter mit größer werdende~ Beob­
achtungszeit/Beobachtungsanzahl immer mehr dem wahren Parametervektor, WIrd der 
Schätzverlauf als asymptotisch verschoben bezeichnet. Er ist im Bild 5.4 b dargestellt. 
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Das Problem der Beurteilung der Güte der SchätzUng anband der Verteilungen der 
geschätzten Parameter liegt in ihrer Bestimmurig und Darstellung. Einfacher und bei 
Annahme einer Normalverteilung der Parameterschwankungen ausreichend ist dieBe~ 
schreibung der Schätzung durch die Momente. 

pis) piS) 

1)) 

5.1.3.2. Verwendung von Momenten, , 

Bild 5.4 
Wahrscheinlichkeits­
verteilungen 
für einenieschätzten 
Parameter,. 
a) asymptotisch 

unverschobeneSchätzung 
b)asYmptotiscb verschobene 

Schätzung mit ",,< "2< "3 

Zur Beurteilung der Schätzgüte werden das erste normale Moment (d. h. der Eiwartungs­
wert E{ ... }) und das zWeite zentrale Moment (d.h. die vai{ ... }) verWendet. 

Eine Schätzung wird als erwartungstreu beZeichnet, wenn für jede'Beobllchtungslänge 
(To, n) gilt 

E{I} = s. 

Konvergiert der Parametervektor § mit Zunahme der Beobachtungslänge (To, n) gegen 
den wahren Parametetvektor, wird die Schätzung als asymptotisch erwartungStreu 
bezeichnet. Es gilt damit 

lim E{s} = S. 
Ta'·'" Q) 

pm pW 

1 

s s 

, (5.22) 

Bild 5.5 
Verlwlten der Wahrscheinlichkeits­
verteilung des geschätzten Parameters 
bei einer konsistenten Schätzung 

Die bis jetzt betrachteten Kriterien enthalten keine Aussage über die Varianz der Schät­
zungen. Neben einer guten Übereinstimmung des mittleren Modellparametervektors mit 
dem Systemparametervektor soll die Varianz um den Erwartungswert der Schätzung 
minimal sein. Diese Bedingung erfüllt eine konsistente Schätzung. Für sie gilt 

P ( 1im 1I - si = 0\ = 1 
To.n"'Q) J 

mit den hinreichenden Bedingungen (Bild 5.5) 

li.m E{s} = S 
To ....... Q) 

lim q2{S} = O. 
Ta ....... Q) 

(5.23) 
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Soll beurteilt werden, ob durch die Hinzunahme von neuen Daten die Güte der Schät­
zung weiter verbessert wird, muß ein Vergleich der erzielten Kovarianzen für den Zeit­
punkt k und k + 1 erfolgen. Eine Schätzung wird als effektiv (wirksam) bezeichnet, 
wenn die folgende Gleichung gilt: 

(5.24) 

Mit den auf der Verteilung und den Momenten beruhenden Kriterien kann die Güte der 
Schätzung und ihr Verlauf hinreichend beschrieben werden. 

Die vorgestellten Kriterien zur Beurteilung der Güte der Schätzung I!ind vom Stand­
punkt des Entwurfs und der Realisierung von Steuerungsaufgaben nur bedingt zu ver­
wenden. Die Probleme bestehen darin, daß 

1. ein System nicht unendlich lange beobachtet werden kann, bevor eine Entscheidung 
getroffen wird, 

2. die Modelle zur Diagnose, Steuerung und Vorhersage überwiegend stark aggregierte 
Approximationen der Realität sind und deshalb keine "erwartungstreue Abbildung" 
möglich ist, 

3. die notwendige Modellgüte wesentlich durch das Steuerkonzept festgelegt wird (z. B. 
benötigen adaptive Steuerkonzepte keine Modelle einer erwartungstreuen Schätzung). 

5.1.4. Möglichkeiten zur FeblerbDdung zwischen System- und Modellsignalen 

Eine deI' wesentlichen Grundlagen für die Schätzung der Parameter eines Modells ist die 
Festlegung des Fehlersignals e(k) zwischen System- und Modellsignalen. Folgende Mög­
lichkeiten existieren: 

x 

Bild 5.6 
Bildung des Ausgangs/ehlers 

Ausgangsfehler (Bild 5.6). Der Ausgangsfehler el (k) zum Zeitpunkt kT wird durch die 
Gleichung 

el(k) = x(k) - i(k) (5.25) 

festgelegt. Er wird angewendet bei der Schätzung von Parametern statischer Modelle 
(Abschnitte 5.2 und 5.3), bei der Bestimmung der Stützstellen der VoIteua-Reihe 
(Abschn. 6.2) und bei der Zustandsschätzung (Abschn.6.5). Bei dynamischen parame­
trischen Modellen (z. B. der Differenzengleichung) wird der Fehler el(k) nichtlinear von 
den zu schätzenden Parametern abhängig. Wird als diskrete übertragungsfunktion des 
Modells 

G(Z-l) = ß(z-l)/A(z-l) (5.26) 
mit 
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angenommen, erhält man für den Ausgangsfehler im Bildbereich 

ß(Z-l) 
E1(z) = X(z) - -A-- U(z). 

. A(Z-l) 

Diese nichtlineare Abhängigkeit erschwert die Schätzung der Parameter dieses Modell­
typs. Neben einer iterativen Lösung der Schätzaufgabe (s. Abschn. 5.3) wird der Weg der 
Bildung eines verallgemeinerten Fehlers beschritten. 

Eingangsfehler (Bild 5.7). Der Eingangsfehler e2(k) zum k-ten Zeitpunkt entsteht da .. 
durch, daß das über ein inverses Systemmodell gebildete Eingangssignal Q(k) vom realen 
Eingangssignal u(k) en~prechend der Gleichung 

e2(k) = u(k) - u(k) (5.27) 

subtrahiert wird. Dieser Fehler wird seiten verwendet, weil das inverse Systemmodell in 
der Regel ein stark differenzierendes Verhalten aufweisen muß (das bedeutet Störungs­
verstärkung) und außerdem auch bei dynamischen parametrischen Modellen der Fehler 
nichtIinear mit den Parametern zusammenhängt. 

z 
u x 

u x 

Bild 5.7. Bildung des Eingangs/eh/ers Bild 5.8. Bi/dJmg des verallgemeinerten Fehiers 

Verallgemeinerte Fehler (Bild 5.8). Aus der Bildungsvorschrift des Ausgangs- und Ein" 
gangsfehlers kann der verallgemeinerte Fehler abgeleitet werden, wenn das Systemmodell 
M in die Teilmodelle MI und M 2 aufgetrennt werden kann. Der verallgemeinerte Fehler 
e3(k) ergibt sich dann aus 

e3(k) = fi'(k) - i(k) (5.28) 
mit 

u'(k) = f(M I , u(k»,:i(k) == f(M2, x(k». 

Diese Fehlerart ist besonders bei der Schätzung von dynamischenp!IIametrischen Mo­
dellen (Differenzengleichung) . vorteilhaft, weil die Fehlergleichung linear von den zu 
schätzenden Parametern abhängt. Es gilt ini Bildbereich für GI. (5.28) 

(5.29) 

Auf weitere Probleme der Anwendung dieser auch als Gleichungsfehler bezeichneten 
Fehlerart wird im Abschnitt 6.3 eingegangen. 

Auf die Indizierung des Fehlers wird in den folgenden Abs<;hnitten verzichtet, da über­
wiegend der AUlIgangsfehler verwendet wird. 
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5.1.5. Grundstrategien zur Minimierung der Zielfunktion 

Das Problem der Schätzung der Parameter auf der Grundlage der beobachteten Ein­
gangs- und Ausgangsgrößen, der A-priori-Information und der gewählten Zielfunktion 
ist eine Optimierungsaufgabe. Es sind mit Hilfe eines Schätzverfahrens die Parameter 
des Modells so zu bestimmen, daß ein minimales Risiko oder eine maximale Wahrschein­
lichkeit odeuiilminimaler mittIerer quadratischer Fehler erzielt wird. Damit sind prin­
zipiell alle Methoden der mathematischen Optimierung anwendbar, die in [5.6 bis 5.19] 
a~ch' d~g~stellt ~ind. Im Rahmen dieses Buches' wird nur auf Optimierungs­
methoden ein~gangen, die für die Lösung der Schätzaufgabeverwendet werden. 

Generell vereinfacht sich die Optimierungsaufgabe durch die quadratische Form der 
Zielfunktion beim Verfahren der RegreSsion und der verallgemeinerten Regression. Die 
optimale Lösung ist bei linearen Fehlergleichungen ein analytischer Ausdruck in Form 
der Schätzvorschrift. Die Aufgabe besteht dann in der Anwendung einer günstigen nu­
merischen Lösungsvariante für die Schätzvorschrift (s.Abschn.5.1.5;1). Besteht zwischen 
dem Fehler und den zu schätzenden Parametern einnichtlinearer Zusammenhang, müs­
sen die optimalen Parameter durch eine iterative Lösung mittels Suchverfahren bestimmt 
werden. Dies ist auch erforderlich, wenn die Lösung der Zielfunktion unter der Beachtung 
von Gleichungs- oder Ungleichungsbeschränkungen ermittelt werden muß (s. Ab­
schnitt 5.1.5.2). 

Die bis jetzt genannten Wege zur Ermittlung der Parameter gehen davon aus, daß aus 
einem Datenblock mit n Beobachtungen die Lösung direkt oder durch eine Iteration 
gefunden wird. In vielen Fällen stehen aber laufend neue Informationen zur Verfügung, 
die zur: weiteren Verbesserung des Modells benutzt werden könpen. Die Schätzverfahren, 
die in der Lage sind, die Zielfunktion durch Verarbeitung neuer Informationen über die 
Eingangs- undAusgangsgrößen zu minimieren, werden als rekursive Verfahren bezeich­
net (s. Abschn.5.1.5.3). 

5.1.5.1. Direkte Lösung der Schätzaufgabe 

Die direkte Lösung. der Schätzaufgabe erfolgt anhand der Gleichung 

oQ = 0 
oi 

. (5.30) 

in einem Schritt aufgrund von n Beobachtungen. Das allgemeine Schema dieser Ver­
fahren ist im Bild 5.9 dargestellt. Für die Methode der Regression ergibt sich ausGl. (5.30) 
so die direkte analytische Lösung zu (s. Abschn.5.2.2) 

g = [.M'fM]",l.M'fX. (5.31) 

Als numerische Lösungsverfahren der GI. (5.31) haben sich u.a. die in Tafel 5.2 genann-
ten bewährt. . 

--H Sy_ 4 
Bild 5.9 
Struktur der direkten und der iterativen Scluitzmethoden 
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Tafel 5.2. Zusammenstellung von Lösungen der direkten Scluitzmethoden 

Numerisches Verfahren I Lösungsgleichung für 9 I Name des Verfahrens 

Matrizeninversion - Gauß 
- direkt 9 = [MTM]-1 MTl: Gauß-Banachiewicz 
- Zerlegung in [5.1, 5.2, 5.3] 

Dreieckmatrizen - Cholesky-Zerlegung 

Auflösung linearer MTM9 = MTl: - Gauß-Jordan [5.1, 5.2] 
Gleichungssysteme - Cholesky-Zerlegung 

[5.4, 5.5, 5.6] 

Transformationen - Householder [5.7] 
- orthonormal MTM = 1 

[m:Tm: ... 0] 
- orthogonal MTM= • 

o *T * ' ... mn m,. 

m~ i-te Spalte der orthogonali-
sierten Meßwertmatrix M* 

5.1.5.2. Iterative Lösung der Scllitzaufgabe 

Eine iterative Lösung der Schätzaufgabe auf der Grundlage der n Beobachtungen wird 
erforderlich, wenn die zu schätzenden Parameter nichtlinear in die Fehlergleichung ein­
gehen oder wenn Beschränkungen in der Zielfunktion berücksichtigt werden müssen. 

Tafel 5.3. Zusammenstellung von iterativen Scluitzverfahren 

Verfahrens­
gruppe 

Gradientenfreie 
Verfahren 

Gradientenverfahren 

Zufallssuchverfahren 

I Lösungsgleichung für 9 

9' + 1 = 9' + AJI+1 

AJi+l = rx(i) tJ 

rx(i)_ = (~ g) für Q(i)= (~}Q(i-1);' 
AJ vorgegebener Vektor 

tJl+l = -7 (i + 1) R (i + 1) VQ(i); 

)'(i) Schrittweitenvektor 
R(i) Richtungsmatrix 
VQ (I) Gradient zum i-ten Schritt . 

tJI+1 = P (i + 1) R (i + 1) tJ mit 

P(i + 1) = ; t für Q (i + 1) ~ Q(I) 

1 für Q (j + 1) < Q(I) 

tJ Zufallsvektor 

I Name des Verfahrens! 
Literatur . 

PoweU [5.8, 5.9] 
Rosenbrock [5.10] 
Fihonacci [5.11] 

steilster Abstieg 
[5.9,5.11] 
Newton [5.9, 5.12] 
Newton-Rophson 
[5.9, 5.11] 
MarqUQTt/t -LevenbeT'lf 
[5.13, 5.14, 5.15] 
Powell [5.9, 5.11] 

Brooks [5.16] 
Rastrigin [5.17] 
White [5.18] 
Schwefel [5.19] 
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Damit ist eine analytische Lösung von GI. (5.30) nicht mehr möglich, und die Schätz­
aufgabe muß mittels Suchverfahren über die Beziehung 

oQ -+ 0 
oi (5.32) 

erfolgen. Das Minimum entsprechend GI. (5.32) wird bei allen Verfahren durch die 
Ermittlung des geschätzten Parametervektors in der (i + I)-ten Iteration nach der 
Beziehung 

(5.33) 

erhalten. Dabei unterscheiden sich die in Tafel 5.3 dargestellten Suchverfahren in der 
Ermittlungsvorschrift flir die Parameteränderung Ä§' + 1 zwischen der i-ten und (i + 1 loten 
Iteration. 

5.1.5.3. Rekursive Lösung der Sc:hitzauf'gabe 

Die rekursive Lösung der Schätzaufgabe besteht in der Ermittlung des Minimums der 
Zielfunktion entsprechend GI. (5.22) mittels Korrektur des alten Parametervektors i(k) 
zum koten Zeitpunkt durch Addition einer Parameteränderung Äi (k + 1) nach der 
Vorschrift 

I(k + 1) = i(k) + M(k + 1). ·(5.34) 

Damit ist eine laufende Modellanpassung und -nachführung leicht möglich. Das Grund­
schema der rekursiven Verfahren ist im Bild 5.10 dargestellt. 

Bild 5.10 
Struktur der rekursiven Schätzmethoden 

Erfolgt die Parametereinstellung kontinuierlich, so gilt folgende Parametereinstell­
vorschrift : 

7 Scbrittweitenvektor 
R' Richtungsmatrix. 

(5.35) 

Diese Strategien haben durch die breite Anwendung von digitaler Rechentechnik an 
Bedeutung verloren und werden hier nur aus pädagogischen Gründen angeführt. 

In Tafel 5.4 sind einige Verfahren dieser Gruppe vorgestellt, wobei der Zusammenhang 
mit der iterativen Lösung sichtbar wird. Diese Gruppe von Verfahren ist besonders für 
den Echtzeitbetrieb, die Verwendung von Mikrorechnern und bei adaptiven Konzepten 
geeignet. Die Nachteile der direkten Lösungsmethoden, die in der Inversion und den 
jedesmal zu berechnenden Matrizen bei neuen Meßwerten bestehen, entfallen. 
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Tcifel 5.4. Zusammenstellung von rekursiven ScJuiJzverjahren 

Verfahrens­
gruppe 

Rekursive Lösung 
der Regression 

Gradientenverfahren 
- lUl;Ilog 
- diskret 

I Lösungsgleichung für 1 

i(k + 1) = i(k) + AJ(k + 1) 

i (k + 1) = k (k + 1) [x (k + 1) - mT (k + 1) I(k)] 

i(t) = -7RVQ (I, t) 
AJ(k + 1) = -7(k + 1)R(k + 1) VQ (k) 

5.2. Direkte Schätzverfahren 

5.2.1. "orausse~en 

I Name des Verfahrens! 
Literatur 

rekursive Regression 
[1.34, 1.38, 1.311 
rekursive verallgemei-
nerte Regression 
[1.34, 1.38, 5.201 

Osbom [5.26] 
Roke [5.271 
Relaxation [5.21, 5.22] 
steilster Abstieg 
[5.9,5.111 
stochastische Appro-
ximation [1.41, 5.23, 
5.24,5.251 

Ausgebend von der im Abschnitt 5.1 formulierten Schätzaufgabe ist auf der Grundlage 
der zu den Zeitpunkten kT gewonnenen Meßwerte der Eingangsgrößen 

und der Ausgangsgröße 

x(k) 

sowie einer angenommenen oder apriori bekannten Struktur und einer gewählten Ziel­
funktion ein Modell in seinen Parametern und seiner Struktur so dem realen Prozeß an­
zupassen, daß die ZieIfunktion minimal (maximal) wird. Für die Ableitungen in diesem 
Abschnitt werden folgende Voraussetzungen gemacht: 

- Die Werte der Signale m,(k) und x(k) sind zeitlich unkorreliert, z.B. 
E{x(k) x(k + I)} = 0; 1#:0. . 

- Die Eingangssignale m,(k) werden fehlerfrei gemessen. 
- Zwischen den Eingangssignalen und der Störung besteht kein Zusammenhang, d. h. 

E {m,(k) z(k)} = O. 
- Die Störung ist stationär mit pz .= 0 und a; = const. 
- Der Zusammenhang zwischen dem Fehler und den zu schätzenden Parametern ist 

linear. 

Es wird weiterhin von der Prozeßbeschreibung im Abschnitt 1.4, GI. (1.3), ausge­
gangen und mit dem allgemeinen Eingangssigilalvektor m gearbeitet. Diese Vorgehens­
weise wird gewählt, weil die in,den folgenden Abschnitten abgeleiteten Verfahren als 
Grundlage verschiedenster Schätzaufgaben im Rahmen dieses Buches Anwendung finden. 
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Bei der Lösung der Schätzaufgabe für Modelle des statischen Systemverhaltens haben 
besonders Polynommodelle der Form 

(5.36) 

eine große Bedeutung erlangt, weil durch sie jeder analytische Zusammenhang durch eine 
geeignete Wahl der Ordnung hinreichend genau approximiert werden kaim. Im einfach­
sten Fall hat der Eingangsgrößenvektor m die Gestalt 

mT = [1, U1 , ••• , u,]. (5.37) .. 
In den jeweiligen Anwendungen der Verfahren im Rahmen dieses Buches wird die spe-
zifische Bedeutung des allgemeinen Eingangssignalvektors m und des'Parametervektors s 
angegeben. 

5.2.2. Direkte Methode der Regression 

Die Methode der kleinsten Quodrate (MKQ), die Regression, ist das älteste und zugleich 
robusteste Verfahren zur Schätzung der Parameter eines allgemeinen Modells der Form. 

mit 
x(k) = mT(k) S 

mT(k) = [m1(k), m2(k), ... , m,(k)] 

i T = [Sl,S2'.·"o9,]. 

Für die Beschreibung des Systems gilt analog für eine Beobachtung 

x(k) = mT(k) s + z(k). 

(5.38) 

(5.39) 

Zur Schätzung der unbekannten Parameter s sind n Beobachtungen (n ~ I) erforderlich, 
die das folgende Gleichungssystem für k = j, j + 1, ... , j + (n - 1) ergeben: 

xV) = Slm1 V) + ... + slm,U) + zU) 

x U + 1) = Sl"'l V + 1) + ... + s,m, (1 + 1) + z (j + 1) 

x U + n - 1) = Slm1 U + n - 1) + ... + s,m, (j + n - 1) + z (j + n .- 1). 

(5.40) 
In Vektorschreibweise kann GI. (5.40) geschrieben werden: 

x(n) = M(n) s + z(n) 

mit den Komponenten 

xT(n) = [x(j), x(J + 1), ... , x(j + n - 1)] 

zT(k) = [z(j), z (j + 1), ... , z(j + n - 1)] 

[

m1U) , ... , m,(j) 1 
M(n) = : :'. 

m1 V + n -1), ... ,m,U+ n -.1) 

(5.41) 

5.2.2. Direkte Metlwde der Regression 

Entsprechend GI. (5.41) gilt für die Modellgleichung 

i(n) = M(n) s 
und damit als Fehlergleichung 

e(n) = x - M(n) s. 
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(5.42) 

(5.43) 

Die Methode der kleinsten Fehlerquadrate beruht nun darauf, daß die Parameter Si 
des Modells mit Hilfe des Gütekriteriums 

J+n-1 

Q = lIe(n)1I 2 = L e(k) 2 (5.44) 
k=J 

so ermittelt werden, daß das Gütekriterium Q minimal wird (Bild 5.11). Durch Einsetzen 
von GI. (5.43) in GI. (5.44) erhält man die Beziehungen 

x 

Q = (x(n) - M(n) i)T (x(n) - M(n) i) 

Bild 5.11 
Lösung der Schätzaufgabe für ein System 
mit einem Eingang und einem Ausgang 

(5.45) 

Das Minimum des Gütekriteriums Q wird durch Nullsetzen der ersten partiellen Ableitung 

oQ = -2M(n)T x(n) + 2M (n)T M(n)s = 0 
os . 

(5.46) 

. analytisch bestimmt. 
Wenn die Inverse der Matrix M(n)T M(n) existiert, erhält man aus GI. (5.46) als direkte 

analytische Lösung die Parameterschätzvorschrift der Regression zu 

i = [M(n)T M(n)]-l M(n)T x(n). (5.47) 

Unter den Annahmen, daß 

1. E {m(k) z (k + in = 0 für alle i, 

2. E {z(k) z (k + i)} = 0 für alle i =1= 0, 

3. E {z(k)} = 0 für alle k, 

'besitzt das Schätzverfahren die folgenden Eigenschaften: 

Erwartungstreue, d. h. E{ s} = s 

Beweis: 
E{i} = E ([M(n)T M(n)]-l M(n)T x(n)}. 

Mit GI. (5.41) gilt 

E{s} = E ([M(n)T M(n)]-l M(n)T M(n) s + z(n)}. 
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Mit den getroffenen Annahmen gilt somit 

E{i} = E{s} = s. 

Beste lineare SchätzWlg, d. h. minimale Parametervarianz 

Voraussetzungen: Annahme 1. bis 3. 

z(k) normalverteilt 

u; = const 

Beweis s. Abschnitt 5.2.4. 

Zur Beurteilung der Güte der Schätzung dienen folgende Kriterien: 

1. Restquadratsumme 
J+n-l 

SR = L (x(k) - X(k»2 
Ic=J 

2. Reststreuung 

2 SR 
SR = 

n - (I + 1) 

3. Varianzen der geschätzten Parameter 
Aus der Beziehung für die Kovarianzmatrix des geschätzten Parametervektors 

(5.48) 

(5.49) 

COV {I} = E {(s - a) (s - a)T} (5.50) 

erhält man durch Einsetzen von GI. (5.41) in GI. (5.47) 

COV {a} = E ([M(np M(n)]-l M(n)T z(n) z(n)T M(n) [M(n)T M(n)]-l}. 

Mit der Annahme, daß 

E {z(n) z(n)T} = 11:1 

ist, ergibt sich für die Kovarianzmatrix des Parametervektors i 

COV {a} = P(n) 11: (5.51) 
mit 

11: = E{zT(n)z(n)},P(n) = [Ar(n)M(n)]-l. 

Im einzelnen: 

die Kovarianzen cov {S,sJ} = PIJI1~ 
die Varianzen var {S,} = P,f!:· 

4. Varianzen des geschätzten Ausgangs x 
Die Varianz des geschätzten Ausgangs ergibt sich aus 

var {.t} = E {(x - X)2} 

= E {[(s - i)T m2 ]) 

= E{mT(s - §)(s - i)T m} 

mit den Beziehungen in GI. (5.51) zu 

var {.t} = l1:mT [ArM]-l m. (5.52) 

Beispiel 
5.1 

Gegeben: 

Gesucht: 

Ergebois: 

5.2.2. Direkte Methode der Regression 

EiDfIu8 der Beobachtungszah uod der StörgröBe auf die Parametergüte 
bei der Sc:bitzuog mit der MKQ 

Systemgleichung 
4 

X = 1: alu, + ·z, 
'=1 

aT = [1, -2,4, -10], 

Eingangssignale u, a l'lV (0, 1), 

Störung z a NY (0, ... ) (Störverhältnis.J 0;/<1: 100). 

Schätzwerte der Parameter und die Reststreuung. 

n Stör- Parameter 
verhältnis 
% 121 122 123 

10 10 1,268 -2,206 3,930 
50 1,835 -2,144 3,391 

100 10 1,045 -2,009 3,961 
50 1,134 -2,189 4,430 

SOO 10 1,027 -2,013 . 4,017 
SO 1,231 -2,032 4,200 

Die erzielten Ergebnisse machen deutlich, daß 

124 

9,457 
12,256 

9,942 
10,547 

9,940 
10,445 

lsi 
3,576 

29,613 

1,066 
26,104 

1,082 
23,139 

1. die Gilte der Schätzung mit zunehmender Beobachtungszah! zunimmt, 
2. die Güte der Schätzung mit wachsender Störung abnimmt, 
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3. der Fehler der kleinen Parameter gegenilber den größeren Parametern wesentlich 
stärker von der Störung abhängt. 

5. Konfidenzintervall für s, mit dem t-Test (s. Abschn.2.3.4) 
Mit dem Freiheitsgrad f = n - 1- 1, der Irrtumswahrscheinlichkeit IX und der 
Näherung von 11: ~ si ergibt sich für das Konfidenzintervall 

(5.53) 

6. Hypothesentest: Ho: s, = 0 (t-Test; s. Abschn.2.3.3) 
Der geschätzte Parameter S, ist mit der Irrtumswahrscheinlichkeit IX statistisch ungleich 
null, wenn 

11,1 ~ t""2.fSR .;;;.. (5.54) 

Das typische Verhalten der MKQ ist im Beispiel5.l bezüglich des Einflusses des Stich­
probenumfangs und der Störamplitude für einen Testfall dargestellt. 

Zur Lösung der Schätzgleichung von GI. (5.47) kommen verschiedene numerische Ver­
fahren zur Anwendung. Ist die in der GI. (5.47) zu invertierende Matrix M(n)T M(n) 
nichtsingulär und symmetrisch, ist die Anwendung des Cholesky-Verfahrens vorteilhaft. 
Wenn die zu invertierende Matrix schlecht konditioniert ist, kann die Inversion durch 
eine Umstellung der GI. (5.47) in 

M(n)T M(n) i = M(n)T x(n) (5.55) 
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umgangen werden. Für die Lösung äieses Gleichungssystems können dann die Gauß­
Elimination, die Zerlegung in Dreiecksmatrizen nach Gauß"-Banachiewicz oder die 
Spaltenpivotsuche nach Gauß-Jordan zur Anwendung (s. Tafel 5.2) kommen. Die 
Methode der Regression liefert unter den eingangs genannten Voraussetzungen gute. und 
robuste Parameterschätzungen. In den folgenden Abschnitten sollen Methoden vor­
gestellt werden, die unter den Bedingungen einer starken Korrelation zwischen den 
Eingangsgrößen, der sog. Multikollinearität oder einer korrelierten Störung Schätzungen 
mit minimalen Varianzen der Parameter erlauben. Es sind dies die Methode der Kamm­
linien- und der verallgemeinerten Regression. 

5.2.3. Methode der KammUnienregression 

Die Methode der Kammlinienregression (KLR), auch als Ridge~Regression bezeichnet, 
ist von Hör! ursprünglich zur Interpretation von Gütefeldem entWickelt worden [5.28]. 
Erst später wurde sie zur Parameterschätzung bei korrelierten Eingangsgrößen eingesetzt 
[5.24]. 

minimale· 
Kammlinie 

Bild 5.12 
Gütefeldanalyse mit Hilfe 
der Kammlinienregression 

Die Methode geht von der Annahme aus, daß jedes Gütefeld durch eine Kammlinie 
gekennzeichnet werden kann, die bei vorgegebenen Radien h2 im Parameterraum die 
Punkte minimaler Werte der Gütefunktion Q(s) verbindet (Bild 5.12). Diese Kammlinie 
wird als minimale Kammlinie bezeichnet. Die Ermittlung dei minimalen· Kammlinie 
unter der Nebenbedingung konstanter Radien um das Zentrum des Gütefelds der Form 

cp(i) = h2 
- iTs = const (5.56) 

mit 

h = IIsll = Js; + ... + s; 
erfolgt durch eine Erweiterung der quadratischen Gütefunktion. Die in GI. (5.56) for­
mulierte Nebenbedingung wird über den Lagrange-Multiplikator I. in der erweiterten 
Gütefunktion 

Q (s, 1.) = Q(s) + Äcp ($) (5.57) 

berücksichtigt. 
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Wird in GI. (5.57) für 

Q(s) = (x - MS)T (x - Ms) 

eingesetzt, erhält man für 

Q (s, 1.) = (x - Mi? (x - Ms) + I. (h2 
- STS). (5.58) 

Aus GI. (5.58) gewinnt man durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen als Aus­
gangsbeziehung für die Lösung der Minimierungsaufgabe : 

(5.59) 

Das Minimum der Gütefunktion Q (s, 1.) wird wiederum durch die Bildung der partiellen 
Ableitungen und anschließendes Nullsetzen ermittelt. Mit 

oQ (s, 1.) = 0 
os 

und GI. (5.59) erhält man 

oQ (s, 1.) = 2 [WMs -;.s _ Wx] = O. 
os 

(5.60) 

Wenn die Inverse der Matrix WM - D(Ä) mit D(Ä) = /1. existiert, kann der Parameter-
vektor nach der Beziehung . 

s = [WM - D(Ä)]-1 Wx (5.61) 

geschätzt werden. Die Vorschrift von GI. (5.61) wird als Kammlinienregression bezeich­
net. Die minimale Kammlinie ist nach [5.28] durch Ä-Werte definiert, die kleiner sind als 
der minimale Eigenwert der Matrix [WM]. Da der minimale Eigenwert dieser Matrix 
bei Multikollinearität gegen Null strebt, d.h. I..mll ~ 0, sind die Ä-Werte in GI. (5.61) von 
Null in Richtung negativer Werte, I. < 0, zu wählen. Als günstig hat sich bei vielen simu­
lierten Testfällen der Bereich 

0> I. > -I 

zur Suche eines zweckmäßigen Ä-Wertes erwiesen. Die Anwendung der Kammlinien­
regression ist gegenüber der Regression nur sinnvoll, wenn 

- zwei oder mehr Eingangsgrößen stark korreliert sind 

e (UIUJ) ~ 0,85, 

- das System stärker gestört ist (> 10 %). 

Unter diesen Bedingungen wird die Varianz der Parameter durch das Verfahren der 
Kammlinienregression stark reduziert. Im Beispiel 5.2 wird dieses Verhalten an ausge­
wählten Testf"allen aufgezeigt. 

Ein Problem bleibt das Kriterium zur Beurteilung der Modellgüte, d. h. die Festlegung 
eines Ä-Wertes aus dem Kompromiß zwischen der Reduzierung der Parametervarianz 
und der Erhöhung der Restquadratsumme. Die minimale Restquadratsumme liefert das 
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Beispiel 
5.2 

Gegeben: 

Gesucht: 

Ergebnis: 

5. Bestimmung des statischen Verhaltens von gestörten Systemen 

Vergleich der Sc:bitzveriahren MKQ und KLR 
bei verschiedener Korrelation von m 

Systemgleichung , 
5 

X = 1: alu, + z, 
'~1 

IIT = [3,2, -2, 1, -41, 

Eingangssigoale u, :a, NY (0, 1) mit den Korrelationsmatrizen 

Fall Ul U2 U3 

I Ul 1 
U2 0,947 1 
U3 0,024 0,023 1 
U4 -0,076 -0,063 0,160 
u, -0,110 -0,201 -0,173 

n Ul 1 
U2 0,820 1 
U3 0,937 0,968 1 
U4 0,960 0;947 0,997 
u, 0,986 0,903 0,982 

Störung z:a, NY (O,a:), 10% 
(mit Störverhältnis -J a:/cr! 1(0), 

Modellgleichung 
5 

X = 1: ",U" 
,al 

Schätzwerte der Parameter 0,. 

Für n = 200 

Testfall "1 "2 "3 44 

I MKQ 3,18 1,75 -2,06 1,11 
KLR 3,01 1,96 -1,96 1,06 
(1* = -0,5) 

n MKQ -60 169 -59 554 
KLR 3,24 1,15 -0,81 2,68 
(). .. = -0,25) 

Die vorgelegten Ergebnisse zeigen, d'aß 

U4 U5 

1 
-0,125 

1 
0,993 1 

45 

-4,01 
-3,96 

268 
-3,52 

1. der Parameterfehler im Testfall I, d. h. bei einer relativ geringenKorrelation zwischen 
den Komponenten des Meßwertvektors m (nur Ul ist mit U2 stark korreliert) der 
Methode der KLR nur geringfügig besser als der der MKQ ist, 

2. bei einer starken Korrelation zwischen den Komponenten des Meßwertvektors m 
(Testfall m das Versagen der MKQ deutlich wird; dagegen die Parameterwerte der 
KLR noch in Vorzeichen und Betrag sinnvoll sind. 

.. 
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Verfahren der Regression, d.h. Ä = O. Als günstig hat sich folgende heuristische Vor­
gehensweise bewährt [5.30]: 

1. Schätzung mittels Regression (Ä = 0) 
2. Schätzung mittels Kammlinienregression bei verschiedenen Ä, 
3. Wahl des negativsten Ä,-Wertes, bei dem noch kein wesentlicher Anstieg der Rest­

quadratsumme vorliegt (s. Bild 5.13 und Beispiel 5.1). 

0' 

o -Ä 

Bild 5.13 
Prinzipieller Verlauf der Reststreuung 
in Abhängigkeit von den l-Werten 

Der rechentechnische Aufwand jeder einzelnen Schätzung ist bei der Kammlinien­
regression und der Regression nahezu gleich (Tafel 5.5). Zur Suche eines günstigen KolD.­
promisses zwischen Reststreuung und Parametervarianz erhöht sich der Aufwand linear 
mit der Anzahl der gewählten Ä-Werte. Weitere Wege zur iterativen Suche günstiger 
Ä-Werte sind in [5.30] dargestellt. 

-' 

Ver- I Rechenzeit bestimmt I Speicherplatz 
Tafel 5.5 
Vergleich rec.hentechnischer 

fahren durch Parameter direkter Schätzverfahren 

MKQ Inversion P + 1(1 + n) + n 
[M'fMj mit I x I 

KLR Inversion von P + 1(2 + n) + n 
[M'fMj mit I x I 

VMKQ Inversion von 
- Wmitn x n P+n2 +n 
- [M'fW- 1M] +1(1 + n) 

mit! x I 

5.2.4. Direkte Methode der verallgemeinerten RegI'essionJMarkov-Schätzung 

Die verallgemeinerte Methode der kleinsten Quadrate (VMKQ) geht von einer Zielfunktion 

(5.62) 

aus, bei der der Fehlervektor durch eine Wichtungsmatrix W- 1 beeinflußt wird. Die 
Wichtung des Fehlers wird z. B. bei korrelierten Störungen z oder ,bei der Schätzung zeit­
varianter Systeme angewendet. Analog zur MKQ gilt für die VMKQ die Fehlergleichung 
(5.43) und damit 

Q = (x - MI)T W- 1 (x - MI). (5.63) 

Über die Gleichung 

Q = X TW- 1X - 2ITAP,W-lx + §'WW- 1MI (5.64) 
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erhält man das Minimum von Q au~ der Beziehung 

aQ = -2MI'W-1x + 2MI'W-IMs = o. 
as 

(5.65) 

Wenn die Inverse der Matrix MI' W- 1 M existiert, gilt für die Schätzvorschrift der VMKQ 

s = [MI'W-1M]-1 MI'W-1x. (5.66) 

Das Schätzverfahren der VMKQ besitzt folgende Eigenschaften: 

_ Die Schätzung ist erwartungstreu unterBeachtungder Bedingungen vonAbschnitt 5.2.1. 
_ Die Parametervarianzen sind minimal, da 

cov {SVMKQ} = E {[MI'W-1M]-1 MI'W-1zTzW-1M [MTW-1M]-1} (5.67) 

und somit 

cov {SVMKQ} ;;i cov {SMKQ} 
gilt. 
Das Hauptproblem der Methode besteht in der FestIegung der Elemente der Wichtungs­

matrix W und ihrer Inversion. Die Dimension der Wichtungsmatrix ist n x n bei n 
Beobachtungen. Eine der leistungsfähigsten Methoden zur FestIegung der Wichtungs­
matrix W ist die Verwendung der Kovarianzmatrix Z der Störung (s. Abschn.5.1.2.3). 
Die mit dieser FestIegung erhaltene Schätzvorschrift wird als Markov-Schätzung be­
zeichnet und lautet: 

(5.68) 

Diese Schätzung besitzt auch bei korrelierten Störungen die für die VMKQ angegebenen 
Eigenschaften. 

Da die Kovarianzmatrix Z der Störung eine doppelt symmetrische Matrix ist, ist durch 
eine Transformation der Meßwerte eine Rückführung auf die Regression möglich. Die 
Lösung erfolgt in den Schritten [1.31, 5.31]: 

1. Cholesky-Zerlegung von Z in 

Z=RTR, 

2. Einsetzen der Zerlegung in GI. (5.68) 

S = [MI' (RTR)-l M]-l MI' (RTR)"'l X, 

3. Transformation der Meßwerte 

M = (R-1)T M 

.f = (R-1)T X, 

4. Einsetzen der transformierten Meßwerte 

S = [M'TM]-l MTi. 

(5.69) 

(5.70) 

Somit ist rechentechnisch immer der gleiche Modul der Regression verwendbar. Da die 
Störung selten meßbar ist und häufig auch A-priori-Informationen über die Kovarianz­
matrix fehlen, wurde neben Schätzverfahren eine Strategie erfolgreich erprobt, die die 

Beispiel 
5.3 

GegebeD: 

Gesucht: 

ErgebDis: 

5.2.4. Direkte Methode der verallgemeinerten Regression/Markov-Schätzung 

Vergleich der Sdliitzyelfabren MKQ und der Markov-Schätzung 
bei verschiedenen Störamplituden 

Systemgleichung 
5 

Je = 1: a,u, + z, 
1=1 

aT = [1, -2,3,8,10], 

Eingangssignale u, a NV (0, 1), 

Störung z a NV (0, ... ), 

Rzztr1 
Q5 

o 10 

-r:-
5 

Modellgleichungx = 1: aIU" 
I-I 

Schätzwerte der Parameter al' 

Fürn=90 

Störung 
% 

25 

50 

100 

150 

MKQ 
Markov-~g 

MKQ 
Markov-Schä~g 

MKQ 
Markov-Schätzung 

-
MKQ 
Markov-Schätzung 

1,42 
1,01 

1,78 
1,03 

2,58 
1,05 

3,42 
1,15 

Die dargestellten Ergebnisse zeigen, daß 

-1,75 2,91 
-2,01 2,99 

;-1,55 2,84 
-1,99 2,98 

-1,11 2,73 
-1,96 2,95 

-0,64 2,61 
-1;93 2,93 .. 

8,05 9,92 
8,02 9,98 

8,12 9,80 
8,02 9,96 

8,23 9,62 
8,03 9,95 

8,31 9,50 
8,Q3 9,92 
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- die kleinsten Parameter mit dem größten relativen Fehler geschätzt werden 
- die Überlegenheit der. Markov-Schä~g gegenüber der MKQ bei stärk~ Stö-

rungen noch zunimmt, 
- erst bei einer relativ starken Korrelation der Störung die Überlegenheit der Markov­

Schätzung merklich wird. 
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Kovarianzmatrix der Störung durch..die des Fehlers annähert. Damit gilt die Annahme 

(5.71) 

Die Kovarianzmatrix des Fehlers kann durch eine zweistufige Schätzstrategie entspre­
chend dem im Bild 5.14 dargestellten Schema gewonnen und verwendet werden. Die erste 
Stufe besteht in einer MKQ-Schätzung. Aus dem Fehlervektor wird eine erste Schätzung 

H 
x 

der Kovarianzmatrix des Fehlers vorgenommen. In der 
zweiten Stufe wird dann die Markov-Schätzung durch­
gefUhrt, und über den neugebildeten FehlerVektor erfolgt in 
Iterationen eine weitere Anpassung, bis Abbruchschranken 
für die Parameterwerte und/oder Parametervarianzen er­
reicht sind. Weiterführende Untersuchungen sind in [5.31] 
enthalten. 

Bild 5.14 
Schema der zweistufigen Markov-Schätzung 

Im Vergleich zur MKQ·liefert die Markov-Schätzung wesentlich bessere Schätzergeb­
nisse für den Parametervektor, d.h. eine geringere Parametervarianz, wenn 

1. die Störung stark korreliert ist, d. h. die Korrelationstiefe größer als 5T bis IOT ist, 
2. eine große Störamplitude (> 10 %, bezogen auf die Ausgangsgröße x) vorhanden ist, 
3. die aus der Stichprobe ermittelte oder für die Stichprobe geltende Schätzung der Ko­

varianzmatrix der Störung verwendet wird. 

Die. Reststreuung der Markov-Schätzung erhöht sich dagegen im Vergleich zur Re­
gression. Diese Aussagen werden deutlich sichtbar iin Beispiel 5.3. 

Die Rechenzcit und der Speicherplatz werden bei der MKQ durch die Dimension der 
Matrizen Mund [M'fM]-1 dominierend bestimmt. Bei der Markov-Schätzung steigt mit 
wachsender Beobachtungszahl n der Rechenaufwand zusätzlich enorm an, da die Ko­
variailzmatrix Z als eine n x n-Matrix zu invertieren ist (Tafel 5.5). 

5.3. Iterative Schätzverfabren 

5.3.1. Allgemeine Grundstruk.to:r 

Ist der Zusammenhang zwischen dem Schätzfehler und den Parametern des Modells 
nichtlinear, so ist eine analytische Lösung der Schätzaufgabe durch Nullsetzen der Ab~ 
leitung der Gütefunktion direkt in einem Schritt nicht mehr möglich. Einen Ausweg bil­
den iterative Schätzverfahren der Grundstruktur (s. Abschil.5.1.5~2) 

11+1 = I' + Ml+l. . (5.72) 

Von den verschiedenen möglichen Varianten der 

- gradientenfreien Verfahren 
- Gradientenverfahren (einschließlich der Benutzung der zweiten Ableitungen) 
- Zufallssuchverfahren 
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und ihren Kombinationen (s. Tafel 5.3) sollen im Rahmen dieses Buches nur die Gra­
dientenverfahren nach Newton-Raphson [5.9, 5.11] und nach Marquardt-Levenberg 
[5.13, 5.14, 5.15] vorgestellt werden. Sie haben im Rahmen der Parameterschätzung die 
breiteste Verwendung gefunden, besonders bei der 'Schätzung der Koeffizienten der 
Differenzengleichung nach der Maximum-Likellhood-Methode (s. Abschil.6). 

5.3.2. Newton-Raphson-Verfahren 

Beim Newton-Raphson-VerJahren wird der Gradient der Gütefunktion 

VQ (8) = oQ (1)/81 (5.73) 

an der Stelle i des Parametervektors des Modells in eine Taylor-Reihe der Form 

VQ (I)I"+AI = VQ (1)1,=" + ~ VQ (9)TI,=,. (11+1 -Il) + ... (5.74) 
. 01 

entwickelt. Wird in GI. (5.74) 

VQ (I)I"+AI = 0 

gesetzt und die Reihenentwicklung nach dem zweiten Glied abgebrochen, erhält man 
nach einer einfachen Umstellung die iterative Schätzvorschrift für die Newton-Raphson­
Verfahren zu 

11+1 = I' - [-; VQ (I)TI,=,.]-l VQ (i)I,=,.. (5.75) os . 

Die partiellen Ableitungen ergeben sich zu 

oQ(I) 
--= 

01 

Mit der Gütefunktion 

oQ(i) 

os, 

1 J+n-l 
Q(S) = - L e2(k) 

2 "=J 

02Q (I) 
---= oioP 

02Q (I) 02Q (9) 

OSlOSl OSlOS, 

02Q (9) 02Q (I) 

OS,OSI os, os, 

erhält man für die ersten und zweiten Ableitungen folgende Ausdrücke: 

oQ (I) J+n-l oe (k) 
-~- = L e(k)--os, "=1 os, (5.76) 
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Die Realisierung der Schätzvorschriftin GI. (5.75) erfolgt mit diesen Gleichungen in fol­
genden Schritten: 

1. Wahl günstiger Startparameterwerte 6°. 
2. BereChnung der ersten und zweiten Ableitungen mit den Werten der Beobachtungen 

e(k); k =j, ... ,j + n -1. . 
3. Ermittlung des neuen Parametervektors SI+l nach GI. (5.75). 
4. Test, ob ein vorgegebenes Abbruchkriterium erfüllt ist. 
5. Wenn Abbruchkriterium nicht erfüllt ist, Wiederholung ab Schritt 2. 

Für dieses Verfahren muß vorausgesetzt werden, daß die Gütefunktion Q(6) in jedem 
Punkt 6 E S (S ER') stetige partielle Ableitungen 2. Ordnung besi~. Da i. allg. nicht 
sichergestellt ist, daß 61+ 1 ES, wird der Algorithmus von GI. (5.75) zur Sicherung der 
Konvergenz um einen Dämpfungsfalctor pi (ßI > 0) in der Form 

g'+1 = 61 - ßI [:6 VQ (.WI.f=.f]-l VQ (6)11=.1' (5.77) 

erweitert. Wenn der Faktor ß' genügend klein gewählt wird, ist nach [5.32] gesichert, daß 
der neue Parametervektor 61 + 1 E S ist. Damit ist die Konvergenz garantiert. Der Rechen­
aufwand des Verfahrens ist durch die Bildung und Inversion der Matrix der zweiten Ab­
leitungen, d.h. der Hesse-Matrix, relativ hoch. Für stärker gestörte Systeme ist dieses 
Verfahren ungeeignet. 

5.3.3. Levenberg-Marquard.-Verfahren 

Um die Konvergenz unabhängig von den Startwerten SO und der Größe der Störung zu 
sichern, wurde von Levenberg-Marquard [5.13, 5.33] der erweiterte Algorithmus von 
GI. (5.78) entworfen. Er geht davon aus, daß die Suche des Minimums der Gütefunktion 
unter der Nebenbedingung konstanter Radien' h2 der Änderung des Parametervektors 
von Iteration zu Iteration erfolgt. 

Das heißt, es gilt 

M = 6' +
1 ...,.. Si und MT M '"" h2 = const. 

Die Berücksichtigung der Nebenbedingung in Form einer Gleichungsbeschränkung er­
folgt analog zu Abschnitt 5.2.3 über den Lagrange-Multiplikator .t Die iterative Schätz­
vorschrift, die man über eine Reihe weiterer Ableitungen erhält (s. [5.13, 5.14]), hat fol­
gende Gestalt: 

S'+ 1 = Si - [:S VQ (6)TI1=1' - D(Ä)T 1 VQ (S)I,=I" (5.78) 

Da rur alle Ä < 0 die zu invertierende Matrix positiv definit ist, ist damit auch für jeden 
Punkt SES die Konvergenz des Verfahrens gesichert. Durch eine geeignete Wahl des 
Faktors Ä, der als ein Maß für die Schrittweite angesehen werden kann, ist das' Konver­
genzverhalten des Verfahrens gut zu steuern. Im Beispiel 5.4 ist für die Schätzung eines 
gestörten nichtlinearen Systems das Konvergenzverhalten des Newton-Raphson-Ver­
fahrens mit dem des Levenberg-Marquard7Verfahrens verglichen worden. 

Beispiel 
5.4 

Gegeben: 

Gesucht: 

Ergebnis: 

f 
'BI 

W 

~ 

'0 ' 

al 
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Untersuchllllg des Konvergenzverbaltens des Newton-Rapbson-Verfahreus 
mit dem Levenberg-Marqnard-Verfahren 

Systemgleichung 

x = lUI + e+ O,5U2 , 

Eingangssignale NY (0, 1), unkorreliert, 

Störsignal z :. NV (0; 1,4), 

Modellgleichung x = 41Ul + e.2 ' 2 , 

Startparametervektor Q(O) = 0, 
Abbruchgrenze e = 10-4 • 

SchätzverIauf für die Parameter 41 und 42 • 

Siehe Bild zu Beispiel 5.4. 

2.5 

I I " .. ~a, ZP 

f 1ß 

°2 

1P 

+ Newton-Raphson- Verfahren 

o Levenberg -Harquard - Verfahren 

2 J,. 6. 8 10 12 o 
Iterationen 

bl 

\\ 

~ 
"------------------------------a2 

2 J,. 6 8 10 12 
lferationen 

Die Schätzverläufe für die Parameter 41 und 4" zeigen, daß bei einer geeigneten Wal1l von Ä die Kon­
vergenz des Levenberg-Marquard-Verfahrens gegenüber dem Newton-Raphson-Verfahren besser ist. 
Beide Verfahren liefern gute Schätzergebnisse. Wird die Störamplitude noch größer, konvergiert das 
Newton-Raphson-Verfahren nicht mehr. . 

5.4. Indirekte/rekursive Schätzverfahren 

5.4.1. Allgemeiner Ansatz 

Die rekursiven Algorithmen haben besonders durch die Anwendung von Mikro- und 
Prozeßrechnern an Bedeutung gewonnen, weil sie einen geringen Speicherplatz benötigen, 
die Rechenzeit in einem Schritt gering ist und weil sie fiir die On-liDe-Datenverarbeitung 
und Steuerung sehr gut geeignet sind. Außerdem können sie durch geeignete Wahl der 
Korrekturfaktoren mit "Lerneigenschaften" ausgerüstet werden, die eine aktuelle Para­
meter- und Zustandsschätzung zeitvarianter Systeme gestatten. 

Sie beruhen darauf, daß die Zielfunktion Q schrittweise aufgrund neuer Beobachtungen 
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zum Minimum geführt wird. Die Vielfalt der entwickelten Verfahren kann durch die 
Grundstrukturen (s. Abschn.5.1.5.3) 

- für kontinuierliche Parameterschätzung 

!(t) = -'}IR' VQ (s, t) 

- für diskontinuierliche Parameterschätzung 

s(k + 1) = s(k) + k(k + 1) [x(k + 1) - mT(k + l)s(k)] 
neuer alter 
Parameter- = Parameter- + Korrektur-
vektor vektor vektor 

beschrieben werden (s. Tafel 5.4). 

x Vorhersage­
fehler 

(5.79) 

(5.80) 

Entsprechend der üblichen Schreibweise kennzeichnen die in den runden Klammem 
stehenden Argumente wieder den Zeitpunkt der Abtastung. 

In den folgenden Abschnitten sollen die Grundideen wesentlicher Verfahren hergeleitet 
und das Konvergenzverhalten der Schätzung untersucht und verglichen werden. Dabei 
werden Verfahren ausgewählt, die sich bei einer Vielzahl von Modelltypen und in der 
Praxis bewährt haben. Bei der Ableitung der Algorithmen wird von den Gradienten­
verfahren ausgegangen und gezeigt, daß auch die rekursiven Varianten der MKQ und 
der VMKQ durch die in GI. (5.80) angegebene Grundstruktur beschrieben werden 
können. 

5.4.2. Gradientenmethoden 

5.4.2.1. Allgemeine Grundstrokturen 

Die Verfahren dieser Gruppe beruhen darauf, daß die Parameteranpassung und -nach­
fiihrung durch die laufende Korrektur eines zeitlich zurückliegenden Parameterwerts mit 
Hilfe der Bewertung des Gradienten in Betrag und Richtung erfolgt (s. Tafel 5.4 und 
Abschn.5.1.5.3). Im Rahmen dieses Buches werden nur Verfahren vorgestellt, die auf 
eine Richtungskorrektur des Gradienten verzichten, d. h., es gilt immer R = I. Weiterhin 
wird für die Schrittweitenmatrix r gesetzt: 

r = '11 = [f 0... !]. 
o '" 0 '}I, 

(5.81) 

Werden die Schrittweiten '}I, für alle Parameter gleich groß gewählt, gilt 

r = '11. (5.82) 

Damit erhält man für die Einstellvorschriften der Gradientenverfahren im 

a) kontinuierlichen Fall 

!(t) = -r VQ (s, t), 

b) diskontinuierlichen Fall 

s(k + 1) = s(k) - r(k + 1) VQ(s, k). 

(5.83) 

. (5.84) 
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Die kontinuierliche Ermittlung der ParaDieter erfolgt über eine Integration von GI. (5.83), 
d.h. über die Vorschrift 

s(t) = -r f~C2J VQ (s, T) dT. (5.85) 

Im Bild 5.15 ist das Konzept der kontinuierlichen Parameterermittlung nach GI. (5.85) 
für einen Parameter dargestellt. Es ist zu sehen, daß das Minimum der Zielfunktion Q 
und damit der richtige Parllllieter 9 = s gefunden wird, indem die Parameteränderung 
entgegen der Richtung des Gradienten VQ und mit einer Schrittweite '}I erfolgt. Ferner 
wird sichtbar daß die Konvergenzgeschwindigkeit bei diesen Verfahren mit der Abnahme 
des Gradient~n auch abnimmt. Das bCdeutet, daß theoretisch erst für t -+ co das Mini­
mum erreicht wird. 

Q(~ 

Bild 5.15. Schema der kontinuierlichen 
Parll11lfterermittlung 

" vQ(,) .,.., /'---.... 
'\ .. / __ ...... "Q(I)'const 

/ <.vQ \ \ I / ____ ~\ \ 

/ I / -, I I I 
Ilk) I 1;/ ":. ;' / J 

( 
I _/ I / / 

I \ - ./ / 
Jlk+f!- .... ./ / 

'-- --- / --- / '" --.---
Bild 5.16. Schema der diskontinuierlichen 
Parameterermittlung 

Die diskontinuierliche Parameterermittlung erfolgt direkt nach der Vorschrift in 
GI. (5.84).FÜf die Ermittlung von zwei Parametern ist die Vorgehensweise im ~ild 5.16 
dargeSteIit. Typisch ist auch in diesem Fall, daß die Parameteranpassung, d. h. die Suche 
des Minimums im Gütefeld, von einem Startparametervektor ausgehend, entgegen der 
Richtung des Gradienten mit einer bestimmten Schrittweite erfol~. Für die Ablei~~g d~r 
rekursiven Schätzverfahren und ihre einheitliche Darstellung 1st es zweckmäßIg, m 
GI. (5.84) den GradientenVQ (s, k) für eine vorgegebene Zielfunktion und eine Fehler­
gleichung analytisch zu berechnen. 

Wird als Zielfunktion 

Q (9, i) = !e (i)2 ; i = k, ... , k + n 

und als Fehlergleichung der Ausgangsfehler im (k + 1)-ten Schritt 

e (k + 1) = x (k + 1) - m (k + I)T I(k) 

verwendet, erhält man für den Gradienten der Zielfunktion den Ausdruck 

VQ (s, k) = -m (k + I)T [x (k + 1) - m (k + I)T s(k)]. 

(5.86) 

(5.87) 

(5.88) 

Unter der Annahme, daß die Schrittweiten in allen Richtungen des Gradienten gleich 
gewählt werden, d.h. '}I1 (k + 1) = '}I2 (k + 1) = ... = Y, (k + 1) = '}I (k + 1), kann 
mit GI. (5.88) die Grundstruktur von GI. (5.84) in die Beziehung 

s (k + 1) = s(k) + '}I (k + 1) m (k + 1) [x (k + I) - m (k + 1)T s(k)] (5.89) 
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als allgemeine Form der hier dargestellten Gradientenverfahren übergeführt werden. Der 
Zusammenhang zum Ansatz aller rekursiven Schätzverfahren - s. GI. (5.80) - ist dann 
gegeben, wenn 

'Y (k + 1) m (k + 1) = k (k + 1) (5.90) 

gesetzt wird. 
Die in der Literatur vorgestellten reinen Gradientenverfahren unterscheiden sich dann 

nur noch in der Wahl der Schrittweite 'Y (k + 1). Aus diesem Grund werden in den wei­
teren Abschnitten typische Vertreter für die Wahl der Schrittweite vorgestellt. 

I 

5.4.2.2. Methode der Relaxation 

Die Methode der Relaxation (REL) wurde zur Lösung determinierter Gleichungssysteme 
entwickelt [1.36, 5.21]. Bei Vorliegen einer quadratischen Zielfunktion Q gilt für die Kon­
vergenz des Verfahrens folgende Bedingung für den Korrekturfaktor Y,Jk + 1): 

c o < y (k + 1) < -. 
Al 

(5.91) 

Dabei ist Al der größte Eigenwert der Matrix M* = mm T und c eine wählbare Konstante. 
Mit der Abschätzung 

/"1 ~ 11m (k + 1) mT (k + 1)11 ~ 11m (k + 1)11 2 (5.92) 
und 

o < Y (k + 1) < c 5 ..:.. 
11m (k + 1)11 2 

- Al 

folgt die Schätzgleichung für das Verfahren der Relaxation: 

s (k + 1) = s(k) + C m (k+ 1) [x (k + 1) - mT (k + 1) s(k)]. 
11m (k + 1)11 2 

(5.93) 

Die Konstante c liegt nach Schwarz [5.5] für bestimmte Eigenschaften der Matrix M* 
im Bereich 0 < c < 2. Nach Untersuchungen in [1.31] ist die Wahl im Bereich 0,9 < C 

< 1 für viele Aufgaben der Identifikation ausreichend. 

'1 

-------- ----flkiflEL 

\ I 
\, I 

........ I . .,..._-. 
k 

Bild 5.17 
Prinzipieller Verlauf der Schrittweiten y( k) 
bei verschiedenen Gradientenverfahren 

Wenn die Streuung der Eingangssignalwerte konstant ist, ist der Mittelwert y(k) auch 
konstant (Bild 5.17). Dadurch ist das Konvergenzverhalten bei ungestörten bzw. gering 
gestörten Systemen gut. Die Parameterwerte sind bereits nach 51 bis 101 Beobachtungen 
praktisch konvergiert. Für gestörte Systeme (z ~ 10 %, bezogen auf dieAusgangsgröße) 
ist das Verfahren ungeeignet. In den Beispielen 5.5 und 5.6 sind diese Aussagen für 
einen Testfall dargestellt. 

Beispiel 
5.5 

Gegeben: 

Gesncht: 

Ergebnis: 

5.4.2. Gradientenmethoden 

Vergleidl des Konvergeozvem.Itens von reknrsiven Scbätzverfahren .. 
nngestörte5 System 

Systemgleichung 
, 

x = :E alu, ,= 1 

aT = [1,2, -3. -10.20]. 

Eingangssignale u, == NY (0.1). 
, 

Modellgleichung x = :E 4,u" 
'-1 

Startparametervektor 4(0) = O. 

Verlauf des Modellparameterfehlers 

G = IIa - d(k)II al Funk· k 11o _ d(0)1I S Mn von = 1 •...• n. 

1. Parameterwerte bei k = 20 

Verfahren I 41 42 

RR 1.00 2.00 
STA 0.66 0.17 
REL 1.44 1.75 

2. Verlauf des Modellfehlers G. 

" ,\ , \ 
\ , 

rr' \ \... 

43 

-3.00 
0.67 

-1.91 

, ............... 
, ....... - T , ----J~ 

8 , , , , , , , , 
\REL , 

RR \ 

50 WO 
·k-

150 200 

44 4, 

-10.00 20.00 
-10.93 19.29 
- 8.94 19.33 

Die dargestellten Ergebnisse zeigen. daß 
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1. das Konvergenzverhalten des Verfahrens der rekursiven Regression (RR) allen anderen Verfahren 
überlegen ist. 

2. das Konvergenzverhalten der Methode der Relaxation (REL) schlechter ist als das der rekursiven 
Regression. aber wesentlich besser als das der stochastischen Approximation (ST A). 
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Beispiel 
5.6 

Gegeben: 

Gesucht: 

Ergebnis: 

5. Bestimmll1llf des statischen Verhaltens von gestörten Systemen 

Vergleich des Konverg~erbalteDs von rekursiven SchätzverfahreD­
gestörtes System 

Systemgleichung 
5 

X = l: a,u, + z. 
'-I 

aT = [1.2. -3, -10.201. 

Eingangssignale u, == NY (0. 1). 

Störung z == NY (O.D<); 20%. 
5 

Modellgleichung X = l: d,u" 
I-I 

Startparametervektor Q(O) = O. 

Verlauf des Modellparameterfehlers G alS Funktion von k = 1.2 •...• n. 

1. Parameterwerte k = 200 

Verfahren I 121 122 123 124 125 

REL 4.37 4.44 -0.86 -11.25 24.08 
STA 0.14 1.31 -1.48 -10.81 22.12 

KOMB/REL-STA 
ku = 20 0.19 2.34 -3.15 -10.32 20.64-
RR 1.18 1.98 -2.82 -10.90 22.07 

2. Verlauf des Modellfehlers G. 
Siehe Bild zu Beispiel 5.6. 

10° 

k-

Die Ergebnisse zeigen. daß 
1. das Verfahren der Relaxation (REL) für gestörte Systeme ungeeignet ist •. 
2. die Methoden der rekursiven Regression (RR) und der Kombination Relaxation - stochastische 

Approximation (REL/STA) konvergieren. 
3. das Verfahren der stochastischen Approximation (STA) langsam. aber sicher konvergiert. 
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Ferner ist das Verfahren der Relaxation bei ungestörten und gering gestörten Systemen 
in der Lage, zeitvariante Parameter nachzuführen. Ein typischer Schätzverlauf ist im 
Bild 5.18 dargestellt. Bei tieffrequenten Änderungen der Parameter erreicht das Verfah­
ren fast die Güte der gewichteten rekursiven Regression. 

Der rechentechnische Aufwand ist im Vergleich zu den direkten Verfahren und der 
Methode der rekursiven Regression sehr gering. 

25 
...., Bi1d5.l8 

' ...... , KDfWergenzverhaiten 
...____ STA verschiedener Gradientenverfahren 

1'------L-->(~--"""72.,.rJ()==~1fo'--3 .... rJ()- beiderSchätzung zeitvarianterParameter 

K-

15 

5.4.2.3. Methode der stochastischen Approximation 

z= 0%. 
a T = ["l(k). 2. -3. -lO.a.(k». 

5 

~ = l: ",u" 8(0) = 0 
1=1 

Die Methoden der stochastischen Approximation (STA) zählen zu den rekursiven Schätz­
verfahren und beruhen auf den Arbeiten von Robbins-Monro [5.23] und Kiefer- Wolfo­
witz [5.24]. Sie stellen die Anwendung einfacher Gradientenverfahren zur Bestimmung 
des Extremums einer Zielfunktion unter Verwendung der GIn. (5.84) und (5.86) dar. Da­
mit erhält man als Grundgleichungen für die Verfahren der stochastischen Approxima­
tion 

• s(k + 1) = s(k) + r(k + I)m(k + 1) [x(k + 1) - m(k + I)T.f(k)] (5.94) 

und bei gleicher Schrittweite y (k + 1) für alle Parameter 

.f (k + 1) = .f(k) + y (k + 1) m (k + 1) [x (k + 1) - m (k + I)T .f(k)]. (5.95) 

Untersuchungen in [5.23, 5.24] haben ergeben, daß der in GI. (5.94) dargestellte Algo­
rithmus der stochastischen Approximation trotz stochastischer Störungen im Sinne des 
mittleren quadratischen Fehlers konvergiert, wenn die Schrittweite y(k) folgende Eigen~ 
schaften besitzt: 

00 00 

L y(k)2< 00 
t=1 

L y(k) = 00, 
t=1 

(Dvoretsky-Theorem [5.21 D. 
Eine allgemeine Berechnungsvorschrift für y(k) lautet: 

(k) _ Cl 
y - C Cl-Co. 

2 + 3 

mit 

Zumeist wird die i~ GI. (5.97) auch enthaltene einfachste Form benutzt: 

. I 
y(k) =-. 

k 

(5.96) 

(5.97) 
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Das Konvergenzverhalten der stochastischen Approximation ist sehr langsam, aber auch 
bei gestörten Systemen sicher (s. Beispiele 5.5 und 5.6). Die Ursache ist im Verlauf der 
Schrittweitey(k) als Funktion derbereits verarbeitetenDatenmengezu sehen (s. Bild 5.17). 
Durch die Abnahme von y(k) mit Zunahme der Beobachtungsanzahl verliert der Algo­
rithmus die Fähigkeit, Parameteränderungen des Systems zu erkennen und das Modell 
anzupassen. Daher ist das Verfahren ftir die Parameterschätzung zeitvarianterSysteme 
ungeeignet. Für einen Testfall ist dieses Verhalten im Bild 5.18 dargestellt. 

5.4.2.4. Kombinierte Methode der Relaxation und der stochastischen Approximation 

Aus der Analyse des Konvergenzverhaltens der Methode der Relaxation und der der 
stochastischen Approximation ist zu erkennen, daß eine Kombination beider Verfahren 
rur die Parameterschätzung zeitinvarianter Systeme sinnvoll ist. Dabei wird folgende 
Strategie als kombinierte Methode vorgeschlagen [1.31]: 

1. Beginn der Schätzung mit der Relaxation, d. h. y(k) = const, 
2. Umschalten auf die Methode der stochastischen Approximation nach 2/ bis 4/ Beob­

achtungen. 

Damit erhält man den im Bild 5.17 dargestellten Verlauf der Schrittweite y(k). Als 
Schätzvorschrift gilt für die Kombination 

s (k + I) = s(k) + y' (k + 1) m (k + I) [x (k + I) - m (k + I)T s] 
mit 

y' (k + I) = { 11m (k C+ IW 

C1/k + I-ku 

ku Umschaltpunkt. 

rur k ~ k.. 

(5.98) 

Die Schätzung konvergiert im Verhältnis zur normalen stochastischen Approximation 
bei kleiner und mittlerer Störung (z < 50 %) wesentlich schnell~r und erreicht in vielen 
Fällen die Modellgüte der rekursiven Regression (s. Beispiel 5.6). Für starke Störungen 
(z > 100 %) wird der günstige Umschaltpunkt kleiner und die Güteverbesserung gegen­
über der STA gering. 

Insgesamt kami eingeschätzt werden, daß die Methode der Relaxation und der sto­
chastischen Approximation sowie ihre Kombination nur dann angewendet werden soll­
ten, wenn nicht genügend Rechenzeit und Speicherplatz rur das leistungsstärkere Ver­
fahren der rekursiven Regression zur Verfugung stehen. 

5.4.3. Methode der rekursiven Regression 

5.4.3.1. Ungewichtete rekursive Regression· 

Die rekursive Methode der Minimierung der kleinsten Quadrate oder die rekursive 
Regression (RR) ist eines der leistungsstärksten indirekten Parameterschätzverfahren. 
Ihre Ableitung geht von der Schätzgleichung der Regression GI. (5.47) aus. Es wird an­
genommen, daß der Parametervektor s aus k Beobachtungen geschätzt wurde. 

Damit gilt entsprechend GI. (5.47) ftir die Schätzvorschrift zum k-ten Zeitpunkt 

s(k) = [M(k)TM(k)]-1 W(k) x(k). (5.99) 

5.4.3. Methode der rekursiven Regression 223 

Steht eine (k + I)-te Beobachtung, d.h. m (k + I) und x (k + 1), zur Verbesserung der 
Schätzung zur Verfugung, kann von GI. (5.99) ausgehend rur die Schätzvorschrift ge­
schrieben werden: 

s(k + I) = [[M(k)T m (k + I)] [ M(k) JJ-1 
mT(k + I) 

x [M(k)T m (k + I)] [ x(k) J. 
x (k + I) 

Für die Matrix P (k + 1) gilt dann analog 

P(k + I) = [M(k + I)T M(k + 1)]-1 

= [M(k)T M(k) + m (k + I) mT (k + 1)]-1 

P(k + I) = [P(k)-1 + m(k + l)mT(k + 1)]-1. 

Unter Anwendung des Inversionslemmas für Matrizen 

[A + BCBT]-1 = A-1 - A-1B [C- 1 + BTA-1B]-1 BTA-1 

kann GI. (5.100) Umgeformt werden in 

P (k + 1) = P(k) - k (k + I) mT (k + 1) P(k) 
mit 

k(k + I) = P(k)m(k + I) [I + mT(k + I)P(k)m(k + 1)]-1. 

(5.100) 

(5.101) 

Damit steht eine Vorschrift zur rekursiven Berechnung der Präzisionsmatrix P(k) zur 
Verfügung, die die rechentechnisch aufwendige Inversion in GI. (5.99) umgeht. Es gilt 
damit rur GI. (5.100) 

s (k + 1) = P (k + I) [M(k)T x(k) + m (k + 1) x (k + I)] (5.102) 

und mit den eingesetzten Beziehungen von GI. (5.101) 

s (k + I) = P(k) - P(k) m (k + 1) [I + mT (k + 1) P(k) m (k + 1)]-1 

x mT (k + 1) P(k) [M(k)T x(k) + m (k + 1) x (k + I)]. (5.103) 

Durch Ausmultiplizieren und einige Umformungen erhält man aus GI. (5.103) 

s(k + 1) = s(k) 

- P(k)m(k + 1) [I + mT(k + I) P(k)m(k + 1)]-1 

x m(k + I)s(k) 

+ P(k) m (k + 1) x (k + I) 

- P(k)m(k + I) [1 + mT(k + I) P(k)m(k + 1)]-1 

x mT (k + 1) P(k) m (k + I) x (k + 1). 

Durch Ausklammern der Ausdrücke 

P(k) m (k + I) x (k + I) und [I + mT (k + I) P(k) m (k + 1)]-1 

(5.104) 
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aus den letzten beiden Ausdrücken von GI. (5.104) geht die Bestimmungsvorschrift für 
die Parameter in den Ausdruck 

6(k + 1) = 6(k) 

- P(k) m (k + 1) [1 + mT (k + 1) P(k) m (k + 1)]-1 m (k + 1) 6(k) 

+ P(k)m(k + l)x(k + 1) [1 + mT(k + 1) P(k)m(k + 1)]-1 (5.105) 

über. Mit den Vereinbarungen in GI. (5.101) kann dieser Zusammenhang in die rekursive 
Schätzvorschrift - rekursive Regression - umgeschrieben werden: 

§(k + 1) = 6(k) + k(k + 1) [x(k + 1) - mT(k + 1)6(k)]. (5.106) 

Damit ergibt sich der neue Parametervektor 6 (k + 1) des Modells aus dem alten Para­
metervektor 6(k) plus der mit einem Bewertungsvektor k (k + 1) multiplizierten Diffe­
renz x (k + 1) - x (k + 1) von aktuellem und vorhergesagtem Ausgangssignalwert. 

Die Schätzvorschrift der rekursiven Regression ist besonders für On-line-Aufgaben 
geeignet, da die anfallenden Beobachtungen sofort verarbeitet werden können und die 
rechentechnisch sehr aufwendige Inversion der Matrix M(k)T M(k) entf'allt. Diesem Vor­
teil steht als Nachteil die Wahl geeigneter Startwerte für den Parametervektor 6(0) und 
der Präzisionsmatrix P(O) gegenüber, die die Konvergenzgeschwindigkeit der Schätzung 
beeinflussen. Bei Systemen mit zeitvariantem Verhalten konvergiert die Schätzung sicher, 
wenn 

det (M(k)T M(k)) = det (P(k)-l) > O. (5.107) 

Liegen keine A-priori-Informationen über den Prozeß vor, so ist es am zweckmäßigsten, 
daß auch die gesamte Information in der Matrix [M(k)T M(k)] null ist. Das bedeutet, 
daß alle Elemente dieser Matrix, nämlich 

r,j = 1,2, ... , 1, 

zu null werden. Als Startmatrix P(O) würde sich damit ergeben 

[

0 ... Oj_1 
P(O) = [M(O)T M(O)]-l = :".: 

0 ... 0 
(5.108) 

Dieser Grenzfall ist nicht zu realisieren. Eine ausreichende Näherung ist gegeben,wenn 
als Startmatrix 

P(O) = cl (5.109) 

mit einem hinreichend großen Wert für c gewählt wird. Umfangreiche Untersuchungen 
haben ergeben [1.31], daß bei einer Wahl des Faktors c im Bereich 

1010 ~ c ~ 1015 

das Konvergenzverhalten im ungestörten Fall unabhängig vom Startparametervektor 
1(0) und bei 1 Parametern nach 1 Schritten die Schätzung konvergiert ist (s. Beispiel 5.6). 
Bei gestörten Systemen ist je nach der Stärke der Störung der Faktor cim Bereic~ 

103 ~ c ~ 106 

"I 
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zu wählen. Dies gilt auch für Rechner mit einer geringen Genauigkeit. Bei dieser Gestal­
tung der Startbedingungen für die rekursive Regression ist das Verf~en in ~er Lage, ~e 
Modellparameter sicher an die Systemparameter anzupassen. Auch ~ gestorten FallI~t 
die rekursive Regression als eines der leistungsfähigsten Verfahren eInzustufen (s. Bel-

spie15.6). ..... 
Insgesamt ist damit für die rekurSIve RegreSSIOn Im VergleIch zur Relaxation und sto-

chastischen Approximation folgende Wertung zu geben: 

- wesentlich besseres Konvergenzverhalten, 
- wesentlich höherer rechentechnischer Aufwand je Datengruppe. 

5.4.3.2. Gewichtete rekursive Regression 

Eine laufende Nachführung von Modellparametern sjbei zeitvariantem. SystemverhaIten 
ist mit der in GI. (5.106) angegebenen Schätzvorschrift der rekursiven Regress~on ~~ht 
möglich, da der Algorithmus mit Zw:"ahme der ~erarbeiteten. Da~ngruppen die Fahig­
keit der Modellanpassung verliert (Bild 5.19). DIe Ursache liegt Im Verhalten der E~e­
mente der Matrix P(k), die mit wachsender Datenanzahl gegen Null streben. Ihr pnn­
zipieller Verlauf ist im Bild 5.20 dargestellt. Damit werden auch die E1emen~e des Bewer­
tungsvektors k (k + 1) zu null, und eine Korrektur des Parametervektors m GI. (5.106) 
ist selbst bei einer erkannten Abweichung nicht mehr möglich. 

1W k- 200 

Bild 5.19. Parameternach/iihrung der /Ulgewichteten 
rekursiven Regression 

z = 0%, aT = [a,(k), 2, - 3, -10, a.(k)], 
8(0) = 0, P(O) = 10151 

Po 

Bild 5.20. Verlauf der Elemente 
der Matrix P in Abhängigkeit 
von den verarbeiteten Datengruppen 

k 

Es besteht also die Aufgabe, das Absinken der Werte der Hauptdiagonalen der Matrix 
P(k) zu verhindern. Als mögliche Lösungswege bieten sich an 

a) Division der Matrix P(k) durch einen Wert c2 (0 < C < 1) in jedem Schritt, 

P*(k) = _1 P(k) , 
c2 

(5.110) 

b) Addition einer Korrekturmatrix p* zur Matrix P(k) in jedem Schritt, 

P*(k) = P(k) + p* , (5.111) 

mit 

p* = [f~ ~ :'.' ~ j ; 
° ... Pli 

15 Wem!ltedt 
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Beispiel 
5.7 

GegebeD: 

Gesucht: 

Ergebnis: 

5. Bestimmung des statischen Verhaltens von gestörten Systemen 

Einfluß der Änderungsges&windigkeit des Parameters auf den Folgefehler 

Systemgleichung 

5 

X = I: a,u, 
'~1 

fiT = [1,2, -3, a!, 20] 

a! = -30(1- 2'1O-4 k), 

Eingangssignale u, == NY (0,1), 

5 

Modellgleichung X = I: alU" 
'~1 

Wichtungsparameter t? = 0,95, 

Startparametervektor 4(0) = O. 

Schätzverlauf für den zeitvarianten Parameter a!. 
Siehe Bild zu Beispiel 5.7. 

-10 

t 
al,. 

-20 

t -1 

.;: -5 
IJ 
I ...... 

(IJ 
~-10 

k-

Der Schätzverlaufzeigt, daß bei einer konstanten Wichtung mit der Zunahme der Änderungsgeschwin­
digkeit der Folgefehler zunimmt. Damit wird sichtbar, daß im ungestörten Fall die Vergessensrate zu­
nehmen muß, wenn die Änderungsgeschwindigkeit der Parameter wächst. 
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Damit erhält man aus den GIn. (5.101) und (5.106) für den Algorithmus der gf!wiehteten 
rekursiven Regression die Beziehungen 

s (k + I) = s(k) + k* (k + l)[x (k + 1) - mT (k + 1) s(k)] 

k* (k + I) = P*(k) m (k + 1) [I + mT (k + 1) P*(k) m (k + 1)]-1 

P*(k) = _1 P(k) , P*(k) = P(k) + p* 
e2 

P(k) = p* (k - 1) - p* (k - 1) m(k) [1 + mT(k) p* (k - 1) m(k)]-l 

x mT p* (k - 1). . (5.112) 

Die Korrektur der Matrix P(k) nach den angegebenen Strategien bedeutet, daß die am 
weitesten zurückliegenden Daten mit dem kleinsten Gewicht in die Schätzung eingehen 
sollen. Für die Vorgehensweise in GI. (5.110) soll dies kurz aufgezeigt werden. Multipli­
ziert man in jedem Tastschritt die Meßwertmatrix M(k) mit der Konstanten e, so erhält 
man die gewichtete Matrix M*(k): 

[

l!mll • •• l!mll ] 

M*(k) =: : 
e2mU_l ... rmU;-1 . 

emu ... emu; 

(5.113) 

Damit gilt für die Matrix P*(k): 

P*(k) = [eM(k)T eM(k)]-1 = _1 P(k). 
e2 

(5.114) 

Die Wichtung der Datensätze kann durch sehr viele Formen vorgenommen werden [1.34, 
1.31, 5.34]. Praktisch bewährt haben sich aufgrund der einfachen Realisierbarkeit und 
der hohenLeistungsf'ahigkeit die exponentielle, die blockweise und die gezielte Wichtung. 

e-fl Pl1-0 g>-------_ . 
.2 
-<:: 

~ 

ki k 

Bild 5.21 
Verlauf der DatenwichJung 
bei einer exponentiellen Wichtung 

Exponentielle Wichtung. Wird der Wichtungsparameter e im Bereich 0< e < Ibzw. 
werden die Werte pr, > 0 gewählt und in allen k Schritten konstant gehalten, ergibt sich 
der im Bild 5.21 dargestellte prinzipielle Verlaufflir die Datenwichtung. Als Grenzwert 
ist der ungewichtete Fall (d.h. c = 1 oder ptj == 0) eingetragen. Je.kleiner der Wettvone 
und je größer die Werte pT, sind, um so größer ist das "Vergessen" derweiterzurücldie­
gendenDaten und um so größer ist die Fähigkeit, Änderungen der Systemparameter zu 
erkennen und diesen zu folgen (s. Beispiel 5.7). Auf der anderen Seite nimmt die Fähig~ 
keit, Störungen herauszumitteln, bei dieser Gestaltung der Wichtungsfalctoren ab. Nimmt 
die Wichtung der zurückliegenden Daten zu stark ab, kann der Algorithmus der rekur­
siven Regression instabil werden, weil zuwenig Datensätze zur Lösung des Gleichungs­
systems vorhanden sind. Die exponentielle Wichtung ist immer dann anzuwenden, wenn 
sich die Systemparameter laufend ändern oder der Zeitpunkt des Beginns der Änderung 
nicht bekannt ist. 
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Blockweise Wichtung. Eine blockWeise Wichtung wird dadurch erreicht, daß für die 
Wichtungsparameter in GI. (5.110) und in GI. (5.111) gesetzt wird (Bild 5.22) 

a) c 7 {~ für k< k , 

für k!?;; k
" (5.115) 

b) · t für k * k , 
Pli = 1015 ... 106 für k = k,o 

In GI. (5.115) bedeutet k, den Zeitpunkt einer einmaligen Parameteränderung oder der 
letzten zyklischen Aktualisierung des Modells. Der prinzipielle Verlauf der Datenwich­
tung ist im, Bild 5;22 dargestellt. Ihre Anwendung ist dann sinnvoll, wenn eine Modell­
anpass~ng zyklisch in größ,eren Abständen erfolgen oder nach Überschreiten von Tole­
ranzbändem des Fehlers ausgelöst werden soll. 

~1 ~ 1.. ____ -'-______ • 

Bild 5.22. Verlauf der Datenwichtung 
bei einer block weisen Wichtung 

Bild 5.23 
Parameterverlauf der Schiitzung 
mit der gezielten Wichtung 

k 

z = 0%. fiT = [at. a~. a;. -10. -20]. 
8(0) = O. at = I + 0.3k, a~ = 2 - O.04k. 
a; = -3 - 0.3k. P(O) = 1015/. 

ptl = 10. P~2 = 0.1. pi3 = I. P:4 = pJ5 = 0 

Gezielte Wichtung. Die Datenwichtung entsprechend GI. (5.111) ermöglicht eine sehr 
einfache und selektive Wahl der, Wich~g und damit des Vergessens, entsprechend der 
Änderung jedes einzelnen Parameters. Ober die Beziehung der Kovarianzmatrlx für die 
Parameter von GI. (5.51) existiert eine feste Zuordnung der Elementept, und der Varianz 
der Parameter. Sind einige Parameter nicht zeitvariant, sind die Wichtungswerte pt, null 
zu setzen, da dann die Gesamtvarianz minimal wird. Für die zeitvarianten Parameter 
sind die Wichtungsparameter pt, in GI. (5.111) gezielt entsprechend der Änderungs­
geschwindigkeit zu wählen, wobei für hohe Änderungsgeschwindigkeiten größere Werte 
für die Elemente pr. zu nehmen sind. 

Dabei ist nach [1.31] der Wertebereich von 10- 2 ~ Pli ~ 102 in den meisten Fällen 
ausreichend. Bild 5.23 zeigt aber auch, daß eine gewisse Unempfindlichkeit bei der Wahl 
der Wichtungsparameter besteht. 

Dagegen wirken sich die gezielte und die ungezielte Wichtung enorm auf den Modell­
fehler aus. Im Beispie15.8 sind sowohl der Modellfehler G als auch die Parameterwerte 
der zeitinvarianten Parameter in Abhängigkeit von, der Wichtungsart dargestellt. Deut­
lich ist die Überlegenheit der gezielten Wichtung in beiden Darstellungen zu erkennen. 

Beispiel 
5.8 

Gegeben: 

Gesucht: 

ErgebDis: 

5.4.4. Methode der rekursiven verallgemeinerten Regression 

EinHuB einer gezielteD und ungezielteD Wichtung auf die Modeßgüte 

Systemgleichung 
5 

X = :E a,u, + z, 
I~ 1 

(JT = [a1,2, -3, -10,a;1, 
a1 = 1 + 0,25 sin kIlO. a; = 20 + 5 sin k/lO, 
Eingangssignale u, ~ NV (0, 1), 
Störung z ~ NV (0, a.); 10%, 

5 

Modellgleichung;i = :E d,u" 
I-I 

Startparameter 8(0)= 0, P(O) = 10151. 

Einfluß der Wichtungsmatrix p* auf den Modellfebler und die Parameterwerte. 

1. Modellfebler 

Modell- 12,2.' 10-1 

feblerG 

2. Parameterwerte bei k = 40 

7,5 '10-2 9'10,"3 

~ [~Wl0'wJ[~OOoJ 
1,77 

-2,76 
-9,77 

1,99 
- 3,00 
-10,00 

229 

Die Ergebnisse ~igen, daß die Modellgüte durch eine gezieIte Wich~ wesentlich verbessert werden 
kann. Dies gilt besonders für die Güte der zeitinvarianten Parameter. . 

5.4.4. Methode der rekursiven veraßgemeinerten Regression 

Die im Abschnitt 5.2.4 vorgestellte Methode der verallgemeinerten Regression und ihres 
Spezialfalls, der Markov-Schätzung, sind für eine Echtzeitparameterschätzung unge­
eignet. Deshalb soll in diesem Abschnitt ein Weg zur rekursiven Lösung der Schätzaufgabe 
vorgestellt werden. Den Ausgangspunkt der rekursiven Variante der Verfahren bildet die 
Schätzvorschrlft 

(5.116) 
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die unter der Annahme, daß die Matrix Weine doppelt symmetrische Gestalt besitzt, 
durch eine Cholesk)r-Zerlegung der Art 

W=RTR 

in die Form 

(5.117) 

übergeführt werden kann; s. Abschnitt 5.2.4, Gin. (5.68) bis (5.70). Aus GI. (5.117) kann 
in Analogie zur Ableitung des Verfahrens der rekursiven Regression (s. Abschn.5.3.3) 
die rekursive Form der verallgemeinerten Regression hergeleitet werden. Als Ergebnis 
erhält man für die Schätzvorschrift folgende Beziehungen: 

s (k + 1) = s(k) + k (k + 1) [i (k + 1) - ,;; (k + 1)T s(k)] 

k (k + 1) = P'(k),;; (k + 1)[1 + ,;; (k + 1) P'(k) iIi (k + 1)]-1 

P' (k + 1) = P'(k) - k (k + I) m (k + I)T P'(k). 

(5.118) 

Der rekursive Algorithmus ist in der Lage, das Modell dem System anzupassen und bei 
zusätzlicher entsprechender Wichtung der Daten durch eine der im Abschnitt 5.3.3.2 
dargestellten Formen auch nachzuführen. Rechentechnisch hat er gegenüber der direk­
ten Methode wesentliche Vorteile, weil eine Inversion entIallt. Problematisch bleibt die 
Ermittlung und die hohe Dimension der Wichtungsmatrix. W. 

Wird davon ausgegangen, daß die Wichtungsmatrix W durch die Kovarianzmatrix 
der Störung Z ersetzt wird (Markov-Schätzung), kann eine sehr günstige Strategie zur 
Ermittlung der Wichtungsmatrix gefunden werden [1.31, 5.31]. Wie bereits im Ab­
schnitt 5.2.4 vorgestellt, ist es zweckmäßig, die häufig unbekannte Kovarianzmatrix der 
StörungZ durch die des FehlersEzu approximieren. Der Fehler e steht bei den rekursiven 
Verfahren - s. GI. (5.118) - in jedem Schritt zu Verfügung. Die Kovarianzmatrix des 
Fehlers hat dann folgende Gestalt: 

[

Ree(O) •.. R.lk)] 

E = 1ee(k) ... 1 .. (0) . 
(5.119) 

Die Elemente der Kovarianzmatrix werden ebenfalls rekursiv nach folgenden Beziehun-
gen berechnet: . 

Schritt 1 

R~e.1<+1(i) = R~ •. ,,(i) + e (k + 1) e (k + 1 - i); i = 0, 1, ... , k. (5.120) 

Schritt 2 

R (i) ~ R~ •. H1(i) k + 1 
ee.k+l ~, 

. ~ee.1<+1(0) k + 1 - i 
(5.121) 

Als sehr erschwerend für den Echtzeitbetrieb bldbt nach wie vor die mit der Datenanzahl 
zunehmende Dimension der Kovarianzmatrix E des Fehlers. Wird davon ausgegangen, 
daß die Störung z keine periodischen Komponenten und keinen Gleichanteil enthält, 
werden die Elemente der Kovarianzmatrix Re.(i) für eine endliche Verschiebung imax 
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gegen Null streben, d. h. R •• (imax) ~ o. Dann geht die Matrix E in eine Bandmatrix der 
Form 

-R.e(O) R •• (imas) 0 ... 0 

0 
E= R.e(imax) .•• R •• (O) . • • R •• (i1DJ1x) 

0 

_0 ... 0 R •• (imaJ ... R •• (O) 

über. Damit ist die Möglichkeit gegeben, die A-priori-Information in einer Fehlerkova­
rianzmatrix E der Dimension (imax + 1) (i1DJ1x + 1) anstelle der MatrixZ der Dimension 
(k x k) näherungsweise zu erfassen. Der Aufbau der angenäherten Kovarianzmatrix 
und die Einschränkung auf die Dimension der Korrelationstiefe imax führen aufgrund der 
Symmetrie der Matrix zu einfachen Prozeduren bei der Berechnung der für die Trans­
formation benötigten Matrix (R- 1) T. Da die Transformationsmatrix auch die Dimension 
(imax + 1) hat, werden zur Realisierung der Transformation - s. GI. (5.69) - des k-ten 
Meßwertsatzes von m und x außer der Transformationsmatrix noch die imax zurückliegen­
den Datensätze von x und m benötigt. Sie müssen in einem Meßwertpuffer gespeichert 
werden. Er arbeitet folgendermaßen: 

1. Der älteste Meßwertsatz im Puffer wird durch den nächstältesten überspeichert. 
2. Alle übrigen Meßwertsätze rücken nach. 
3. Der Puffer wird mit dem jüngsten Meßwertsatz aufgefüllt. 

Diese" Stufen wiederholen sich in jedem Schritt. Die Berechnung des k-ten transfor­
mierten Meßwertsatzes erfolgt entsprechend GI. (5.69) durch die Multiplikation der 
(imax + 1 )-ten Zeile von (R- 1) T mit den Spalten des Meßwert puffers. Damit gilt allgemein 

mit imax + 1 = j [T11 ] [':'''_ J. 1 ... ':'''_ J.I I ~,,_ J] 

[m(k) : i(k)] = ~21 ~22. : : i :. (5.122) 
: : . • m,,-1.1 ... m"-1.1 i X"-1 
TJ1 TJ2 ... TJJ m".1 ... m".1 Ix" 

Mit GI. (5.122) wird deutlich, daß zur Realisierung der erforderlichen Transformation 
nur noch imax zurückliegende Meßwerte anstelle der ständig wachsenden Meßwertzahl k 
benötigt werden. Außerdem ist zur Transformation von der Matrix (R-1)T nur die letzte 
Zeile erforderlich. Diese mit der Näherung der Kovarianzmatrix erzielten Vorteile ge­
statten den effektiven Einsatz der rekursiven verallgemeinerten Regression [1.31, 5.31]. 

Da vor allem in der Startphase durch große Parameterabweichungen des Modells von 
denen des Systems auch der Fehler stark von der Störung z abweicht, ist es günstig, durch 
eine Vorsuche mit·der Regression oder der rekursiven Regression über k ~ imax Beob­
achtungen ein Startmodell für die Parameter und die Kovarianzmatrix des Fehlers zu 
ermitteln. Danach erfolgt die Parameterschätzung nur mit der rekursiven verallgemei­
nerten Regression. 

Das generelle Verhalten dieser Schätzmethode entspricht der rekursiven Regression. 
Bezüglich ihres Einsatzes gelten die im Ab,schnitt 5.2.4 zum Vergleich Regression­
verallgemeinerte Regression getroffenen Aussagen. 

Im Bild 5.24 ist der Schätzverlauf einiger Parameter für die rekursive Regression und 
für die rekursive verallgemeinerte Regression eines gestörten Systems dargestellt. Nach 
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relativ wenigen Beobachtungen istdie Schätzung der rekursiven verallgemeinerten Re­
gression schon gut konvergiert; dagegen liegen noch relativ große Parameterfehler beim 
Verfahren der rekursiven Regression vor. Die gleiche Aussage kann für .die Parameter­
schätzung zeitvarianter Systeme getroffen werden (Bild 5.25). 

20 

t 
Il; 10 

0 

6 

oj 

2 

o 

5.5. 

......... 
..... _---.-'--....-

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
"-

"-

___ _____ _ 0. 

Bild 5.24 

o 10 JO 
T-" -----, 

Schätzver/au/ der Verfahren 
rekursive Regression (- - -) 
und rekursive verallgemeinerte 
Regression (-) 

-- <--"" 
/ 

/ 

.....--
100 

200 

I 
I 

\ I 
\ I 
\ I . I 

(lT = [-3,1, S, 20], 
, Il 
,_-------- 3 

e-----_ ..... 
K-

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

WO 

\ I 
\:+------~ 
\ I 
y 400 500 

k-

°2 z = 60 %, stark korreliert, 
8(0) = 0 

Bild 5.25 
Verlauf der ParameterschätzUlllf 
der gewichteten rekursiven Regression (---) 
und der gewichteten verallgemeinerten 
Regression (-) 

(lT = [1,2 (l + O,OOSk)], 
z = 60%, stark korreliert, 

8(0) = 0, P~:I = 10' 

Methoden der optimalen Versuchsplanung 

5.5.1. Zielstellung und ausgewählte Grundlagen 

Die Methoden der optimalen Versuchsplflnung [1.39, 1.42, 1.43, 1.48,5.35 bis 5.42] zur 
Parameterschätzung statischer Systeme dienen dem Ziel, durch eine geeignete Wahl der 
Eingangsgrößen (Vorzeichen, Amplituden) die Güte der Schätzung weiter zu verbessern. 
Gleichzeitig soll durch die gezieIte Planung .der Experimente der Beobachtungs- und 
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Bearbeitungsaufwand minimiert werden. Als Optimalitätskriterien kommen somit in 
Frage 

1. ein maximal nutzbarer Informationsgewinn, 
2. eine möglichst geringe Anzahl von Experimenten, 
3. eine statistische Unabhängigkeit der Parameterschätzungen, 
4. ein geringer rechentechnischer Aufwand . 

Es wird nun davon ausgegangen, daß als Parameterschätzverfahren die MKQ (s. Ab­
schnitt 5.2) verwendet wird. Dieses Verfahren liefert unter bestimmten Bedingungen 
optimale Schätzungen für die Parameter. Wie bereits gezeigt wurde, hängt die zu er­
reichende Präzision der Schätzung wesentlich von der Wahl der Eingangsgrößen ab. 
Entsprechend den Betrachtungen im Abschnitt 5.2 ist der Zusammenhang zwischen der 
Modellgüte und den Werten der Eingangsgrößen durch die Beziehungen 

und 
(5.123) 

(5.124) 

unmittelba~ gegeben. Der Entwurf optimaler Werte der Eingangsgrößen erfolgt durch 
Ausnutzung einer der beiden Beziehungen u. a. mit dem Ziel, die Varianzen/Kovarianzen 
der Parameter und/oder Varianzen des geschätzten Ausgangs zu minimieren. Um das 
Problem des Entwurfs optimaler Versuchspläne lösen zu können, wird die Struktur des 
Systems als bekannt vorausgesetzt. Im allgemeinen wird das System hinreichend durch 
ein Polynom vom Grade d approximiert in der Form 

1-1 I 

X = do + L d,u, + L L dljutUj. 
1=1 1=1 j=I+1 

I I 

+ L dllu: + ... + L dll ... I ut • (5.125) 
1=1 1=1 

In Vektorschreibweise und bei Verwendung der allgemeinen Systembeschreibung gilt 
somit 

mit 

Von praktischer Bedeutung sind dabei folgende Strukturannahmen für das Modell: 

a) Polynome 1. Ordnung 

(5.126) 
mit 

mT = [1, U1 , U2, ... , U,] 

ST = [do, d1, d2, ... , d,], 

b) Polynom 2. Ordnung 
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m
T 

= [I, UI , •.. , Ul: UIU2 , ••• , Ul-1Ul: ui, ... , u~] 

i T 
= [120, 121' ••. , a l : a I2 , ••• , al-I./: au, ••• , 1211]' 

Ansätze höherer Ordnung werden selten benötigt und daher im Rahmen dieses Buches 
nicht weiter behandelt. 

Bevor auf die Erstellung von Versuchsplänen für die in den Gin. (5.125) und (5.126) 
genannten Systemstrukturen eingegangen wird, soll auf einige Grundbegriffe der Ver-
suchsplanung hingewiesen werden. . 
Un~r einem Versuch wird im folgenden die Gewinnung eines Wertes der Ausgangs­

größe x in einem vorgegebenen Versuchspunkt '" bezeichnet. Alle Punkte ",; i = 1,2, 
... , n, in denen Versuche realisiert werden können, werden zum Versuchsbercich V zu­
sammengefaßt. Die Gesamtheit aller zu realisierenden Versuche wird als VerSüchsplan 
bezeichnet. 

lIto 

/ 

I 
\ 

.,.----_.-.-............ 
Versuchs­
bfif'eich V 

konkl'f!ter 
Versuchsplan ~ 

~Pragnose­
) bereichH 

Bild 5.26 
Versuchsplongebiete 

für zwei Eingangsgrößen 

• Versuche filr "1 und "_ 
® Arbeitspunkt 

Im Bild 5.26 ist für zwei Eingangsgrößen ein möglicher Versuchsbereich dargestellt. 
Eine Auswahl von n voneinander verschiedenen Punkten "1' "2' ... , "R aus dem Bereich 
V, in denen je ein Versuch durchgeführt werden soll, nennt man einen konkreten Ver­
suchsplan VR vom Umfang n (s. Bild 5.26). Um die mit einem konkreten Versuchsplan 
VII zu erzielende Parametergüte zu beschreiben, wurde in Anlehnung an die für normal­
verteilte Ausgangsgrößen x geltende FiShersehe Inforniationsmatrix 

J = a;(ArM) (5.1t27) 

für die Schätzung i der Begriff der Informationsmatrix des konkreten Versuchsplans VII 
eingeführt : 

1 
J(Vn) = - ArM. (5.128) 

n 

Damit gilt für die Kovarianzmatrix der Parameter - s. GI. (5.123) -

2 

COV {i} = ~ J(V..)-I. 
n 

(5.129) 

Insgesamt wird deutlich, daß die für die Beurteilung der Güte des konkreten Versuchs­
plans verwendeten Beziehungen der GIn. (5.123), (5.124) und (5.129) nur von den Meß­
punkten "1' "2, ... , "11' d.h. vom konkreten Versuchsplan V., abhängen. Jede Opti­
mierung der Genauigkeit setzt damit voraus, daß eine Möglichkeit geschaffen wird, die 
Matrizen MTM oder ihre Inversen für verschiedene Versuchspläne miteinander zu ver­
gleichen. 

1· 
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Die Möglichkeit ist durch die Verwendung von Funktionalen gegeben, mit denen die 
Matrix ArM auf die reelle Achse abgebildet wird. Bei n Versuchen des Planes ist die 
Informationsmatrix J(VII) proportional zur Matrix ArM. Die Optimierung muß sich 
damit über alle konkreten Versuchspläne VII erstrecken. Die Menge der Pläne wird mit 
{VII} gekennzeichnet. Durch die Beziehung von J(VII)-I mit der Kovarianzmatrix 
COV {I} entsprechend GI. (5.129) ergeben sich auch gute Möglichkeiten für eine Inter­
pretation der Optimalitätskriterien. 

Aus der Vielzahl der in der Literatur [1.39, 1.42, 1.43] vorgeschlagenen und unter­
suchten Kriterien werden im Rahmen dieses Buches wegen ihrer Praxisrelevanz folgende 
ausgewählt: 

1. D-Optimalität 

Ein konkreter Versuchsplan V: heißt D-optimal, wenn die Beziehung 

min det (J(VII)-I) = det (J(V:)-I) 
Y .e(y.} 

(5.l30) 

erfüllt ist. Ist der Ausgangsvektor x normalverteilt, wird damit auch das Volumen des 
Streuungsellipsoids der Parameterschätzung i minimiert [1.42]. 

2. A-Optimalität 

Ein konkreter Plan V: heißt A-optimal, wenn gilt 

min Sp J(VII)-I = Sp J(V:)-I 
Y.e(y.} 

(5.132) 

Die E\emente der Hauptdiagonalen von J(Vn)-I sind bis auf einen konstanten Faktor 
die Varianzen der Schätzungen. Der A-optimale Versuchsplan minimiert die mittlere 
Varianz der Parameterschätzungen [1.42]. 

~ 

St 

Bild 5.27 
StreuungseUipsoid /Ur die Schätzung 
von zwei Parametern 

Da die Spur auch gleich der Summe der Halbachsenlängen des StreuungseIiipsoids ist, 
wird durch dieses Kriterium [1.42, 1.48] auch diemittIere Halbachsenlänge des Streu­
ungsellipsoids der Parameterschätzwlgen i minimiert (Bild 5.27). Die genannten Krite­
rien beziehen sich auf die Schätzung des Parametervektors s und sind daher unabhängig 
vom vorgegebenen Prognosebereich H (Bereich, der alle " enthält, für die Schätzwerte x 
bzw. J betrachtet werden sollen; s. Bild 5.27). 

Wird die Ausgangsgröße x betrachtet, spielt der Bereich H eine Rolle. Damit gelangt 
man zum Begriff der G-Optimalität. 

3. G-Optimalität 

Ein konkreter Versuchsplan V: heißt G-optimal, wenn gilt [1.42] 

min max mTJ(Vn)-I m = max mTJ(V:)-l m. (5.133) 
Y.e(Y,.} geR DeR 
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Ein G-optimaler Versuchsplan minimiert den maximalen Wert der Varianzfunktion des 
geschätzten Ausgangs, d.h. var {x} im Bereich H. 

Aus der Literatur (s. z.B. [1.39, 1.42, 1.43]) sind eine Reihe weiterer Optimalitätskri­
terien für den Entwurf von konkreten Versuchsplänen bekannt, die jedoch hier nicht 
näher betrachtet werden sollen. 

Die Menge aller möglichen Versuchspläne mit einem Umfang n ist häufig von sehr 
unübersichtlicher und komplizierter Struktur. Deshalb werden aus praktischen Gründen 
nur gewisse Teilmengen der möglichen Versuchspläne mit einfacherer Struktur verwendet. 
Die Auswahl erreicht man, indem man von den Plänen zusätzliche Eigenschaften fordert. 
Diese sind die Orthogonalität und die Drehbarkeit. 

Orthogonalität. Ein konkreter Versuchsplan VII soll orthogonal genannt werden, wenn 
seine Informationsmatrix J(VII) eine Diagonalmatrix ist. Die Zeilen von W sind dann 
paarweise orthogonale Vektoren. Die Schätzungen nach GI. (5.47) sind für die einzelnen 
Koeffizienten des gewählten Ansatzes unkorreliert. 

Drehbarkeit. Ein konkreter Versuchsplan VII für einen zum Koordinatenursprung sym­
metrischen Versuchsbereich V soll drehbar genannt werden, wenn die Varianzfunktion 
var {x} der Schätzung für x nur vom Abstand e = lul des Punktes u vom Ursprung ab­
hängt, d.h. es gilt [1.41]: 

(5.134) 

Die Realisierung der beiden genannten Eigenschaften führt zu sehr praktikablen Ver­
$uchsplänen. Die Güte der Parameterschätzung wird nicht verändert. 

Der illlgemeine Entwurf der Versuchspläne nach diesen Kriterien ist sehr aufwendig 
und der Spezialliteratur zu entnehmen (z.B. [1.42, 1.48,5.36,5.38,5.43]). Im Rahmen 
dieses Buches wird nur der Entwurf von Versuchsplänen für Polynomansätze k-ter 
Ordnung, die auf den Arbeiten von Box und Hunter [5.44] beruhen, dargestellt. . 

Im folgenden Abschnitt werden deshalb orthogonale und drehbare Versuchspläne 
vorgestellt, die das Systemverhalten durch Polynomansätze 1. und 2. Ordnung - siehe 
GIn. (5.125) und (5.126) - annähern, weitere zusätzliche praktische Forderungen erfüllen 
und bezüglich eines oder mehrerer Kriterien (D-, A-, G-) optimal sind. Diese Versuchs­
pläne werden als Mehrfaktorpläne bezeichnet. 

5.5.2. Mehrfaktorpläne für lineare Modelle 

5.5.2.1. Allgemeine Betrachtungen 

Im Abschnitt 5.5.1 wurde ein wahres Modell vorausgesetzt. Bei einer praktischen Auf­
gaben stellung ist aber in den meisten Fällen die wahre Systemstruktur unbekannt. Daraus 
folgt, daß für diesen Fall nicht mehr die Aussage des Gauß-Markov-Theorems gilt, die 
MKQ sei die beste lineare erwartungstreue Schätzung. Es wird deshalb auch keine Opti­
mierung der bisher betrachteten Kriterien durch den Versuchsplan mehr gefordert. Man 
versucht dagegen praktisch motivierte Forderungen an die verwendeten Versuchspläne 
zu erfüllen. 

Wesentliche Forderungen sind [1.42, 5.44]: 

1. Der Versuchsplan soll eine Schätzung des Modells - s. GIn. (5.125) und (5.126) - mit 
einer ausreichenden Genauigkeit im Prognosebereich H erlauben. 

2. Die Güte der gefundenen Beschreibung soll über einen Testnachprüfbar sein. Ist das 
Modell nicht dem System adäquat, wird der Grad des Polynoms um I erhöht. 
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3. Jeder Versuchsplan soll bereits den Kern eines Versuchsplans für ein Modell nächst­
höherer Ordnung bilden. 

4. Die Anzahl der Versuchspunkte soll möglichst klein sein. 
5. Die Versuchspläne sollen teilbar sein (Blockbildung), ohne daß wesentliche Eigen-

schaften verlorengehen. 

Es besteht nun dieAufgabe, für das in GI. (5.126) angenommene Modell einen I-dimen­
sionalen Versuchsplan der Ordnung d zu entwerfen. Für den Entwurfwird angenommen, 
daß Versuchs- und Prognosebereich übereinstimmen sollen. 

Da das allgemeinste Polynom d-ten Grades (I ~ d\ Koeffizienten besitzt, muß ein 

. J (l+d) . I-dimensionaler Versuchsplan der Ordnung d werugstens d Versuchspunkte ent-

halten, um jeden Koeffizienten schätzen zu können. Gleichzeitig muß jede einzelne 
Eingangsgröße - im weiteren entsprechend dem Sprachgebrauch der Theorie der opti­
malen Versuchsplanung mit dem Begriff "Faktor" bezeichnet - im konkreten Versuchs­
plan Vi. wenigstens d + I verschiedene Werte (Stufen/Niveaus) annehmen, um aus dem 
Plan die Koeffizienten eines Polynoms d-ten Grades ermitteln zu können. 

Da stets I ~ 2 Einfiußgrößen (Faktoren) betrachtet werden, wird in der Literatur von 
Mehrfaktorplänen gesprochen. 

In einem derartigen Versuchsplan nehmen damit die I stetig veränderlichen Faktoren 
nur IXI ; i = i, ... , I, verschie<iene feste Stufen an, die noch geeignet zu wählen sind. Durch 
die Festlegung der Niveaus wird der Versuchsbereich diskretisiert. 

Ein Versuchsplan, der illle möglichen oder einen nach bestimmten Regeln festgelegten 
Teil (s. Abschn.5.5.2.2) illler möglichen Kombinationen der endlich vielen Niveaus jedes 
Filktops (I ~ 2) enthält, wird als faktorieller Versuchsplan bezeichnet [1.42]. 

Bei einem StrukturansatZ vom Grade d in allen I Variablen muß stets IXI = d + 1; 
i = I, ... , I, gewählt werden. Wird für alle Eingangsgrößen/Faktoren eine gleiche An­
zahl von Niveaus verwendet, ist der Versuchsplan symmetrisch. Unsymmetrische Ver­
suchspläne mit verschiedener Niveauanzahlfür die einzelne Eingangsgröße werden ver­
wendet, wenn apriori bekannt ist, daß der Strukturansatz nicht für illle Eingangsgrößen 
gleich gewählt zu werden braucht. 

5.5.2.2. Vollständige Faktorpline 

Wird das statische Verhalten des Systems durch ein Polynom 1. Ordnung - GI. (5.126)­
hinreichend beschrieben, ist die Wahl von zwei Stufen für jede Einfiußgröße/Faktor 
hinreichend. Damit gilt IXI = 2; i = 1, 2, ... , I. 

Für die weiteren Betrachtungen werden die Aussteuerungen der Eingangssignale/ 
Faktoren um den Arbeitspunkt durch die Beziehung 

UIN = u, - UiO (5.135) 

I", - "iOl 

normiert. Unter Beachtung dieser Normierung auf die Aussteuerung um den Aibeits­
punkt wird. in den weiteren Ausführungen die vereinfachte Schreibweise "I ~ "IN bei­
behalten. 

Als Versuchsbereich entsteht damit ein I-dimensionaler Würfel der Art 

V:-I~u,~l; i=I, ... ,'1. (5.136) 

Für 1= 2 und 1= 3 ist der Versuchsbereich im Bild 5.28 dargestellt. 
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Da die Varianz der zu schätzenden Parameter für die Niveaus ± 1 minimal wird [1.42, 
5.44], werden diese bei allen Plänen verwendet. 

Die Versuchspunkte mit den Niveaus + 1 und -1 entsprechen der maximal gewählten 
Aussteuerung und erzwingen somit die größte Parameterempfindlichkeit und den größten 
Störabstand. Damit sind die Versuchspunkte die Eckpunkte des l-dimensionalenWürfels V 
(Bild 5.28). In den weiteren Betrachtungen werden die Niveaus + 1 und -1 symbolisch 
häufig mit + und - bezeichnet. 

Uz r---
I 
I 

-1 
I .... --

+1--1 

I 
I 

+1 
I 

-1--~ 

[-z 
u1 

Bild 5.28 
VoUständige Faktorpläne 
/ürl= 2undl= 3. 

Ein vollständiger faktorieller Versuchsplan des Typs 2' - im weiteren durch den Aus­
druck VFV2'abgekürzt - enthält somit 2' Kombinationen derbeid~n Niveaus der 
1 EinflußgrößenjFaktoren. Dabei wird die Basis des ExponentialauSdrucks durch die 
Niveauanzahl 1X, und der Exponent durch die Anzahl· der Faktoren 1 festgelegt. Somit 
ergibt sich die gesamte Versuchsanzahl n zu n= 2;.· . 

An Beispiele!,- soll nun im weiteren der Entwurf vollständiger faktorieller VersuchsplÖile 
aufgezeigt werden. 

Versuchs- I Uo 

Tafel 5.6 
Ul U2 "1"2 VollstOndiger FaktorpIon. vom Typ 22 

Nr. 

1 + + 
2 + + 
3 + + 
4 + + + + 

Ausgangspunkt soll der Versuchsplan für zwei unabhängige EinfiußgrößenjFaktoren 
(I = 2) sein. In Tafel 5.6 ist der VrV22 in einer für die AUswertung günstigen Form dar­
gestellt. Dabei bilden die zweiteuIid dritte Spalte den zu realisierenden Versuchsplan VR • 

Es ist zu erkennen, daß neben den Koeffizienten des Arbeitspunktes (ao) und der Einfluß­
größen (al' a2) immer der Einfluß der Wechselwirkung der Faktoren U1 und U2 durch 
den Koeffizienten a12 ermittelt werden kann. Damit ist folgende Modellstniktur mög-
li~: . 

(5.137) 

Wird ein Versuchsplan flir zwei unabhängige Einflußgrößen (I = 3) entworfen und rea-
lisiert, kann folgendes Modell ermittelt werden: . 

x = Clouo + Cl1u 1 + Cl2U2 + Cl3U3 + 812U1U2 

(5.138) 
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In Tafe15.7 ist der entworfene VFV23 dargestellt, der sich als Erweiterung des VFV22 

durch eine dritte Einflußgröße mit den Niveaus + und - ergibt. 
Analog zu diesem Vorgehen werden für eine beliebige Anzahl von Einflußgrößen/ 

Faktoren die VFV2' entworfen und realisiert. 

Versuchs- I "0 

Tafel 5.7 
Ul "2 "3 U1U2 "1U3 U2U3 UI U2"3 VollstiindiKer Faktorplan 

Nr. vom Typ 2 3 

1 + + + + 
2 + + + + 
3 + + + + 
4 + + + + 
5 + + + + 
6 + + + + 
7 + + + + 
8 + + + + + + + + 

Aufgrund der Eigenschaften der VFV2' vereinfacht sich di~ Schätzvorschrift der 
Regression- s. Abschnitt 5.2, GI. (5.47) - wesentlich, und<ue Gütewerte für die Para­
meterstreuungen werden optimal. Da die VFV2~ orthogonale Versuchspläne sind, wird 
die Matrix MTM eine DiagonaImatrix, deren Diagonalelemente den Wert n (d.h. der 
Versuchsanzahl) besitzen. Damit ergibt sich für die in der MKQ benötigte Matrix 

(5.139) 

Unter Verwendung der Schätzvorschrift für die MKQ - s. GI. (5.47) - folgt damit für 
- die Schätzvorschrift der Parameter 

(5.140) 

und für die Gütewerte der Parameter 

{A} 1 2 var S, = - az ·; 
n 

i = 1,2, ... , m 
(5.141) 

i,j = 1,2, ... m. 

Damit wird deutlich, daß die Methode der Versuchsplanung garantiert, daß die Schätzung 
der Parameter des Modells unkorrelieit ist. AIs Probleme der voUstandigen faktoriellen 
Versuchspläne sind zu nennen: .. 

1. Die enorme Zunahme der Versuchsanzahlbei einer größer werdenden Anzahl von 
EinfiußgrößenjFaktoren (z.B. 1 = 6,d.h. 64 Versuche; 1 = 10, d.h. 1024 Versuche). 
Einen praktikablen Ausweg stellt der Entwurf von unvollständigen Faktorplänen dar, 
die im Abschnitt 5.2.2.3 betrachtet werden. 

2. Die häufig über zu große Zeitt:äume auf eines der beiden Niveaus (+ 1, - 1) zu halten­
den Einflußgrößen bei EiIihaltung der normalen Reihenfolge bedingen systematische 
Fehler oder gefährden das System. Der Ausweg besteht in einer zufälligen Gestaltung 
der. Versuchsreihenfolge( der· "Randomisierung"}. .. 
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3. Die konsequente Fortführung ~es Konstruktionsprinzips für VFV2' für System­
modelle d-ten Grades (d ~ 2) führt zu Plänen, die alle möglichen (d + I)'-Kombina­
tionen der (d + 1) Niveaus der 1 Einfiußgrößen/Faktoren enthalten. Ein vollständiger 
Versuchsplan für ein Modell 2. Grades (d = 2) wäre somit vom Typ 3' . Diese Pläne 
werden auf grund der sehr hohen Versuchsanzahl und ihrer ungünstigen statistischen 
Eigenschaften nicht verwendet. Mögliche Entwurfsstrategien für diesen Modelltyp, 
die die genannten Nachteile nicht besitzen, werden im Abschnitt 5.5.3 vorgestellt. 

5.5.2.3. Teilfaktorpläne 

Wie bereits im Abschnitt 5.5.2.2 gezeigt wurde, nimmt mit der Zunahme der Anzahl der 
Einfiußgrößen/Faktoren die Anzahl der Versuche nach dem Gesetz n = 2' ebenfalls 
enorm zu. Der vollständige Versuchsplan ist erforderlich, wenn alle 2' Parameter(d.h. 
das Absolutglied ao, die Parameter der einzelnen Einflußgrößen a/; i = 1,2, ... , 1 und 
die Parameter aller Wechselwirkungen) ermittelt werden müssen. Dies ist in der Praxis 
selten der Fall. Auf der Grundlage von A-priori-Wissen wird deshalb immer davon aus­
gegangen, daß alle oder einige Wechselwirkungen nicht existieren. Damit wird es mög­
lich, die Anzahl der notwendigen Versuche durch die Verwendung sog. teilweiser fak­
torieller Versuchspläne - im weiteren mit TFV bezeichnet - wesentlich zu reduzieren. 
Gleichzeitig sollen die TFV so gestaltet werden, daß die sehr guten statistischen Eigen­
schaften der VFV nicht verIorengehen. 

Versuchs- I "0 "3 (= "1"2) 
Talel5.8 

"1 "2 Teil/aktorp/an vom Typ p-l 
Nr. 

1 + + 
2 + + 
3 + + 
4 + + + + 

Um das Grundprinzip des Entwurfs von TFV zu zeigen, soll von dem Beispiel in 
GI. (5.138), d. h. von 1 = 3 Einflußgrößen, ausgegangen werden. Es sei apriori bekannt, 
daß alle Wechselwirkungen nicht existieren. Dann reduziert sich die Modellgleichung von 
GI. (5.138) auf den Ausdruck 

x = douo + alUl + a2U2 + a3U3o (5.142) 

Bei Verwendung des VFV23 würden die vier Parameter von GI. (5.142) aus acht Ver­
suchen ermittelt werden. Der Entwurf teilweiser faktorieller Versuchsplänegeht nun 
davon aus, daß in VFV mit einer geringeren Anzahl von Einfiußgrößen die Planungs­
niveaus der Wechselwirkungen für weitere Einflußgrößen zu verwenden sind. In dem hier 
gewählten Beispiel setzt man in einem VFV22 für die Wechselwirkung UlU2 die unab­
hängige Einfiußgröße U3 ein. Der damit entstehende Versuchsplan für die Parameter des 
Modells ist, aufbauend auf den VFV22 (s. Tafel 5.6), in Tafel 5.8 dargestellt. Es ist zu 
erkennen, daß die Schätzung der Parameter ebenfalls entsprechend GI. (5.140) erfolgen 
kann und daß sich die statistischen Gütewerte bezogen auf die Versuchsanzahl nicht ver­
ändern. Dagegen hat sich die Anzahl der Versuche bei diesem einfachen Beispiel bereits 
Um die Hälfte verringert. Als allgemeine Bildungsvorschrift für Teilfaktorpläne TFV2' -1> 

gilt folgendes: 
Zur Konstruktion eines TFV 2' -

1J wird von dem (1 - p) Einfiußgrößen entsprechenden 
VFV2' -

1J ausgegangen. Dieser Plan wird durchp Spalten für pzusätzliche Einflußgrößen 

I 

! 
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ergänzt. Die zugefügten Spalten werden aus den elementweise gewonnenen Produkten 
von mindestens zwei und maximal (1 - p) Spalten des VFV gebildet. Häufig wird die 
Einführung des Begriffs "Generator" vorgenommen, der angibt, welche der möglichen 
Produkte für die p Spalten des TFV2

'
-1> verwendet wurden (in Tafel 5.8 wird das Pro­

dukt Ul U2 als Generator verwendet). 

Versuchs- I "0 
"4=1 --~ 

Taje15.9 

Nr. "1 "2 "3 "1"2 "1"3 "2"3 "1"2"3 
Teil/aktQrplan vom Typ ~-1 

1 + + + + 
2 + + + + 
3 + + + + 
4 + + + + 
5 + + + + 
6 + + + + 
7 + + + + 
8 + + + + + + + + 

Durch die Wahl verschiedener Generatoren für die zusätzlichen Einflußgrößen kön­
nen verschiedene Varianten von TFV mit gleichen Eigenschaften entworfen werden~ In 
Tafel 5.9 ist dies für ein TFV24 - l , der auf ein VFV23 aufbaut, dargestellt. Es ist zu 
sehen, daß aus dem VFV23 mit den Generatoren 

r' UlU3 
• U4 = 

U2U3 

U 1U2U3 

vier TFV24 - l entworfen werden können. Wie die VFV sind auch die TFV für lineare 
Modelle und Versuchsplangebiete in der Form des Hyperwürfels mit den Versuchspunk­
ten ± 1 D-, A- und G-optimal und geStatten somit die Schätzung der Parameter mit maxi­
mal möglicher Genauigkeit. 

Als Problem bleibt bei den TFV der Einfluß von nicht beachteten Wechselwirkungen 
auf die geschätzten Parameter der Einflußgrößen. Betrachtet man die Meßwertmatrix 
des TFV23 - l in Tafel 5.8, so kann man feststellen, daß U3 und Ul U2 identisch sind. Das 
bedeutet, daß dieser Plan nur die gemeinsame (vermengte) Schätzung von 03 und 012 
ermöglicht. Der geschätzte Parameter 0; des TFV23 - l ergibt sich damit zu 

0; -+ d3 + du. 

Hieraus ist zu ersehen, daß der Parameter .der .Einflußgröße U3 nur im Fall der versc:hwin­
denden Wechselwirkung U/U2 richtig geschätzt werden kann. Um das sog. Vermengu.ngs­
gesetz anzugeben~das den Zusammenhang der Parameter der Einfiußgrößen mit denen 
der Wechselwirkungen beschreibt, wurde in der Theorie der Versuchsplanung [1.42] der 
Begriff der definierenden Beziehung eingeführt. Sie ergibt sich aus den Produkten der 
Elemente der Matrix M, die die Elemente der ersten Spalte ergeben. Die Elemente der 
ersten Spalte sind immer 1 (flanung für uo) und werden symbolisch mit 1 bezeichnet. 
Damit gilt für die definierende Beziehung des TFV23 - l 

(5.143) 
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Aus der GI. (5.143) ergeben sich durch Multiplikation mit den Einflußgrößen u,; i = 1, 
2,3, und bei Beachtung, daß ur = 1 ist, folgende Vermengungen: 

Für die vermengten Schätzwerte der Parameter gilt damit für den TFV23 -1 : 

a~ -+ ao + a123' 
a~ -+ a2 + a13' 

a~ -+ a1 + a23 
a; -+ a3 + a12. (5.144) 

Um die Wechselwirkungen erkennen und korrigieren zu können, wird ein alternativer 
TFV23 -

1 mit der definierenden Beziehung 

1= -U1U2U3 
realisiert, der folgende vermengte Schätzwerte liefert: 

a~ -+ ao - 17123, 
a~ -+ a2 - a13' (5.145) 

Damit können aus beiden TFV23 - 1 die unvermengten Parameter der Einflußgrößen 
nach der Vorschrift 

i = 0, 1,2,3, 

und die der Wechselwirkungen nach der Vorschrift 
",I A" ao - ao a12 3 = -"-----=-

2 

ermittelt werden. Entsprechend dieser Strategie wird auch bei Versuchsplänen mit vier 
und mehr Ein:fiußgrößen vorgegangen [1.42, 1.48, 5.39]. 

Von besonderem praktischem Interesse sind Versuchspläne, bei denen alle Wechsel­
wirkungen der Einflußgrößen vernachlässigt und die Planungsniveaus durch neue Ein­
fiußgrößen belegt werden. Diese Versuchspläne, die als gesättigte Pläne bezeichnet werden, 
ermöglichen die Schätzung der Parameter aus n = 1 + 1 Versuchen. So ist es z. B. mög­
lich, auf der Grundlage der VFV23 mit acht Versuchen die Parameter von sieben Ein­
fiußgrößenjFaktoren zu schätzen (Tafel 5.10). Der VFV27 würde dagegen 128 Versuche 

Tafel 5.10. Gesättigter Teilfaktorplanfür I = 7 

Versuchs­
Nr. 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

+ 
+ + 
+ 
+ + 
+ 
+ + 
+ 
+ + 

U2 

+ 

+ 
+ + 

+ + 
+ 

+ + 
+ + + 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 
+ 

+ 
+ 

+ 
+ 

+ 

+ 

I 
t 
1 
1 
J 
"' ! 
,,:4 
i 

:~~ 
i! 
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umfassen. Auf der Grundlage theoretischer Untersuchungen ist es Plackett und Burman 
[5.46] gelungen, füf' den Entwurf der gesättigten orthogonalen Versuchspläne eine ein­
fach zu realisierende Strategie zu entwerfen, wenn die Anzahl der Versuche n ein Viel­
faches von 4 ist. 

In ihren Arbeiten sind Pläne von n = 4 bis n = 100 (außer 92) angegeben, die nach 
einer einfachen Vorschrift aus den in Tafel 5.11 angegebenen ersten Zeilen konstruiert 
werden können. 

Tafel 5.11. Die erste Zeile der gesättigten Versuchsp/iine für den Entwurfnach Plackett-Burman 
für n = 8 bis n = 84 Versuche 

n I 1. Zeile 

8 + + + - + -
12 + + - + + + - - + -
16 + + + + + - + + - - + 
20 + + + + + + - + - + - - - +.+ -
24 + + + + + - + - + + - - + + - - + -+----
32 + + - + + + + + - - -+++++-- + +-+--
36 + + + + - - - + + + + + - + + +-- +----+-+- + 

+ 
44 + + + + - - + + + - + + + ++ - - -+ -++ +--- -

+ + + + - + + 
48 .+ + + + + + + + + - - + - + - +++- - + --++-++ -

+ + + + - - - - + 
60 + + + + + - + - + - + - + ++-+ +++ --++++ + 

+ + - - + + + -++- +-+ ---+-
68 + + - + - + - + + + + ++-+ -++++++-- + 

+ - + + + + + - - - + -+- - -- + ++ --+ + 
+ - + + -

72 + + + + + + + + + + + - + +-++ +---+ +-+- + 
+ + + + + + - - + + + + - -+-+--+ + + -,- - + -

+ + + - + 
80 + + + + + - - + + + + - + - - + -+ + + +++-+ +-- -

+ + + - + - + - + - + + + - -++++--+ - - -- -
+ + + + - - - - + + - + -

84 + + + + + - + + + + + +---+- +-++++ + 
+ + + + + - + + + -++-+-------+ 

+ + + - + + + - - + - + +-- + -

+ 
+ 

-

+ 

+ 

+ 
+ 

Die Versuchsmatrix Mwird aus den in Tafel 5.11 angegebenen Zeilen nach folgender 
Vorschrift aufgebaut: 

Ausgehend von der gewählten ersten Zeile wird die zweite Zeile durch Verschieben 
aller Elemente um eine Stelle nach rechts und Einsetzen des letzten Elements der ersten 
Zeile an die erste Stelle gewonnen. Diese Vorgehensweise wird bis zur (n - l)-ten Zeile 
zyklisch wiederholt. Die Versuchsplanmatrix M wird komplettiert, indem noch 

1. eine n-te Zeile mit negativen Niveaus, 
2. eine erste Spalte mit positiven Niveaus 
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Ta/ei 5.12: Gesättigter Versuchsplan/ür I =)1 

Versuchs- 1"0 Ul U2 U3 U4 U, U6 U7 Us . U9 U10 Ull 
Nr. 

1 + + + + + + + 
2 + + + + + + + 
3 + + + + + + + 
4 + + + + + + + 
5 + + + + + + + 
6 + + + + + + + 
7 + + + + + + + 
8 + + + + + + + 
9 + + + + + + + 

10 + + + + + + + 
11 + + + + + + + 
12 + 

hinzugerügt wird. In Tafel 5.12 ist diese Entwurfsstrategie rür einen gesättigten Plan mit 
1 = 11 Einfiußgrößen dargestellt. . 

Bei der Realisierung aller vorgestellten Versuchspläne ist es zweckmäßig, in den n 
Versuchspunkten 111 jeweils {} Versuche ({) = 2, 3, ... ) zu realisieren, um aus den erhal­
tenen Ausgangsgrößen und den geschätzten Parametern Schätzwerte rur die Streuung 
der Störung er; und die Reststreuung ai zu erhalten. 

Beide Größen dienen als Ausgangspunkte für den Test auf Adäquatheit der gewählten 
ModellstrUktur. Ist die Reststreuung groß gegenüber der Streuung der Störung, kann 
davon ausgegangen werden, daß die gewählte Modellstruktur nicht richtig ist. 

Den Schätzwert rür die Streuung der Störung erhält man aus den in den n Punkten des 
Versuchsplans zusätzlich durchgerührten Versuchen aus der Beziehung 

2 1 n" - - I" s" = . L L (xl) - r)2 mit Xl =- LxI}. (5.146) 
n({}-I)I~lJ~l {}J~l 

Als Schätzwert rür die Reststreuung ai wird der Ausdruck 

si = 1 t (Xl - X')2 mit Xl = miT;; 
n -1- 1 I~l 

angesehen; s. auch GI. (5.47). 

(5.147) 

Für den Vergleich der Reststreuung mit der Streuung der Störung wird der F-Test 
(s. Abschn.2.3.3) in der Form 

2 

F = SR 
2 

S" 

mit den Freiheitsgraden 

fl=n-I-l. f2=n({}-I) 

(5.148) 

verwendet. Ist der in GI. (5.148) berechnete Wert kleiner als der rur ein gewähltes Signi­
fikanmiveau aus Tafel A5 entnommene Wert F",Ji'/2, wird davon ausgegangen, daß 
die gewählte Modellstruktur der vorhandenen Systemstruktur mit einer Wahrscheinlich­
keit von P = 1 - IX entspricht. Wiid die Hypothese verworfen, ist z. B. von einer Modell­
struktur I. Grades zu der 2, Grades überzugehen und der Test zu wiederholen. 

Im Beispiel 5.9 ist die Vorgehensweise rür verschiedene Modellansä~ dargestellt. 

Beispiel 
5.9 

GegebeD: 

Gesucht: 

Ergebnis: 
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ErmittIuug und Test von ModeDen 1. und 2. 0nImmg 
auf der Grundlage optimaler VersudJspläDe 

Systemgleichung 

+a11uf + a22ui + z, 
ao = 2, al =a2 = a12 = 1, a11 = a22 = 0,5, 
Störung z a NY (0, ... ). 

Die Struktur und die Parameter des Systems auf der Grundlage der Methoden der 
optimalen Versuchsplaoung.-

Schritt 1 
- Modellannahme 

x = do + dlUl + d2u2 
- Entwurf und Realisierung eines Versuchsplans vom Typ 22 

Uo Ul U2 I Xl 

+1 -1 -1 2,05 
+1 +1 -1 1,95 
+1 -1 +1 2,025 
+1 +1 +1 5,975 

- Schätzung der Parameter nach GI. (5.140) 
liT = [3; 0,9625; 10], 

- Test auf Adäquatheitder gewählten Modellstruktur (F-Test). 

1. Die Berechnung der Reststreuung nach GI. (5.146) ergibt si = 4,1. 
2. Die Berechnung der Streuung der Störung auf der Gtun:dlage eines zweiten Ver­

suchs (0 = 2) in jedem Versuchspunkt 

Uo Ul U2 I Xl xl 

+1 -1 -1 2,025 1,975 
+1 +1 -1 1,95 1,98 
+1 -1 +1 2,05 2,02 
+1 .+1 +1 5,975 6,025 

entsprechend GI. (5.145) ergibt den Wert 
s: = 8,5' 10-4 • 

3. Die Überprüfung der Adäquatheit des Modeßansatzes erfolgt mit der Hypothese 
Ho: oi = 11: für die Freiheitsgrade ' 

f. = n (0 - 1) = 4, Ja = n - 1- 1 = 1 

und den Tafelwert für ein Risiko von 5 % 
Fra•r •• « = 7~71 ... .. 
(s. Anhang Tafel A4). Aus dem Vergleich des berechneten F-Wertes entsprechend 
GI. (5.147) 

F= ~=48235 
0,00085 ' 

mit dem TafelwertFrlt,r .,« wfrdersichtlich, daß die Hypothese mit 95%iger Sicher­
heit abzulehnen ist. Damit ist der gewählte Ansatz zu verwerfen und die Modell­
ordnung zu ~höhen. 

Fortsetzunl von Bdsplel ;.9 s. S.246 
;.' . 



246 

Beispiel 
5.9 

5. Bestimmung des statischen Verhaltens von gestörten Systemen 

. 
Ermittluug und Test von Modellen 1. und 2. Ordnung 
auf der Grundlage optimaler Versodlspläne 

Schritt 2 (s. Abschn. 5.5.3) 

- Neue ModeIlannahme 

x = 40 + 41Ul + 42U2 + 412U1U2 + 411U~ + 422U~ 
- Entwurf und Realisierung eines orthogonal zentral zusammengesetzten Versuchs­

plans 2. Ordnung (planungskern vom Typ 22 ) 

Uo Ul U2 U1U2 u 2 
1 u 2 

2 Ix 
+1 -1 -1 +1 +1-f +1-f 2,05 
+1 +1 -1 .:..1 +1-f +1-f 1,95 
+1 -1 +1 -1 +1-f +1-f 2,025 
+1 +1 +1 +1 +1-f +1-f 5,975 
+1 +~ 0 0 ~2 -f O-f 3,53 
+1 -~ 0 0 ~2 -f O-f 1,47 
+1 0 +~ 0 O-f ~2 -f 3,46 
+1 0 -~ 0 O-f ~2 -f 1,54 
+1 0 0 0 O-f O-f 2,05 

mit 01: = 1 aus GI. (5.154) 
f= 0,66 aus GI. (5.152) 

- Berechnung der Parameter des Modellansatzes mit GI. (5.140) und GI. (5.155) für 
da mit dem Ergebnis 
dT = [2,02; 0,985; 0,986; 1,0125; 0,485; 0,485] . 

- Erneuter Test auf Adäquatheit der Modellstruktur mit dem F-Test 
1. Die Berechnung der Reststreuung ergibt 

s~ = 3,2' 10-3• 

2. Die Überprüfung der Hypothese Ho: O'~ = a; für die Freiheitsgrade 

f. = n ({) - 1) = 3 (s. Schritt 1) 

fR = n - 1- 1 = 3 
und den Tafelwert für ein Risiko von 5 % 
Fr.,r .. ~ = 6,59 
(s. Anhang Tafel A4). Für den berechneten F-Wert erhält man 

F = ~ = 0,0032 = 3 76. 
s~ 0,00085 ' 

Da in diesem Fall F < Frl.r.,~ ist, wird die Hypothese angenommen. Dies bedeutet, daß. kein Unter­
schied zwischen der Reststreuung und der Streuung der Störung mit 95 %iger Sicherheit existiert. Damit 
ist die gewiihlte Mode1Istruktur der des Systems adäquat. 

5.5.3. MehrfaktorpIäne für nichtUneare Modelle 2. Ordnung 

5.5.3.1. ~blernstelhlng 

Ist die Beschreibung des statischen Verha1tens eines Systems durch ein Polynom 
1. Ordnung - s. GI. (5.126) - nicht hinreichend, muß eine Beschreibung mit einem Poly­
nom höherer Ordnung versucht werden. Von praktischer Bedeutung und in sehr vielen 
Fällen ausreichend ist die Verwendung von Polynomen 2. Ordnung - s. GI. (5.126). Auf 
diesen MOdelltyp beschräilken sich die weiteren Betrachtungen. Bei einem Modell 2. Ord- I 
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nung sind mindestens drei Versuchspunkte für jede d~r I unabhängigen Eingangsgrößen 
erforderlich. Das bedeutet mindestens n = 3' Versuchspunkte. Im Bild 5.29 ist für eine 
Eingangsgröße Ui die Aussteuerung um den Arbeitspunkt dargestellt. Wird eine Normierung 
entsprechend GI. (5.135) vorgenommen, erhält man als normierte Versuchspunkte die 
Werte -1,0, + 1. Für zwei Eingangsgrößen wird die Aussteuerung entsprechend diesen 
normierten Werten im Bild 5.30 gezeigt. 

x 

o 
I I I 

Bild 5.29. Aussteuerung einer nichtlinearen 
Kennlinie um den Arbeitspunkt 
• Versuche um den Arbeitspunkt 
® Arbeitspunkt '" Nullpunktversuch 

u., 

r--- +1--, 

I I 
I I 

-1 +1 Uz 
I I 
I -1-.J ---

Bild 5.30. Versuchsplan des Typs 32 

Wird ein Versuchsplan nach diesen Prinzipien entworfen, erhält man z. B. für den 
Modellansatz 

(5.149) 

den in Tafel 5.13 angegebenen Versuchsplan. Eine Berechnung der Matrix M'fM für 
dieselt Plan ergibt 

M'fM::F cI. (5.150) 

Aus der nichtdiagona1en Matrix von GI. (5.150) folgt, daß ein derartig gesta1teter Ver­
suchsplan folgende Eigenschaften hat: 

- keine unabhängige Schätzung der Parameter (d.h. keine Orthogonalität) 
- Varianz der Parameter nicht unabhängig von der Lage des Planes (d. h. keine Drehbar-

'keit des Planes). 

Die genannten Nachteilt: dieser Entwurfsstrategie werden dadurch beseitigt, daß Ver­
suchspläne entworfen werden, die orthogona1 (orthogona1e zentra1e Versuchspläne) bzw. 
drehbar (drehbare zentrale Versuchspläne) sind. Diese erlauben unabhängige Parameter­
schätzungen mit einer von der Lage des Versuchsplans unabhängigen minima1en Varianz 
der Parameter. 

Versuchs- I Uo 
u2 u'1. u2 

Tafel 5.13 
Ul U2 U3 1 2 3 Versuchsplan 110m Typ 32 

Nr. für dar Modell von GI. (5.149) 

1 1 1 1 1 
2 1 0 1 0 
3 1 -1 1 1 
4 0 1 0 1 

2S i -i -i i i i 
26 1 -1 -1 0 1 0 
27 1 -1 -1 -1 1 1 
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5.5.3.2. Orthogonale zentrale VersuChspläne 

Wie im Abschnitt 5.5.3.1 gezeigt wurde, liefern Versuchspläne vom Typ n = 3
' 
nicht die 

gewünschten statistischen Eigenschaften. Deshalb wurden Pläne entworfen, die für jede 
Einfiußgröße fünf Versuchspunkte vorsehen, mit denen die Bedingung der Orthogonali­
tät eingehalten werden kann [5.44, 5A5, 5A7]. Der Versuchsplan wird aus folgenden 
Teilen zusammengesetzt: 

• .ein Planungskem vom Typ 2' (2' -') 
• 2' Sternpunktversuche 
• no Nullpunktversuche (no = I). 

Damit ergibt sich die Gesamtversuchszahl zu n = 2' + 2
'
+1. Im Bild 5.31 ist die Lage 

der einzelnen Komponenten des Pliines und des Gesamtplans für zwei Einflußgrößen 
dargestellt. 

Planungslcern 

t--­
I 
I 

-­I 
I 

Nullpun/lt -
versuche 

+ 
/ 

Stem{lUflkt­
versuche 

",- -.... 

I a 
I~ 

\ 
\ , 

, 
\ 
\ 

I 
/ ........ _/ 

~------~v~---------J 

u, -­I 
I 

I J 

~- --... 

Bild5.3l 
Entwurl von zusammengesetzten 
zentralen Versuchsplänen 
• Versuche des Planungskerns 
® Nullpunktversuche 
x Stempunktversuche 

Die angestrebte Orthogonalität wird über die Normierung aller quadratischen Grö-
ßen uf; i = 1,2, ... , I, nach der Vorschrift . 

mit 
(5,151) 

" 
f= u: = L u;/n 

J=1 

und durch die Festlegung der Niveaus ±IX erzwUngen; Für den in GI. (5.149) angegebenen 
Ansatz ergibt sich darilit der in Tafel 5.14 dargestellte zusammengesetzte Versuchsplan. 
Es ist ersichtlich, daß bei Verwendung von Planungskernen vom Typ 2

' 
der Wert für die 

Größe f allgemein aus der Beziehung 

f= 2' + 2tX
2 

2' + 2tx + I 
(5.152) 

bestimmbar ist. Der Wert für das Planungsniveau kann aus der Forderung abgeleitet 
werden, daß für orthogonale Versuchspläne die Summe der Produkte der Elemente 

. I 

. j 
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TaleI5.l4. Zusammengesetzter Versuchsplan mit einem Planungskemoom Typ 2' 
für das Modell von GI. (5.149) 

Versuchs- I UD 
U1 U2 "iN U~N 

Nr. 

1 1 1 .. 1 1-1 1-1 Planungskern 
2 1 1 -1 1-1 1-1 
3 1 -1 1 1-1 I-J 
4 1 -1 -1 1-1 1-1 

5 1 (X 0 (X2 -I 0-1 Stempunktversuche 
6 1 -(X 0 (X2 -I 0-1 
7 1 0 (X 0"-1 ·(X2 - I 
8 1 0 -(X 0-1 (X2..:.. f 

9 0 0 0-1 0-[ Nullpunktversuch 

zweier Spalten der quadrierten Größen UfN und z~~ null sein muß: 
." , '.~ 

L 22 '(} U,N.Jum.J == . 
. ·J=1 

Aus GI. (5.153) erhält man damit den Ausdruck (s. auch Tafe15.14) 

2" (I - 1)2 - 21f(IX2 - I) +.J2 = O. 

249 

(5.153) 

Durch Einsetzen von GI. (5.152) und einige Umformungen erhält man für einen Plan 
vom Typ 2' das Planungsniveau der Sternpunktversuche zU 

IX = J ~ [J2 i (2' + 21 + I) - 2' ]. (5.154) 

Ist derPlanungskem vom Typ2'~', so istin GI. (5.154) der Typ 2' durch 2' -' zu ersetzen. 
In Tafel 5.15 sind die Planungsniveauwerte als Funktion der Anzahl der Eingangsgrößen 
entsprechend GI. (5.154) für Versuchsplanungskerne vom Typ 2' und 2' -' angegeben. Es 
ist bei der orthogonalen zentralen Versuchsplanung zu beachten, daß sich durch die 
Normierung der quadratischen Größen der richtige Schätzwert für den Parameter des 
Arbeitspunktes . aus. der. Beziehung 

(5.155) 

ergibt; s. GI. (5.151). Die Erstellung und Auswertung dieser Versuchspläne sind im Bei­
spiel 5.9 (s. Abschn.5.5.2.3) dargestellt. 

Die vorgestellten zusammengesetzten Pläne sind orthogonal; die Varianz der geschätz­
ten Parameter ist aber noch abhängig von der Lage des Planes. 

Typ 21 22 23 24 25 26 27 28 Talel5.l5 
Planungsniveaus (X 

(X 1,00 1,215 1,414. .1,596 
der Sternpunktversuche 

1,761 1,909 2,045 lürorthogonaJe zusammen-

Typ 2' -
p 25 - 1 26 - 1 27 - 1 28 - 1 

gesetzte Versuchsp/iine 

(X 1,547 1,724 1,885 2,029 
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5.5.3.3. Drehbare zentrale Versuchspläne 

Durch das notwendige Hinzufügen der Stempunktversuche zu den Versuchsplänen vom 
Typ 2' oder 2' -

11 geht die Drehbarkeit des normalen zusammengesetzten Planes verloren. 
Untersuchungen von Box und Hunter [5.44] haben ergeben, daß durch eine geeignete 
Wahl des Niveaus ±/X die Eigenschaft der Drehbarkeit auch bei zusammengesetzten 
Plänen erreicht werden kann. Wenn der Gesamtplan wieder aus 

• dem Planungskern vom Typ 2' (2' -
11) 

• den 21 Stempunktversuchen 
• no Nullpunktversuchen; Uo = f(/) 

besteht, kann aus Bedingungen für die Drehbarkeit [1.39, 1.42, 1.43, 5.39] das Niveau 
der Stempunktversuche nach Vorschrift 

4/-
/X = V 2' bei Kern vom Typ 2' 

/X = ~2'-P bei Kern vom Typ 2' -
11 

(5.156) 

bestimmt werden. Die Anzahl der Nullpunktversuche no wird am besten dadurch be­
stimmt, daß die Determinante der Informationsmatrix GI. (5.128) maximiert wird [1.39]. 
In Tafel 5.16 sind für drehbare zusammengesetzte Versuchspläne die Planungsniveaus 
und die Anzahl der Nullpunktversuche angegeben. Für das in GI. (1.49) gewählte Modell 

Typ 2' 

'" 
no 

Typ 2'-11 

'" 
no 

Versuchs­
Nr. 

1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 

9 
10 

i6 

22 

1,414 

8 

25 - 1 

2,00 

10 

1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 

1 
1 

i 

23 24 25 

1,682 2,00 2,378 

9 12 17 

26 - 1 27 - 1 

2,378 2,828 

15 22 

1 1 
1 -1 

-1 1 
-1 -1 

1,414 0 
-1,414 0 

0 1,414 
0 -1,414 

0 0 
0 0 

Ö Ö 

26 27 

2,828 3,364 

24 35 

28 - 1 

3,364 

33 

1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

1,999 0 
1,999 0 
0 1,999 
0 1,999 

0 0 
0 0 

Ö Ö 

28 

4,00 
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Tafel 5.16 
Planungsniveaus '" 
der Sternpunktversuche 
für drehbare orthogonale 
zusammengesetzte 
Versuchspläne 

Tafel 5.17 
Drehbarer orthogonaler 
Versuchsp/an für ein Modell 
mit zwei Eingangsgröjen 
(GI. (5.149)) 
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ist in Tafel 5.17 der entsprechende Versuchsplan dieser Strategie dargestellt (s. auch 
Tafel 5.14). 

Ist die Zahl der Einflußgrößen I hoch, wächst die Anzahl der Versuche stark gegenüber 
der Anzahl der zu schätzenden Parameter an. Wird auf die exakte Einhaltung der Bedin­
gungen für die Orthogonalität und die Drehbarkeit verzichtet, können nach Hartley 
[5.48] Versuchspläne entworfen werden, die bei einer wesentlich geringeren Versuchs­
anzahl für viele Aufgaben der Praxis noch hinreichend genaue Modelle liefern. 

5.5.3.4. Vereinfachte zentrale Versuchspläne 

Von Hartley [5.48] wurde auf dem Grundprinzip des Entwurfs zentral zusammengesetzter 
Pläne untersucht, welche Typen von Teilfaktorplänen TFV2' -

11 noch ausreichend sind, 
um eine nichtsinguläre Matrix M für die Versuchsplanung 2. Ordnung zu erhalten. Es 
gelang ihm, Pläne auf der Basis von TFV2' -

p als Kemversuche zu entwerfen, die unter 
der Bedingung, daß von den Wechselwirkungen nur die paarweisen Beziehungen beachtet 
werden (u,uJ ; i =I: j), die Ermittlung der Parameter 

i = 1,2, ... , I 

i,j = 1,: .. , I, i=l:j 

gestatten. Damit wird als allgemeines Systemmodell das in GI. (5.126) angenommene 
Polynom 2. Ordnung verwendet. Die allgemeine Struktur dieser zusammengesetzten zen­
tralen Pläne ist in Tafe15.IS dargestellt. Neben den üblichen 21 Stempunktversuchen wird 
in den Plänen von Hartley nur ein Nullpunktversuch (no = 1) verwendet. Für den Ent­
wurf der Pläne, deren Planungskern 2' -

p so gewählt werden muß, daß alle paarweisen 
Wechselwirkungen unverf'alscht geschätzt werden können, ergeben sich für die Anzahl I 
der Einflußgrößen die in Tafel 5.19 angegebenen TFV als Kern des zusammengesetzten 

Tafel 5.18. Allgemeine Form der Versuchsplanmatrix M für zusammengesetzte Pläne 

VersuchspIankomponenten I uo Ul ... u, u: ... ut U1U2 ... U'_lU, 

Planungskern 1 ... 1 1 ... 1 1 ... 1 
Typ 2' - 11 -1 ... 1 1 ... 1 -1 ... 1 

Sternpunktversuche '" ... 0 ",2 ... 0 0 ... 0 
21 -'" ... 0 ",2 ... 0 0 0 

0 0 

Nullpunktversuch 0 ... 0 0 ... 0 0 ... 0 

Tafel 5.19 Anzahl der 3 4 5 6 7 8 
Versuchsplankerne für 

Einflußgrößen 17ereinfachte zusammen-
I gesetzte Pläne nach Hartley 

Versuchsplantyp 23 - 1 24 - 1 25 - 1 26 - 2 27 - 2 28 - 2 

2'-11 

Versuchsanzahl 11 17 27 29 47 81 
n 
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Versuchsplans. Für drei Einflußgrößen ist der zu realisierende zentrale zusammengesetzte 
Plan 2. Ordnung nach Hartley in Tafel 5.20 entworfen worden. Aus dem Plan wird die 
Meßwertmatrix M entsprechend der Modellstruktur von GI. (5.126) entworfen. Für die 
Wahl des Planungsniveaus der 21 Stempunktversuche gibt es keine allgemeine Fest­
legung. Weit verbreitet ist die Berechnung der Werte aus GI. (5.154) oder GI. (5.156). 

Versuchs­
Nr. 

1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 
9 

10 

11 

1 1 
1 1 
1 -1 
1 -1 

1 1,147 
1 -1,147 
1 0 
1 0 
1 0 
1 0 

1 0 

Tafel 5.20 
Zusamniengesetzter zentraler 
Versuchsplan /iir drei EinflulJgrößen 

1 1 
nach Hart!ey 

-1 -1 
1 -1 

-1 1 

0 0 
0 0 
1,147 0 

-1,147 0 
0 1,147 
0 -1,147 

0 0 

Werden TFV verwendet, die nicht aUf die Zweierpotenz aufbauen (sie werden nicht­
reguläre TFV genannt), kann die Anzahl der Versuche noch weiter gesenkt werden, ohne 
daß wesentliche Güteverluste aufueten [5.49]. .. 

Insgesamt wird durch diese Versuchsplanstrategiendie Anzahl der Experimente vor 
allem bei vielen Einflußgrößen stark reduziert (z.B. für I = 6 von 45 auf29, für I = 7 von 
79 auf47). 

5.6. Vbungsaufgaben zum. Abschnitt 5 

Aufgabe 5.1 

An einem System im stationären Zustand wurden die in Tafel 5.21 dargestellten Werte der Eingangs­
und der Ausgangsgröße gemessen. Schätzen Sie mit dem Verfahren der Regression die Parameter 121 
folgender Modellansätze: 

a) x = 120 + d1u 
b) x=do + d1u + d2u2! 

Ermitteln Sie für die Modellansätze die Restquadratsumme, die signifikanten Parameter und die Kon­
fidenzintervalle für die Parameter mit einer Sicherheit von 95 %! Interpretieren Sie das Gesamtergebnis, 
wenn Sie davon ausgehen, daß die Systemgleichung 

x=1+4u+z 
ist! 

Nr. lu x 
Tafel 5.21 
Meßwerte zu Aufgabe 5.1 

1 1;33 6,475 
2 -0,32 -0,990 
3 -0,60 -1.705 
4 1,18 6,500 
5 -1,09 -3,415 
6 -0,49 -0,840 

5.6. Obungsaufgaben zum Abschnitt 5 

Aufgabe 5.2 

Auf ein System wirken zwei Eingangsgrößen. Zur Ermittlung des Modellansatzes 

x = d1u1 + d2u2 + d3u~ 
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wurden die in Tafel 5.22 dargestellten Werte der beiden Eingangsgrößen und der Ausgangsgröße ge­
messen •. Schätzen Sie die Parameter des Modells, und ermitteln Sie ihre Varianzen! 

Nr. I Ul 
Tafel 5.22 

U2 x Meßwerte zu Aufgabe 5.2 

1 1 2 16,2 
2 3 1 10,5 
3 2 1 8,0 
4 1 2 15,5 
5 3 1 9,9 
6 3 2 19,9 

Aufgabe 5,3 

An einem System wurden im stationären Zustand 
a) durch Beobachtung der Eingangs- und Ausgangsgrößen die in Tafel 5.23 dargestellten Werte, 
b) durch die Realisierung eines vollständigen Versuchsplans die in Tafel 5.24 dargestellten Werte ge-

wonnen! . 

Berechnen Sie die Schätzwerte filr die Parameter sowie die Varianzen und Kovarianzen der Parameter 
rur den Fall, daß die Streuung der Störung a; = 1 ist! 

Als Regressionsmodell wjrd gewählt 

x = d1u1 + d2u2. 

Nr. IUl U2 x 
Tafel 5.23 
Meßwerte zu Aufgabe 5.3a 

1 -1,5 -2 -9,7 
2 -0,5 0 -0,1 
3 0,5 0 2,0 
4 1,5 2 7,8 

Nr. I U1 
Tafel 5.24 

U2 x Meßwerte zu Aufgabe 5.3b 

1 -1 ~1 -4 
2 1 -1 -2 
3 -1 1 0 
4 1 1 6 

Aufgabe 5.4 

Gegeben sind die in Tafel 5.25 dargestellten Ergebnisse eines realisierten aktiven Experiments. 

a) Bestimmen Sie die Werte und die Varianzen der Parameter folgenden Modellansatzes: 

x = 120 + d1u1 + d2u2! 

Tafel 5.25. Meßwerte zu Aufgabe 5.4 

Nr. 2 3 4 5 6 7 8 

Ul 1 -1 1 1 1 1 -1 
U2 1 1 -1 1 1 -1 -1 
x 13,6 5,1 -3,5 -17,5 .9,9 12,3 -9,3 6,9 
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b) Ermitteln Sie durch Anwendung des F-T~ts, ob das Modell dem System mit einer Sicherheit von 95 % 
äquivalent ist! 

Zur Ermittlung der Streuung der Störung wurden die in Tafel 5.26 gesebenen Nullpunktversuche rea­
lisiert. 

Tafel 5.26 
Nr. 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

x 

1,6 
-4,9 

4,5 
-7,5 

Nr. 

7 
8 
9 

x 

-1,3 
9,5 
5,2 

-3,1 

Meßwerte der Nullpunktversuche 
zu Aufgabe 5.4 

-2,1 
2,3 

Aufgabe S.S 

10 
11 
12 

-4,0 
3,1 

Für eine Gewächshaussteuerung wird ein Modell benötigt, das den Zusammenhang zwischen der innen­
temperatur des Gewächshauses (x), der Stellung der Lüftungsklappen (U1), der Ventilstellung der Steh­
wandheizung (U2) und dem Zustand der Heizlüfter (U3) im stationären Zustand beSchreibt. 

Zu diesem Zweck wurde der in Tafel 5.27 angegebene Versuchsplan realisiert. ' 

Tafel 5.27. Meßwerte zu Aufgabe 5.5 

Nr. Stellung Betrieb Betrieb 
Lüftungs- Stehwand- Heizlüfter 
klappen heizung 

1 + - + 
2 + - -
3 + + + 
4 + + -
5 - - + 
6 - - -
7 - + + 
8 - + -

Die Planungsniveaus bedeuten 

+ maximaler Öffnungswinkel der Lüftungsklappen, 
Ventil zur Dampfversorgung der Stehwandheizung voll geöffnet, 
Heizlüfter in Betrieb; 

- Lüftungsklappen geschlossen, 
Heizungsventil geschlossen, 
Heizlüfter außer Betrieb. 

Luft-
temperatur 
oe 

20,32 
18,60 
22,04 
19,20 
24,60 
20,45 
26,59 
23,64 

Schätzen Sie die Parameter eines linearen Modells ohne und mit den Wechselwirkungen U1U2 und U1U3! 

I' 

6. Bestimmung des dynamischen Verhaltens 
gestörter Systeme 

6.1. Zielstellung 

Wie bereits im Abschnitt 1 gezeigt wurde, ist die Ermittlung von Modellen dynamischer 
Systeme zur Lösung vieler Aufgaben bei der Diagnose, Überwachung, Steuerung und/ 
oder Vorhersage von Mengen- und Qualitätsparametern in technischen und nichttech­
nischen Prozessen erforderlich. In diesem Abschnitt sollen in Ergänzung der vorgestellten 
Verfahren zur Modellbestimmung (s. Abschn.4) Identifikationsmethoden betrachtet 
werden, die eine Ermittlung dynamischer Modelle bei folgenden Systemeigenschaften 
gestatten: 

I. Das System kann gestört sein. 
2. Das Systemverhalten kann zeitvariant sein. 
3. Das Systemverhalten ist linear, oder es kann durch einfache nichtlineare Strukturen 

beschrieben werden. 
4. Das System ist ein Eingrößensystem oder ein Mehrgrößensystem mit p-kanonischer 

Struktur. 
5. Da~ System besitzt konzentrierte Parameter. 

Als Ein-/Ausgangs-Modelle werden das nichtparametrische Volterra-Reihen-Modell 
(Abschn.6.2) und das parametrische Differenzengleichungsmodell (Abschn.6.3) ver­
wendet. Im Abschnitt 6.5 wird auf die Schätzung des Zustands mit Hilfe der sog. KaIman­
Filter eingegangen. Die zweckmäßige Wahl des Modells hängt wesentlich von der spä­
teren Verwendung und dem konkreten praktischen Einsatzfall ab. Eine allgemeine Richt­
linie zur Modellauswahl kann nicht gegeben werden. Zur Ableitung der Schätzverfahren 
für die genannten Modelle werden in diesem Abschnitt aus folgenden Gesichtspunkten 
diskrete Beschreibungen für die kontinuierlichen Systeme bevorzugt: 

1. Die notwendige rechentechnische Verarbeitung der gemessenen Eingangs- und Aus­
gangssignale erfolgt diskontinuierlich. 

2. Der Reglerentwurf und die Simulationsverfahren verwenden häufig Modelle in dis­
. kreter Beschreibung. 

3. Die Parameterschätzverfahren sind in diskreter Form einfacher und effektiver zu rea-
lisieren. 

Aus diesen Gründen werden in den nachfolgenden Abschnitten die Signale überwie­
gend als abgetastete Signale betrachtet. Bei der Darstellung der Schätzverfahren wird 
ferner immer davon ausgegangen, daß das dynamische Modell des Systems in die all­
gemeine Struktur (s. Abschn.l) 

(6.1) 

übergeführt wird, um dadurch die Anwendung einiger bereits im Abschnitt 5 für die 
Parameterschätzung statischer Modelle hergeleiteter Schätzmethoden zu ermöglichen. 

Neben der Wahl der Modellbeschreibung und des Schätzverfahrens hat die Gestaltung 
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der Eingangssignale, d.h. der.Entwurf optimaler Testsignale, eine große Bedeutung bei 
der Identifikation dynamischer Systeme. Auf dieses Problem wird im Abschnitt 6.4 
näher eingegangen. 

Auf einige weitere Probleme der Schätzung dynamischer Systeme wird im Abschnitt 6.6 
hingewiesen. 

6.2. Schätzung der StützsteIlen der Kerne der Volterra-Reihe 

6.2.1. Systembeschreibung durch die Volterra-Reihe 

Bei der Beschreibung des Ein-IAusgangs-Verhaltens eines Eingrößensystems durch eine 
Volterra-Reihe wird davon ausgegangen, daß die ungestörte Ausgangsgröße des Systems 
XO(t) zum Zeitpunkt t = kT durch folgenden Zusammenhang charakterisiert ist: 

xO (kT) = /{u (kT), u «k - 1) T), ... ; u «k -:- n) T)}. (6.2) 

Wird nun nach einem Vorschlag von Vo/terra [6.i] GI. (6.2) in eine Taylor-Reihe 1lIn de~ 
Punkt u (kT) = u «k - 1) T) = '" = u «k - n) T) = 0 entwickelt, erhält man'mit der 
verkürzten Schreibweise x (kT) a: x(k) usw •. ' [1.46]: ' . 

. xO(k) ~ /(0) + {U(k)a!(O) + ... '+ U (k _ n) af(O) } 
au(k) au(k - n) 

+ ..!... {U2(k) a2j(O) + u(k) u (k _ 1) a
2
/(O) + ... 

2 002 (k)· . au (k) au (k - 1) 

+ u" (k _ n) a~(O) } + ... 
002 (k - m). . 

Wenn für /(0) = /(0, 0, ... , 0) = 0 gesetzt wird, gilt für GI. (6.3) 

xO(k) = {cou (k) + ... + Cnu (k - n)} 

(6.3) 

+ {coou
2 

(k) + C01U (k) u (k - 1) + '" + c •• u2 (k - n)} + ... (6.4) 

und in Summenform 
.. n .. 11 

xO(k) = L C,U (k - i) + L L c/Ju (k -i) u (k _ j) + ... 
1=0 ' 1 .. 0 J=O 

Ersetzt man die Parameter 

C, = geiT) T 

C'.J = g (iT, jT) T2. 

und führt zur Verbesserung der Systembeschreibung die Grenzübergänge T -+ 0 und 
n -+ <X> in GI. (6.4) durch, gilt rur das ungestörte Systemausgangssignal XO(t) , 

xO(t) = f~ g(T1) u (t - Tl) dTl 

+ f~ f~g (Tl ~ Tf ) U (t - Tl) U (t - T2) dTl dT2 +~~. (6.5) 

,., 
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Die in GI. (6.5) dargestellte Beziehung wird als Vo/terra-Reihe bezeichnet. Die Zeitfunk­
tionen g( Tl), g (Tl' T 2)' .,. nennt man Kerne der Volterra-Reihe. Sie stellen eine nichtpara­
metrische Beschreibung eines nichtlinearen dynamischen Systems dar. 

r--------------· 
I Kern 1. Ordnung I 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 

um I I 
I ....... ---
I 
I 
I . I 
L _____ :.. _____ .J 

Bild 6.1 
Beschreibung eines dynamischen Systems 
durch eine Volterra-Reihe 

Die Gesamtbeschreibung des Systems durch eine Volterra-Reihe besteht damit aus der 
Parallelanordnung eines linearen Teilsystems und nichtlinearer Teilsysteme beliebiger 
Ordnung (Bild 6.1). Jedes der Teilsysteme ist durch einen Kern der entsprechenden 
Ordnung gekennzeichnet. Die Schätzaufgabe besteht darin, StützsteIlenwerte der Kerne 
bzw. Parameter sog. Basisfunktionen aus dem gemessenen Eingangs- und Ausgangssignal 
u(t) und x(t) zU ermitteln. Da die Beschreibung der Kerne durch Basisfunktionen keine 
praktische Bedeutung erlangt hat, wird sie nicht behandelt; der Leser sei auf die Literatur 
verwiesen [6.2, 6.3, 6.4]. Dem Vorteil der Allgemeingültigkeit der Beschreibung steht der 
Nachteil der großen Anzahl der zu ermittelnden StützsteIlenwerte der Kerne gegenüber. 
Aus diesem Grund wird die Volterra-Reihe von GI. (6.5) häufig nach dem quadratischen 
Glied (2.0rdnung) abgebrochen. Die Volterra-Reihe findet bevorzugt Anwendung bei 
der Lösung von Vorhersageproblemen und bei der Erstellung dynamischer Verhaltens­
modelle in der Medizin, Biologie, Ökologie und Wasserwirtschaft. Weitere Vorteile der 
Beschreibung sind in der fehlenden StruktUrbestimmung und der guten Anwendbarkeit 
von Methoden der optimalen Versuchsplanung zu sehen. 

Als Sonderfall ist in GI. (6.5) die lineare Systembeschreibung, das Faltungsintegral, 
enthalten. Für das gestörte System gilt dann 

x(t) = f: g(T) u (t - T) dT + z(t). (6.6) 

Der Kern 1. Ordnung, die Gewichtsfunktion g(T), wird durch eine Auswahl ihrer Ordi­
naten (StützsteIlenwerte) 

geiT) ; i = 0, 1, ... , m (6.7) 

beschrieben. Die Schätzung der StützsteIlenwerte' setzt voraus, daß der Ausgang des 
Systems x(t) mit einer Abtastzeit T zu diskreten Zeitpunkten gemessen wird und das Ein­
gangssignal u(t) im Zeitintervall TkonStant sowie für t < 0 gleich null ist. Aus GI. (6.6) 

. folgt analog zu den Betrachtungen im Abschnitt 4.2.3 und in Anlehnung an die in 
[1.37,3.1, 3.2] gewählte Schreibweise: 

co fCJ+ f) T 

x(k) = J~O u(k - j)J'i . g(T)dT+z(k). (6;8) 
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Setzt man in GI. (6.8) als Näherung: 

f
' (}+ 1)1' " 

g(r) dT = g UT)T 
JT 

ein, ergibt sich mit g UT) ~ gU) 

x(k) = T L g(j) u (k - j) + z(k). 
J=O 

(6.9) 

In GI. (6.9) ist die Zahl der Eingangswerte, die den Ausgang x(k) beeinflussen, nicht 
konstant. 

Beschränkt JDaD sich jedoch auf Systeme mit Ausgleich, für die g(T) ::::: 0 bei T > T. 
(TB Übergangszeit des Systems),' und wählt eine Beobachtungszeit TB = (m + 1) T 
::::: TB, so führt ein Austausch der oberen Summationsgrenze in GI. (6.9) von k - 1 
auf m zur Beziehung 

IR 

x(k) = T L g(j) u (k - j) + z(k). 
J=O 

(6.10) 

Wählt man als Beschreibung des Systems eine Volterra-Reihe 2. Ordnung - s. GI. (6.5)-, 
werden die Kerne g(T1) und g (Tl' T2) durch eine Auswahl ihrer Ordinaten 

g (i1), g (iT, jT) ; i, j = 0, 1,2, ... , m (6.11) 

gekennzeichnet. 
Unter den bereits für das Faltungsintegral formulierten Bedingungen folgt aus GI. (6.5) 

somit 
.. f(J+1)T 

x(k) = L u (k - j) g(T) dT 
J=O JT ' 

+ L L u(k-j)u(k-i) g(T1 ,T2)dT1 dT2 +z(k). 
IR 1II f(J+1)Tf(1+1)T 

1=0 J=I JT 'IT 

Setzt man in GI. (6.12) für 
(6.12) 

[

J+1)T ' 

g(T) dT = gUT) T, 
JT 

f
(J+ 1) T f(l+ l)T 

g (Tl' T2) dT1 dT2 = g (iT, jT) T2 
JT JT 

ein. ergibt sich die Beziehung 

IR .... 

x(k) = TL g(j)u(k - j) + 1'2 L L g(i,j)u(k - j)u(k - i)+ z(k). 
J=O 1=0 J=I 

(6.13) 

13ine Vereinfachung der bisher abgeleiteten Modelle ist dadurch möglich, daß das nicht­
'lineare dynamische Gesamtsystem als Reihenschaltung eines nichtlinearen statischen und 
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eines linearen, dynamischen Übertragungsglieds dargestellt wird. Die Beschreibung des 
nichtlinearen Teilsystems erfolgt dabei gewöhnlich in Form eines Polynoms der Ordnung p 

" xN1Jk) = L T,u~dk), (6.14) 
'=0 

während das lineare Teilsystem durch die Gewichtsfunktion g(T) dargestellt \vkd:ln 
Abhängigkeit von der Reihenfolge der beiden Teilsysteme unterscheidet man das Wiener-
Modell und das Hammerstein-Modell. " 

z(t) z(tJ 

x(tJ x(t) 

Bild 6.2. Struktur des Wiener-Modells 
( Gewichtsfunktionsmodell) 

Bild 6.3. Struktur des Hammerstein-Modells 
(Gewichtsfunktionsmodell) 

Das WieneT-Modell hat die im Bild 6.2 dargestellte Struktur. Daraus resultiert ein 
Zusammenhang zwischen Eingangs- und Ausgangssignal in der Form ' 

x(t) = f T, (f' g(T) U (t -, T) dT)' + z(t). 
1=0 0 

(6.15) 

Unter den bereits für das Faltungsintegral angegebenen Diskretisierungsbedingungen 
ergibt sich aus GI. (6.15) 

• "{ IR f(J+1}T}' 
x(k) = L T, L u (k - j) g(T) ?T + z(k). 

'=0 J=O JT 

Setzt man wiederum für 

[

J+1)T 

g(T) dT = gUT) T 
JT 

ein, ergibt sich ,," , 

x(k) = ,toT' {TJo gU) u (k - j)}' + z(k). (6.16) 

Beschränkt man sich auf Nichtlinearitäten 2. O~dnwig, gelangt man aus GI: (6.16) zu 

'. 1ft : 

x(k) ;", To + T~T L g(jfu.{k~ j)" 
J=O ' " 

IR BI 

+ T2T2 L L g(i) g(j) u (k - i) u (k - j) + z(k). (6.17) 
'=0.)=' 

Das HammeTstein-Modell hat die im Bild 6.3 dargestellte Struktur. Daraus ergibt sich 
für den Zusammenhang zwischen dem Eingangs- und Ausgangssignal 

x(t) = ,to T, s: g(T) [u (t - T)]' dT + zU,). (6.18) 
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Unter den für alle bisher behandelten Modelle festgelegten Bedingungen ergibt sich aus 
GI. (6.18) 

11 IR f<J+l)T 
x(k) = I~O rl Jo Ul 

(k - j) JT g(T) dT + z(k). (6.19) 

Setzt man in GI. (6.19) die Beziehung 

f
J+1)T , ' 

g(T) dT = gUT) T 
JT 

ein, ergibt sich für das abgetastete Ausgangssignal' 

11 IR 

x(k) = L rlT L ul (k - j) cU) + z(k). 
1=0 J=O 

(6.20) 

Beschränkt man sich auf Nichtlinearitäten 2. Ordnung, gelangt man aus GI. (6.20) zu 

IR IR 

X(k) = roT L gU) + r1T L u (k - j) g(j) 
J=O ' J=O 

IR 

+ r2T L u2 (k - j) cU) + z(k). 
J=O 

(6.21) 

Damit sind, die wesentlichen, Beschreibungsformen von Systemen durch Volterra-Reihen 
vorgestellt. Sie zeichnen sich alle dadurch aus, daß die zu ermittelnden Kennwerte, d.h. 
die StützsteIlen der Kerne, linear mit dem Ausgangssignal zusammenhängen. Dadurch 
ist die Anwendung der im Abschnitt 5 vorgestellten Schätzverfahren der Regression mög­
lich und in vielen Fällen ausreichend. 

6.2.2. Schätzung der StützsteIlenwerte der Gewichtsfunktion 

6.2.2.1. Entfaltung mit Ausgleich bei linearen Systemen 

Für lineare dynamische Eingrößensysteme wurde im Abschnitt 6.2.1 aus dem Faltungs­
integral eine Beschreibung des Ein-/Ausgangs-Verhaltens bei Verwendung der Stützwerte 
der Gewichtsfunktion entsprechend GI. (6.9) abgeleitet: 

IR 

x(k) = T L cU) u(k - j) + z(k). (6.22) 
J"O " 

GI. (6.22) läßt sich in eine vektorielle Form überführen, die die Anwendung des Regres­
sionsverfahrens erleichtert. Zum k-ten Zeitpunkt gilt 

mit 
x(k) = TJ"T (k), + z(k) 

mT(k) = [u(k), u (k - 1), ... , u (k - m)] 

,T = [g(O),g(I), ... ,g(m)]. 

Für n (n ~ m + 1) Beobachtungen erhält man 

x(k) = TMs + z(k) 

(6.23) 

(6.24) 
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mit 
xT(k) = [x(k), x (k + 1), ... , x (k + n)] 

M _ [~(k) ... ~ (k - m) ,] 

- ~ (k + n) ... ~ (k + n - m) . 

Weist die Störung z(t) die Eigenschaften des normalverteilten "weißen Rauschens" auf 
(s. Abschn.5.2.2), liefert die Methode der kleinsten Quadrate eine erwartungstreue line­
are Schätzung für die StützsteIlen der Gewichtsfunktion der Form 

mit 
§T = [g(O),g(l), ... ,g(m)]. 

Die Schätzung des Ausgangs ergibt sich zu 

X(k) = TmT (k) 1. 

(6.25) 

(6.26) 

Die Ermittlung statistischer Gütewerte für die Stützwerte der Gewichtsfunktion erfolgt 
analog zu den Gleichungen im Abschnitt 5.2.2. 

Neben der Methode der Regression wurden zur Schätzung der Stützwerte der Gewichts­
funktion die rekursive Regression [1.31] und die stochastische Approximation [6.5, 6.6] 
verwendet. Da die Systemstruktur von GI. (6.23) der des statischen Falles sehr ähnlich 
ist, zeigen auch die rekursiven Schätzverfahren die gleichen Konvergenzergebnisse, wie 
im A~hnitt 5.4.3 erläutert. Als rekursives Schätzverfahren hat sich die rekursive Re­
gression für zeitvariante und zeitinvariante Systeme als das leistungsstärkste erwiesen 
[1.31]. 

Im Beispiel 6.1 ist die Ermittlung der Werte der zeitdiskreten Gewichtsfunktion eines 
gestörten linearen Systems mittels Regressionsverfahren dargestellt. 

6.2.2.2. Korrelationsverfahren 

Zur Beschreibung des statistischen Zusammenhangs zwischen dem Ausgangssignal x(t) 
und dem Eingangssignal u(t) eines gestörten linearen dynamischen Systems kann die 
Kreuzkorrelationsfunktion verwendet werden. Es gilt entsprechend Abschnitt 3 

R,.,,(r) = lim - u(t) x (t + T) dt. 1 fT 
T .... ao 2T -T 

(6.27) 

Berücksichtigt man ip. dieser Gleichung, daß der Zusammenhang zwischen Eingangs- und 
Ausgangssignal durch das Faltungsintegral entsprechend GI. (6.28) 

x(t) = f~ g(T) u (t - T) dT + z(t) (6.28) 

bestimmt ist, ergibt sich unter der Voraussetzung, daß das Störsignal z(t) nicht mit dem 
Eingangssignal u(t) korreliert ist, die Beziehung zwischen der Gewichtsfunktion und der 
Kreuzkorrelationsfunktion in der bekannten Form (s. Abschn.3.2.4) zu 

R",.(T) = f~ g(t) R"" (T - t) dt. (6.29) 



Beispiel 
6.i 

GegebeD: 

Gesucht: 

Ergebnis: 

Parameterschätzuag eines HDearen Gewichtsfuoktioosmodells 
mittelii dei Regres.gOD' " , ' ' ' 

Systembeschreibung 

G(p) = 5 bzw. g{T) '''' [e-</lO - e- r (5] 5-1, 
(1 + p • 10 s) (1 + p . 5'8) 

Abtastzeit T = 4 s, 
Testsignal: Folge aus Plackett-Burman-Plan (m '+ 1 =11, Amplitude ± 1, 
Gesamtlänge 32T), 

St5~ Nv(Ö,O';); hOchirequent~Stöx:v~i:täitnis.J0'2/0'2o = 0,13. 

Schätzwert~fürdie Stützsi~llen ~fr Gewi~ts~t,io: U:d die'Rests~uÜng si.. 
Aus den Meßwerten des Eingangs- und Ausgangssignals (Bild a und b) 

t5 ) a 

r-"jr- r r---

I 

f 0 s 14-o 
uft) 

- - '---
t-

-15 

2,5 

r 0 ~--t--~-+-~---,J 

xltJ 

-5 

wurden folgende StützsteIlenwerte geschätzt: 

i ° 1 2 3 4 5 

g(i) 0,22099 0,24743 0,21048 0,16113 0,11701 0,08249 
g(i) 0,2502 0,2467 0,1873 0,1427 0,1242 0,1085 
i 6 7 8 9, 10 

g(i) 0,05711 0,03910 0,02658 0,01793 0,01213 
i(i) 0,0568 0,0346 0,0002 0,0454 0,0412 

Reststreuung si. = 0,1105. 
'Ein Vergleich der exakten und geschätzten Stützstellim zeigt, daß das Modell relativ 

gut ermittelt wird (Bild c). ' 

x echte Werte 
o Schätzwerte 

, 

o 10 20 
c} JcT----
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Unter den bereits für das Faltungsintegral im Abschnitt 6.2.1 verwendeten Diskreti­
sierungsbedingungen folgt aus GI. (6.29) rur den diskreten Fall 

<Xl 

(6.30) 

Beschränkt man sich auch hier auf Systeme mit Ausgleich, so daß rur alle j > m gilt 
gUT) = 0, kann als obere Grenze für die Summation m eingesetzt werden. 

Nimmt die Verschiebung m verschiedene Werte an, so erhält man das Gleichungs­
system 

mit 
R~", = [RuiO), ... , R",,(m)] , 

R
w 

= [~uu(O) ... ~uu(m)l 
Rulm) ..• Rw(O) 

ST = [g(0), ... , g(m)]. 

(6.31) 

Wenn9ielnverse der Matrix RUM existiert, kann aus GI. (6.31).folgender Schätzalgorith­
D;lUS unter Verwendung der empirisch ermittelten, Korrelationsfunktionen Rw und R"" 
rur die Werte an den StützsteIlen abgeleitet werden: 

(6.32) 

mit 
§T = [g(0), ... , g(m)]. 

Das Problem des Korrelationsverfahrens liegt in der Ermittlung der Korrelationsfunk­
tionen mit ausreichender Genauigkeit [1.37, 3.3,4.9]. Werden die Korrelationsfunktionen 
aus gemessenen abgetasteten Werten des Eingangs- und Ausgangssignals gewonnen, sind 
die Schätzergebnisse von GI. (6.32) mit denen von GI. (6.25) identisch. 

6.2.3. Schätzung derStüf:7StelIenwerte der Kerne der Volterra-Reihe 2.Ordnung 

6.2.3.1. Schätzung bei HammersUiin-Struktur des Systems 

Für Systeme mit Hammerstein-Struktur wurde im Abschnitt 6.2.1 ein Modell zur Be­
schreibung des Ein-/Ausgangs-Verhaltens bei Darstellung der Gewichtsfunktion durch 
StützsteIlen entsprechend GI. (6.21) abgeleitet: 

IR IR 

x(k) = roT L gU) + r1T L u (k - j) g(j) 
J=O J=O 

'" + r2T L u2 (k - j) g(j) + z(k). (6.33) 
J=O 

GI. (6.33) läßt sich ebenfaIls in eine vektorielle Form überführen. Zum Zeitpunkt k gilt 

x(k) = TmT (k), + z(k) (6.34) 
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mit 

m
T 

= [I : u(k), ... , u (k ~ m): u2(k), ... , U2 (k - m)] 

ST == [gO: gl(O), ... ,gl(m): g2(O), ... ,g2(m)]. 

Die einzelnen Komponenten des Parametervektors s haben dabei folgende Bedeutung: 
/JI 

gO = To L g(j) 
J=O 

glU) = TIgU) 

g2U) = T2gU). 

Für n Beobachtungen erhält man das Gleichungssystem 

x(k) = TMs + z(k) 
mit 

xT(k) = [x(k), x (k + I), ... , x (k + n)] 

(6.35) 

(6.36) 

[

1 u(k) ... u (k - m) u2(k) ... u2 (k + n). ] 

M = i ~ (k + n) ... ~ (k + n _ m) ~2 (k + n) ... ~2 (k + n _ m) . 

Die Schätzung für den unbekannten Vektor der Stützstellen ergibt sich nach der Methode 
der kleinsten Quadrate zu 

mit 

i = ~ [MTM]-l MTx 
T 

i T = [g0, gl(O), ... , gl(m), g2(O), ... , g2(m)]. 

(6.37) 

Wie aus GI. (6.37) zu sehen ist, gelingt es für diese Modelldai'stellung nicht, mit Hilfe der 
Regression eine getrennte Schätzung für die Parameter der beiden Teilsysteme zu erhal­
ten. Eine Auftrennung ist jedoch zur Deutung vieler untersuchter praktischer Phäno­
mene sinnvoll und möglich, wenn vorausgesetzt wird, daß das lineare dynamische Teil­
system einen Verstärkungsfaktor von K = 1 besitzt. Eine Schätzung für die Koeffizien­
ten des Polynoms der Nichtlinearität ist dann durch folgende Beziehungen gegeben: 

.. In 

I. Aus gOT = T~T L g'U) mit K = T L g'U) == 1 folgt 
J=O J=O 

T~ = gOT. (6.38) 
/JI .. /JI 

2. Aus TL glU) = T~T L g'U)mitK = TL g'U) = 1 folgt 
J=O J=O J=O .. 

(6.39) 

• m _ . 

3. Aus TL g2U) = T~T L g'U)mitK = TL g'U) = 1 folgt 
J=O J=O J=O .. 
T~ = T L g2U). 

J=O 
(6.40) 

Beispiel 
6.2 

Gegeben: 

Gesucht: 

Ergebnis: 

Parameterscbitzung der Kerne der Volterra-Reihe 1.0rdnllDg 
(Hammerstein-Struktur) mittels Regression 

Systembeschreibung 
- lineares dynamisches Teilsystem 

1 
G(p) = (1 + po 10 s)(1 + p. 5 s) 

bzw. g(T) = 0,2 [e- t / IO - e- t / 5] S-1 

- nichtlineares statisches Teilsystem 

p(u) = ro + rlU + r2u2 

mit ro = -1,0, rl = 2,0, r2 = 0,5. 
Testsignal: Folge aus einem zentral zusammengesetzten Versuchsplan 2.Ordnung 
(Kern: Plackett-Burman-Plan für m + 1 = 11, Amplituden ±1, ±'" = ±3,464, 
Gesamtlänge 65T). 
Abtastzeit T = 4 s, 
Störung NV (0.ja!); hochfrequent, 
Störverhältnis a~/a~o = 0,15. 

- Schätzwerte für die S«ltzstellen der Volterra-Keme 1. und 2. Ordnung 
- S«lt7stellen des linearen dynamischen Teilsystems und Parameter der Nichtlinearität 
- Reststreuung s~ . 

Aus den Meßwerten des Eingangs- und Ausgangssignals (Bild a und b) 

.15 a) 

i 0 ~~~~~4H----~----~----iT--~~~o 
um t-

-35 

2 

t 0 

x(t} 

-3 

wurden folgende S«ltzstellenwerte für die Volterra-Kerne 1. und 2. Ordnung geschätzt: 

I gl(;) 11(;) g2(;) 12(i) 

° 0,08840 0,09614 0,02210 0,02146 
1 0,09897 0,09764 0,02474 0,02561 
2 0,08419 0,08335 0,02105 0,02234 
3 0,06445 0,06521 0,01611 0,01574 
4 0,04680 0,04582 0,01170 0,01784 
5 0,03300 0,03682 0,00825 0,01084 
6 0,02284 0,01935 0,00571 0,00720 
7 0,01564 0,01182 0,00391 0,00498 
8 0,01063 0,00306 0,00266 0,00571 
9 0,00717 0,01627 0,00179 0,00170 

10 0,00485 0,00958 0,00121 0,00452 
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Beispiel 
6.2 

6. Bestimmung des dynamischen Y~rlifl/teris gestörter Sys,tem~ 

t 
Q1 

g1(kT. 

0 
cl 

(}IJ3 

Parameterschiitzung der Kerne der Volterra-Reihe 2.0rdnung 
(Hammerstein-Struktur) mittels Regression 

Für den Arbeitspllllkt gO == -1,0 wurde als SchätZwert 1° = -1,0988 erhalten. 
Daraus ergeben sich als Schätzwerte für die Koeffizienten der statischen Nichtlinearität 

To = -1,0988, 1-1 = 1,94269, r2= 0,5518 

\lIld für die Stützstellen der Gewichtsfunktion des linearen dynamischen Teilsystems 

i ° 2 3 4 S 

g'(i) 0,0442 0,0495 0,0421 0,0322 0,0234 0,0165 
g'(i) 0,0495 0,0503 0,Q429 0,0336 0,0236 .0,0190 

6 7 8 9 10 

g'(i) 0,0114 0,0078 0,0053 0,0036 0,0024 
g'(i) 0,0103 0,0061 0,0016 0,0084 0,0049 

Kern I. Ordnung 

, ><. echte Werte 
I 

, 
o Schätzwerte 

I 
, 

I , 
I 
I 
I 

10 
kT-

-- Original 12 
-Hode(( 

Kern 2. Ordnung 

/ , 
I . , t~ 

r/(hTJ J 
, 

. 0P1 

0 

dl 

, 
I -It ". 
I 

/0, 20 ~ 

kT- eJ 

Die Reststreuung ist s~ = 0,0115. Ein Vergleich der Modelle mit dem Original­
system (Bild c bis e) zeigt, daß sowohl die Parameter des statischen Teilsystems als 
auch die Stützstellen beider Vo1terra-Kerne relativ gut ermittelt werden. 
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Für·die normierten Werte der StützsteIlender Gewichtsfunktiongilt 

(6.41) 

Die abgeleiteten Parameter 'j erlauben die Darstellung der statischen Nichtlinearität 
eines dynamischen Systems durch ein Polynom der Form 

(6.42) 

Wie aus GI. (6.35) zu entnehmen ist, stellen die rur das Hammerstein-Modell zu schät­
zenden StützsteIlen gO, glU) und g2U) Produkte der Koeffizienten der statischen Nicht~ 
linearitiit" und der Abtastwerte der Gewichtsfunktion des linearen Teilmodellsg(}) dar. 
Die Gesamtzahl der zu schätzenden Parameter beträgt dadurchN = p (m + 1) + 1, 
obwohl das Systemverhalteni:J.ur durch (m + 1) StützsteIlen und p nichtlineare Koeffi­
zienten bestimmt wird. Eine getrennte Schätzung der Parameter des nichtlinearen sta­
tischen Teilsystems und der StützsteIlenwerte der Gewichtsfunktion und damit eine 
Parameterreduktion sind durch eine zweistufige Iterative GestaltUng der Regression mög­
lich. Die Methode ist in den Arbeiten [6.7, 6.8] dargestellt. Ihre Anwendung ist bei einer 
hohen Ordnung p der Nichtlinearität sinnvoll. 

Die Ermittlung der Parameter eines Hammerstein-Modells rur' ein gestörtes System 
unter Verw~ndung der Methode.d~r Regression ist im Beispiel 6.2 dempnstrier:t. 

6.2.3.2. Schätzung bei Wiener-Stroktur des Systems . 
Für Systeme mit Wiener-Struktur wurde im Abschnitt 6.2.1 ein Modell zur Beschreibung 
des Ein-/Ausgangs-Verhaltens bei Darstellung der Gewichtsfunktion durch Stützstellen 
entsprechend GI. (6.17) abgeleitet: 

.m , 

x(k)= '0 + 'lT L gU) u (k - j) 
J=O 

'" m 
+ '2T2 L L g(i) gU) u (k - i) u (k - j) + z(k).. (6.43) 

I=OJ=l 

Ot'(6.43) ist. ebenfalls in eine vektorielle Form überflihrbar. Zum ZeitpUllkt k gilt 

mit 
x(k) = T*mT (k) s + z(k) (6A4) 

mT = [1, u(k), ... , u (k - m), u2(k), u(k), u (k - I), ... , u2 (k - m)], 

II ur 

{

I für den Teilvektor I 

T* = T für den Teilvektor II 

T2 für den Teilvektor III 

ST = [gO, gl(O), ... , gl(m), g2 (0, 0), g2 (0,1), ... , g2 (m, m»). 

, 
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Die einzelnen Komponenten des Parilmetervektors s haben dabei folgende Bedeutung: 

gO ='0 
gl(j) = T1g(j) 

gl (i,j) = T2g(i)g(j). 

Für n Beobachtungen erhält man 

x(k) = T* Ms + z(k) 

(6.45) 

xT(k) = [x(k), x (k + 1), ... , x (k + m)] 
(6.46) 

M= 

[

lu (k) U (k - m) 

~u(k + n) ... ~(k + n .,... m) 
I 11 

{

I für die Teilmatrix I 

T* = T für die Teilmatrix II 

T2 für die Teilmatrix III. 

u(k) u (k - 1) ... ~2 (k - m) l· 
u (k + n) u (k + n - 1) ... u2 (k + n -'- m) 

m 

Die SChätzung für den unbekannten Vektor der Stützstellenwerte ergibt sich nach der 
Methode der kleinsten Quadrate zu 

1 
i = - [MTM]-l MTx (6.47) 

. T* 
mit 

iT = [Co, gl(O), ... , gl(m), g2 (0, 0), g2 (0,1), .... g2 (m, m)]. 

Die Gin. (6.46) und (6.47) sind in gleicher Weise für die Schätzung des Volterra-Reihen­
Modells 2.0rdnung gültig, da eine vektorielle Darstellung der GI. (6.13) genau den 
Gin. (6.44) bzw. (6.46) entspricht - mit veränderter Bedeutung der g (i,i). 

Wie für das Hammerstein-Modell gelingt es entsprechend GI. (6.45) auch für das 
Wiener-Modell nicht, eine getrennte Schätzung für die Parameter der bei den Teilsysteme 
zu erhalten. Eine nachträgliche Auftrennung ist jedoch ebenfalls möglich, wenn wiederum 
davon ausgegangen wird, daß das lineare dynamische Teilsystem einen Verstärkungs­
faktor von K = 1 besitzt. Aus dieser Bedingungimd den Beziehungen in GI. (6.45) folgt 
für die dann gültigen normierten Koeffizienten ,;: 

1. '0 = gO. (6.48) 

2. Aus 

'" '" 
T L gl(j) = ,~T L g'U) 

J-O J=O 

folgt mit 
,. 

TL g'(j) = 1 
J=O 

(6.49) 

m 

,~ = T L gl(j). 
J=O 

6.2.4. Schätzung der StützsteIlen der Gewichts/unktionen in Mehrgrößensystemen 

3. Aus 
.. In 

T2 L g2 U,j) = ,;T2 L g'(j)2 
J=O J=O 

folgt mit 

g'U) = glU)/'~ 

Für die normierten Werte der Stützstellen der Gewichtsfunktion ergibt sich 

g'U) = glU)/,~. 
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(6.50) 

(6.51) 

Die im Abschnitt 6.2.3.1 genannte Methode der zweistufigen Regression zur sofortigen 
getrennten Ermittlung der Parameter der beiden Teilsysteme ist auf das Wiener-Modell 
nicht anwendbar, da eine geschlossene vektorielle Darstellung des Modellausgangs in 
einer für das Verfahren erforderlichen Form nicht möglich ist [6.3]. 

6.2.4. Schätzung der Stiit7stellen der Gewichtsfnnktionen in Mehrgrößensystemen 

Wrrd eine p-kanonische Struktur des Mehrgrößensystems angenommen, kann die Schät­
zung der Stii,tzstellen der GewichtstUriktionen der 1 Teilsysteme, die auf den i-ten Aus­
gang wirken, in Analogie zu GI. (6:20) erfolgen auf der Basis, der Beziehung 

I "'Ili 

x{(k) = T L L g8.lU) U8. (k . ..,- j) t z,(k) ; (6.52) 
8.=1 J=O 

lfll'U) j-te Stüb:stelle der Gewichtsfunktion gll.,(T) für die Teilstrecke zwischen dem 6-ten Eingang 
und dem i-ten Ausgang , . 

(mlll + 1) AnzahI der Stüb:stellen für die Gewichtsfunktion glll(T). 

GI. (6.52) ist ebenfalls in eine vektorielle Form überführbar. Zum Zeitpunkt k gilt 

mit 
x,(k) = Tm~ (k)s, + z,(k) (6.53) 

m~(k) = [u1(k) ... U1 (k - mu ) : u2(k) ... U2 (k - m2l) : ... 

... : ul(k) ... u, (k - mu)] 

s~ = [gu(O) ... gu(mu) : g2l(O) ... g2l(m2l) : •.. 

... : gll(O) ... gu(mll)]. 

Für n Beobachtungen erhält man 

• x,(k) = TM,s, + z,(k) .(6.54) 
mit 

x~(k) = [x,(k), x, (k + 1), ... , x, (k + n)] 

. [~'(k) ... ~, (k - m,,) 1"'1 ~.(k) . . .• ~. (k - mu) 1 
M, = ~1 (k + n) ... ~1 (k + n ~ mu) I ... I ~, (k + n) ... ~, (k + n - mll) • 
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Mit der Methode der kleinsten QuadFate ergibt sich die Schätzung der Srutzstellen der 
Gewichtsfunktionen zu 

A 1 [MTM]-l MT 
Si =- " ,x, 

T 
(6.55) 

mit 

Damit wurde eine Zerlegung des Mehrgrößensystems mit 1 Eingängen und mAusgängen 
in m Teilsysteme mit I Eingängen vorgenommen (s. Bilder 6.32 und 6.33). • 

Bisher wurde davon ausgegangen, daß für alle Teilstrecken die gleiche Abtastzeit T 
verwendet werden kann. Im Abschnitt 6.6.4 werden verschiedene Strategien zur Wahl der 
Abtastzeit T vorgestellt. 
. Für Mehrgrößensysteme p-kanonischer Struktur wird zunächst, ausgehend von diesen 
Strategien, eine günstige Abtastzeit T9 , für jede Teilstrecke b~stimmt. Durch Festlegung 
einer' entsprechendenStützstellenzahl (m9' + 1) für jede Teilstrecke sollte zur' Verein­
fachung der Versuchsdurchführung und der Auswertung. versucht werden, eine gemein­
same Abtastzeit für alle Teilstrecken festzulegen. Dann gilt 

{} = 1, ... ,1. 

Unterscheiden sich die Abtastzeiten für die einzelnen Teilstrecken T9 , wesentlich, führt 
die Verwendung einer gemeinsamen Abtastzeit Tzu einer ungünstigen .At'1zahIvon Srutz­
stellen für die Gewichtsfunktionen der Teilstrebken. (Einzelne Teilstrecken haben eine 
zu niedrige StützsteIlenzahl; andernfalls wird die Gesamtanzahl der Stützstellen'füralIe 
Teilstrecken sehr hoch.) 

In einem solchen Fall muß von der Verwendung unterschiedlicher Abtastzeiten für die 
einzelnen Teilstrecken ausgegangen werden. 

Inden Gln~i(6.54) und (6.55) ist dann die skalare Größe Tdurch eine DiagonaImatrix 
T, der Form 

T, = 

)m .. + 1 

)m" + I 

,',il: 

,;;", 

(6.56) 

zU erSetzen. AIs Schätzvorschrift für die StützsteIlen der Ge~chtsfuriktionen für den i-~en 
Ausgang gilt dann 

.\.' . 

(6.57) 

6.3.J.Systembeschreibungen und Feh/ergleichungen 

6.3. Schätzung der Koeffizienten der Differenzengleichung 

6.3.1. Systembeschreibungen und Feblergleichungen 

6.3.1.1. Lineare Eingrö8ensysteme 
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Eine weitere allgemeine Beschreibung des dynamiSchen Verhaltens eines diskre~ Systems 
erfolgt durch die Differenzengleichung [1.34 bis 1.53, 3.2]. Für ein lineares zeitinvariantes 
ungestörtes Eingrößensystem m-ter Ordnung ist sie gegeben durch 

xO(k) + alxo (k - 1) + .,. + amxO (k - m) 

= bou(k) + blu(k - 1) + ... + bmu(k .:....m). (6.58) 

Z(z) 

XIz) 
Bild 6.4 
Struktur eines Eingrößensystems 

Dabei bedeuten xO(k) die zum Zeitpunkt kT abgetasteten Werte des ungestörten Aus­
gangssignals und u(k) die abgetasteten Werte des Eingangssignals (Bild 6.4). Der Signal­
wert xO(k) ergibt sich aus GI. (6.58) rekursiv zu 

111 .. 

xO(k) + L a,xo (k - i) = L b,u (k - i). 
'=1 '=0 

In Vektorschreibweise ergibt sich aus GI. (6.58) 

xO(k) = mOT(k) S 

mit 
mOT(k) = [-XO (k - 1) .,. -xo (k - m) : u(k), u (k - 1) ... u (k - m)] 

ST = [al'" a", : bo, bl ••• bm]. 

(6.59) . 

(6.60) 

Für Systeme mit dominierendem Trägheitsverhalten (d. h. nichtsprungt'""ahige Systeme) 
ist der Koeffizient bo = O. Deshalb wird in vielen Arbeiten als Meßwertvektor 

",oT(k) = [-XO (k - 1) .,. -xo (k - m) : u (k - 1) ... u (k - m)] 

und als Parametervektor 

ST = [al'" am : bl ••• b",] 

verwendet. 
Mit der Anwendung des Verschiebungssatzes der z-Transformation in der Form 

Z{u(k - in = z-IZ{u(k)}';' z':"U(z) 

folgt aus GI. (6~59) 

(6.61) 

Wird für 

[1 + alz- l + ... + a".z-m] = A(Z-l) 

[bo + blz- l + ... + b".z-m] = B(Z-l) 
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gesetzt, erhält man für die Ausgangsgröße: 

XO(z) = B(Z-l) U(z). 
A(Z-l) 

(6.62) 

Für das am Ausgang gestörte System gilt mit 

X(z) = XO(z) + Z(z) (6.63) 

und mit der Beschreibung des ungestörten Ausgangs XO(z) 

B(Z-l) 
X(z) = -- U(z) + Z(z). 

A(Z-l) 
(6.64) 

Wird GI. (6.64) analog zu den GIn. (6.59) und (6.60) in eine parameterlineare Form um-
geformt, gilt . 

A(Z-l) X(z) = B(Z-l) U(z) + A(Z-l) Z(z) (6.65) 

m '" m 
x(k) = - L a,x (k -. i).+ L b,u (k - i) + L a,z (k - i). 

'=1 '=0 '=0 

Als Systembeschreibung im Zeitbereich erhält man damit in Vektorschreibweise für 
GI. (6.65) 

x(k) = mT(k) s + n*(k) (6.66) 
mit 

n*(k) = zT(k) a, 

ZT = [z(k), ... , z (k - m)] 

Aus GI. (6.66) ist zu ersehen, daß selbst bei unkorrelierter Störung z(k) durch das Nenner­
polynom A(Z-l) eine korrelierte Störung N*(z) = Z(z) A(Z-l) entsteht. 

Ulz} '(z) 

F(z) 

Zlz} 

+ 
Xlz} 

Bild 6.5 
Erweiterte Struktur eines Eingrößensystems 

Da aber eine Korrelation zwischen der Störung n*(k) und dem Meßwertvektor m(k) 
zu nicht erwartungstreuen Schätzungen führt (s. Abschn.6.3.2 und 11.44, 1.47D, wurde 
von Aström {l.38] die Systembeschreibung um ein Filter F(z) für die Störung erweitert. 
Dieses Filter hat die Aufgabe, die korrelierte Störung n*(k) in ein "weißes Rauschsignal" 
v*(k) umzuwandeln. Dadurch wird. wieder eine erwartungstreue Schätzung der Parameter 
möglich. Die Struktur der erweiterten Systembeschreibung ist im Bild 6.5 dargestellt. 
Damit gilt entsprechend GI. (6.64) 

X(z) = B(Z-l) U(z) + F(z) V*(z). (6.67) 
A(Z-l) . 

6.3.1. Systembeschreibungen und Fehlergleichungen 

Für F(z) wird Lallg. folgender Ansatz gewählt: 

mit 

1 . 
F(z) = -- F*(z) 

A(Z-l) 

F*(z) = C(z-l)jD(z-l) 

C(Z-l) = [1 + CIZ- 1 + ... + cllz-"] 

D(z-l) = [1 + d1z-1 + ... + d"Z-II]. 
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(6.68) 

Neben der Erweiterung der Beschreibung des Systems durch das StörfiIter F(z) spielt die 
Art der Fehlergleichung bei diesem Modelltyp eine wichtige Rolle. Wird der Ausgangs­
oder der Eingangsfehler verwendet (s. Abschn.5.1.4), erhält man Fehlergleichungen, in 
die ein Teil der Parameter nichtlinear eingeht. Es gilt für den Ausgangsfehler 

E,,(z) = X(z) - g(z) = X(z) _ ß(Z-l) U(z) 
A(Z-l) 

lind für den Eingangsfehler 

Eu(z) = U(z) - O(z) = U(z) _ A(Z-l) X(z). 
ß(Z-l) 

Die Parameterschätzung für diese Fehler ist nur iterativ möglich (s. Abschn.5.3). Einen 
Ausweg bildet die Anwendung des verallgemeinerten Fehlers (Gleichungsfehler). Für ihn 
gilt die Vorschrift 

• E.(z) = X'(z) - U'(z) = A(Z-l) X(z) - ß(Z-l) U(z). 

Ulz} 

Bild 6.6 
Bildungssche11lß des Gleichungs/ehlers 

I I L_____ . _____ -1 

E~ Iz) 

Im Bild 6.6 ist das Schema dieser Fehlerbildung angegeben. Die Umwandlung des korre­
lierten Fehlers e.(k) - im folgenden mit e(k) bezeichnet - in einen unkorrelierten Fehler 
eCk) kann entweder über Filter für die Signale u(k) und x(k) (Bild 6.7.a) oder für den 
Fehler (Bild 6.7b) erfolgen. Damit gilt mit der Beziehung GI. (6.68) 

E(z) = P*(z) e(z) (6.69) 

für den Gleichungsfehler 

A(Z-l) X(z) - ß(Z-l) U(z) = P*(z) e(z) (6.70) 

und für das vollständige Modell des Systems von GI. (6.64) 

X(z) = ~(Z-l) U(z) + A 1 P*(z) e(z). 
A(Z-l) . (Z-l) 

(6.71) 

18 Wemstedt 
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Bild 6.7 
Bildungsmöglichkeiten 
des unko"elierten Fehlers 
a) durch Filterung der Signale u(k) und x(k) 
b) durch Filterung des Gleichungsfehlers 

a) b) 

Das durch GI. (6.71) beschriebene Modell Wird auch als ARMAX-Modell (autoregressive 
moving average with exogenous variable) bezeichnet. In der Praxis wird diese Modell­
form am häufigsten verwendet. Als Sonderialle können aus diesem Modell die in Tafel 6.1 
angegebenen Zuordnungen von Schätzverfahren zur entsprechenden Filterübertragungs­
funktion gebildet werden. 

Ta/ei 6.1. SCMtzver/ohren ~ ihre Formfilter F*(z) 

Schätzverfahrell F*(z) Literatur 

Regression 1 [1.34, 1.38, 1.44, 1.45, 1.47] 
Methode der Hilfsvariablen 1 [6.14, 6.15] 

Verallgemeinerte Regression D(z-l) 
[6.16, 6.17] 

Maximum-Likelihood-8chätzung C(Z-l) [1.38, 6.19] 

Um für das in GI. (6.71) dargestellte allgemeine Modell eine Beschreibung zur Parameter­
schätzung mit den im Abschnitt 5 bereits abgeleiteten Verfahren zu erhalten, führt man 
eine Rücktransformation in den Zeitbereich durch. Damit erhält man die Differenzen­
gleichung 

m m 

x(k) + L a,x(k - i) - L fi,u(k - i) = e(k) 
'=1 1=0 

(6.72) 

mit 
ft ft 

e(k) = - L die (k - i) +e(k) + L eie (k - i). 
1= 1 1=1 .. 

In Vektorschreibweise ergibt sich für den koten Zeitpunkt die Beziehung 

x(k) = mT(k) § + eCk), (6.73) 

wobei 
mT(k) = [-x(k - 1) ... -x(k - m): u(k). ... u(k - m): 

-e (k - 1) ... -e (k - n) : e (k - 1) ... e (k - n)] 

ein Meßwertvektor und 

§T = [al ... am : fio ... firn : Cl ... en : d1 ••• dn] 
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der Parametervektor ist. Schwierigkeiten bereitet in dieser Beschreibung die Ermittlung 
der Signalwerte e (k - i). Je nach Wahl der Übertragungsfunktion des Filters F(z) 
können durch GI. (6.73) verschiedene Modellstrukturen realisiert werden (s. Ab­
schnitte 6.3.2 bis 6.3.5). 

6.3.1.2. Einfache nichtlineare Eingrö8ensysteme 

Neben den Beschreibungen des nichtlineaten dynamischen Verhaltens dUrch das nicht­
parametrische Volterra-Reihen-Modell (s. Abschn.6.2) finden einfache nichtlineare 
Modelle, die aus einer Kombination eines linearen dynamischen Systems (mit L bezeich­
net) und eines nichtlinearen statischen Systems (mit NL bezeichnet) bestehen, eine breite 
Anwendung. Dabei wird im folgenden davon ausgegangen, daß das nichtlineare statische 
Teilsystem durch folgende Gleichung hinreichend genau beschrieben Wird: 

l' 

xNL(k) = L Tjuf,dk). (6.74) 
j=O 

Hammerstein-Modell 

Wird entsprechend Bild 6.8 davon ausgegangen, daß sich die Nichtlinearität vor dem 
linearen dynamischen Teil befindet, wird diese Struktur Hammerstein-Modell genannt. 
Entsprechend der Beschreibung des linearen dynamischen Teilsystems von GI. (6.58) gilt 

m m 

xO(k) = - L a,xo (k - i) + L b,y (k - i). 
1=1 '=0 

z(k} Bild 6.8 
Struktur 

xix} des Hammerstein-Modells 
(Differenzengleichungsmodell) 

Das fiktive Zwischensignal y(k) lautet bei Verwendung von GI. (6.74) 

" y(k) = L TjUj (k). 
j=O 

(6.75) 

Damit ergibt sich für die Beschreibung des Systems mit der Struktur eines Hammerstein 
Modells 

rn "'" 
xO(k) = L a,xo (k - i) + L b, L 'jUj (k - i). 

'=1 1=0 j=O 

Wird der konstante Anteil der Signalfolge x(k), der durch den Ausdruck 

m 

'00 = '0 L bi 
1=0 

(6.76) 

gegeben ist, in GI. (6.76) getrennt dargestellt, erhält man mit der Vereinbarung b,Tj ~ blj 

m l' rn 

xO(k) = Too - L a,xo (k - i) + L L bljuj (k - i). 
1=1 j=ll=O 

Damit gilt in Vektorschreibweise 

xO(k) =mT(k) s 

(6.77) 

(6.78) 



276 

mit 

6. Bestimmung des dynamischen Verhaltens gestörter Systeme 

mT(k) = [1, -xo (k - 1) ... -xO (k - m) : u(k) ... u (k - m) : 

... : uP(k) ... uP (k - m)] 

II
T = [Too : a1 ... am : bIO ... bm : 

... : bpo ••• bpm]· 

In GI. (6.78-) wird sehr gut sichtbar, daß das nichtlineare Hammerstein-Modell als Spezial­
fall das lineare Systemverhalten mit enthält. 

Tritt eine Störung z(k) auf, ist analog der Vorgehensweise im linearen Fall die Beschrei­
bung um ein Störfilter zu erweitern und in der Berechnungsvorschrift für den Gleichungs­
fehler- s.GI. (6.72) - der entsprechende Ansatz aus GI. (6.77) einzusetzen. Die Ordnung 
der statischen Nichtlinearität wird häufig auf p = 2 beschränkt. Da die Fehlergleichungen 
bei diesem nichtlinearen Modell auch parameterlinear sind, treten bei der Schätzung 
keine prinzipiellen neuen Probleme auf (s. Abschn.6.3.5). 

Eine Trennung der gemeinsam geschätzten Parameter fil'j :;, fi'j der statischen und 
dynamischen Teilsysteme ist unter der Annahme, daß der Verstärkungsfaktor des linearen 
dynamischen Teilsystems KL = 1 ist, möglich. Mit Hilfe des Zusammenhangs 

kL = ,to fi/ (1 + ,tl 12,) = 1 (6.79) 

können die Parameter aus folgenden Beziehungen ermittelt werden: 

(6.80) 
,,_~_ "00 ° - m - ---'''"''",--

I fi, 1 + I 12, 
'=0 '=1 

fi, = blll"j. 
Die Trennung der Parameter ist bei rein integralem oder differentiellem Verhalten nicht 
möglich, da die Verstärkung gegen Unendlich bzw. gegen Null strebt. 

Wiener-Modell 

Die Struktur eines Wiener-Modells ist im Bild 6.9 dargestellt. Die BeschreibUng ist da­
durch gekennzeichnet, daß das statische nichtlineare Teilsystem nach dem linearen dyna­
mischen Teilsystem angeordnet ist. Für die Beschreibung gelten mit den bereits getrof­
fenen Vereinbarungen 

'" 111 

y(k) = - I alY(k - i) + I b,u(k - i) 
1= I 1=0 

p 

xO(k) = I rjyi (k). 
j=O 

x{k) 

Bild 6.9 
Struktur des Wiener-Modells 
(DijJerenzengleichllngsmodell ) 

(6.81) 
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Für die Gesamtbeschreibung ergibt sich damit 

Diese Beziehung kann wieder in eine Vektorbeziehung der Form 

xO(k) = mT(k) 11 

umgeschrieben werden, wobei der Meßwertvektor m(k) abgetastete Signalwerte des Ein­
gangs- und des Zwischensignals in linearer und potenzierter Form, Wechselwirkungen 
zu gleichen und unterschiedlichen' Zeitpunkten und zeitlich verschobene Wechselwirkun­
gen der Signale selbst enthält. Die Anzahl der zu ermittelnden Parameter ist dadurch 
gegenüber dem Hammerstein-Modell sehr groß. Außerdem erfordert die Eliminierung 
des fiktiven Zwischensignals y(k), die nur im Fall einer eindeutig umkehrbaren Kennlinie 
des statischen Teilsystems möglich ist, eine iterative Lösungsstrategie (6.9, 6.10, 6.11]. 
Aus diesen Gründen ist die Anwendung dieser Beschreibung in der Praxis nicht so häufig. 

In den nächsten Abschnitten werden einige wesentliche Schätzverfahren unter Beach-
tung folgender Vorausse~gen näher betrachtet: . ' . 

- Die abgetasteten Signalwerte der Eingänge .u(k} sind ungestört. 
- Die Störung z(k) greift additiv ein, und für de~ Erwartungswert gilt 

E{z(k)} = O. 

- Die Ordnung m und die Totzeit T, = dT des Systems sind bekannt. 
- Die Werte der Eingangsgrößen und der Störung sind unkorreliert, d. h., es gilt . 

E {z(k) u(k)} = O. 

6.3.2. Methoden der Regression 

6.3.2.1. Direkte Methode der Regression 

Bei der Herleitung der direkten Methode der Regression für die Parameterschätzung der 
linearen Differenzengleichungwird von der Fehlergleichung entsprechend GI. (6.71) 
unter der Annahme, daß· die Filterubertragungsfunktion P*(z) = 1 ist, ausgegangen. 
Damit gilt 

e(z) :;:: ,1(z-l) X(z) +ß(Z-l) U(z), (6.82) 

Dies bedeutet, daß das Fehlersignal e(k) = e(k) und damit ein .. weißes Rauschsignal" ist. 
- Für den koten Beobachtungszeitpunkt erhält man für GI. (6.82) im Zeitbereich 

mit 
e(k) = x(k) - mT(k) i 

mT(k) = [-x (k - 1) ... -x (k - m) : u (k - 1) ... u (k - m)] 

i T = [al'" a", : b1 ••• b .. ]. 

Bei Verwendung der bekannten Zielfunktion für die Methode der Regression, 

J+n-1 
Q = eT(k) e(k) = I e2(k) , 

. t=J 
(6.83) 
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der Meßwertmatrix M(n) für n Beoba~htungen, 

M(n) 

[

-XU -l) ... -xU-m) juU-l) ... uU-m) 1 
= -~U-l +n -1) ... -~u-m +n -1) !~U-l + n -1) ... ~u-m + n -1) , 

und des gemessenen Ausgangssignalvektors x(k) für n Beobachtungen, 

xT(n) = [xU), x U + 1), ... , x U + n - 1)], 

ergibt sich analog zu den Ableitungen im Abschnitt 5.2.2 die Regressionsvorschrift zu 

1 = [MT(n) M(n)]-l W(n) x(n). (6.84) 

Die Eigenschaften der Schätzvorschrift und die zu verwendenden numerischen Lösungs­
verfahren entsprechen den im Abschnitt 5.2.2 angegebenen. 

Schwierigkeiten bei der Inversion der Matrix [MT(n) M(n)] treten nur auf, wenn sich 
das Eingangssignal von Tastpunkt zu Tastpunkt zu gering ändert und dadurch das System 
nicht ausreichend erregt wird. Einen Ausweg bilden auch hier die Methoden der aktiven 
Versuchsplanung(s. Abschn.6.4). 

Ein generelles Problem der Schätzung der-Parameter der Differenzengleichung mit der 
Methode der Regression stellt die Erwartungstreue dar. Unter deiloben angenommenen 
Voraussetzungen gilt für die Schätzung 

E{I-s}=O, (6.85) 

d.h. Erwartungstreue. Allgemein ist dies aber nicht der Fall. Entsprechend den Betrach­
tungen im Abschnitt 5.2.2 gilt für die Erwartungstreue bei Schätzung der Koeffizienten 
der linearen Differenzengleichung für eine hinreichend große Anzahl von' Abtastwerten 
u(k) und x(k) mit k = j, ... , j + n - 1 bei Verwend~g von (6.84) und (6.65) 

, E{I} = E ([MT(n) M(n)]-l W(n)[M(n) s + 1I*(n)]}. (6.86) 

Durch weitere Umformungen erhält man den für die Betrachtungen günstigen Ausdruck 

E{I - s} = E{[W(n)W(n)]-I}E{MT(n)n*(n)}. (6.87) 

Da der erste Term in GI. (6.81) nicht null werden kann,ist GI. (6.85) nur zu erfüllen, 
wenn der Ausdruck 

E {MT(n) 1I*(n)} = 0 (6.88) 

ist. Werden die einzelnen Meßwerte in die GI. (6.88) eingesetzt, erhält man 

I uU) ... uU+n-l) 
· . · . , · . 
uU - m) ... uU - m + n - 1) 

E {W(n) 1I*(n)J = E --.... ----- . 
11 ~ U - 1) ... ~ U - 1 + n - 1) 

~x U - m) ... x U - m + n - 1) 

(6.89) 

n*U) 

n*U + n - 1)_ 

I 
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Aus GI. (6.89) ist ZU entnehmen, daß der obere Teil des Vektors Elemente mit dem Wert 
null ergibt, da die Störungswerte z(k) und damit auch n*(k) mit den Werten der Eingangs­
größen u(k) laut Voraussetzung unkorreliert sein sollen. Im unteren Teil des Vektors 
kommen Ausdrücke der Form 

E {x U - 1) n*U)} = E {x U - 1) [zU) + ,tl a,z U - i)] (6.90) 

vor. Wird in GI. (6.90) für die abgetastete gestörte Ausgangsgröße x(k) = xO(k) + z(k) 
entsprechend GI. (6.62) gesetzt, erhält man 

E {x U - 1) n*U)} = E {[x0 U - 1) + z U - 1)] [zU) + ,tl .a,z U - i)]. 
(6.91) 

Der Erwartungswert der Beziehung in GI. (6.91) wird null und damit die Schätzung 
erwartungstreu, wenn 

- die abgetasteten Störungswerte z(k) null sind oder 
- bei vorhandener Störung z(k) die abgetasteten Störungswerte unkorreliert sind (n wei-

ßes Rauschen") und die durch die Beschreibung verursachte Korrelation durch eine 
Filterung mit F(z) = l/A(z~l) beseitigt wird, d.h. der Gleichungsfehler s(k) unkorre­
Iiert ist. 

Sind die abgetasteten Signalwerte der Störung z(k) korreliert, liefert die Methode 
der Regression verschobene Schätzungen. Einen Ausweg, unter diesen Bedingungen UD­

verschobene Schätzungen zu erhalten, besteht in der Verwendung erweiterter System­
modellb (s. Abschnitte 6.3.4 und 6.3.5) und der Verwendung von sog. nHilfsvariablen" 
(s. Abschn.6.3.3). 

Ein weiteres Problem besteht in der Ermittlung der Kovarianzmatrix 

COV {I} = E {(I - s) (I - S)T} (6.92) 

für diesen Modelltyp. Analog zu den Betrachtungen im Abschnitt 5.2.2 gilt für GI. (6.92) 

COV {I} = E ([W(n) M(n)]-l MT(n) 1I*(n) II*T(n) M(n) [MT(n) M(n)]-l}. 

(6.93) 

Da in der Meßwertmatrix M(n) neben den ungestörten Signalwerten u(k) auch gestörte 
Signalwerte x(k) enthalten sind, ist, selbst wenn 

E~W'~=~ ~~ 

gilt, eine Vereinfachung analog zu GI. (5.31) nicht mehr möglich. In den Arbeiten 
[6.12, 6.13] wurde aus GI. (.6.93) eine Abschätzung der Form 

COV {I} ~ 0';. [W(n) M(n)]-l (6.95) 

vorgeschlagen. Ihre Aussagekraft ist aber auf grund der vorgenommenen Vereinfachung 
in vielen Fällen nicht ausreichend (s. Abschn.6.4). 

Aus GI. (6.95) wird auch ersichtlich, daß eine Filterung des AusgangssignaIs zur Besei­
tigung des Einflusses der Störung immer sinnvoll ist und die Güte der Schätzimgver­
bessert. Ist die Störungtieffrequent (hochfrequent), wird in einer s~g. n VorfiIteIUJig" 
durch einen Hochpaß (Tiefpaß) (s. Abschn.3.4) ihr Einfluß reduziert. Diese VorfiIterung 



Beispiel 
6.3 

Gegeben: 

Gesucht: 

Ergebnis: 

• 
ParametersdJiltzung eines linearen DiiJerenzengleichllllgSmodells 
mittels der Regression 

System beschreibung 

G(p) = 5. 
(1 + p . 108)(1 + po 5 s) 

Mit T = 2 folgt 

G(z) = 0,I64z-1 + 0,134z-2 

1 - 1,489z-1 + 0,548z-2 • 

Testsignal: PRBS-Folge (Länge 15T, Amplitude ±2,5, Gesamtlänge 6OT), 
Störung NY (0, a:); hochfrequent, Störverhältnis .Ja:/aio = 0,16. 

Schätzwerte der Koeffizienten der diskreten Übertragungsfunktion und die Rest­
streuung si.. 

AU$ den Meßwerten des Eingangs- und AusgangssignaIs wurden folgende Parameter 
-geschätzt : 

1 
2 ) 

-1,489 
0,548 

-1,108 0,164 
0,162 0,134 

Die Reststreuung ist si. = 0,264. 

,J I- a) 
r--

t 0 
ult) 

L..'-
-3 

r 
0 

xltJ 

-~5 

1 cl 

r 0 

[xltJ-~ltU 

-1 

L..-

0,162 
0,216 

r-- r-

L...L.-

r--

5 1. 

L...'--

t-

, t-----.. 

Das Schätzergebnis ~, daß besonders bei den Parametern dl bei Anwendung der Methode der Re­
greSsion ein relativ großer Parameterfehlerauftritt. Er ist bedingt durch die Länge der Stichprobe und die 
durch die Störung verurSachte Nichterwartungstreue der Schätzung bei diesem Verfahren. Dagegen ist 
die Reststreuung si. relativ klein, was auch am Verlauf der Differenz zwischen System- und Modellaus­
R3.D.~ deutlich wird. 

, '; 
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der Ausgangssignalwerte sollte sowohl bei der Verwendung direkter als auch bei den 
rekursiven Schätzmethoden erfolgen. Das allgemeine Schema ist im Bild 6.10 dargestellt. 

Die Schätzung der Koeffizienten eines linearen Differenzengleichungsmodells mittels 
Regression ist im Beispiel 6.3 dargestellt. 

..Bild 6.10 
Schema einer Parameterschiitzung 
mit Vorfilterung des Ausgangssignals 

6.3.2.2. Rekursive Methode der Regression 

Wie bereits bei der Schätzung der Parameter für statische Modelle im Abschnitt 5.4.3 
besprochen, hat die direkte Methode der Regression einige entscheidende Nachteile: 

- Der Speicheraufwand für die gemessenen' n Meßwertpaare u(k) und x(k) ist hoch. 
- Bei neuen Meßwerten muß die GI. (6.84) jeweils erneut vollständig gelöst werden. 
- Der Rechenaufwand zur Inversion der Matrix [WM] ist hoch. 
- Die Eignung für die Parameterschätzung zeitvarianter Systeme ist schlecht 

Diese und andere Nachteile können durch eine rekursive Lösung des Schätzproblems 
beseitigt werden. Von den verschiedenen rekursiven Schätzverfahren wird für die 
Schätzung der Koeffizienten der Differenzengleichung die Methode der rekursiven Re­
gressi01i betrachtet, weil sie sich bereits bei der Erstellung statischer Modelle gegenüber 
der Relaxation und der stochastischen Approximation als überlegen gezeigt hat. Da die 
ausführliche Herleitung des Verfahrens bereits im Abschnitt 5.4.3 erfolgte, wird an dieser 
Stelle nur noch auf die für dieses Modell typischen Probleme eingegangen. Bezüglich der 
Schreibweise kennzeichnen entsprechend der internationalen Verfahrensweise bei den 
rekursiven Schätzverfahren die in den runden Klammem stehenden Argumente den Zeit­
punkt kder Abtastung und nicht, wie bisher verwendet, die Anzahl der Beobachtungen. 

Wie bereits im Abschnitt 5.4.3 ausgeführt, besteht der Grundgedanke der rekursiven 
Regression darin, daß durch eine neue Beobachtung zum (k + l)-ten Zeitpunkt die 
Meßwert sätze 

mT(k + 1) = [-x(k) ... -x(k- m + 1): u(k) ... u(k - m + 1)] und 

x (k + 1) 

für die·Verbesserung der Parameterschätzung zur Verfügung stehen. 
Auf der Basis der Schätzgleichung von GI. (6.84) zum k-ten Zeitpunkt 

mit 
i(k) = [~(n) M(k)]-l W(k) x(k) 

P(k) = [al(k) ... fi".(k) : 61(k) ... 6m(k)] 

x T(k) = [x (k - 1) ... x(k)] 

. [,!,T (k - 1)] 
W(k)= : 

mT(k) . . 

(6.96) 
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erhält man unter Einbeziehung der nc;iJen Information zum (k + I)-ten Zeitpunkt ent­
sprechend GI. (6.96) 

i(k + 1) = [.MT(k + I)M(k +1)]-1 W(k + I)x(k + 1) (6.97) 
mit 

i T (k + 1) = [adk + 1) ... am (k + 1) : 6dk + 1) ... 6m (k + 1)] 

xT (k + 1) = [x (k - I) ... x(k) x (k + 1)] 

W (k + 1) = [ __ ~!Jk) ] 
mT (k + 1) 

mT (k + 1) = [-x(k) ... -x (k - m + I) : u(k) ... u (k - m + 1)]. 

Mit diesen für das Modell der Differenzengleichung getroffenen Vereinbarungen kann 
analog zu den Ableitungen im Abschnitt 5.4.3 die Schätzvorschrift der rekursiven Re­
gression hergeleitet werden. Entspr~hend den GIn. (5:82), (5.78) und der im Ab­
schnitt 5.4.3 dargestellten Lösungsmethode lautet die rekursive Schätzvorschrift der 
Regression 

mit 
i (k + 1) = i(k) + k (k + 1) [x (k + 1) _mT (k + I) .f(k)J 

k(k + 1) = P(k)m(k + 1) [1 + mT(k + I)P(k)m(k + 1)]-1 

P(k + I) = P(k) - k(k + l)mT(k + I)P(k) 

P(k) = [.MT(k) M(k)]-1 . 

(6.98) 

Damit wird wiederum deutlich, daß sich der neue geschätzte Parametervektor 1 (k + I) 
aus dem alten Schätzwert l(k) und -der -Addition des bewerteten sog. "Prädiktions­
fehlers" e (k + 1) ergibt. DerPrädiktionsfehlere (k + 1), der sich aus 

e (k + I) = [x (k + 1) - mT (k + 1) l(k)] (6.99) 

berechnet, stellt den Vergleich des abgetasteten Ausgangssignals zum (k + l)-ten Zeit­
punkt mit dessen Vorherberechnung auf der Grundlage des alten Parametervektors dar. 

Wie bereits im Abschnitt 5.4.3 ausiuhrlich-dargelegt, steht dem Vorteil der fehlenden 
Inversion' bei der rekursiven Regression der Nachteil der geeigneten Wahl der' Start­
parameter 1(0) und P(O) gegenüber. Grundsätzlich bestehen wiederum die Möglichkeiten: 

- Abschätzung aus einer Schätzung mit Hilfe der direkten Regression aus wenigen 
Meßwertsätzen, 

- Vorgabe von Startwerten'aus der theoretischen Prozeßanalyse oder vorhergegangenen 
Schätzungen, 

- Wahl der Startparameter der Matrix P entsprechend GI. (5.109) 
a) bei geringer Störung: P(O) = cl, lOio ~ c'~ 1015 ; . 

b) bei größerer Störung: P(O) '= cf, 103 & c & 106
• 

Dann ist die Konvergenz der Parameterschätzung relativ unabhängig vom Start­
parametervektor 1(0), der deshalb häufig 1(0) =. 0 gesetzt wird. 

Sollen die Parameter eines zeitvarianten Systems aktuell ermittelt werden, sind in die 
Schätzvorschrift der rekursiven Regression von GI. (6.98) entsprechend der'Vorgehens­
weise im Abschnitt 5.4.3.2 die Matrizen P(k) durch die gewichteten Matrizen P*(k), die 
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entsprechend den GIn. (5.110) und (5.111) berechnet werden, zu ersetzen. Die Wichtun8S­
art und die Größe der Vergessensrate sind entsprechend den Empfehlungen im Ab­
schnitt 5.4.3.2 zu wählen. 

Insgesamt kann eingeschätzt werden, daß die Methode der rekursiven Regression dann 
angewendet werden sollte, wenn 

- das System gering gestört ist oder 
- die Voraussetzungen für eine erwartungstreue Schätzung mit Hilfe eines Regressions-

verfahrens gegeben sind oder 
- auf eine erwartungstreue Schätzung verzichtet werden kann, z. B. bei der Realisierung 

adaptiver Steuerungskonzepte. 

6.3.3. Methoden der Hilfsvariablen 

6.3.3.1. Direkte Methode der HiHsvariablen 

Wie bereits im Abschnitt 6.3.2 gezeigt wurde, ist mit der Methode der Regression bei 
einem korrelierten Gleichungsfehler keine erwartungstreue Schätzung der Parameter der 
Differenzengleichung möglich. Um die Vorteile der Regression zu nutzen und gleichzeitig 
eine erwartungstreue Schätzung zu erzwingen, wurde die Methode der Hilfsvariablen 
(instrumentellen Variablen) entwickelt [1.49, 6.14, 6.15]. 

Diese Methode beruht auf der Verwendung der Fehlergleichung für den korrelierten 
Fall in der Form - s. GI. (6.68) -

E(z) = ..4(Z-1) X(z)- ß(Z-1) U(z) (6.100) . 
und in Vektorschreibweise für n Beobachtungen 

e(n) = x(n) - W(n) 1. (6.101) 

Die unter Verwendung des Gütekriteriums Q = eT(k) e(k) analog zu Abschnitt 6.3.2 
ableitbare Schätzgleichung für die Parameter 

1 = [W(n) M(n)]-1 W(n) x(n) (6.102) 

liefert bekanntlich keine erwartungstreuen Schätzungen. Damit nun bei Verwendung der 
in GI. (6.101) angegebenen Beschreibung die Erwartungstreue erzwungen wird, ersetzt 
man in GI. (6.102) die Meßwertmatrix W(n) durch die Hilfsvariablenmatrix W(n). 
Die Matrix W(n) ist dann eine Hilfsvariablenmatrix, wenn sie folgende Bedingungen 
erfüllt: 

E {W(n) e(n)} = 0 

E{IP(n)M(n)} positiv definit. 

(6.103) 

Setzt man die Matrix der Hilfsvariablen in die Schätzgleichung der Regressipn von 
GI. (6.102) ein, ergibt sich die Schätzvorschrift der Methode der Hilfsvariablen zu 

§ = [IP(n) M(n)]-1 W(n) x(n). (6.104) 

Es ist leicht zu zeigen, daß unter den in GI. (6.103) angegebenen Bedingungen für die 
Wahl der Hilfsvariablenmatrix W(n) die Schätzung ~uch bei einem korrelierten Glei­
chungsfehler e(n) erwartungstreu ist. Analog zu den Betrachtungenim Abschniu 6.3.2 gilt 

E {S - s} = E ([W(n) M(n)]-: 1} E {IP(n) e(n)} (Ü05) 
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und unter Beachtung der GI. (6.103) ~ 

E{s - s} = O. 

Dem Vorteil der geringen Anzahl der zu ermittelnden Parameter und der günstigen nu­
merischen Lösung von GI. (6.104) steht das schwierige Problem der Wahl der Elemente 
der Matrix der Hilfsvariablen gegenüber. Allgemein sollten zur Erfüllung de,r Bedingun­
gen (6.103) die Elemente der Hilfgyariablenmatrix so gewählt werden. daß sie stark mit 
den ungestörten Signalwerten in der Matrix M und nicht mit den Werten der Störung z 
korrelieren. Da in der Meßwertmatrix M die Signalwerte de)." Eingangsgröße ,bereit,s un­
gestört sind, besteht das Problem der Wahl der Elemen,te der Matrix der Hilfsyariablen 
vor allem in der Festlegung bzw. dem Ersatz der Signalwerte des gestörten Ausgangs. 
Folgende Varianten wurden für dieses Problem vorgeschlagen: 

Variante 1: Verwendung verschobener Eingangssignale 
Für den Vektor der Hilfsvariablen ergibt sich dann 

hT(k) = [-u (k - r - 1) ... -u (k - r - m) ; u (k - 1) ... u (k :- m)]. 

, (6J06) 
Variante 2: Verwendung verschobener Ausgangssignale 
Bei dieser Variante wird der Vektor der Hilfsvariablen' durch die Verwendung von um p 
Tastpunkte in die Vergangenheit verschobenen Ausgangssignalen gebildet. Damit gilt 

hT(k) = [-x (k - p - 1) ... -x (k - p - m) ;u (k - 1) ... u (k - m»). ' 

(6.107) 
Als Intervall für die Verschiebung ist m ~ p ~ 3m sinnvoll. 

Xizl 

Bild 6.11 
Schema der Methode der HilfSlXll'iohlen 
bei Verwendung eines Hilfmiodells 

Variante 3: Verwendung geschätzter Werte des Ausgangssignals eines Hilfsmodells 
Mit den geschätzten Werten xa (k - 1) der Ausgangsgröße eines Hilfsmodells (Bild 6.11) 
erhält man 

hT(k) = [-xa(k -1) ... -xa(k - m); u(k - 1) ... u(k - m)]. 

Die Werte xB(k - i) werden nach der Vorschrift 

xa(k) = mT(k) sa 
mit 

mT(k) = [-xa (k - 1) ... -xa (k - m) : u (k - 1) ... u (k - m)] , 

'I~ ;.. [Ola ... Oma ; 61a ... 6ma] 

(6.108) 

(6.109) 

ermittelt. Der Parametervektor des Hilfsmodells la sollte bei Anwendung der rekursiven 
Schätzvorschrift (s. Abschn.6.3.3.2) aus dem geschätzten Parametervektor I durch eine 

Beispiel 
6.4 

Gegeben: 

Gesucht: 

Ergebnis: 

Parameterschlitzung eines Unearen DifI'erenzengleichungsmodeUs 
mit der Methode der Hilfsvariablen ' 

Systembeschreibung 

G(p)= 5 
(1 + p' 10 s) (1 + p' 5 s) 

Mit T = 2 s folgt 
0,I64z- 1 + 0,134z-2 

G(z) = 1 _ 1,489z- 1 + 0,548z-2 

Testsignal: PRBS-Folge (Länge 15T, Amplitude ±2,5, Gesamtlänge 6OT), 
Störung NY (0, 0-;); hochfrequent, 

Störverhältuis.J O':/~o = 0,16. 

Schätzwerte der Koeffizienten der diskreten Übertragungsfunktion und die Rest­
streuung si. 
Aus den Meßwerten des Eingangs- und Ausgangssignals wurden die folgenden Para­
meter im angegebenen Iterationsschritt geschätzt: 

Iterations­
schritt 

1 
5 

10 
15 
20 

3 

-1,11 
-1,20 
-1,28 
-1,33 
-1,36 

al 

- "1 
o 

u(t) 

--

-J5 

1,5 cl 

t 0 

[x(t)-x(tll 

-Z5 

0,162 0,162 0,216 0,264 
0,255 0,162 0,203 0,270 
0,333 0,163 0,191 0,283 
0,382 0,163 0,184 0,295 
0,413 0,164 0,180 0,304 

- - -

5 120 

~-- - .... 
t-

t-

t-
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Beispiel 
6.4 

6. Bestimmung des dynamischen Verhaltens gestörter Systeme 

I Parame~tztmg eines linearen DitJerenzengleichungsmodeUs 
mit der Methode der Hilfsvariablen . 

Das Ergebnis zeigt, daß der Parameterfehler bei der Methode der Hilfsvariablen von Iterationsschritt 
zu Iterationsschritt kleiner wird. Die Ergebnisse im ersten Iterationsschritt sind mit denen der direkten 
Regression (s. Beispiel 6.3) identisch. Gleichzeitig wird deutlich, daß mit sich verbessernder Parameter..< 
treue die Reststreuung der Schätzung zunimmt. Dies ist auch am Verlauf der Differenz zwischen Modell­
und Systemausgang zu sehen. Damit ist das Verhalten der Methode der Hilfsvariablen gegenüber der 
Regression imter Beweis gestellt. Der durch die notwendigen Iterationen erhöhte Rechenaufwand der 
Methode der Hilfsvariablen kann durch die Anwendung der rekursiven Variante wesentlich reduziert 
werden. 

Filterung (s. Abschn.3.4.4.2) der Form 

(6.110) 
mit 

0,01 ~ IX ~ 0,1 

gewonnen werden, um starke Schwankungen des Parametervektorszu Beginn der 
Schätzung zu vermeiden. Damit erhält man bei dieser Variante eine Hilfsvariablenmatrix 
H(n) folgender Form für k = j, ... ,j + n - I Beobachtungen: 

H(n) = 

[

-XHU-l) ",-xHU-m) iuU-1) ... uU-m) 1 
-1HU -I + n -I) ... -~HU -m + n - I) I ~u - 1 + n -1) .. , ~U - m + n -I) , 

(6.111) 
Die Parameterschätzung erfolgt iterativ in Stufen 

- Schätzung des Parametervektors s aus n Beobachtungen mit der Regression GI. (6.84), 
- Ermittlung der Hilfsvariablenmatrix H(n) nach GI. (6.109), 
- Schätzung des Parametervektors 6 aus n Beobachtungen mit der Methode der Hilfs-

variablen GI. (6.104), 
- Test, ob die Parameteränderung von Iteration zu Iteration flS ~ Toleranzschranke 

erfilllt ist; wenn nicht, werden erneut die letzten drei Stufen durchlaufen. 

Diese Iteration ist immer erforderlich, weil zu Beginn der Schätzung die Störung über 
die geschätzten Parameter 6 die Hilfsvariablen beeinflußt. Damit sind die Hilfsvariablen 
mit dem Störsignal und somit auch mit delI!. Fehlersignal korreliert. Dies hat zur Folge, 
daß die erste Beziehung von GI. (6.103) zu Beginn der Schätzung nicht erfüllt ist. 

Von den drei vorgestellten Varianten hat sich die dritte in der Praxis aufgrund ihrer 
Leistungsr-ahigkeit durchgesetzt. Die direkte Methode der Hilfsvariablen ist bei vorliegen­
den korrelierten Gleichungsfehlem eines der leistungsstärksten Parameterschätzverfah­
ren, das erwartungstreue Schätzungen absichert bei einem gegenüber der Regression ge­
ring erhöhten Aufwand an Rechenzeit,undSpeicherplatz. 

Im Beispiel 6.4 ist die Schätzung der Koeffizienten eine!! Differenzengleichungsmodells 
2. Ordnung mittels der direkten Methode der Hilfsvariablen dargestellt. 
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6.3.3.2. Rekursive Methode der Hi1fsvariabIen 

Aus den im Abschnitt 6.3.2.2 genannten Gründen und durch analoge Ableitungen kann 
man aus der Schätzvorschrift der direkten Methode der Hilfsvariablen die rekursive 
Form der Hilfsvariablenschätzung gewinnen. Entsprechend den Vereinbarungen und 
Schätzglei<;hungen für die rekursive Regression von GI. (6.98) ergibt sich mit Ersatz des 
Meßwertvektors mT (k + I) durch den Vektor der Hilfsvariablen hT (k + 1) in der Form 

hT(k + 1) = [-xH(k) ... -xH(k - m + 1): u(k) ... u(k - m + I)] (6.112) 

die rekursive Form der Hilfsvariablenschätzung zu 

mit 
6 (k + I) = s(k) + k (k + I) [x (k + 1) - mT (k + I) 6(k)] 

k (k + I) = P(k) h (k + I) [I + mT (k + I) P(k) hT (k + 1)]-1 

P(k + I) = P(k) - k(k + l)mT(k + I)P(k). 

(6.113) 

Für we Wahl der die Konvergenzgeschwindigkeit der Schätzung beeinflu~senden Start­
werte 6(0) und P(O) gelten die für die rekursive Regression getroffenen Aussagen. Das 
gleiche gilt auch für die Gestaltung der Wichtungsfaktoren bei der Schätzung zeitvarian­
ter Systeme. 

Neben der Wahl der Startwertefür 6 und P wird die Konvergenz von der Wahl der Hilfs­
variablen bestimmt. In GI. (6.112) wurden bereits als Hilfsvariablenwerte die aus einem 
Hilfsmodell entsprechend GI. (6.109) berechneten ungestörten Ausgangssignalwerte 
XH (k - i) verwendet (s. Bild 6.11). Sie stellen angenäherte optimale Hilfsvari;1blen dar 
[1.45]. Zu Beginn der Schätzung ist es günstig, On Bereich k = 2m den Meßwertvektor 
mT (k + I) anstelle des Vektors der Hilfsvariablen hT (k + I) zu setzen, d.h., die Me~ 
thode der Regression zu verwenden. Danach wird mit dem dann vorliegenden Schätz­
wert für den Parametervektor der Hilfsvariablenvektor ermittelt und die Schätzung mit 
der rekursiven Methode der Hilfsvariablen fortgesetzt. Wird dieser Hinweis nicht be­
achtet, kann es zu instabilen Schätzungen kommen. 

Außerdem ist es vorteilhaft, den geschätzten Parametervektor 6(k) entsprechend 
GI. (6.11 0) tieffrequent zu filtern, um den Einfluß der Störung z(k) auf die Hilfsvariablen 
xH(k) zu verringern. Diese Filterung reduziert auch die Korrelation zwischen den Hilfs­
variablen und dem Gleichungsfehler. Sie wirkt ähnlich wie der Vorschlag, eine Totzeit 
um d Tastpunkte zwischen dem geschätzten Parametervektor 6(k) und dem des Hilfs­
modells SH (k - tI) vorzusehen [1.51]. Theoretisch muß zur Erlangung der Erwartungs­
treue die Totzeit gleich der Korrelationstiefe des Fehlers bzw. der Störung gewählt 
werden. Da das digitale Tiefpaßfilter in den meisten Fällen bereits zur Beseitigung der 
Korrelation ausreicht, hat sich dieser in [1_52] unterbreitete Vorschlag pr~schnicht 
durchgesetzt. . . 

Insgesamt kann eingeschätzt werden, daß die rekursive Methode der Hilfsvariablen­
schätzung gegenüber der rekursiven Regression immer dann angewendet werden sollte, 
wenn der Gleichungsfehler korreliert ist und erwartungstreue Schätzungen gefordert 
werden. Der rechentechnisch geringe Mehraufwand besteht in der .Berechnung der Hilfs­
variablen aus dem Hilfsmodell entsprechend GI. (6.109). Gegenüber der direkten Methode 
der Hilfsvariablen besitzt die rekursive neben den rechentechnischen Vorteilen die Eig­
nung zum On-line-Betrieb und zur Parameterschätiung zeitvarianter Systeme. 
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6.3.4. Weitere ParameterscbätZverfam-en 

Neben der Methode der Regression und der HiIfsvariablen sind die "verallgemeinerte 
Regression" und die "Maximum-Likelihood-Schätzung" von besonderer Bedeutuilg. 
Beide Methoden versuchen, eine erwartungstreue Schätzung durch eine Filterung des 
korrelierten Fehlers bzw. durch Verwendung eines erweiterten Modellansatzes ~ er-
reichen. . 

6.3.4.1. Methode der verallgemeinerten Regression 

Bei der Ableitung der verallgemeinerten Regression wird von der Fehlergleichung für den 
korrelierten Gleichungsfehler 

E(z) = A(Z-l)X(Z) - B(Z-l) U(z) (6.114) 

ausgegangen. Der korrelierte Fehler E(z) soll über ein Filter 

P*(z) = l/n(z-l) 

in den unkorrelierten Fehler e(z) umgewandelt werden (Bild 6.12). Damit gilt 

e(z) = A(Z-l) i(z) - B(Z-l) (J(z) . (6.115) 
mit 

1'(z) = X(z) D(Z-l) 

(J(z) = U(z) D(z- 1). 

Mit den gefilterten Werten X(k) und ü(k) kann dann wieder eine Regression durchgeführt 
werden. Das Problem ist die Ermittlung des Filters P*(z). Bevor auf die Bestimmung 
eines geeigneten Filters eingegangen werden soll, werden die grundsätzlichen Beziehun­
gen der verallgemeinerten Regression, basierend auf den Ableitungen im Abs~hnitt 5.2.4, 
näher betrachtet. 

Xlzi 
Bild 6.12 
Schema der Parameterschätzung bei der Filterung 
der Eingangs- und Ausgangsgrößen 

Als Gütekriterium wird die bekannte Beziehung 

Q = eT(k) W- 1e (k) ; 

W-1 Bewertungsmatrix, Filtermatrix, 

(6.116) 

verwendet, wobei die Bewertungsmatrix so zu wählen ist, daß der korrelierte Fehler e(k) 
in den unkorrelierten Fehler e(k) umgeformt wird. Damit gilt 

(6.117) 
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Mit den im Abschnitt 6.3.1 angegebenen System-, Modell- und FehlergleichUIlgen ergibt 
sich als Schätzvorschrift flir n Beobachtungen (s. Abschn.5.2.4) 

i = [W(n) W- 1M(n)]-1 W(n) W-I X (n). (6.118) 

Wenn die Bewertungsmatrix W-l in das Produkt zweier Dreieckmatrizen pT und F 

W-l = pTF 

zerlegt werden kann, erhält man aus GI. (6.118) 

i = [JiiT(n) M(n)]-l JiiT(n) .i(n) 
mit 

M(n) = FM (n), .i(n) = Fx(n). 

(6.119) 

Gleichung (6.119) entspricht formal <;lern Algorithmus der Regression, nur daß gefilterte 
Meßwerte verwendet werden; s. GI. (6.84). Da außer den Systemparametern auch noch 
die Parameter des Filters bestimmt werden müssen, erfolgt die Schätzung im Wechsel 
von System- und Filterparametern in mehreren Schritten mit der sog. Mehrschritt­
methode, weil die Elemente der Wichtungsmatrix W-l (damit auch der Matrix F) in der 
Regel nicht apriori bekannt sind [6.7, 6.16]. Die Bewertungsmatrix F in GI. (6.119) stellt 
ein Filter dar, das die Werte der Eingangs- und Ausgangssignale so transformiert, daß 
aus dem korrelierten Gleichungsfehler e(k) der unkorrelierte Gleichungsfehler e(k) ent­
steht. Von den vielen Möglichkeiten zur Wahl der Filterübertragungsfunktion wird ent­
sprechend GI. (6.115) 

(6.120) 

für das Verfahren der verallgemeinerten Regression gewählt. Die Schätzung der Koeffi­
zienten a, und b, des Systems und der Koeffizienten d, des Filters erfolgt in den Schritten 
(Bild 6.13): . 

Start 

Parameter­
schlitzung des 
Alters 

Parometer- Bild 6.13 
sChätzung des Struktur der Mehrschrittmethode bei dem Verfahren 
Systems der verallgemeinerten Regression 

Schritt 1. Schätzung der Systemparameter a, und b, aus den ungefilterten Eingangs­
und Ausgangssignalwerten, d.h. n(z-l) = 1, für n Beobachtungen (k =j,j + 1, ... , 
j + n - 1). Die Schätzung entspricht der Methode der Regression. 

Schritt 2. Ermittlung der Koeffizienten d, des Filters auf der Grundlage des mit den ge­
schätzten Parametern 0, und 6, nach GI. (6.72) berechneten Fehlers e(k). Für den Zu-
10 Ul __ ........ ~. 
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sammenhang zwischen dem korrelierten und dem unkorrelierten Gleichungsfehler gilt im 
Zeitbereich für die k-te Beobachtung 

eCk) = eCk) + d1e(k - 1) + ... + dreCk - r). (6.121) 

Damit kann aus GI. (6.121) die Fehlergleichung 

eCk) = eCk) - [-d~e (k - 1) - ... - (1.e(k - r)] 

für die k-te Beobachtung und das Gleichungssystem für n Beobachtungen in der Form 

eU) = eU) - [-d1eU - 1) ... -dreU - r)] 

; U + n - 1) = ~ U + n - 1) - [-~1e U - 1 + n - 1) ... -~re U - r + n - 1)] 

aufgebaut werden. In Vektorschreibweise erhält man somit für das Gleichungssystem 
die Beziehung 

sen) = e(n) - E*T(n) il. (6.122) 

Bei Verwendung der Methode der Regression erhält man als Schätzvorschrift für die 
Parameter d, des Filters aus den Werten des korrelierten Fehlers eCk) 

(6.123) 

mit 
ilT = [d1 , d2 , ••• (1.] 

eT(n) = [eU), eU + 1), ... , eU + n - 1)] 

[

-e U - 1) ... -e U - r) ] 
En(n) = : : . 

-e U - 1 + n - 1) ... -eU - r + n - 1) 

Schritt 3. Filterung der Eingangs- und Ausgangssignalwerte mit den neuen Filterpara­
metern entsprechend den Vorschriften von GI. (6.115) und Schätzung der Parameter cl, 
und 6, entsprechend der Beziehung von GI. (6.119). 

Mit diesen neu erhaltenen Schätzungen für die Systemparameter wird die Schätzstrate­
gie ab dem zweiten Schritt wiederholt, bis das Fehlerkriterium von GI. (6.117) ein Mini­
mum hat. 

Werden die Eingangs- und Ausgangssignale optimal gefiltert, wird der Gleichungsfehler 
in,ein "weißes Rauschsignal" übergehen, und die Parameterschätzung ist erwartungstreu 
(s. Abschn.6.3.2). Der relativ hohe rechentechnische Aufwand durch die Inversionen ~ 
(6.119) und (6.123) kann wiederum durch eine rekursive Gestaltung der. Schätzvors~hrif­
ten von (6.119) und (6.123) reduziert werden. Im Gegensatz zur blockwelsen AbarbeItung 
der Meßwerte wird das Filter in jedem Schritt neu berechnet und so jeder Meßwertsatz 
mit den aktuellen Filterparametern nach den Beziehungen 

x(k) = xT(k) il(k), ii(k) = uT(k) il(k) (6.124) 

mit 
xT(k) = [x(k), x (k - 1), ... , x (k - r)] 

uT(k) = ruCk), u (k - 1), ... , u (k - r)] 

ilT(k) = [1, d1, ... , (1.] 
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gefiltert. Die Mehrschrittstrategie bleibt auch bei der rekursiven Version erhalten. Für 
die Schätzvorschrift der Systemparameter gilt analog zu den Beziehungen im Ab­
schnitt 6.3.3.2 

mit 
s (k + 1) = s(k) + k (k + 1) [x (k + 1) - mT (k + 1) s(k)] 

k (k + 1) = P(k) m (k + 1) [1 + mT (k + 1) P(k) m (k + 1)]-1 

P (k + 1) = P(k) - k (k + 1) mT (k + 1) P(k). 

Die Filterparameter d, werden analog nach der Vorschrift 

mit 
il (k + 1) = il(k) + k' (k + 1) [e (k + 1) - eT(k) il(k)] 

k' (k + 1) = 'fI(k) e (k + 1) [1 + eT (k + 1) 'fI(k) e (k + 1)]-1 

'fI (k + 1) = 'fI(k) - k' (k + 1) eT (k + 1) 'fI(k) 

'fI(k) = [En(k) E*(k)]-1 

(6.125) 

(6.126) 

bestimmt. Die mit den GIn. (6.125) und (6.126) realisierte rekursive Schätzung ist in der 
Regel aber nicht immer asymptotisch erwartungstreu [6.18]. Dem Vorteil der fehlenden 
Inversion von Matrizen steht die Wahl der Anfangswerte für die System- und Filterpara­
meter sowie der Matrizen P(k) und 'fI(k) als Nachteil gegenüber. 

Insgesamt kann eingeschätzt werden, daß sich der rechen technische Aufwand gegenüber 
den Methoden der Regression und der HiIfsvariablen beachtlich erhöht und dazu geführt 
hat, daß die praktische Anwendung gering ist. 

6.3.4.2. Maximum-Likelihood-Methode 

Die Methode beruht auf der Maximierung der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion des 
unkorrelierten FehlersB(k) unter der Annahme, daß sein Verhalten einer Normalvertei­
lung NY (0, 0':) entspricht. Für n Beobachtungen gilt damit für die Likelihood-Fiinktion 
(s. Abschn.5.1) , 

Das Maximum der Likelihood-Funktion L wird erzielt, wenn der Ausdruck 

1 J+n-1 

Q = ~ I f;2(k) 
2 k=J 

minimal wird. 

(6.127) 

(6.128) 

Für die weitere Betrachtung ist die Strategie der Umwandlung des korrelierten Fehlers 
e(n) in den unkorrelierten, Fehler eCk) festzulegen. Die von Aström und l;Johlin 
[1.38, 6.19] vorgeschlagene Methode geht von der Fehlergleichung entsprechend GI. (6.68) 
aus. Der korrelierte Fehler E(z) wird bei dieser Methode über die Beziehung 

, (6.129) 
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in den unkorrelierten Fehler e(z) umgeformt. Damit gilt für die Fehlergleichung 

C(Z-l) e(z) = A(Z-l) X(z) - ß(Z-l) U(z) (6.130) 
oder 

e(z) = A(Z-l) X(z) ~ ß(Z-l) U(z). 
C(Z-l) C(Z-l) 

(6.131) 

Aus GI. (6.131) ist sofort ersichtlich, daß die Parameter al und DI ; i = 1, ... , m, linear 
und die Parameter CI; i = 1, ... , n, nichtlinear in den Fehler e(k) eingehen. Damit kann 
das Gütekriterium von GI. (6.83) nicht mehr direkt analytisch gelöst werden. Eine Mög­
lichkeit besteht in der Anwendung der im Abschnitt 5.3 vorgestellten iterativen Schätz­
verfahren. Wird als Schätzverfahren für die Parametervektoren 

(6.132) 

entsprechend den Ableitungen im Abschnitt 5.3 die Newton-Raphson-Methode ver­
wendet, gilt analog zu GI. (5.75) 

(6.133) 

Die erforderlichen ersten und zweiten Ableitungen des' Gütekriteriums werden unter 
Beachtung des für dieses Modell' geltenden Parametervektors GI. (6.132) nach den in 
GI. (5.76) angegebenen Beziehungen ermittelt. Die iterative Lösung erfolgt ebenfalls nach 
der im Abschnitt 5.3.2 angegebenen Strategie. 

Die Methode der Maximum-Likelihood-Schätzung zeichnet sich durch eine geringe 
Empfindlichkeit gegen Störungen aus und hat sich im Vergleich zu den anderen vorge­
stellten Verfahren bei korrelierten Fehlern in vielen TestIallen als überlegen erwiesen 
[1.1,1.44, 1.45,6.20]. Nachteilig wirkt sich der erhöhte Rechenaufwand aus. Die vorge­
schlagene rekursive Version der Maximum-Likelihood-Schätzung [1.45] hat sich, aufgrund 
der vielen Näherungen nicht durchgesetzt. 0 

In der Literatur sind eine Vielzahl weiterer Verfahren entworfen und erprobt worden, 
die teilweise unter Beachtung weiterer Voraussetzungen an die auf das System wirkenden 
Signale ebenfalls sehr gute und effektive Schätzungen der Parameter der Differenzen­
gleichung gestatten. Genannt seien an dieser Stelle 

- Erweiterte Matrizen-Methoden auf der Basis der GI. (6.73), [1.44, 1.45], 
- Tally-Methode [6.21], 
- Prior-Knowledge-Fitting-Methode [6.22], 
- zwei stufige Schätzungen in Form der Ermittlung des parametrischen Modells aus dem 

nichtparametrischen Modell der Gewichtsfunktion [1.44]. 

Ihre Anwendungsbreite ist jedoch gegenüber den ausflihrlicher. vorgestelltenl Verfahren 
wesentlich geringer. 

6.3.5. Parameterschätzung einfacher nichtJinearer Systeme 

Wie bereits im Abschnitt 6.3.1.2 erläutert, können viele technische und nichttechnische 
Prozesse auch in der Umgebung des Arbeitspunktes nicht mehr hinreichend durch lineare 
Modelle beschrieben werden. Gegenüber den im Abschnitt 6.2 vorgestellten nichtpara-
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metrischen Modellen in Form der Volterra-Reihen haben die im Abschnitt 6.3.1.2 ge­
nannten nichtlinearen Differenzengleichungsmodelle folgende Vorteile [6.22]: 

- Nichtlineare Differenzengleichungsmodelle können direkt oder durch eine Approxi-
mation aus einer theoretischen Prozeßanalyse gewonnen werden. 

- Die Anzahl der Parameter ist wesentlich geringer als beim Volterra-Reihen-Modell. 
- Das Modell ist numerisch leicht zu handhaben. 
- Die parametrischen nichtlinearen Modelle sind für die Lösung von Vorhersage- und 

Steuerungsaufgaben gut geeignet. 

Auf der Basis der im Abschnitt 6.3.1.2 angegebenen Modellstrukturen werden in den 
folgenden Abschnitten die direkte, die zweistufige und die iterative Schätzstrategie zur 
Ermittlung der Parameter vorgestellt. Bei den Ausführungen wird vorwiegend das 
Hammerstein-Modell betrachtet, weil es relativ einfache Lösungen ermöglicht und in der 
Praxis die breiteste Anwendung gefunden hat. Die Lösungen für das Wiener-Modell sind 
in der weiterflihrenden Literatur enthalten [6.9]. 

6.3.5.1. Direkte SchäUstrategien 

Als direkte Schätzstrategie soll die Ermittlung aller Parameter der vorgestellten System­
beschreibungen durch eine Schätzgleichung bezeichnet werden. Auf der Grundlage der 
im Abschnitt 6.3.1.2 abgeleiteten Beziehungen für das Hammerstein-Modell gilt ent­
sprechend GI. (6.78) 

mit 
x(k) = mT(k) § 

mT(k) = [1 : -x'(k - 1) ... -x(k - m): u(k) ... u(k - m): 

... : uP(k) ... uP(k - m)] 

§T = [1'00 : a1 ... a .. : Do ... Dm : 
... : Dpo ... Dpm]. 

(6.134) 

Mit diesem umgeformten Modellansatz können die rur die Parameterschätzung linearer 
dynamischer Systeme entwickelten Verfahren direkt angewendet werden, weil die zu 
schätzenden Parameter linear in die Fehlergleichung eingehen. Als Schätzverfahren kön­
nen die Methode der Regression entsprechend GI. (6.84), die Methode der Hilfsvaria­
blen entsprechend GI. (6.104), die Methode der verallgemeinerten Regression entsprechend 
GI. (6.119) und die Maximum-Likelihood-Schätzung entsprechend GI. (6.133) verwendet 
werden [1.44, 1.49, 6.9, 6.10, 6.11]. Die in den Abschnitten 6.3.2 bis 6.3.4 getroffenen 
Einschätzungen zur Leistungsfähigkeit der Verfahren gelten auch für diesen Modell­
ansatz. 

Im Beispiel 6.5 ist die direkte Schätzung der Parameter eines nichtlinearen dynamischen 
Systems mit einer Hammerstein-Struktur und der Methode der Hilfsvariablen darge­
stellt. 

6.3.5.2. Mehrstufige Schätzstrategien 

Die mehrstufigen Schätzstrategien gehen davon aus, daß es durch die Gestaltung der auf 
das System aufgeprägten Testsignale möglich ist, die Parameter des linearen dynamischen 
Teilsystems und die des nichtlinearen statischen Teilsystems getrennt zu schätzen. 
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Gesncht: 
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Parameterscbätzung eines nichtlineareo Dilferenzeogleichungsmodells 
mit der Methode der Hilfsvariableo 

Systembeschreibung (Hammerstein-ModelI) 

a) statisches Teilsystem 

y = -1 + 2u + O,5u2
, 

b) dynamisches Teilsystem 

G(p)= 1 . 
(1 + p' 10 s) (1 + p' 5 s) 

Mit T = 2 s folgt 

G(z) = 0,0328 Z-l + 0,0269 Z-2 

1 - 1,489z- 1 + O,5488z- 2 

T~tsignal: Fünfwertige m-.Folge (Länge 24T, maximale Amplitude ±3, Gesamt­
länge 72n, 
Störung NY (~./;); hochfrequent, 
Störverhältnis a:/a:. = 0,13. 

Schätzwerte der Koeffizienten für die Beschreibungen des statischen und dynamischen 
Teilsystems sowie die Reststreuung s~ . 

-3,5 t-

bJ 

x(ll 

o ~----------~~--------~~------~ 
-Q5 t-

t-

Beispiel 
6.5 
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Aus den Meßwerten des Eingangs- und Ausgangssignals wurden folgende Parameter 
nach der Auf trennung in die Teilmodelle im jeweiligen Iterationsschritt ermittelt: 

Parameter- IIterationsschritt 
wert 1 20 

TO -2,787 -4,402 
Tl 1,864 2,060 
;2 0,3880 0,527 

d1 -1,069 -1,424 
d2 0,123 0,464 
b1 0,0249 0,0218 
b2 0,0291 0,0182 

S2 
R 0,063 0,077 

Die Ergebnisse der Schätzung zeigen, daß die Methode der Hilfsvariablen gegenüber der Regression 
(erster Iterationsschritt) den Schätzfehler der meisten Parameter reduziert. Der große Fehler des Para­
meters des Arbeitspunktes ;0 kann reduziert werden, wenn das Testsigna\ über längere Perioden den Wert 
null hat. Am Verlauf der Differenz zwischen System- und Modellausgang ist wiederum zu erkennen, daß 
bereits eine gute Nachbildung des Systemverhaltens erfolgt. 

DiCi erste Strategie besteht in der Ermittlung der Teilsysteme in folgender Reihenfolge: 

Nichtlinearität - Linearität 

Diese Vorgehensweise ist für das Hammerstein-Modell besonders geeignet. Für das 
Wiener-Modell muß eine eindeutig umkehrbare Kennlinie der NichtIinearität voraus­
gesetzt werden. Die Parameterschätzung erfolgt in zwei Stufen: 
Stufe 1. Ermittlung der statischen ModellparaJIleter rJ aus n Versuchen um den Arbeits­
punkt mittels Regression; s. GI. (5.47). 

Stufe 2. Ermittlung der Modellparameter tl, und 6, fUr das lineare dynamische Teil­
system aus den mit dem nichtIinearen Teilmodell aus Stufe 1 berechneten Zwischensigna­
len y(k) und den gemessenen Ausgangssignalen x(k). Als Schätzverfahren können die 
Regression - GI. (6.84) - und die Hilfsvariablenschätzung - GI. (6.104) - verwendet 
werden. Die zu verwendenden Systemgleichungen haben folgendes Aussehen: 

a) Hammerstein-Modell 

x(k) = mTs + n*(k) (6.135) 
mit 

mT(k) = [-x (k - I) '" -x (k - m) : y(k) ... y (k - m)] 

ST = [al'" a", : bo '" b",]; 

b) Wiener-Modell 

mit 
y(k) = mT(k) s + n*(k) 

mT(k) = [-y (k - 1) ..• -y (k - m) : u(k) '" u (k - m)] 

ST = [al'" a", : bo '" bm]. 

(6.136) 
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Die zweite Strategie ermittelt die Parameter der Teilsysteme in folgender Reihenfolge: 

Linearität - Nichtlinearität 

Diese Strategie setzt einen linearen Bereich der statischen Kennlinie voraus und ist dann 
für das Hammerstein- und Wiener-Modell gleichermaßen geeignet. Die Schätzung wird 
wieder in zwei Stufen durchgeführt: 

Stufe 1. Ermittlung der Parameter a, und b, für das dynamische Teilmodell mit einem 
Testsignal, das das System nur im linearen Bereich aussteuert. Hierzu werden die R~- _ 
gression oder die Methode der Hilfsvariablen verwendet. 

Stufe 2. Ermittlung der Parameter Pj aus den berechneten Zwischensignalwerten y(k) 
sowie den Eingangssignalwerten u(k) beim Hammerstein-Modell und den Ausgangs­
signalwerten beim Wiener-Modell mit der Methode der Regression. 

Wie umfangreiche Untersuchungen in [6.10] gezeigt haben, sind Hir beide Modellstruk­
turen mit diesen Strategien gute Ergebnisse möglich. Beachtet werden sollte, daß es sinn­
voll ist, die Verstärkung des linearen dynamischen Teilsystems auf 1 zu normieren, da 
die Verstärkung des Gesamtsystems den Teilsystemen nicht eindeutig zugeordnet ist. 

6.3.5.3. Iterative Schätzstrategien 

Bei den iterativen Schätzstrategien wird davon ausgegangen, daß die Panimeter der Teil­
systeme auf der Grundlage von n beobachteten Werten der Eingangs- und Ausgangs­
größen u(k) und x(k) abwechselnd geschätzt werden [6.9, 6.10, 6.11]. Das Zwischensignal 
y(k) wird in die Schätzung einbezogen, und im Gegensatz zu den zweistufigen Verfahren 
sind keine gesonderten Versuche notwendig, wenn die an dem System anliegenden Signal­
werte von u(k) die Amplituden- undFrequenzbereiche des Systems ausreichend aussteuern 
bzw. anregen. Die iterative Schätzstrategie hat sich besonders llir das Hammerstein­
Modell bewährt [6.9, 6.11]. Beim Wiener-Modell treten bei Störungen am Ausgang Pro-
bleme auf [6.10]. Die Strategie wird in zwei Schritten realisiert: , 

Schritt 1. Schätzung der Parameter a, und b, des linearen dYnamischen Teilsystems aus 
Ausgangssignalwerten x(k) und den aus den Eingangssignalwerten u(k) und den Para~ 
metern des nichtlinearen statischen Teilsystems Pj berechneten Zwischensignalen y(k): 

11 

y(k) = L ~juj (k). (6.137) 
j=O 

Als Startwerte werden die Signalwerte y(k) = u(k) verwendet. Damit ergibt sich als 
$chätzvorschrift analog zu GI. (6.84) 

(6.138) 
mit 

mi(k) = [-x(k - I) ... -x (k:.... m): Y(k) ... Y (k - m)] 

si = [al ... am : bo ... bm]. 

Schritt 2. Schätzung der Parameter Pj des nichtlinearen statischen Teilsystems auf der 
Grundlage der im ersten Schritt ermittelten Parameter des dynamischen Teilsystems. Ent­
sprechend GI. (6.76) gilt mit den geschätzten Parametern a, und b, llir die k7te Beobach-
tung .. 

(6.139) 
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mit 
xT (k - I) = [x (k - 1) ... x (k - m)] 

[

1 u(k) u2(k) ... ull(k) 1 
U(k) = . . . . 

i ~ (k - m) ~2 (k -:- m) ... ~II (k - m) . 

Mit Anwendung der Methode der Regression erhält man llir n Beobachtungen die 
Schätzvorschrift für die Parameter der statischen Nichtlinearität zu 

mit 
mi(k) = [bo, ... , bm: boU (k) ... bmU (k - m) : 

... : bOUIl (k) ... bmUIl (k - m)] 

x2(k) = [x(k) + /iTx (k - I)]. 

(6.140) 

Die Schätzergebnisse werden wieder im ersten Schritt eingesetzt und die Iterationen so 
lange fortgesetzt, bis Abbruchschranken für die Parameteränderungen bzw. f"1i.r das Güte­
kriterium erf"dllt sind. 

Die Vorteile der iterativen Schätzstrategie bestehen 

- in der geringeren Parameteranzahl 
- in der fehlenden Parametertransformation 
- in der Möglichkeit der sehr guten Einbindung von A-priori-Informationen. 

Probleme bestehen bei der Echtzeitmodellbildung und dem Nachweis der Konvergenz 
[6.9,6.10]. 

6.4. Entwurf von TestsignaJfolgen 

6.4.1. Notwendigkeit und Ziele 

Wenn es möglich ist, zur Ermittlung des dynamischen Verhaltens eines Systems die 
Eingangssignale gezielt zu verändern, muß die Frage nach dem Entwurf von Testsignal­
folgen beantwortet werden. In der Vergangenheit haben sich zwei grundsätzliche Wege 
des Entwurfs herausgebildet. 

Der erste Weg geht davon aus, daß llir ein gewähltes Modell und ein Schätzverfahren 
auf der Grundlage von Optimalitätskriterien der Versuchsplanung Testsignalfolgen ent­
worfen werden [6.2, 6.3, 6.4, 6.12, 6.24, 6.25, 6.26]. 

Der· zweite Weg basiert auf der überlegung, daß das Leistungsdichtespektrum des 
Testsignals so zu entwerfen ist, daß das Signal den interessierenden Frequenzbereich des 
Systems ausreichend anregt. Da dieser Bereich selten bekannt ist, wurden Testsignale 
entworfen, die die Eigenschaften eines weißen Rauschens gut annähern und gleichzeitig 
einfach zu realisieren sind [1.37,1.46,1.47,6.27 bis 6.29,3.3,4.10]. Zu dieser Gruppe von 
Signalen gehören die pseudostochastischen binären Testsignale (PRBS-Folgen) llir lineare 
dynamische Systeme bzw. die pseudostochastischen mehrwertigen Testsignale (m-Folgen) 
für nichtlineare dynamische Systeme. Auf ihre Erzeugung und ihrer Anwendung soll nun 
zunächst eingegangen werden. 
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6.4.2. Pseudostochastische binäre'Testsignale 

Zu den in der Vergangenheit am häufigsten angewendeten TestsignaIfolgen bei der Iden­
tifikation dynamischer Systeme gehören die PRBS-Folgen (pseudo-random-binary­
signals). Eine pseudozufällige Binärfolge ist eine zweiwertige Folge, deren Werte nur zu 
bestimmten, äquidistanten Zeitpunkten wechseln dürfen und die sich nach einer bestimm­
ten Zeit Tp = LT (periodendauer) wiederholen. Dabei bedeuten L Anzahl der Takte je 
Periode; T Taktzeit, AbtastintervalI. 

Sie wurden mit dem Ziel erstellt, diskrete Signale zu erzeugen, die in bestimmten Be­
reichen die Eigenschaften des weißen Rauschens nachbilden. Sie können unter Verwen­
dung eines rückgekoppelten Schieberegisters, das aus NR Stufen mit den Zuständen 

/--l __ PRBS-

....... --'-.....:;--L..----...L-r:-:-L...:.j::....J Foige Bild 6.14 
Grundstruktur eines Schieberegisters 
zur Erzeugung von PRBS-Folgen 

zi = (0, 1); i = 1, ... , NR, besteht, erzeugt werden. Die Grundstruktur eines solchen 
Registers ist im Bild 6.14 dargestellt. Für NR Registerstufen erhält man eine PRBS­
Folge der PeriodenJänge L = 2NR - 1. (Der Zustand "Null" in allen Registerstufen muß 
ausgeschlossen werden.) 

Tafel 6.2 zeigt eine Auswahl in der Praxis häufig verwendeter PRBS-Folgen mit den 
verwendeten Stufenzahlen NR, den Rückkopplungsfaktoren Ci und der je Periödendauer 
Tp auftretenden Anzahl verschiedener Binärkombinationen bzw. der Folgenlänge L. 

Stufenzahl 
NR 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
9 

I 
Rückkopplungsfaktoren 
CI 

1 1 
1 0 1 
1 0 0 1 
0 1 0 0 1 
1 0 0 0 0 1 
0 0 1 0 0 0 1 
0 0 0 1 0 0 0 o 1 

3 
7 

15 
31 
63 

127 
511 

Tafel 6.2 
Bedingungen zur Erzeugung 
einiger PRBS-Folgen 
mit Schieberegistern 

Die z. B. mit dem vierstufigen Register bei den angegebenen Rückkopplungen und den 
Anfangsbelegungen der Registerstufen 01 1 1 erzeugte Folge hat den im Bild 6.15 dar­
gestellten Verlauf. 

ul/} 

A ,-- -

-A T '-

Tp~LT 

,-- h 
I 

I 
'--- I 

I 

t 
Bild 6.15 
PRBS-Folge 
aus einem vierstufigen Schieberegister 
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Um den arithmetischen Mittelwert näherungsweise zu null zu machen, wurden die zwei 
Zustände der durch das Schieberegister erzeugten binären Folge mit +A und -A an­
genommen. Dann gilt 

1 L A 
Ü = - L u(k) = -. 

L k=l L 

Für den quadratischen Mittelwert folgt 

1 L 
ii! = - L u2(k) = A 2

• 
L k=l 

Die Autokorrelationsfunktion der Folge ist durch die Beziehung 

R,.,,(m) = ..!.. ± u(i) u (i + m) 
L 1=0 

definiert und hat den im Bild 6.16 angegebenen prinzipiellen Verlauf. 

Ruulm7! 

A2 

Bild 6.16 
Autoko"elationsfunktion 

mT einer PRBS-Folge 

Die dargestellte Funktion ist periodisch mit der Periodenlänge L. Es gilt 

1 
A2 für m = iL; 

Ruu(m) = A 2 

-- sonst. 
L 

i = 0,1,2, ". 

(6.141) 

(6.142) 

(6.143) 

(6.144) 

Für große Folgenlängen L wird die Funktion immer besser an die Korrelationsfunktion 
des idealen weißen Rauschens angenähert. Ähnlich verhält es sich mit dem zur Auto­
korrelationsfunktion im Frequenzbereich äquivalenten Leistungsspektrum. Es ergibt 
sich aus der Wiener-Chinschinschen Beziehung (s. Abschn. 3.2.3) zu 

1 f+co 
S".(w) = - Ruir:) e- Jeot d. 

"TC -co 

und nimmt für PRBS-Folgen folgende Form an: 

S",,(w) = 27tA
2 

[,,(W) + (L + 1) ~ sin2 (~)" (w - nwo)]; 
L 2 n=-CO L 

n*O 
6«(0) Dirac-Impuls., 

(6.145) 

(6.146) 

GI. (6.146) beschreibt ein Linienspektrum, wobei die einzelnen Spektrallinien an den 
Stellen w = nwo = n27t/LT auftreten. 
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Der prinzipielle Verlauf des Linienspektrums einer PRBS-Fo1ge ist im Bild 6.17 dar­
gestellt. 

Wird bei gleicher Folgenlänge L die Abtastzeit T verringert, streckt sich das Leistungs­
spektrum in Richtung der w-Achse und erreicht im Grenzfall das Leistungsspektrum des 
weißen Rauschens: Suu(w) = So = const. 

Suu1wJ 

Bild 6.17 
Leistungsdichtespektrum 
einer PRBS-Folge 

Bei der Identifikation dynamischer Systeme kann folglich durch Wahl entsprechender 
Folgenlängen L und der Abtastintervalle T die PRBS-F olge 'so gestaltet werden, daß ihr 
Frequenzspektrum bezüglich der dominierenden Spektralanteile des Systems als weißes 
Rauschen anzusehen ist und dadurch alle interessierenden Frequenzen annähernd gleich­
mäßig angeregt werden. Eine ausführlichere Darstellung des Zusammenhangs zwischen 
den Systemeigenschaftenund der Wahl der Abtastzeit Tist im Abschnitt 6.4.4 gegeben. 

Wird als Modell des linearen dynamischen Systems das Faltungsintegral (bei Darstel­
lung der Gewichtsfunktion durch Stützstellen) entsprechend GI. (6.10) verwendet, ergibt 
sichflir eine PRBS-Folge mit den Eigenschaften entsprechend GI. (6.144) aus der Schätz­
vorschrift nach GI. (6.25) die vereinfachte Schätzgleichung (bei rn + 1 = L > n und 
n ~ 50) . 

• 1 1l1T 
S = --ll'~-X 

A 2 nT 
(6.147) 

sowie als Kennwerte für die Güte der Schätzung 

(6.148) 

(6.149) 

Ausgehend von GI. (6.32) ergibt sich auch für das Korrelationsverfahren unter Berück­
sichtigung der Eigenschaften der Autokorrelationsfunktion für die PRBS-Folge ent~ 
sprechend GI. (6.144) eine Vereinfachung der Schätzvorschrift (unter der Voraussetzung 
A2 ~ A2/L): 

(6.150) 
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6.4.3. Pseudostochastische mehrwertige Testsiguale 

Ist zur Systembeschreibung ein nichtlineares Modell erforderlich, genügt es nicht mehr, 
das verwendete Testsignal auf zwei Stufen zu variieren. In Abhängigkeit von der Art der 
Nichtlinearität müssen mindestens d = 3 oder mehr Niveaus verwendet werden. Die 
bisher am häufigsten für diese Problematik eingesetzten Testsignale sind die mehrwerti­
gen pseudozufälligen Folgen (rn-Folgen), deren Werte wie bei den PRBS-Folgen auch 
nur zu bestimmten, äquidistanten Zeitpunktj:n wechseln können und sich nach L Abtast­
schritten wiederholen. Die Festlegung der Wertigkeit der Folgen wird in praktischen 
Fällen meist von der Art der einstellbaren Einfiußgrößen bestimmt. Unter diesem Aspekt 
stellt die Stufenzahl d = 5 eine sinnvolle obere Schranke dar. 

.....,.:......L-T--L. ___ ---L...;::s---l-- m-Folge 

L..----">--____ ~--__ - Talrtimpu.ts 

Bild 6.18 
Grundstruktur eines Schieberegisters 
zur Erzeugung mehrwertiger Folgen 

Die mehrwertigen Folgen werden ebenfalls unter Verwendung eines rückgekoppelten 
Schieberegisters erzeugt, wobei die einzelnen Rückkopplungen über eine mod p-Opera­
tion in die erste Registerstufe eingespeichert werden (p Primzahlen 5, 7, 11, 13, ... ). 
Außerdem können die Rückkopplungsfaktoren C, im Unterschied zu PRBS-Folgen von 
1 verschiedene Werte annehmen. Die Grundstruktur eines solchen Registers ist im 
Bild 6.18 dargestellt. 

Für NR Registerstufen erhält man rn-Folgen der Periodenlänge L = dNR - 1. 

Tafel 6.3. Bedingungen zur Erzeugung einiger mehrwertiger Folgen mit Schieberegister 

Wertigkeit 
d 

3 
3 
3 
3 
5 
5 
5 
5 
5 
5 
5 
5 
5 

-
2 
3 
4 
5 
2 
3 
3 
4 
4 
4 
5 
5 
5 

I Rückkopplungsfaktoren 
c, 

-1 1 
0 1 -1 
0 0 -1 +1 
0 0 0 +1 -1 
3 1 
2 0 1 
2 1 2 
2 0 2 1 
2 0 2 4 
2 1 0 1 
2 0 0 0 3 
2 0 0 2 0 
2 0 0 4 2 

8 
26 
80 

242 
24 

124 
124 
624 
624 
624 

3124 
3124 
3124 

Tafel 6.3 zeigt für eine Auswahl von häufig verwendeten drei und fünfwertigen m­
Folgen die verwendeten Registerstufen NR, die Rückkopplungsfaktoren C, und die 
Folgenlänge L. 
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Die z. B. mit einem drei stufigen Register mit den Rückkopplungsfaktoren C, = 0, 1, -1 
erzeugte Dreiwertefolge ist im Bild 6.19 dargestellt. 

-1 

rp-LT 

Bild 6.19 
m-Folge 
aus einem dreistufigen 
Register 

Der Verlauf der Autokorrelationsfunktion kann für drei- sowie für fünfwertige pseudo­
stochastische Testsignale wie folgt beschrieben werden: 

2dNR 

für m = iL; i = 0, 1,2, ... 
L 

Ruu(m) = 2dNR 

für 
.L 

j =.1,3,5, ... 
(6.151) 

m = l-; 
L 2 

0 sonst. 

Im Bild 6.20 ist der prinzipielle Verlauf der Autokorrelationsfunktion für drei- und fünf­
wertige pseudostochastische Testsignale dargestellt. Der quadratische Mittelwert ent­
spricht dem Spitzenwert von RulO) und ist gleich 

_ 1 L 2dNR 

U Z = - L u2(k) = --. (6;152) 
L t=l L 

Der arithmetische Mittelwert ist ü = O. Durch die drei- und fiinfwertigen Folgenmrd 
die Autokorrelationsfunktion des weißen Rauschens gut approximiert. 

1--"--'----''----'----Vt --- /\ . 1 2 3 4- mT 

-~ 
L 

Bild 6.20 
Autokorrelationsfunktion 
einer mehrwertigen pseudpstochastischen 
Testfolge 

Für das Leistungsspektrum dieser pseudostochastischen Folgen ergibt sich 

(6.153) 

d(oo) Dir!l;c-Impuls. 

GI. (6.153) beschreibt ein LinienspektI'UlIl; wobei die einzelnen Spek~allinien an den 
Stellen co = ncoo = n . 4'Tt/LT auftreten.' Der prinzipielle Verlauf des Linienspektrums 
drei- und fünfwertiger Folgen ist im Bild 6.21 dargestellt. Die für das Leistungsspektrum 
der PRBS-Folgen erläuterten Zusammenhänge (s. Abschn.6A.2) gelten hier sinngemäß. 

Die drei- und fUnfwertigen PseudozUfallsfolgen können zur Parameterschätzung von 
nichtlinearen Modellen entsprechend den GIn. (6.33), (6.43) und (6.78) eingesetztwerden, 

" 

;.:l·'.·i 

,~ ., 
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wobei allerdings keine die Güte der geschätzten Modelle betreffenden Kriterien optimiert 
werden. Bei Verwendung besonderer nichtlinearer Modelldarstellungen ist es für die 
Korrelationsmethode möglich, wesentliche Vereinfachungen bei der Messung und Aus­
wertung zu erreichen [6.30]. 

Bild 6.21 
Leistungsdichtespektrum 
drei- undJunfwertiger Pseudozufa/lsfolgen 

_ 41f 
T 

6.4.4. Entwurf optimaler Testsignalfolgen 

6.4.4.1. Optimale Testsignalfolgen für die Gewichtsfunktion 

Der Entwurf optimaler TestsignaIfolgen für die Ermittlung der StützsteIlen der Gewichts­
funktion beruht auf der Übertragung optimaler Versuchspläne für statische Modelle in 
den dynamischen Bereich. Da die Beschreibung des Gewichtsfunktionsmodells 

(6.154) 

der allgemeinen Systembeschreibung für statische Systeme entspricht und als Parameter­
schätzverfahren die Methode der Regression verwendet werden kann, haben alle im 
Abschnitt 5.2 abgeleiteten Zusammenhänge zur optimalen Versuchsplanung auch bei 
diesem Modell ihre Gültigkeit. Damit kann der Zusammenhang zwischen der Modell­
güte und den Werten der Eingangssignalfolge ebenfalls durch die Beziehungen 

var {x} = _1_ m T [WM]-l O';m 
T2 

(6.155) 

(6.156) 

ausgedrückt werden. Folglich gelingt es auch im dynamischen Fall, durch Einführung 
der Informationsmatrix . 

1 
I(Vn) = - [WM] (6.157) 

n 

Kriterien der D-, A- und G-OptimaIität abzuleiten und bei der Erstellung von TestsignaI-
folgen zu nutzen. • 

Der wesentliche Unterschied zur statischen Betrachtungsweise besteht hierbei darin, 
daß der'Versuchsplan Vn für ein dynamisches System aus einer Versuchsfolge gebildet 
werden muß. Die Werte in den einzelnen Spalten des Versuchsplans können somit nicht 
·mehr ·unabhängig voneinander festgelegt werden. 

Wirkt auf ein .dynamisches System mit einer Obergangszeit von T. ~ (m + 1) Teine 
Eingangsfolge {u(k)} = u(O), u(1), ... ,wird das Ausgangssignal x(t) zu jedem Zeitpunkt 
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t = kT; k ~ m + 1, entsprechend .GI. (6.10) durch m + 1, dem Zeitpunkt t = kT 
vorhergegangener Eingangssignalwerte bestimmt, deren Einflüsse auf x(t) durch die 
Silitzwerte gU) gewichtet sind. Diese m + 1 Eingangssignalwerte lassen sich folglich iür 
die verschiedenen Zeitpunkte kTin einer Tabelle zusammenfassen, die als Versuchsplan 
iür ein dynamisches System aufgefaßt werden kann. Der Übergang von der zeitlichen 
Folge {u(k)} zu einem derartigen Versuchsplan wird durch Tafel 6.4 illustriert. Aus dieser 
Darstellung wird ersichtlich, daß die gesamte Information, die den Wert der Ausgangs­
größe x(t) zu jedem Zeitpunkt t = kT beeinflußt, in einem Versuchsplan mit m + 1 
Spalten enthalten ist. Die erste Zeile besteht aus den ersten m + I aufeinander folgenden 
Werten der Testfolge. Alle folgenden Zeilen des Planes ergeben sich durch Verschiebung 
der Werte. der vorhergehenden Zeile um jeweils eine Spalte nach rechts und Hinzufügen 
des aktuellen Wertes von links, woraus eine iür diese Pläne wichtige Eigenschaft resul­
tiert: Sie haben eine sog. "Diagonalstruktur", d.h., alle Werte auf einer beliebigen ab­
steigenden Diagonalen sind gleich. 

Tafel 6.4. Darstellung des Zusammenhangs Testfolge-Versucl,sp/an 

Zeitintervall 
,
. Stülzwert 

g(O) I g(l) i ... I g(m - I) I g(m) 

I Ausgang 

(0 - 1) T 11(0) ........ 0 . .. 0 0 x(0) 

(1 - 2) T u(l) ......... -;;(0) 
_ ........ . .. 0 0 x(1) 

(2 - 3) T u(2) ~) 
~ 

0 0 .x(2) ........ ... 
: -..... 

: 

(m - 2) - (m - 1) T II(m - 2~ u(m - 1) ... 0 0 x(m - 2) 

(m- 1) - mT u(m - 1) ..... ~in - 2) ..... ... u(O) -0 x(m - 1) . 
r~ (m + 1) T II(m) u(m - 1) .... ... u(l) 1/(0) x(m) 

1- : vor : : 

(k - 1) - kT II(k - 1) II(k - 2) ... u(k - m) u(k - m - 1) x(k - 1) 

Hieraus folgt umgekehrt, daß sich aus einem solchen Versuchsplan eine Versuchsfolge 
durch Abarbeitung der ersten Zeile des Planes, von rechts beginnend, und der ersten 
Spalte erstellen läßt. Diese Besonderheit wird bei der Versuchsplanung iür dynamische 
Systeme ausgenutzt. . 

Ausgangspunkt iür die Erstellung entsprechender Versuchspläne sind die im Ab­
schnitt 5.5.2 erläuterten Mehrfaktorpläne, die sich in der Praxis am stärksten durchgesetzt 
haben. Besondere Bedeutung mr Polynomansä~ze 1. Grades haben aufgrund ihrer gerin­
gen Versuchsanzahl Pläne iür die Untersuchung von n - 1 unabhängigen Variablen in 
n Versuchen, also gesättigte Versuchspläne, gewonnen. Solche Pläne werden von Plackett 
und Burman [5.46] iür alle durch 4 teilbaren Versuchszahlen n (n = 4 bis n = 100, 
außer 92) angegeben (s. Abschn.5.5). 

Bei der Erstellung dieser Pläne wurde von der Forderung nach unkorrelierter Schät­
zung der Koeffizienten sowie maximaler Genauigkeit der Schätzung bei gegebenem Ver­
suchsumfang ausgegangen. Diese Forderungen iUhrten auf orthogonale Matrizen der 

1 
1 
I 

!~ 

1. Zeile + 
+ 
+ 

Gesamtplan + 
+ 
+ 
+ 
+ 

.------------------( 
+ + + + - -
- + + + + -

+ + + - + 
+ - + + + 
- + - + + + 
+ + - + + 
+ + - + - + 

~----------------I~ 
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Tafel 6.5 
Plackett-Burman-Plan für n = 8 

=H8 

Dimension 4K' 4K; K = 1, 2, ... , 25, die aus den Elementen + 1 und -1 bestehen und 
als Hadamard-Matrizen Hft bezeichnet werden. Sie erilillen die Gleichung 

l/nH,.H! = 1ft; (6.158) 
I. n-dimensionaIe Einheitsmatrix 

und entsprechen unmittelbar gesättigten Teilfaktorversuchsplänen (TFV) mit n = m + 2 
Versuchen. Sie wurden von Plackett und Burman nicht direkt angegeben, sondern in 
Form eines Konstruktionsschemas. Danach wird iür n = 8, 16,20,24,32,36,44,48, 
60, 68, 72, 80 und 84 eine erste Zeile mit n - 1 (+)- bzw. ( - )-Zeichen angegeben. Die 
zweite bis (n - 1)-te Zeile wird durch zyklische Vertauschung der ersten Zeile gewon­
nen. Als n-te Zeile wird eine ( - )-Zeile verwendet und, wenn der Arbeitspunkt ermittelt 
werden soll, als erste Spalte eine ( + )-Spalte gesetzt. Als Beispiel wird in Tafel 6.5 ein Plan 
iür n = 8 angegeben. Dieser Plan hat die Eigenschaften der Drehbarkeit, der minimalen 
Varianz iür dieRegressionskoeffizienten sowie der Orthogonalität und ist gleichzeitig ein 
D-, G-: E- und A-optimaler Plan. Außerdem besitzt er die iür dynamische Versuchspläne 
gewünschte Diagonalstruktur. Die Erstellung einer optimalen Testfolge aus einem 
Plackett-Burman-Plan erfolgt deshalb durch Abarbeitung der ersten Zeile des Plans 
von rechts nach links, der zweiten Spalte von oben nach unten (die erste Spalte kann zur 
Ermittlung eines Arbeitspunktes benutzt werden) sowie der letzten Zeile von links nach 
rechts (die letzte Zeile ordnet sich nicht in die Diagonalstruktur ein). Die aus dem in 
Tafel 6.5 enthaltenen Versuchsplan gewonnene Testfolge ist im Bild 6.22 dargestellt, 
wobei die zur Auswertung benötigten Meßzeitpunkte iür das Ausgangssignal durch einen 
Pfeil gekennzeichnet sind . 

ufO ~ -fm+1JT ~ ~ + + • f + 

1 

-1 

letzte Zeile 

+ 

t 
Bild 6.22 
Testfolge 
aus einem Plackett-Burman-Plan 
mitn = 8 

Aus GI. (6.158) folgt, daß sich bei Verwendung von Testsignalfolgen aus Plackett­
Burman-Plänen die Schätzvorschrift entsprechend GI. (6.25) vereinfacht zu 

• 1 lIrr 
S = -lYI.-X 

nT 
(6.159) 
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bzw. unter Berücksichtigung des Zusa,mmenhangs zwischen StützsteIlenzahl m + 1 und 
Zahl der Zeilen des Versuchsplans n = (m + 1) + 1 zu 

s = Wx. 
(m + 2) T 

(6.160) 

Für die Güte der geschätzten StützsteIlen folgt somit aus GI. (6.155) 

2 

COV {S} = (Jz I (6.161) 
(m + 2) T 2 

bzw. 
2 

var {gU)} = (m ;;) Tl (6.162) 

und 
cov {gei) gU)} = O. (6.161) 

Ein Vergleich mit den für PRBS-Folgen erhaltenen Werten - GIn. (6.148) und (6.149)­
zeigt, daß sich die Varianzen um die Hälfte verringert haben und die Kovarianzen zu null 
geworden sind, so daß sich dieModellgüte für alle StiltzsteIlen wesentlich verbessert hat. 

Analog zur bisher beschriebenen Vorgehensweise können auch Testsignalfolgen aus 
größeren Plackett-Burman-Plänen gewonnen werden, wenn eine größe Anzahl von 
StützsteIlen notwendig ist. 

In Tafel 5.11 sind die ersten Zeilen verschiedener Plackett-Burman-Pläne angegeben. 
Bei vielen praktischen Untersuchungen hat sich jedoch gezeigt, daß zur Identifikation 
linearer Eingrößensysteme Testsignalfolgen aus Plackett-Burman-Plänen mit n = 8 
bis maximal n = 24 völlig ausreichend sind. Handelt es sich allerdings um Systeme mit 
mehreren Eingängen bzw. um nichtlineare Systeme, können die hier angeführten Pläne 
mit n > 24 zur Gewinnung von Testsignalfolgen herangezogen werden (s. auch Ab­
schnitt 6.4.4.2). Der z.B. entsprechend GI. (6.53) gültigeModellansatz für ein System mit 
zwei Eingängen und zwei Ausgängen kann bei Verwendung eines Plackett-Burman­
Plans mit n = 20 Versuchen folgendermaßen dargestellt werden: 

xl(k) = T(gll(O)Ul(k) + ... + gu(9) Ul (k - 9) 

+ gll(O) u2(k) + ... + g2,(8) U2 (k.- 8»; i = 1,2. (6.164) 

In diesem Fall sind für die StützsteIlen der ersten Gewichtsfunktion 10 Werte, insgesamt 
also 19 Werte zu schätzen. Der Plan mit n = 20 Versuchen ist für die Schätzung von 
n - 1 = (mll + 1) + (m21 + 1) = 19 Werten ausgelegt. Tafel 6.6 stellt diesen Plan in 
einer Auf teilung dar, die für'die Schätzung von 10 ,.. 9 geeignet ist. 

Gemäß den in Tafel 6.6 dargestellten Pfeilen werden die Testsignalfolgen für die bei­
den Eingänge gewonnen. Da die Folgen zu einem gemeinsamen Plan gehören, sind sie 
nicht miteinander korreliert und führen zu unabhängigen Schätzungen der StützsteIlen 
der zwei Gewichtsfunktionen für den i-ten Ausgang, wobei gleichzeitig die Kriterien der 
D-, A- und G-Optimalität erfüllt werden. Bild 6.23 zeigt den Verlauf der beiden Test­
folgen. 

Sind die Übergangszeiten der beiden Strecken nicht etwa gleich groß, wie im Beispiel 
angenommen, steht natürlich eine andere Auf teilung des Versuchsplans offen. Nur die 
Gesamtanzahl der aufzuteilenden StützsteIlen ist durch den Plan festgelegt. In analoger 
Weise können aus den größeren Plänen mit n = 24 bis n = 84 Versuchen auch für Sy-
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Tafel 6.6. Gewinnung von Testsignalfolgen aus einem Piackett-Burman-Plan 
mit n = 20 für ein System mit zwei Eingängen 

C C 
+ + + + + + - + + - + + - + + - + + + + - + + - - + + 
+ - + + + + + + + + - + 
+ + - + + + + + + + + - -
- + + + + + + + + + - + 
- - + + + + + + + + + - + -- - - + + + + + + + + - + - + 
- - - - + + + + - + + + + - + - + 
+ - - + + - + + + + + + + - + - + + + + + + + + + 
+ - + - + + + + + + + + - + - + + + + + + + + + 
+ - + - + + + + + + + + 
+ + - + + + + + + - + + 
+ + + + + + + + + - + 
+ + + + - + + + + + + -

+ + + + + + - + + - + + 
+ + + + + - + - - - + + - + + 

+ - - + + + + + - + - + + - + - - - - - -
~ ~ 

I.Eingang Ul (kT) 2.Eingang U;z (kT) 

steme mit 1 Ausgängen und r Eingängen Folgen erzeugt werden [5.46]. Bei einem un­
günstigen Signal-Stör-Verhältnis wird zur Verbesserung der Schätzung eine mehrmalige 
Wiederholung der Versuche notwendig. Dann ist es vorteilhaft, entsprechend der Anzahl 
der Wiederholungen, den Plan ohne die negativen Zeilen zu realisieren und erst am Ende 
die negativen Zeilen anzuschließen. 
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Bi/d6.23 
Optimale Testsignalfolgen 
aus einem 
Plackett-Burman-Plan 
mit n = 20 für ein System 
mit zwei Eingängen 

6.4.4.2. Testsignalfolgen für das Volterra-Reihen-Modell 2.0rdnung 

Die Regressionsansätze für das Volterra-Reihen-Modell entsprechend GI. (6.13) bzw. 
GI. (6.33) bei Hammerstein-Struktur und GI. (6.43) bei Wiener-Struktur stellen Poly­
nomansätze 2. Ordnung dar. Zur. Versuchsplanung 2. Ordnung finden vor allem die im 
Abschnitt 5.5.3.2 beschriebenen zentral zusammengesetzten Mehrfaktorpläne Verwen-
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dung. Auch für die im Abschnitt 5.5.3.4 genannten vereinfachten zentralen Versuchspläne 
nach Hartley ergeben sich beiin Vergleich mit D-optimalen Plänen sehr gute Charakte­
ristiken, obwohl bei Ansätzen höherer Ordnung die faktoriellen Versuchspläne i.allg. 
nicht D- und G-optimal sind. Bei der Untersuchung der Eignung Hartleyscher Pläne zur 
Gewinnung von Testsignalfolgen für das Volterra-Reihen-Modell konnte als wesent­
licher Nachteil festgestellt werden, daß sie die für die Gewinnung von Testsignalfolgen 
notwendige Diagonalstruktur nicht aufweisen. Eine nachträglicheDiagonaiisierung durch 
Einfügen von Zwischenversuchen führt zu einer wesentlichen Vergrößerung der Ver­
suchszeit und verringert die Güte der Schätzung. Deshalb wurde die Strategie verfo~gt, 
durch Erweiterung der Plackett-Burman-Pläne mit Sternpunkt- und Nullpunktver­
suchen zentral zusammengesetzte Pläne 2. Ordnung zu erstellen, die zur Gewinnung von 
Testsignalfolgen geeignet sind. 

Da der Regressionsansatz für das Hammerstein-Modell keine Wechselwirkungen des 
Eingangssignals enthält, genügt auch eine einfachere Versuchsplanungsstrategie als für~ 
das Volterra-Reihen- bzw. Wiener-Modell. Deshalb soll eine getrennte Betrachtung für 
diese beiden Regressionsansätze erfolgen. 

TestsigoalfoIgen für das Wiener,.Modell 

In der im. Abschnitt 6.4.4.1 beschriebenen Form sind Plackett-Burman-Pläne zur Ver­
wendung für Regressionsansätze 2. Ordnung ungeeignet, da sich Wechselwirkungen er­
geben, die untereinander und auch von den Hauptwirkungen linear abhängig sein kön­
nen. Durch Hinzufügen von Sternpunktversuchen könnte man zwar eine getrennte 
Schätzung der Koeffizienten bei den linearen Gliedern und den Wechselwirkungen: er­
reichen, aber die zwischen den Weehselwirkungen vorhandenen Abhängigkeiten bleiben 
erhalten. Außerdem würden sich auch nach Hinzufügen der Sternpunkte unterbestimmte 
Informationsmatrizen I(Vft) ergeben, da die Anzahl der Versuchspunkte n von Vft gerin­
ger ist als die Anzahl der zu schätzenden Koeffizienten: 

(m + 3) n<l= 2 . (6.165) 

Tafel 6.7. Plackett-Burman-Planfiir n = 16 

l. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. ll. 12. 13. 14. 15. 
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+ + + + + + + + 

+ + + + + + + + 
+ + + + + + + + 

+ + + + + + + + 
+ + + + + + + + 
+ + + + + + + + 
+ + + + + + + + 
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Deshalb mÜSsen zur Schätzung der 1 Koeffizienten eines Polynomansatzes 2. Ordnung 
solche Plackett-Burman-Pläne verwendet werden, die nach Hinzufügen der Sternpunkt_ 

versuche und eines Nullpunktversuchs mehr als (m ; 3) Versuchspunkte enthalten. Da 

in diesem Fall die Anzahl der Spalten des Versuchsplans die Anzahl der Einflußfaktoren 
übersteigt, besteht gleichzeitig die Möglichkeit, eine Auswahl vonaufeinanderfolgenden 
Spalten, die auch für einen Regressionsansatz 2. Ordnung keine linearen Abhängigkeiten 
aufweisen, zu treffen. 

Zur Illustration dieser Entwurfsstrategie soll ein Plan für m + I = 6 entworfen werden. 
Um alle Koeffizienten schätzen zu können, muß er aus einem Plackett-Burman-Plan mit 

n ~ 1 = (m; 3) - (2m + 3) = 15 gewonnen werden. Als Beispiel soll ein Plan mit 

n = 16 V~rsuchen entsprechend Tafel 6.7 betrachtet werden. Aus dem Plan in Tafel 6.7 
werden sechs aufeinanderfolgende Spalten ausgewählt, wobei infolge der Struktur des 

Ta/ei 6.8. Versuchsplan für m + 1 = 6, erstellt aus einem Plackett-Burman-Plan 
mit n = 16 

u(k) II (k - 1) u(k - 2) u(k - 3) u(k - 4) u(k - 5) 

+ c 
+ + 

+ + 
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+ + 
+ + + 
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+ + + + 
+ + + + + 

+ + + + 
+ + + + 

+ + + 

[= + !] 
-

~ 
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~] 0 0 
0 0 0 
0 0 0 0 

+0< 0 0 0 0 0 
0 +0< 0 0 0 0 
0 0 +0< 0 0 0 
0 0 0 +0< 0 0 
0 0 0 0 +0< 0 
0 0 0 0 0 +0< 

-0< 0 0 0 0 0 
0 -0< 0 0 0 0 
0 0 -0< 0 0 0 
0 0 0 -0< 0 0 
0 0 0 0 -0< 0 
0 0 0 0 0 -0< ... 0 0 0 0 0 0 
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Plans mit jeder beliebigen Spalte begonnen werden kann. Nach Hinzufügen der Stern­
punktversuche und eines Nullpunktversuchs ergibt sich ein Plan 2. Ordnung entsprechend 
Tafel 6.8. . 

Die Zahl der in eckigen Klammem angegebenen notwendigen Zwischenversuche, die 
nicht in die Auswertung einbezogen werden, ist relativ gering. Die aus dem in Tafel 6.7 
gezeigten Versuchsplan gewonnene Testfolge hat den im Bild 6.24 dargestellten Verlauf. 

urt! 

a 

1 

-1 

-0. 

Bild 6.24 
Testfolge, die aus dem 
in Tafel 6.7 
dargestellten Versuchsplan 
abgeleitet wurde 

Weitere Versuchspläne für m + 1 = 7, 8, 9 und 10 Einflußfaktoren können aus den 
in Tafel 6.9 dargestellten Plackett-Burman-Plänen gewonnen werden .. Dabei ist zur Er­
reichung einer maximalen Güte im Sinne des D-Optimalitätskriteriums von der in Tafel 
6.9 angegebenen Zuordnung zwischen der Zahl der Einflußfaktoren m + 1 und der Zahl 
von Versuchen n des Plackett-Burman-Plans auszugehen. 

Tafel 6.9. Besonders geeignete Plackett-Burman-Pläne zur Gewin1lUlllf 
des Kerns für einen zentral zusammengesetzten Versuchsplan 
2. Ordnung mit m + 1 EinjlJlßgrößen 

Zahl der Einfiußfaktoren 
m + 1 
im Plan 2. Ordnung 

Plackett-Burman-Plan 
n 

6 

20 

7 

32 

8 9 10 

36 44 60 

Ein ausführlicher Vergleich hat gezeigt, daß die so gewonnenen zentral zusammen­
gesetzten Versuchspläne 2. Ordnung eine gute Annäherung an das D-Optimalitätskrite­
rium erreichen [6.3]. Sie haben ähnlich gute statistische Eigenschaften wie die Pläne nach 
Hartley und sind den bisher häufig verwendeten mehrstufigen Pseudozufallsfolgen deut­
lich überlegen. Insgesamt ergeben sich aus der Verwendung dieser Testsignalfolgen fol­
gende Vorteile [6.3, 6.4]: 

- nahezu unabhängige Schätzung der Parameter durch Quasiorthogonalität der Infor­
mationsmatrix, 

- geringe Parametervarianzen bei n Versuchen, da eine relativ gute Annäherung an das 
D-Optimalitätskriterium erreicht wird, 

- Bestimmung der Parameter aus relativ wenigen Versuchen durch entsprechende Aus­
wahl des Versuchsplans, 

- geringe Versuchszeit durch die Diagonalstruktur der Versuchspläne, die eine einfache 
Umwandlung in eine Testsignalfolge ermöglicht, 

- einfache Realisierung der Testfolgen durch Verwendung von nur fünf Niveaus zur 
Gestaltung der Testsignale, 

- Reproduzierbarkeit der Testfolgen. 

,.~ ... , 

J 
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Aufgrund der im Abschnitt 6.2.3.2 beschriebenen formellen Übereinstimmung der 
Regressionsansätze für das Wiener-Modell und die Volterra-Reihe treffen die gleichen 
Aussagen auch auf die Anwendung der Testsignalfolgen beim VoIterra-Reihen-Modell zu. 

TestsignaIfoIgen für das Hammerstein-Modell 

Nach GI. (6.21) enthält der Regressionsansatz für das Hammerstein-Modell keine Wech-
selwirkungen des Eingangssignals. Für den entsprechenden Versuchsplan 2. Ordnung 
entf"allt somit die Forderung nach unabhängiger Schätzung der Koeffizienten bei den 
Wechselwirkungen, da sie in der Matrix M nicht enthalten sind. Deshalb ist es möglich, 
die Pläne von Plackett und Burman durch Ergänzung mit Stempunkten und Nullpunkten 
unmittelbar in zentral zusammengesetzte Mehrfaktorpläne 2. Ordnung überzuführen. 
Für diese Pläne ergibt sich eine Gesamtversuchsanzahl von n = 3m + 5, die größer ist 
als die Zahl der zu schätzenden Koeffizienten mit I = 2m + 2 und somit zu überbestim.m-
ten Informationsmatrizen führt. 

Ein Beispiel eines aus einem Plackett-Burman-Plan für n = 8 gewonnenen zentral 
zusammengesetzten Versuchsplans 2. Ordnung mit m + 1 = 7 Einfiußfaktoren ist in 

Tafel 6.10. Zentral zusammengesetzter Plan 2. Ordnung für m + 1 = 7 Einflußfaktoren, 
gewonnen aus einem Plackett-Burman-Planfür n = 8 

u(k) u (k - 1) u(k - 2) u(k - 3) u (k - 4) u (k - 5) u(k - 6) 
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0 0 0 0 0 +Oi: 0 
0 0 0 0 0 0 +Oi: 

-Oi: 0 0 0 0 0 0 
0 -Oi: 0 0 0 0 0 
0 0 -Oi: 0 0 0 0 
0 0 0 -Oi: 0 0 0 
0 0 0 0 -Oi: 0 0 
0 0 0 0 0 -Oi: 0 
0 0 0 0 0 0 -Oi: 
0 0 0 0 0 0 0 
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Tafe16.10 dargestellt. Die aus diesem Versuchsplan gewonnene .Testfolge wird im 
Bild 6.25 gezeigt. 

-1 

-a 

Bild 6.25 
Testfolge, die aus dem 
in Tqfe16.10 
dargestellten Versuchs plan 
abgeleitet wurde 

Weitere Pläne mit einer größeren Zahl von Einflußfaktoren können auf analoge Weise 
aus den in Tafel 5.11 dargestellten Plackett-Burman-Plänen gewonnen werden. Außer­
dem können durch entsprechende Auf teilung größerer Plackett-Burman-Pläne Test­
signalfolgen für Systeme mit mehreren Eingängen gewonnen werden (s. Abschn.6.4.4.1), 
wobei alle Teilstrecken mit der gleichen Güte geschätzt werden [6.3]. 

Die aus Versuchsplänen gewonnenen Testfolgen weisen nicht die von den pseudo­
zuf"alligen Testfolgen erftillten umfassenden Frequenzeigenschaften auf. Sie zeigen bei 
bestimmten Frequenzen Einbrüche im Leistungsspektrum, so daß eine Annäherung an 
das weiße Rauschen nur mit Einschränkungen möglich ist. Ausführliche Untersuchun­
gen haben jedoch gezeigt, daß es offensichtlich sogar besser ist, wenn das System mit 
wenigen, aber dominierenden Frequenzen in der Nähe seiner Eigenwerte angeregt wird 
als mit einer gleichmäßigen (aber damit amplitudenmäßig geringeren) Anregung über 
einen relativ großen Bereich [6.23, 6.25, 6.26]. Wenn die Einbrüche im Leistungsspe1ctrum 
nicht in den dominierenden Frequenzbereichen liegen, dann haben die aus Plackett-Bur­
man-Plänen gewonnenen Testfolgen auch bezüglich ihrer Frequenzeigenschaften keine 
Nachteile. 

6.4.4.3. Testsignalfolgen für lineare DiffereuzengleichungsmodeUe 

Bisher wurden zur Identifikation von Differenzengleichungsmodellen fast ausschließlich 
die im. Abschnitt 6.4.2 beschriebenen pseudozuf"alligen· Testfolgen (PRBS-Folgen) ver­
wendet. Ihr Vorteil besteht in der Erzeugung bestimmter, durch die Autokorrelations­
funktion und das Leistungsdichtespektrum beschreibbarer Signaleigenschaften, die eine 
gute Annäherung an das weiße Rauschen ermöglichen. 

Die im folgenden dargestellte Methode zur Erstellung von Testsignalfolgen geht da­
gegen wieder von der Verwendung optimaler Versuchspläne aus. Folgende Hypothese 
war dabei Ausgangspunkt zur Entwicklung sog. "voreingestelIter" Testfolgen [6.3]: 

Die Erzeugung einer Diagonalstruktur mit optimalen Eigenschaften der Teilmatrix 
Wu~-

[MfM] = [uru/urX] (6.166) 
xruixrx 

wirkt sich positiv auf die Beschaffenheit der gesamten Informationsmatrix aus. Eine op­
timale Gestaltung der Teilmatrix U im Sinne der optimalen Versuchsplanung bedeutet 
die Erf1illung solcher Kriterien, wie der D-, G-, E- oder A-Optimalität, bzw. solcher prak­
tisch motivierter Kriterien, wie Drehbarkeit bzw. Orthogonalität. Bekannte Versuchs­
pläne, die diese Kriterien erftillen, sind die im Abschnitt 5.5.2 beschriebenen vollständi­
gen faktoriellen Versuchspläne vom Typ 211: (VFV2k) bzw. die teilweisen faktoriellen 
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Versuchspläne vom Typ 211:-" (TFV2 t -,,). Zur Umwandlung dieser Versuchspläne in 
Testsignalfolgen ist es, wie bereits im Abschnitt 6.4.1 beschrieben, notwendig, durch 
Umordnung der Zeilen des Plans eine Diagonalstruktur zu schaffen. Die statistischen 
Eigenschaften der Pläne bleiben dabei unverändert. 

TqfeI6.11. Vollständiger faktorieller Tafel 6.12. Entnahme einer Testfolge aus einem 
Versuchsplan vom Typ 23 diagonalisierten VFV 23 

c 
+ + + + + + 
+ + u (k - 1) u (k - 2) u (k - 3) 

+ + + + 
+ u(k) u (k - 1) u (k - 2) 

+ + + + 
+ u (k + 1) u(k) u (k - 1) 

+ + 
u (k + 2) u (k + 1) u(k) 

+ 
u(k + 3) u (k + 2) u (k + 1) 

u (k + 4) u (k + 3) u (k + 2) 

+ 
u (k + 5) u (k + 4) u (k + 3) 

+ + ., u (k + 6) u (k + 5) u (k + 4) 

Als Ausgangspunkt soll ein VFV23 verwendet werden, wie er in Tafel 6.11 dargestellt 
ist. Taf"eI6.12 zeigt den in eine Diagonalstruktur übergeführten VFV23 mit der Teil­
matrix u. Durch Aneinanderreihung mehrerer diagonalisierter Pläne entsteht die im 
Bild 6.26 dargestellt~ periodische Testfolge. Die verschiedenen Diagonalisierungsmög­
lichkeiten der VFV haben dabei keinen Einfluß auf die Güte der Schätzung. 
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.1 Periodische Testfolge aus einem VFV23 

Zur Gewinnung von Testsignalfolgen mit größerer Periodenlänge können auch Ver­
suchspläne mit einer größeren Zahl von Einfiußfaktoren herangezogen werden. 

Da in der Matrix M auch die, zufallsbeeinflußten zurückliegenden Ausgangswerte ent­
halten sind, ist es nicht möglich, die Güte der Schätzung anhand von Funktionalen der 
Informationsmatrlx zu beurteilen. Zum Vergleich der "voreingestellten" Testfolgen mit 
den PRBS-Folgen wurde deshalb in [6.3] die MSE-Matdx (Mean-Square-Error-Matrix) 
herange;zogen: 

MSE (s) = E {(s - s)(s - s)Y} = E { [WM]-l Wn*nuM [MfM]-l}, 
(6;167) 
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die bei unkorreliertem Fehler n* die :r<::.ovarianzmatrix des geschätzten Parametervektors 
s darstellt. Bei korreliertem Fehler n* enthält sie außerdem auch den durch die Verschie­
bung hervorgerufenen Anteil der Schätzung, die sog. Biasmatrix (s. Abschn.6.3.1). Aus­
führliche Untersuchungen an simulierten Beispielen [6.26] haben gezeigt, daß bezüglich 
von Funktionalen, wie der Determinante und der Spur der MSE-Matrix, die Verwendung 
der aus optimalen Versuchsplänen gewonnenen Testsignalfolgen zu ähnlichen Ergeb­
nissen fUhrt wie die Verwendung von PRBS-Folgen. Sie stellen somit eine echte Alter­
native zu den bisher am häufigsten verwendeten PRBS-Folgen dar. 

Auf weitere Methoden zur Erstellung von Testsignalfolgen für das Differenzen­
gleichungsmodell soll hier nicht näher eingegangen werden, da Vergleiche gezeigt haben, 
daß sie zu keiner besseren Schätzgüte führen als die PRBS- bzw. voreingestellten Test-
folgen [6.12, 6.3]. ~~ 

6.4.4.4. Testsignalfolgen {"Ur nichtlineare Differenzengleichnngsmodelle 

Auch für einfache nichtlineare Systeme mit Hammerstein-Struktur (Nichtlinearität 
2. Ordnung) wurden außer den bereits beschriebenen mehrstufigen pseudozuialligen Test­
folgen eine Reihe anderer Möglichkeiten getestet [6.3, 6.25]. Zur Beurteilung der Schätz­
güte wurden dabei die fUr lineare Differenzengleichungsmodelle verwendeten Güte­
kriterien herangezogen. Dabei hat sich gezeigt, daß nur die fUr das Hammerstein-Modell 
(bei StützsteIlenbeschreibung der Volterra-Kerne) aus Plackett-Burman-Plänen abge­
leiteten Testsignalfolgen (s. Abschn.6.4.4.2) ähnlich gute Schätzergebnisse zeigen wie die 
PRBS-Folgen. Da jedoch fUr das Hammerstein-Modell eine wesentlich stärkere Para­
meterabhängigkeit der Schätzgüte festzustellen war als fUr lineare Modelle, können keine 
allgemeingültigen Aussagen getroffen werden. Der durchgeführte Vergleich verschiedener 
Arten von Testfolgen läßt jedoch die Aussage zu, daß die fünfwertigen pseudozuialligen 
Folgen bezüglich der erreichbaren Schätzgüte und des zu ihrer Erzeugung notwendigen 
Aufwands für diese Modellklasse ohne Alternative sind [6.3, 6.25]. 

6.5. Schätzung des Zustands/Zustandsfilter 

6.5.1. Aufgabe und Voraussetzungen 

Die im Abschnitt 4.4 vorgenommenen Betrachtungen wurden unter der Annahme eines 
ungestörten Systems durchgeführt. Es wurde gezeigt, daß die Beobachter für die Ermitt­
lung des Zustands gestörter und zeitvarianter Systeme ungeeignet sind. In den folgenden 
Abschnitten soll auf die Ermittlung des Zustandsvektors eines linearen Systems ein­
gegangen werden, das durch Störungen auf die Zustands- und Ausgangsgrößen gekenn­
zeichnet ist. Wenn die Beobachtung der Zustände mit statistischen Methoden erfolgt, 
wird von einer Filterung gesprochen. Damit stellt die Filterung die Verallgemeinerung 
der im Abschnitt 4.4 behandelten Beobachteraufgabe dar. 

In Fortsetzung der Arbeiten von Wiener [6.31] zum Entwurf optimaler Filter hat 
Kaiman [6.32, 6.33] zur Schätzung der Zustände linearer Systeme einen rekursiven Filter­
algorithmus in Form eines Differenzengleichungssystems entworfen. Wegen seiner All­
gemeingültigkeit und großen Praxisrelevanz wird in den weiteren Ausführungen nur auf 
die zeitdiskrete Betrachtungsweise näher eingegangen [3.24,4.14]. Der Entwurf von Fil­
tern fUr die kontinuierliche Betrachtungsweise wurde von Kaiman und Bucy in [6.33] 
vorgestellt und in der Spezialliteratur [4.14] ausführlich betrachtet. 
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Bei der Ableitung der Filtergleichungen fUr den Zustandsvektor q wird von der Be­
schreibung fUr die zeitdiskreten Größen im Abschnitt 4.4 ausgegangen (Bild 6.27): 

q (k + 1) = A*q (k) + B*u (k) + v(k) 

x(k) = C*q (k) + z(k). 
(6.168) 

Ferner wird fUr die Störungen v,(k) auf die Zustandsgrößen und z,(k) auf die Ausgangs­
größen angenommen, daß sie folgende Eigenschaften haben: 

a) E {v(k)} = 0, E {v(k) V(k)T} = V(k) (6.169) 

mit 

b) E {z(k)} = 0, E {z(k) . Z(k)T} = Z(k) 

mit 

([

:l(k) zl(k) ... :l(k) Zm(k)]1 
Z(k) = E : : ; 

zm(k) zl(k) ... zm(k) zm(k) 

c) E{v,(k)v,(k-/)}=O für i= l, ... ,n 

E{zl(k)z,(k-l)}=O für i=l, ... ,m. 

Außetdem wird vorausgesetzt, daß die Systemmatrizen A*, B*, C* bekannt sind und 
mindestens n Meßwerte der Eingangsgrößen u,(k) und der Ausgangsgrößen x,(k) über 
einen Beobachtungszeitraum vorliegen. 

I 1,-. __ --, 
I 

xlk} I Zustands­
~-:.F::.:....j.I~ schätzung 

I filter 
I L----,..-----I 

I 
I 

1~4~ ___________ s~r~st~em~ ____________ ~. l.4 __ ~R.=lre~r __ -.. I 

Bild 6.27 
Allgemeine Struktur 
von System 
und Filter 
für die Zustands­
schätzung 
lies q(k) statt q(k) 

Auf der Grundlage der in den Gin. (6.168) und (6.169) gemachten Annahmen und. der 
vorliegenden Beobachtungen der Eingangs- und Ausgangsgrößen wird eine Schätzvor­
schrift (ein Filter) gesucht, die den Zustands/ehler 

q(k) = q(k) - i(k) (6.170) 

über ein Gütekriterium minimiert (s. Bild 6.27). Von der Vielzahl der möglichen Wege zur 
Herleitung der Filtergleichungen wird in Anlehnung an [4.14] die Anwendung der Me­
thode der verallgemeinerten Regression gewählt, weil sie die vorhandene A-priori-Infor­
mation über die Störungen berücksichtigt sowie eine Ableitung in wenigen Schritten 
gestattet und weil die Theorie dieser Methode bereits im Abschnitt 5.2.4 vorgestellt 
wurde. Weitere Möglichkeiten zur Ableitung der Filtergleichungen sind in [4.14] ent­

halten. 
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Das Ziel der folgenden Abschnitte besteht darin, ausgehend von dem Gütekriterium 
der verallgemeinerten Regression 

Q = eTW-1e 

und der Schätzvorschrift 

(6.171) 

(6.172) 

die Beziehungen für die Schätzung der Zustandsgrößen herzuleiten. Dazu ist es notwen­
dig, die Zustandsbeschreibungen umzuformen in eine Gleichung der Form 

x* = M*s + 11*. (6.173) 

6.5.2. Zustandsschätzung aus den gemessenen Ausgangsgrößen des Systems 

Wird davon ausgegangen, daß auf das System keine Eingangsgrößen u,(k) wirken, gilt 
folgende Systembeschreibung : 

q (k + 1) = A*q (k) + v(k) 

x(k) = C*q (k) + z(k). 

(6.174) 

Zur Schätzung der Zustandsgrößen stehen damit die abgetasteten Werte der Ausgangs­
größen x,(k) und als A-priori-Information die Kovarianzmatrizen V der Störungen auf 
die Zustandsgrößen und Z der Störungen auf die Ausgangsgrößen zur Verfügung. 

Bei der Herleitung der Gleichungen für die Anwendung der Markov-Schätzung wird 
davon ausgegangen, daß zum k-ten Zeitpunkt der geschätzte Zustandsvektor q(k) und 
die Kovarianzmatrix des Zustandsfehlers 

(6.175) 

bekannt sind. Aus GI. (6.174) erhält man den extrapolierten Zustandsvektor q* (k + 1) 
mit diesen Informationen zu 

q* (k + 1) = A*q (k). (6.176) 

Der extrapolierte Zustand enthält die gesamte alte Information über den zu erwartenden 
Zustand q(k + 1). Wird in GI. (6.176) entsprechend GI. (6.170) die Beziehung für den 
geschätzten Zustand f(k) eingesetzt, gilt 

q* (k + 1) = A*q (k) - A*q (k). 

Bei Verwendung der Beziehungen von GI. (6.174) ergibt sich 

q* (k + 1) = q (k + 1) - (A*q (k) + v(k». 

In GI. (6.178) ist der Extrapolationsfehler 

q* (k + 1) = A*' (k) + v(k) 

(6.177) 

(6.178) 

enthalten, dessen Kovarianzmatrix Q (k + 1) unter den angenommenen Voraussetzun­
gen für die Störungen folgende Gestalt hat: 

Q (k + 1) = E {q* (k + 0 q*T (k + In = A*P (k) A·T + V(k): (6.179) 

l 
j 

·1 

6.5.2. ZustaruJsschiitzung aus den gemessenen Ausgangsgrößen des Systems 

Zum (k + 1)-ten Zeitpunkt kommt in Form der Ausgangsgleichung 

x (k + 1) = C·q (k + 1) + z (k + 1) 
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(6.180) 

ein weiterer Gleichungssatz zur Schätzung der Zustandsgrößen hinzu. Damit gilt mit 
GI. (6.178) folgendes Gleichungssystem: 

[
,. (k + I)J = [~] q (k + 1) + [ __ -A.q (k) - V(k)]. 
x (k + 1) C· z (k + 1) 

x* M· s 11· 

Die Systembeschreibung ist somit entsprechend der Zielstellung durch 

x· = M*s + 11* 

gegeben. Wird als Modellgleichung zum (k + 1)-ten Schritt 

i* = M·s 

verwendet, ergeben sich mit der Fehlergleichung 

e = x* - i· 

für die Komponenten des Fehlervektors 

e = [::J 
mit • 

el = [q·(k + I) - ~(k + 0], e2 = [x (k + 1) - i (k + 1)]. 

Die Kovarianzmatrix des Störungsvektors 11· erhält man aus GI. (6.181) zu 

W = E {II.II.T} = [Q (k + 1) 0 J. 
o Z(k+ 1) 

(6.181) 

(6.182) 

(6.183) 

(6.184) 

Damit ergibt sich für das Gütekriterium der verallgemeinerten Regression entsprechend 
GI. (6.171) für diesen Modelltyp 

Q = eIQ-l (k ,: 1) el + e~Z-l (k + 1) e2. (6.185) 

Werden die Beziehungen für die einzelnen Komponenten der Fehlervektoren in GI. (6.185) 
.eingesetzt, gilt 

Q = [q* (k + I) - ~ (k + 1)]T Q-l (k + l)[q* (k + 1) - ~ (k + 1)] 

+ [x(k + 1) - i (k + I)T Z-l (k + 1) [x(k + 1) - i(k + 1)]. (6.186) 

Durch Ausmultiplizieren und Bildung der partiellen Ableitungen 

aQ = 0 (6.187) 
aq(k + 0 

erhält man nach einigen Umformungen [4.14] die Vorschrift für den KaImansehen Filter­
algorithmus zu 

i (k + 1) = A·i (k) + K(k + 1) [x (k + 1) - C·A·q (k)] (6.188) 
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mit 
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K(k + 1) = Q (k + 1) C*T [Z(k + 1) + C*Q (k + 1) C*T]-1 

Q(k + 1) = A*P(k)A*T + V(k). 

Die Kovarianzmatrix P(k) des Zustandsfehlers q(k) kann mit den Beziehungen für die 
Parametervarianzen der verallgemeinerten Regression entsprechend Abschnitt 5.2.4 

(6.189) 

und unter Beachtung der Bedeutungen der Matrizen M* - s. GI. (6.182) - und W- 1 -

s. GI. (6.184) - rekursiv nach folgender Vorschrift ermittelt werden: 

[ [

Q_1(k) 

P(k) ~ [li C'l 0 
] ]

-1 

[~-J 
z-1(k) C* 

o 

(6.190) 

Unter Anwendung des Inversionslem.nl.as für Matrizen (s. Abschn. 5.4.3) kann GI. (6.190) 
wiederum in die rekursive 

P(k) = Q(k) - K(k) C*Q (k) (6.191) 

übergefUhrt werden. Damit sind alle Gleichungen für die Lösung der Schätzaufgabe er­
stellt. Die Struktur des Filters ist im Bild 6.28 dargestellt. 

Bild 6.28 
Filter.für die Zustandsschätzung aus den Werten 
der Ausgangsgrößen 

6.S.3. Zustandsschätzung aus den gemessenen Eingangs­
und Ausgangsgrö8en des Systems 

In Erweiterung der Betrachtungen im Abschnitt 6.5.2 wird jetzt davon ausgegangen, daß 
Meßwerte der Eingangsgrößen ulk) zur Lösung der Schätzaufgabe zur Verfügung stehen. 
Damit kann die in GI. (6.168) angegebeneSystembeschreibungverwendet werden. Analog 
zu den Ableitungen im Abschnitt 6.5.2 erhält man als rekursive Schätzvorschrift die 
Beziehung 

q (k + 1) = A*q (k) + B*u (k) 

+ K (k + 1) [x (k + 1) - C* (A*q (k) + B*u (k»] (6.192) 
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mit den Berechnungsvorschriften der Matrizen K (k + 1), Q (k + l) und P(k) ent­
sprechend den Beziehungen GI. (6.188). Die Struktur dieses Filters ist im Bild 6.29 dar­
gestellt. Bei diesem Filter sind die Ausdrücke 

A*4 (k) + B*u (k) die extrapolierten Zustände q* (k + 1), 

C* [A*q (k) + B*u (k)] die beobachteten extrapolierten Zu­
stände, 

x(k + 1) - C*A*q(k) - C*B*u(k) die Fehler zwischen gemessenen und 
vorhergesagten Werten der Ausgangs­
größen. 

Wie bei allen rekursiven Schätzalgorithmen besteht ein Problem in der Festlegung der 
Startwerte q(O) der Zustände und P(O) der Kovarianzmatrix des Zustandsfehlers. 

I 
I 
I 
I A 
L ___ -------

Bild 6.29 
Filter jür die Zustandsschätzung 
aus den Werten 
der Eingangs- und Ausgangsgrößen 

Liegen bereits 1 ~ n Beobachtungen der Ausgangsgrößen vor, können durch eine 
Anwensiung der direkten Regression die Startwerte ermittelt werden. Wird von der 
Systembeschreibung 

q (k + 1) = A*q (k), x(k) = C*q (k) + z(k) (6.193) 

ausgegangen, so kann die Zustandsgleichung für 1 Beobachtungen umgeformt werden in 

q(k) = A*-1q (k + 1) 
. . . . 
~ (k + 1 - 1) = Ä*-(I-.1)q (k + 1). (6.194) 

Werden die gewonnenen l- Gleichungen in die Ausgangsbeziehung von GI. (6.168) ein­
gesetzt, erhalten wir das Gleichungssystem 

x(k) = C*A*-1q (k + 1) + z(k) 

~(k + 1- 1) = C*A*-(1-1)q(k + 1) + z(k + 1- 1). 
'--"Y"-"""" • -_~ 

x M* q 

Für den Parametervektor q des Gleichungssystems 

x = M*q + z 

ergibt sich die Schätzvorschrift zu 

q = [M*™*]-'1 M*TX 

mit 

z 

(6.195) 

(6.196) 
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Beispiel 
6.6 

Gegeben: 

6. Bestimmung des dynamischen -Verhaltens gestörter Systeme 

Untersuchung des Verhaltens des KaIman-Filters 
(diskontinuierlich) 

Abgetastete Werte der Eingangs- und Ausgangssignale des Systems gemäß Beispiel 4.1, 

Zustandsgleichungen mit 

ql(t) a x(t), q2(t) a x'(t), 

[
IMt)] = [-0,1 S-1 0,1 S-IJ . [ql(t)] + [0 ] u(t), 
IMt) ° -0,2s-1 q2(t) 0,4s-1 

x(t) = [1 0] [ql(t)] + z(t). 
q2(t) 

Die Störung ist normalverteilt NY (0, ... ) und unkorreliert. 

t :I~~) ------4--~ s 100 
uftJ t-

-1,5 

f lD'~ . 
x(t) 50 ~ 

t-· -5 

z~ ~ I t 0 ~(tJ 
100 

9; (tl 

-2 

~k t /qjtJ. 

q;It)_~ 
0 

100 

Q1~ 
t-

t ~ ~ftl 

___ kill 

0 
5 50 
t-
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Beispiel 
6.6 

Gesucht: 

Ergebnis: 

Untersuchung des Verhaltens des Kalman-Filters 
(diskontinuierlich) 

Abtastzeit T = 1 s, 
Beobachtungszeit Ta = 100 s, 
Startwerte fT(O) = [-0,353; -0,033], 

1>(0) = [ 0,0089 - 0,094] . 
- 0,094 0,991 

Verlauf der Zustandsfehler iil(k), i = 1,2, und der Elemente der Verstärkungsmatrix 
K(k + 1). 

1. Verlauf der Eingangs- und Ausgangsgröße des Systems (Bild a und b), 
2. Verlauf der geschätzten Zustandsgrößen l1.t(k) (Bild cl, 
3. Verlauf der Zustandsschätzfehler iil(k) (Bild d), 
4. Verlauf der Elemente der Verstärkungsmatrix K (k + 1) (Bild e). 

Die dargestellten Verläufe der Zustandsfeh1er iil(k) zeigen, daß die Schätzung schnell konvergiert und 
beide Zustandsgrößen trotz der Ausgangsstörung gut ermittelt werden können. Im Gegensatz zu den 
konStanten Elementen der Verstärkungsmatrix beim Beobachter sind diese beim KaIman-Filter eine 
Funktion der Beobachtungen. 

Die erhaltenen Schätzungen i und i werden als Startvektor f(0) bzw. Startmatrix P(O) in 
GI. (6.192) und GI. (6.188) eingesetzt. 

Liegen keine Anfangsschätzungen'flir die Startwerte vor, so können analog zur Vor­
gehensweise bei der Methode der rekursiven Regression (s. Abschn. 5.4.3) folgende Start­
werte verwendet werden: 

i(o) = 0; 

Das Konvergenzverhalten ist bei dieser Wahl der Startwerte gut und weist grundsätzlich 
die Eigenschaften der im Abschnitt 5.2 diskutierten Verfahren auf. 

Im Beispiel 6.6 ist der Verlauf der Zustandsschätzung für ein gestörtes T2 -System dar­
gestellt. Sehr gut ist das Konvergenzverhalten der Schätzung .und die Entwicklung der 
Elemente der Verstärkungsmatrix K(k + 1) zu erkennen. Die entworfenen beiden Va­
rianten der Filter von GI. (6.188) und GI. (6.192) liefern Zustandsschätzungen mit einer 
minimalen mittleren quadratischen Abweichung der AusgangsgröJ3en und einer minima­
len Streuung für die geschätzten Zustände. Die KaIman-Filter in der angegebenen Form 
passen sich Zustandsänderungen an, solange die Elemente der Verstärkungsmatrix 
K (k + 1) nicht konvergiert sind. Um dieses Konvergieren zu vermeiden, kann im Filter­
algorithmus analog zu den Betrachtungen im Abschnitt 5.4.3 eine geeignete konstante 
Matrix in jedem Abtastzeitpunkt hinzuaddiert werden. 
Lieg~ keineA-priori-InformationenÜber dieKovarianzmatrizen V und Zvor, kann 

die Schätzung des Zustands unter der Annahme, daß die Störungen auf die Zustands­
größen v,(k) = 0 und die Störungen auf die Ausgangsgrößenz,(k) statistisch unabhängig 
sind, begonnen werden. Die Gleichungen für das KaIman-Filter (6.188) und (6.192) 
gehen dann in die der rekursiven Regression über. 

Auf die Behandlung der Zustandsschätzung bei nichtlinearen Systemen, bei korrelier­
ten Störungen und bei einer kontinuierlichen Betrachtungsweise y,ird an dieser Stelle 
,~erzichtet. Diese Probb:me sind in der recht umfangreichen Literatur dargestellt [3.24, 
4.14, 6.34]. 
"'t '1'11 ___ ..... 
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6.6. Ausgewählte Probleme der Schätzung dynamischer Systeme 

In diesem Abschnitt soll auf einige Probleme der Bildung von Modellen dynamischer 
Systeme hingewiesen werden, die bei der Lösung von praktischen Aufgaben von Bedeutung 
sind. Dies betrifft Fragen der Parameterschätzung in geschlossenen Ketten, der von Mehr­
größensystemen sowie die Strukturprüfung und die Wahl einer geeigneten Abtastzeit T. 

6.6.1. Parameterschätzong in geschlossenen Ketten 

Alle bisher vorgestellten Parameterschätzverfahren sind davon ausgegangen, daß keine 
Rückführung zwischen dem Ausgang und dem Eingang des Systems besteht. Viele reale 
Prozesse existieren jedoch als rückgekoppelte Systeme. Aus Gründen der Wirtschaftlich­
keit, der Stabilität oder der Funktionsfähigkeit ist häufig ein Auftrennen der Rückfüh­
rungen nicht möglich. Eine Nichtbeachtung führt jedoch in der Regel zu falschen 
Modellen für das System. Die Ursache liegt darin,' daß durch die Rückführung der ge­
siörten Ausgangsgröße (z.B. durch einen Regler auf den Eingang des Systems) die Ein­
gangsgrÖße u(t) mit der Störung z(t) korreliert ist (Bild 6.30). Damit wird eine wesent~ 
liche Bedingung für die Identifizierbarkeit des Systems verletzt. 

x(z) 

Bild 6.30 
Struktur des geschlossenen Regelkreises 

Nach den in den letzten Jahren durchgeführten umfangreichen Untersuchungen zu 
diesem Problem [1.40, 1.52, 6.10, 6.35 bis 6.49] ist das System u. a. identifizierbar, wenn 

1. zwischen den Meßorten des Eingangs- und des Ausgangssignals keine Störung auftritt, 
2. ein zusätzliches Testsignal r(t), das mit der Störung z(t) unkorreliert ist, auf den Kreis 

aufgeprägt werden kann - es kann auch die Führungsgröße w(t) verwendet werden, 
3. das Übertragungsverhalten des Reglers GR bekannt ist, 
4. zwischen verschiedenen Reglern umgeschaltet werden kann, 
5. bestimmte Bedingungen zwischen den Ordnungen der Regelstrecke und des Reglers 

eingehalten werden. 

Als prinzipielle Vorgehensweisen wurden die sog. indirekten und direkten Methoden 
entwickelt. 

Bei den indirekten Methoden wird das nichtparametrische oder das parametrische 
Modell ermittelt in den Stufen 

- Schätzung des Gesamtübertragungsverhaltens G der geschlossenen Kette 
- Berechnung des Systemübertragungsverhaltens Gs aus G und bekanntem Ga. 

Außer diesen heiden Methoden wurde speziell fi4' geschlossene Ketten die sog ... Ver­
bundprozeßmethode" entworfen [6.38]. Sie wird an dieser Stelle nicht weiter betrachtet. 

Unter den oben genannten Bedingungen ergibt sich im Fall einer zeitdiskreten Be­
trachtungsweise und der im Bild 6.30 dargestellten Struktur die Beziehung 

X(z) = Gs(z) R(z) + 1 Z(z). 
1 + GIIJz) Gs(z) 1 + GIIJz) Gs(z) 

(6.197) 
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Diese Gleichung kann in die Struktur einer offenen Kette entsprechend Bild 6.31 um­
geformt werden, so daß für das Verhalten des geschlossenen Kreises bezüglich der Ein­
gangsgröße R(z) gilt 

Rlz) 

G(z) = X(z) = __ G-=s.:.-(z~) __ 
R(z).. 1 + GR(z) Gs(z) 

Bild 6.31 
Umgeformte offene Struktur des Regelkreises 
von Bild 6.30 

(6.198) 

Aus der mit einem Schätzverfahren (z. B. mit der rekursiven Hilfsvariablenschätzung) 
ermittelten Übertragungsfunktion G(z) kann dann unter Verwendwig der bekannten 
Reglerüberiragungsfunktion GR(z) durch Rückrechnung die gesuchte diskrete Über­
tragungsfunktion 

Gs(z) = G(z) 
1 - GR(z) G(z) 

(6.199) 

gewonnen werden. 
Dem Vorteil der Anwendbarkeit aller Schätzverfahren, die für die offene Kette geeig­

net sind, stehen der numerische Aufwand und Konvergenzprobleme als Nachteile ent­
gegenJ6.36, 6.37]. 

Die direkten Methoden bestimmen unmittelbar aus den Eingangssignalen u(t) bzw. r(t) 
oder w(t) und dem Ausgangssignal parametrische oder nichtparametrische Modelle. 
Als Methoden haben sich u. a. das Korrelationsverfahren [1.40] und die Parameter­
schätzverfahren der Regression, der verallgemeinerten Regression sowie der Hilfs­
variablenschätzung bewährt [1.52, 6.37]. Beim Korrelationsverfahren werden die beiden 
Signale u(t) und x(t) mit dem zusätzlich auf den geschlossenen Kreis aufgeprägten 
Signal r(t) bzw. w(t) korreliert. Für den Fall r(t) = 0 und w(t) #: 0 gilt 

Rw.{'r:) = f~ gWII(t) Rww (r: - t) dt 

(6.200) 

Durch Anwendung der Fourier-Transformation ergeben sich die Leistungsspektren zu 

S_(O) = GWN GO) Sww(O) 

Für die Frequenzgänge in GI. (6.201) gilt mit der Struktur von Bild 6.30 

Ga (j0) G_ GO) = __ --=-.0::-...::....-.-_ 
I + GR (jO) Gs (j0) 

(6.201) 

(6.202) 
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Damit ergibt sich der gesuchte Frequepzgang Gs (jCl)) aus 

.A U ) _ G..,;r: UCl)) _ Sw;r: (jw) 
lTs Cl) - - . 

G_Uw) SwuUw) 
(6.203) 

Bei den Parameterschätzverfahren hat sich ähnlich wie bei der Identifikation in der 
offenen Kette die Hilfsvariablenschätzung als sehr leistungsfähig erwiesen [6.40]. Auf 
ihre Anwendung soll deshalb kurz eingegangen werden. Angenommen wird, daß flir die 
abgetasteten Signale im Bild 6.30 gilt 

r(k) #: 0, w(k) =0, z(k) #: O •. 

Bei der Anwendung dieser Methode zur Schätzung rückgekoppelter Systeme muß ein 
Vektor der Hilfsvariablen h(k) aufgebaut werden, bei dem außer den mit der Störung 
z(k) korrelierten Ausgangssignalwerten x(k) auch die über die Rückführung mit der 
Störung z(k) korrelierten Eingangssignalwerte u(k) ersetzt werden mÜSsen. Nach einem 
Vorschlag in [6.37] werden abgetastete Werte des aufgeprägten Signals r(k) als erster Teil 
des Vektors der Hilfsvariablen verwendet. Die für das Ausgangssignal x(k) eingesetzten 
Werte iul,M werden in diesem speziellen Fall über das Hilfsmodell 

i(z) = ~~Z-l) R(z) 
H(Z-l) 

ermittelt. Damit hat der Vektor der Hilfsvariablen folgendes Aussehen: 

hT(k) = [-iH (k - 1) ... -iH (k - m) : r (k - 1) ... r (k - m)]. (6.204) 

Umfangreiche Untersuchungen in [6.36, 6.37, 6.38] haben gezeigt, daß die direkten den 
indirekten Methoden überlegen sind. Wenn die genannten Bedingungen an die Iden­
tifizierbarkeit gegeben sind, liefert die Parameterschätzung in offener und geschlossener 
Kette nahezu gleichwertige Ergebnisse [6.36, 6.42]. 

Weiterführende und vertiefende Betrachtungen zu diesem Problem sind in [6.10, 6.36 
bis 6.40] zu finden. 

6.6.2. Verfahren zur Strukturpriifung 

Die Ermittlung der Ordnung des Modells ist, wenn keine A-priori-Informationen aus der 
theoretischen Prozeßanalyse vorliegen, eine weitere schwierig zu lösende Aufgabe. Wie 
bereits im Abschnitt 1.3 und in den jeweiligen Abschnitten zur Ermittlung von Signal­
und Systemmodellen erwähnt, geht es darum, die wesentlichen Eigenschaften der Signale 
und der Systeme durch Modelle mit einer minimalen Ordnung abzubilden. zUr Ermitt­
lung dieser auch als "Modelle optimaler Kompliziertheit" bezeichneten Signal..' oder 
Systemmodelle dienen Strukturprüfungsverfahren. Aus der. Vielfalt der· entworfenen 
Verfahren werden im Rahmen dieses Buches nur diejenigen kurz vorgestellt, die auf einer 
Bewertung des Ausgangsfehlers oder auf einer Analyse der diskreten Übertragungsfunk­
tion beruhen. Weiterführende Untersuchungen sind [1.50, 1.52, 6.43] zu entnehmen. 

Verfahren zur Bewertung des Ausgangsfehlers 

Auf der Basis des gemessenen und des geschätzten Ausgangssignals x(k) undi(k) wur­
den sehr einfache und effektive StrukturpfÜfungsverfahren entworfen. 
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Signalfehlertest. Beim Signalfehlertest wird entsprechend der Beziehung 

e (k, ß) = x(k) - i (k, ß) (6.205) 

für die verschiedenen geschätzten Mödellordnungen ß,; i = 1,2, ... , ßmm durch einen 
optischen Vergleich der Signalverläufe (z.B. Übergangsfunktion, Gewichtsfunktion) die 
wabrscheirilichste Modellordnungbestimmt. Dieses Verfahren kann nur bei ungestörten 
Systemen angewendet werden. 

Feblerfunktionstest. Beim Fehlerfunktionstest wird die Reststreuung (s. Abschn. 5.2.2) 
als Kriterium zur Auswahl der Modellordnung benutzt. Damit gilt 

s~(ß) = _1_ I. [x(i) - i (i, ß)]2 . 
m - I '=1 

(6.206) 

Die wabrscheirilichste Modellordnung ist vorhanden, wenn die Reststreuung minimal ist. 

F-Test. Durch einen Vergleich der Reststreuung für verschiedene Modellordnungen ß, 
mit der geschätzten Streuung s; - s. Abschnitt 5.5.2, GIn. (5.146) bis (5.148) - kann über 
den F-Test . 

(6.207) 

für ein gewähltes Signifikanzniveau IX die wahrscheinlichste Modellordnung für Signal­
und Systemmodelle ermittelt werden (s. Abschnitte 3.3.2 und 5.5.2). 

Auswablkriterien bei Aufteilung der Beobachtungen. Diese sehr leistungsf"ahige und weit­
entwickelte Strategie [I.50, 6.44] beruht darauf, daß die Modellordnung über einen Ver­
gleich von geschätzten Parametern oder Signalen einer Lemfolge und Prüffolge ermittelt 
wird. Als Modellauswahlkriterien werden Genauigkeitskriterien und Übereinstimmungs­
kriterien verwendet. Als Beispiel sei hier das Regularitätskriterium für eine Lernfolge 
des Umfangs k1 und eine Prüffolge vom Umfang k2 angegeben. Es lautet nach [1.50]: 

k. 

t::.2 (k2 ,ß) = L [x(k) - i(k,kl>ß)]2. (6.208) 
t=1 

Es wird wiederum die Modellordnung gewählt, die einen minimalen Wert des Kriteriums 
liefert. Diese Gruppe von Verfahren hat sich besonders bei der Lösung von Vorhersage­
problemen und bei geringen Datenmengen bewährt [1.50, 6.44]. 

Verfabren zur Beurteilung der geschätzten diskreten Vbertragungsfunktion 

Ausgangspunkt der Verfahren zur Strukturermittlung sind Schätzungen der Polynome 
A(Z-l) und B(t- 1) entsprechend den im Abschnitt 6.3 vorgestellten Verfahren mit 
verschiedenen Modellordnungen ß = 1, 2, ... , ß""",. 

Polynomtest. Beim Polynomtest wird untersucht, ob die Polynome A(Z-l) und B(Z-l) 
gemeinsame Wurzeln besitzen. Für verschiedene Modellordnungen werden die Pole und 
die Nullstellen in der z-Ebene dargestellt. Ist die Ordnung des Modells ß zu groß gegen­
über der Systemordnung, werden einige Pole annähernd durch Nullstellen kompensiert. 
Die Modellordnung wird so weit reduziert, bis keine Pol-Nullstellen-Kompensation 
mehr erfolgt [6.43]. Das Verfahren ist sehr leistungsfähig, ist aber gleichzeitig durch sub­
jektive Faktoren der Bewertung geprägt (Nutzung grafischer Mittel). 
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Kombinierter Polynom- und Dominanztest. Der kombinierte Test stellt den Versuch dar, 
die Festlegung der Modellordnung durch die zusätzliche Verwendung von Dominanz­
werten der Pole zu objektivieren. Er wird in folgenden Schritten realisiert [1.52, 6.43]: 

1. Schätzung eines Modells mit maximal möglicher Ordnung fimax und Darstellung der 
Pole und Nullstellen in der z-Ebene. 

2. Anwendung des Polynomtestes für Pole, die eindeutig durch Nullstellen kompensiert 
werden, d.h. Reduktion der Ordnung auf n1 • 

3. Die Prüfung der Dominanz der verbleibenden Pole des Modells 

G(z) = I _c_.!/._ = I IXa (1- za) (6.209) 
6= 1 Z - Z.!/. 6= 1 Z - z.!/. 

mit 
IX//. = c//./(I - z//.) 

erfolgt auf der Grundlage des Dominanzmaßes D der Pole. Es wurde in [6.45] gezeigt, 
daß der Endwert der übergangsfolge des Modells von GI. (6.209) 

;;1 
lim h(k) = L Re {IX//.} (6.210) 
t-+oo {J= 1 

einen Verstärkungsfaktor beschreibt. Damit können die einzelnen Faktoren IX.!/. als 
Verstärkungsfaktoren der Pole interpretiert werden. Als Maß für den Einfluß jedes 
Poles' erhält man durch Normierung aus GI. (6.210) das Dominanzmaß D//. zu 

R{IXa} 
j = 1, 2, ... , fi 1 • (6.211) 

Eine weitere Reduktion der Modellordnung kann nun bei vorgegebener Genauigkeit 
anhand der D//.-Werte erfolgen. 
Der kombinierte Polynom- und Dominanztest hat sich bei ungestörten und gestörten 
Systemen zur Strukturermittlung vonDifferenzengleichungsmodellen als sehr leistungs­
f"ahig erwiesen. 

,6.6.3. Parameterschätzung Unearer Mehrgrößensysteme 

Die Erstellung eines Modells für ein lineares Mehrgrößensystem mit 1 Eingangsgrößen 
ulk) und mAusgangsgrößen xik) ist in vielen realen Prozessen erforderlich. Dabei be­
steht die Aufgabe darin, für das Mehrgrößensystem einen Modellansatz zu finden, der 
alle Zusammenhänge zwischen den Eingangs- und Ausgangssignalen sowie die Kopp­
lungen zwischen den Ausgangssignalen beschreibt.'Neben der Beschreibung im Zustands­
raum (s. Abschn.6.5) und durch Gewichtsfunktionsmodelle (s. Abschn.6.2) hat sich die 
Verwendung von Übertragungsfunktionen durchgesetzt. Betrachtet wird an dieser Stelle 
die Modellbeschreibung eines linearen zeitdiskreten Mehrgrößensystems. 

Entsprechend Bild 6.32 gilt für das Gesamtmodell des Mehrgrößensystems 

(6.212) 
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Die diskrete Übertragungsfunktion rur den Zusanimenhang zwischen dem i-ten Eingang 
und demj-ten Ausgang lautet dann: 

(6.213) 

Das Gesamtmodell des Systems kann entsprechend der Anzahl der Ausgangssignale in 
m unabhängige Teilmodelle mit jeweils r (r ~ 1) Eingangssignalen u,(k) rur den j-ten 
Ausgang aufgespalten werden (Bild 6.33). 

Bild 6.32. Gesamtmodell eines linearen 
Mehrgrößensystems 

0(Z}~ Teil-' ~ 
:, ,-_m_o_de_II_--, Xjlz) U,,(z} . 

Bild 6.33. Teilmodell eines linearen 
Mehrgrößensystems 

Damit ergibt sich für dasj-te Teilsystem 

Xiz) = GJ1(z) Uj1(z) + ... + Gjr(z) Ujrez) + Ziz) 

G (z) = Bjlz-
1
) . 

jl A jl (z-l) , 
i = 1,2, ... , r. 

(6.214) 

Um eine parameterlineare Fehlergleichung in analoger Form zur Vorgehensweise wie 
im Abschnitt 6.3 zu erhalten, werden die in GI. (6.207) vorhandenen unterschiedlichen 
Nennerpolynome A jl(Z-l) durch die Bildung eines gemeinsamen Hauptnenners beseitigt. 

Dafnit folgt für den Hauptnenner 
r, 

A*( -1) TI A (-1) 1 + * -1 + + * -nJ j Z = jl Z = al,jZ ... anJ.jZ (6.215) 
1=1 

mit 

Durch Einsetzen von GI. (6.215) in GI. (6.214) erhält man die Beziehung 

A;(Z-l) Xiz) == Bjl(Z-l) Uj1 (z) + .. : + B;(Z-l) Ujr(z) + A1(z-1) Ziz). 

(6.216) 
Die erweiterten Zählerpolynome B!i(Z-l) ergeben sich aus 

B*(Z-l) = B~(Z-l) A*(Z-l) 
jl A

j
b- 1) j (6.217) 

Bj,(Z-l) = bci.j' + bi.jIZ-l + .. , + b!J.jlz-nJ. 

Aus GI. (6.216) erhält man im Zeitbereich die Beschreibung zum k-ten Zeitpunkt 

(6.218) 

mit 
nJ 

nik) = zik) + L ai.jzj (k - i). 
1=1 
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Für die Parameterschätzung ergibt sich. damit als Meßwertvektor mT(k) für das j-te 
Teilsystem 

mJ(k) = [XJ (k - 1) '" xJ (k - nj ) : uJ1(k) ... UJ1 (k - nJ) : 

... : uJ,(k) ... uJ, (k - nJ)] (6.219) 

und als Parameteivektor sJ 
T [* *. b* b*' SJ = -a1.J··· -an}.J: 0.J1 ... "}.Jl: 

... :b~.J, ... b:J'J']' (6.220) 

Mit diesem Meßwert- und Parametervektor können die in den Abschnitten 6.3.2 und 
6.3.3 vorgestellten Methoden der Regression und der Hilfsvariablenschätzung angewendet 
werden. Gegenüber der Schätzung von Eingrößensystemen treten besonders bei einer 
großen Anzahl von Einfiußgrößen und einer hohen Modellordnung Probleme bezüglich 
der benötigten Rechenzeit und des Speicherplatzes auf. Eine LQsung zur Reduzierung 
dieses Problems wurde in [1.52] aufgezeigt. Wirken Ausgangssignale des Gesamtsystems 
auf das betrachtetej-te Ausgangssignal, so ist die Anzahl der in GI. (6.212) betrachteten 
Eingangssignale des j-ten Teilmodells um maximal m - 1 Signale auf r = I + m - 1 
zu erhöhen. 

Die Erweiterung des Meßwert- und Parametervektors erfolgt dann in analoger Weise 
[6.46]. 

Abschließend sei darauf hingewiesen, daß durch die Bildung dieser Teilmodelle die 
statische und die dynamische Wirkung der ausgewählten Eingangssignale auf das j-te 
Ausgangssignal entsprechend dem gewählten Gütekriterium gut abgebildet werden. 
Durch die Bildung des gemeinsan:ien Hauptnenners ist eine erwartungstreue Schätzung 
der Parameter der einzelnen diskreten Übertragungsfunktionen GJ,(z) in der Regel nicht 
möglich [1.31, 6.46]. Auf die Wahl einer geeigneten Abtastzeit bei der Parameterschät­
zung von Mehrgrößensystemen wird im Abschnitt 6.6.4 eingegangen. 

6.6.4. Möglichkeiten zur Wahl der Abtastzeit T 

Die meisten der vorgestellten Verfahren zur Parameter- und Zustandsschätzung gehen 
davon aus, daß die Eingangs- und Ausgangssignale als abgetastete Signale mittels eines 
Digitalrechners weiterverarbeitet werden. Häufig haben technische und nichttechnische 
Prozesse kontinuierliche Eigenschaften, so daß eine Analog-Digital-Wandlung erfolgen 
muß. Die Abtastzeit T muß nun so gewählt werden, daß durch diese Wandlung kein In­
formationsverlust auftritt. 

Theoretisch tritt kein Informationsverlust auf, wenn die Abtastzeit T entsprechend 
dem Abtasttheorem von Shannon 

(6.221) 

aI""", maximale Frequenz des Signals, 

gewählt wird. In der Regel ist Wmu nicht bekaIint. 
Um den Informationsverlust klein zu halten, sollte die Abtastzeit T so klein wie mög­

lich gewählt werden. Diese Strategie führt aber dazu, daß in der Meßwertmatrix M 
Spalten linear abhängig werden. Dadurch wird die Matrix [WM]-l singulär, und eine 
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Parameterschätzung ist nicht mehr möglich. Wird auf der anderen Seite die Abtastzeit T 
sehr groß gewählt, so wird nur das statische Verhalten abgebildet. In der Praxis hat sich 
deshalb die Wahl der Abtastzeit für Eingrößensysteme nach folgender Strategie bewährt: 
Schritt 1. Ermittlung oder Abschätzung der Summenzeitkonstante Tz bzw. der Zeit tO•63 

einer aufgenommenen Sprungantwort (s. Abschn.4.2) 
Schritt 2. Wahl der Abtastzeit T durch 
a) Gewichtsfunktionsmodell [6.24] 

T ~ (3 ... 5) Tzlr 
bei r Stützstellen von g(t); 10 ~ r ~ 20, 

b) Differenzengleichungsmodell [1.44] 
T ~ (0,18 ... 0,36) Tz. 

Bei Mehrgrößensystemen kann die Tastperiode nach der gleichen Strategie gewonnen 
werden, wenn die Teilsysteme ein annähernd gleiches dynamisches Verhalten aufweisen. 
Besitzen die Teilsysteme ein sehr unterschiedliches Zeitverhalten, ist ggf. die Identifika­
tion mit unterschiedlichen Abtastzeiten wiederholt durchzuführen. 

6.7. Übongsaufgaben zum Abscbnitt 6 

Aufgabe 6.1 

Auf zwei unterschiedliche Systeme wird eine Testfolge u(k), die aus einem Plackett-Burman-Plan für 
m + 1 = 7 gewonnen wurde, mit einer Abtastzeit von T = 1,3 s aufgeprägt. Die abgetasteten Werte 
der Eingangs- und Ausgangssigna1e sind in Tafel 6.13 dargestellt. 

Tafel 6.13. Meßwerte /Ur ein System mit einem Eingang und zwei Ausgängen 

k 0 2 3 4 5 

u(k) +1 +1 +1 -1 +1 -1 
xl(k) 0,261 0,592 0,785 0,386 0,238 0,102 
x2(k) -0,059 0,428 0,81 1,02 -0,011 0,318 

k 6 7 8 9 10 11 

u(k) -1 +1 +1 +1 -1 +1 
xl(k) -0,279 -0,238 0,152 0,674 0,146 0,164 
x2(k) -0,069 -8,70 -0,169 0,814 0,793 -0,046 

k 12 13 14 15 16 17 

u(k) -1 -1 -1 -1 -1 -1 
xl(k) 0,333 -0,273 -0,620 -0,894 -0,732 -1,09 
x2(k) 0,476 -0,059 -0,823 -1,017 -0,797 -1,130 

k 18 19 

u(k) -1 -1 
xl(k) -0,993 -1,0 
x2(k) -0,991 -1,0 
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Die den Systemausglingen überlagerte StjSrung hat die Standardabweichung Gz = 0,1 und den Er­
wartungswert E{z} = O. Lösen Sie folgende Teilaufgaben: 

a) Stellen Sie die Testfolge und die gemessenen Ausgan~erte als Funktion der Abtastschritte k dar! 
b) Wandeln Sie die Testfolge in den zur Schätzung der Stützstellen notwendigen Versuchsplan um! 
c) Kennzeichnen Sie in Übereinstimmung mit dem Versuchsplan die AbtastzeitpUnkte, von denen Werte 

der Ausgangsgrößen zur Auswertung benötigt werden;' und ordnen Sie diese den entsprechenden 
Versuchsplanzeilen zu! 

d) Berechnen Sie mit Hilfe der Regression die Stützstellenvektoren BI und '2! 
e) Berechnen Sie die Varianzen und Kovarianzen von 61 und i21 
f) Stellen Sie die geschätzten Srutzstellen der beiden Gewichtsfunktionen als Funktion der Zeit dar! 
g) Bestimmen S~e aus den geschätzten Stützstellen die Verstärkungen der beiden Systeme! 

Aufgabe 6.2 

Gegeben sind die in Tafel 6.14 angegebenen Meßwerte eines Systems mit einem ~ und einem Aus­
gang. Als. Testfolge wurde eine PRBS-Folge mit einer Abtastschrittweite von T = S s und der Länge 
L = 7 verwendet. Lösen Sie folgende Teilaufgaben: 

a) Stellen Sie die Testfolge und die gemessenen Ausgangswerte als Funktion der Zeit dar! 
b) Berechnen Sie für eine Ordnung von m = 1 die Parameter des DifferenzengIeichungsmodells (Ansatz 

ohnebo)! -
c) Berechnen Sie mit den Model1parametern für die gegebene Eingangsfolge die Komponenten des 

geschätzten Ausgangsvektors i! 
d) Bestimmen Sie Restsumme und Reststreuung! 
e) Überprüfen Sie die Signifikanz der geschätzten Parameter, und ermitteln Sie die Koimdenzintervalle 

für eine Irrtumswahrscheinlichkeit von co: = S %! 

Tafel 6.14. Meßwerte eines Systems mit einem Eingang und einem Ausgang 

k o 2 3 4 S 6 7 

u(k) +1 +1 -1 +1 -1 -1 +1 0 

x(k) o 1,89 3,23 -0,13 2,04 -0,86 -2,42 0,44 

Lösungen der Übungsaufgaben 

Aufgabe 2.1 

a) Für die Verteilungsfunktion und iür die VerteilUngsdichte ergibt sich 

{

o für x<-2 

ix +! iür - 2 ~ x < 0 
F(x) = tx +! für 0 ~ x ~ 2 

1 für x>2 

f(x) = dF(x) = i iür -2;;! x < 0 

{

o iür x<-2 

dx t iür 0~x;;!2 

o iür x>2. 

b) De; Erwartungswert der stetigen Zufallsgröße ist 

J
+co 

E{X} = -co xJtx) dx 

=-'- xdx+- xdx 1 JO 1 J2 
6 -2 3 0 

= ~ 1
0 

+ x~ 1
2 

= _...i... + ~ 
12 -2 6 0 12 6 

1 
E{X} =-. 

3 

c) Die Wahrscheinlichkeit, daß die Zufallsgröße sich im. Bereich 0 .~ x ;;! 3 befindet, ist 

p (0 ~ x ;;! 3) = F(3) - F(O) = 1 - t 
P (0 ;;! x ;;! 3) = 0,666. 

Aufgabe 2.2 

a) Für die Augenzahlen ergeben sich die in Tafel LI angegebenen Kombinationen (links: 
erster Würfel; rechts: zweiter Würfel). Aus Tafel LI ergeben sich die im. Bild LI dar­
gestellte Verteilung und die im Bild L2 dargestellte Verteilungsfunktion. 
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Tafel L 1. Augenzahlen der beiden Würfel uncJ.ihre Wahrscheinlichkeit 

X, I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
J 

112 
J 

114 115 1 '6 21 6 
i I 

616 Ij1 113 316 416 5i6 
211 212 2 13 214 2 15 3!5 ~I! 5i5 6!5 

311 312 313 314 4'4 6j4 
411 412 41 3 513 6j3 

5jI 51 2 612 
611 

p(x) 
2 3 4 5 6 5 4 3 2 -36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 . 36 

f6d 
F(x) 

I 
1 

2+881012 
x_ x-----

BildL1. Verteilung zu Aufgabe 2.2 Bild L2. Verteilungs/unktion zu Aufgabe 2.2 

b) Der Erwartungswert ergibt sich zu 
• 

E{X} = L X,P, 
1= 1 

= 3
1
6 (2 + 3 . 2 + 4 . 3 + 5 . 4 + 6· 5 + 7 . 6 + 8 . 5 + 9 . 4 

+ 10· 3 + 11 . 2 + 12) 
E{X} = 7. 

c) Die Wahrscheinlichkeit, mit der die summierten Augenza.hlen beider Würfel im Be­
reich 6 ~ x ~ 12 sind, erhält man aus der Beziehung 

P(6 ~ x·~ 12) = P(12) _ P(6) = 36 - 15 
36 

P(6;a x ~ 12) = 0,58. 

Aufgabe 2.3 

Zur Lösung der Aufgabe werden folgende Beziehungen verwendet: 

Anza.bl der Intervalle 

nIe = 1+ 3,2Ign, 
n Umfang der Stichprobe; 

Mittelwert 

_ 1 ~ • 
x = - L.J X;,H.lfI' 

n ... =1 

X! Klassenmittelwert (K.lasse m) 
H .. absolute Häufigkeit (K.lasse m); 
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Streuung 

1 $2::: __ 

n - 1 

Schiefe 

,. 
L (x! - i)2 H .... ; 

.. =1 

1 ~ (. -')3 H. i' = L.J x .. - >E .",. 
(n - 1)$3 ... =1 

Damit ergibt sich für die Klassenanzahl der Verteilungen bei n = 40 Beobachtungen 

nIe = 1 + 3,21gn = 6,13. 

Gewählt wurde die Klassenanzahl nIe = 6. Für die erste Stichprobe ergeben sich 

Xmla = - 2,25, Xm .. = 3,36, lYn = Xma• - Xmla = 0,935. 
nIe 

Tafel L2. Zwischen werte zur LiJsung der Aufgabe 2.3a 

m I x,.-l (X! - .f)2 

1 -2,250 -1,315 4 -1,7825 2,832 
2 -1,315 -0,380 11 -0,8475 0,560 
3 -0,380 0,555 18 0,0875 0,035 
4 0,555 1,490 4 1,0225 1,259 
5 1,490 2,425 2 1,9575 4,231 
6 2,425 3,360 1 2,8925 8,925 

(X! _.f)3 

-4,767 
-0,419 

0,007 
1,421 
8,704 

26,785 

Mit den in Tafel L2 angegeben~ Zwischenwerten erhält man folgende Maß1Jlhlen: . . 
i = -0,0995, $2 = 1,0402, i' = 0,6354. 

Bei exakter Berechnung lauten die Maßzahlen: 

i = -0,0815, $2 = 1,178, i' = 0,74. 

Im Bild L3 ist die ermittelte Verteilung der ersten Stichprobe dargestellt. Sie kann durch 
eine Normalverteilung angenähert werden. 

Ib! 

-3 

BildL3. Verteilung der ersten Stichprobe 
zu Aufgabe 2.3 

Für die zweite Stichprobe ergeben sich 

Xmla = 0, Xmu = 0,99,· lYn = 0,165. 

l/3 x 

faz 
I 
I 

-------
lIn Q1 

0 
Q6 Q8 to 
x-

Bild L4. Verteüung der zweiten Stichprobe 
zu Aufgabe 2.3 

Mit den in Tafel L3 angegebenen Zwischenwerten erhält man die Maßzahlen 

i = 0,5568, $2 = 0,0830, i' = -0,3785. 

Im Bild L4 ist die ermittelte Verteilung der zweiten Stichprobe dargestellt. Sie kann durch 
eine Gleichverteilung angenähert werden. 
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Ta/ei L3. Zwischenwerte zur Lösllllg der Aufgabe 2.3b 

m I X,.-l x .. (x! - X)2 

1 0 0,165 6 0,0825 0,2251 -0,1068 
2 0,165 0,330 5 0,2475 0,0957 -0,0296 
3 0,330 0,495 4 0,4125 0,0206 -0,0030 
4 0,495 0,660 7 0,5775 0 0 
5 0,660 0,825 9 0,7425 0,0345 0,0064 
6 0,825 0,990 9 0,9075 0,1230 0,0431 

Ta/ei L4. Zwischenwerte zur LöslllIg der Aufgabe 2.3c 

m . x". 

1 3,000 64,167 21 33,58 3556,8 -212124,6 
2 64,167 125,330 9 94,75 2,3 3,6 
3 125,330 186,500 4 155,92 3931,4 246500,7 
4 186,500 247,667 3 217,08 15341,5 1900207,9 
5 247,667 308,834 2 278,25 34236,4 6334782,8 
6 308,834 370,000 1 339,42 60614,8 14923457,0 

Für die dritte Stichprobe erhält man 

Xmla = 3, X max = 370, Am = 61,167. 

Mit den in Tafel L4 angegebenen Zwischenwerten erhält man die Maßzahlen 

x = 93,219, 32 = 6809,005, r = 1,361. 

Die aus der Stichprobe ermittelte empirische Verteilung ist im Bild L5 dargestellt. nie 
Verteilung dieser Stichprobe kann durch eine Exponentialverteilung angenähert werden. 

aB 

o LJ~LJt::::Jc:::5I~ .... 
1fXJ 200 300 400 

x-

Aufgabe 2.4 

Ausgehend von der Hypothese 

Ho: P = Po = 8 !LlIl 

BildL5 
Verteilung der dritten Stichprobe 
zu Aufgabe 2.3 

wird mit dem Tafelwert z .. = 1,96 aus Tafel AI der z-Test durchgeführt. 
Es gilt 

z = X - Po .;;, = 8,3 !LID - 8,0 tJ.Dl J 150 
U 0,632!Lm 

z = 5,813 
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und somit für den Test z > z,., d.h., die Hypothese wird abgelehnt. Damit unterscheiden 
sich der Stichprobenmittelwert und der Erwartungswert signifikant voneinander. Die 
Anlage muß überprüft werden. 

Aufgabe 2.S 

Betrachtet wird die mittlere Differenz zwischen den Meßergebnissen der Geräte I und 11 

1 11 

X = - L (XII - XIII) ; 11 = 15 
11 Iz1 

= _1_ (-60) = -4 !Lm , 
15 

32 = _1_ ± (XII _ XIII _ X)2 = _1_ 960 = 68,57 (!LlIl)2 , 
11 - 1 1=114 

3 = 8,28 !LlIl.-

Die Hypothese lautet: H: P = Po = O. 
Für die Testgröße ergibt sich 

t = x - Po ..;; = -4 J15 = -1,87. 
3 8,28 

Unter Verwendung des Tafelwerts für die Testgröße aus Tafel A2 zu 

to,01;14 = 2,98 

ergibt sich für den t-Test 

Itl = 1,87< tO,01;14 = 2,98. 

Damit wird die Hypothese angenommen, und der Unterschied in den Meßwerten beider 
Geräte kann als zufällig angesehen werden. 

Aufgabe 2.6 

Die Überprüfung der Behauptung erfolgt mit dem X2-Test. Für die Testgröße gilt 

(11-1)3 2 

X2 
= 2 

Uo 

Aus den Beobachtungen erhält man für 

_ 1 ~ '. 1.. .ac 
X = - i.J x,' = - 240 = 24 , 

11 1=1 10 

1 11 1 
32 = -- L (X, - X)2 = -1,52 = 0,168eC)2. 

11 - 1 '~1 9 

Mit der Hypothese H: q2 = ~ = 0,25 (DC)2 ergibt sich für die Testgröße 

X2 = 9· 0,168 = 6,048. 
0,25 
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Für einen Tafelwert 1~.01; 9 = 21,67 aus Tafel A3 ergibt sich für den Test lZ < 1~.01; 9' 
d. h., die Hypothese wird angenominen. Damit ist die Behauptung des Herstellers, daß 
seine Steuereinrichtung die Sollwerttemperatur von 24 oe mit einer Streuung von q2 

= 0,25 eC)2 garantiert, mit einer Sicherheit von 99 % bestätigt. 

Aufgabe 2.7 

Die HypotheseHo: 01 = q~ = q2 wird mit demF-Test überprüft. Zur Durchführung des 
Testes werden berechnet 

_ I • 
X=- L x" 

n .= 1 

I • 
S2 = -- L (X.-X)2, 

n - I .=1 
2 . 

Xo. = 5,44 mg O2/1, So, = 0,093 (mg O2/1)2, 

Xo.· = 5,05 mg O2/1, s~.' = 0,266 (mg O2/1)2. 

Für die Testgröße F erhält man mit den Werten iür die Streuungen 

F = s~.. = 0,266 = 2 86. 
2 0 ' S02' ,093 

Der Test ergibt mit einem Tafelwert von FO•05 ; 7.4 = 6,09 aus Tafel A4 

F = 2,86 < FO•05;7.4 = 6,09. 

Damit wird die Hypothese, daß sich die StrelJ,J1ngen beider Meßwertreihennur zuf"allig 
unterscheiden, angenommen. 

Aufgabe 1.8 

Ausgehend von der Beziehung für das Konfidenzintervall 

tO•025 ; lOS 

.r" 
= 2,2~507 = 2,358 min-1 

11 

das Konfidenzintervall für den Erwartungswert der Herzfrequenz mit einer Sicherheit 
von 95% 

152,64 min- 1 < '" < 157,35 min-1. 

Aufgabe 1.9 

Aus der Beziehung 

(n-l)s2 <q2< (n-l)s2 
2 2 

'[;i./2.f 11-U./2,f 

Lösll1lllen de,Obungsaufgahen 

folgt für 

1~.05;19 = 30,1, 

1~.95; 19 = 10,1 aus Tafel A3 

und den Werten für S2 und f = m - I 

19' 1,8 (%)2 < q2 < 19' 1,8 (%)2 • 

3~1 I~I 

Damit ergibt sich für das Konfidenzintervall der Streuung der Bereich 

1,13~ (%)2 < q2 < 3,386 (%)2. 

Aufgabe 1.10 

a) Mit der Anzahl der Beobachtungen (n = 40) ergibt sich die Anzahl der Klassen 

nl; = I + 3,21g 40 = 6,13. 

Gewählt wurde n" = 6. 
Die Grenzen der Verteilungen und die Klassenbreite ergeben sich für X zu 

Xmln = -1,67, Xmu = 3,43, 

tlm,. = Xmu - XmlD = 0,85 
nl; 

Ta/ei L5. Ergebnisse der Analyse der zweidimensionalen Zufal/sgröj1e 

-1,67 -0,82 0,03 0,88 1,73 2,58 
3,63 

2 2 
0 0 0 2/40 2/40 

2,83 
1,57 4,90 

4 3 
0 0 0 4/40 3/40 

2,03 
1,86 4,35 

.... 
I 

1 2 3 
0 1/40 2/40 3/40 0 

y 
1,23 

-0,47 -0,32 0,43 

5 2 
0 0 5/40 2/40 0 

0,99 0,35 
0,43 

3 3 1 
0 3/40 3/40 1/40 0 

4,84 
-0,37 

1,67 -0,50 

2 2 2 
2/40 2/40 2/40 0 0 
8,81 5,30 1,84 

-1,17 
2/40 12/40 12/40 

x-~ 

5/40 6/40 

22 WI'!I'nd'Mt 

3,43 

3 
3/40 
12,35 

0 

0 

0 

0, 

0 

3/40 

7/40 

7/40 

7/40 

7/40 

6/40 

337 
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und für Yzu 

Ymln = -1,17, Ymu = 3,63, 

A -- _ Ymu - Ymln - 0 80 urny - - , . 
n" 

Mit diesen Festlegungen ergeben sich die in der Tafel L5 dargestellten Werte der abso­
luten Verbundhäufigkeit (erste Zahl im Feldinnem der Tafel L5) und der Verbund­
wahrscheinlichkeit (zweite Zahl im Feldinnem der Tafel L5) 

P(X,y) = H.(x,y). 
n 

b) Die Randhäufigkeiten werden durch Aufsummieren der Verbundhäufigkeiten frlr 
jeweils eine Spalte bzw. Zeile gefunden. Sie sind am Rand unten (p(x)) bzw. rechts am 
Rand (p(y)) in Tafel L5 eingetragen. Als Verteilung sind sie im Bild L6a und b dar­
gestellt. Aus der Darstellung kann geschlossen werden, daß die Zufallsgröße X an­
nähernd normalverteilt und die Zufallsgröße Yannähernd gleichverteilt ist. 

-Z67 -482 403 aBB f13 
x-

? 

r-- ~ 

BildL6 
Rondverteilungen zu Aufgabe 2.10 
a) Randverteilung für die Zufallsgröße X 
b) Randverteilung für die Zufallsgröße Y 

-t77 -437 443 t23 2,03 Z83 463 
bJ y-

c) Die Berechnung des einfachen Korrelationskoeffizienten auf der Grundlage der 
Klasseneinteilung erfolgt nach der Beziehung 

cöv(X, Y) 
!HX, Y) = --'--'~ 

S][Sy 

1 "" cöv (X, Y) = -- L L (X!I - X) (y!, :- j) Ha (Xh YJ)· 
n - 1 J= 1 1= 1 
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Damit ist die Ermittlung der Mittelwerte und Streuungen für die Zufallsgrößen not­
wendig. Für die Mittelwerte gilt unter Verwendung der Zwischenergebnisse in den 
Tafeln L6 und L 7 

1. x = ~ ±. x!Ha (x",) = _1_ 36,23 
n ... =1 40 

x = 0,91. 

2. j = ..!.- f. y!H. (Ym) = _1 50,80 
n m=1 40 

m 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

j = 1,27. 

-1,67 
-0,82 

0,03 
0,88 
1,73 
2,58 

m I Y .. u 

1. -1,17 
2 -0,37 
3 0,43 
4 1,23 
5 2,03 
6 2,83 

m 

1 
i 
3 
4 
5 
6 

I x! - x 

-2,16 
-1,30 
-0,45 

0,40 
1,25 
2,10 

-0,82 
0,03 
0,88 
1,73 

- 2,58 
3,43 

Y ... 

-0,37 
0,43 
1,23 
2,03 
2,83 
3,64 

(x! - X)2 

4,67 
1,69 
0,20 
0,16 
1,56 
4,41 

-1,25 
-0,39 

0,46 
1,31 
2,16 
3,01 

-0,77 
0,03 
0,83 
1,63 
2,42 
3,23 

-2,04 
-1,24 
-0,44 

0,36 
1,16 
1,96 

2 - 2,50 
6 - 2,34 

12 5,52 
12 15,72 
5 10,80 
3 9,03 

6 - 4,62 
7 0,21 
7 5,81 
6 9,78 
7 17,01 
7 22,61 

4,16 
1,54 
0,19 
0,13 
1,35 
'3,84 

TafelL6 
Zwischenergebnisse 
zur Berechnung 
des Mittelwertes x 

TafelL7 
Zwischenergebnisse 
zur Berecluuorg 
des Mittelwertes y 

TafelL8 
Zwischenergebnisse 
zur Berechnung 
der Streuungen ~ und 8: 

Die Streuungen ergeben sich mit Verwendung der Zwischenergebnisse der Tafel L 8 zu 

2 1 " 1 1. S" = -- L (XIII - X)2 Ha(x",) = - 44,83 
n - 1 "'=1 39 

s; = 1,15. 

2. s; = _1_ i:. (Ym - j)2 H.(Ym) = _1- 74,18 
n - 1 m=1 39 

s; = 1,90. 
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Damit kann der Korrelationskoeffizient unter VerWendung des als dritte Zahl in den 
Feldern von Tafel L5 dargestellten Ausdrucks 

(X!, - X) (y...., - j) H. (XI> YJ) 

nach der Beziehung 
t t 
~ ~ .. . 

I i.J i.J (xmJ - X) (YmJ - j) Ha (X" YJ) e (X, Y) = -- .:.;'=;;;.;I:....:J:..::=~I __________ _ 

11 - I s"s, 

berechnet werden. Es gilt 

.. (X Y) __ 1_ 47,97 
e , - 39 1,07· 1,38 

e (X, Y) = 0,83. 

Der positive Korrelationskoeffizient bestätigt die Lage der Verteilung in Tafel L5. 

Aufgabe 2.11 

a) Mit den Mittelwerten x = 0 und j = 2,5 sowie den Werten in Tafel L9 ergibt sich 
für die Kovarianz 

c6v (X, y) = __ 1_ f (x, - X)(YI - j) = ° 
11 - I 1=1 

. und damit für den Korrelationskoeffizienten 

e(X, y) = 0. 

Der entsprechende Zusammenhang für dieSen Wertebereich ist im Bild L 7 eingetragen. 

x, Y, I XI-X 

-2 4 -2 
-1 1 -1 

1 1 1 
2 4 2 

20 

·t 
y 10 

bJ 
c) 

YI-j 

1,5 
-1,5 
-1,5 

1,5 

3 • 5 
x-

(X,- X)(Y, - j) 
TafelL9 
Zwischen werte 
zur Berechnung 

-3 der A,q'gabe 2.11a 
1,5 

-1,5 
3 

BildL7 
FunktioneUer Verlauf Y = r 
zu Aufgabe 2.11 
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b) Mit den Mittelwerten X = 0,5 und j = 1,5 und den Werten in Tafel LlO ergibt sich 
für 

I 
c6v (X, y) = - 5 = 1,67, 

3 

s; = 1,67, 

s; = 3,0, 

s'" = 1,29 

s" = 1,73, 

e (X, Y) =. 1,67 =0,75. 
1,29· 1,73 

Der diesen Bereich charakterisierende Zusammenhang ist wiederum im Bild L7 dar~ 
gestellt. 

Tafel L 10. Zwischenwerte zur Berechnung der Aufgabe 2.11 b 

X, Y, I XI-xl (Xj - x)2 YI-.Y . (Y,- if (x, - X) (Yr- ji) 

-1 1 -1,5 2,2S -0,5 0,2$ O,7~ 

0 0 -0,5 0,25 -1,5 2,25 0,75 
1 1 0,5 0,25 -0,5 0,25 -0,25 
2 4 1,5 2,2S 2,5 6,25 3,75 

I: 5 9 5 

TafVI Lll. Zwi.rchenwerte zur Berechnung der Aufgabe 2.llc 

x, Y, I XI-X (x, - X)2 YI-Y (Y, _ j)2 (XI - .f) (Y, - Y) 

1 1 -;-1,5 2,25 -6,5 42,25 9,75 
2 4 -0,5 0,25 

"-

-3,5 12,25 1,75 
3 9 0,5 0,25 1,5 2,25 0,75 
4 16 1,5 2,2S 8,5 72,25 12,75 

I: 5 129 25 

c) In diesem Wertebereich liegen die Mittelwerte x = 2,5 lind j = 7,5 vor. Mit den iIi 
Tafel LII dargestellten Werten folgt für die Gräßen 

cöv (X, y) = J... 25 = 8,33, 
3 

s; = 1,67, 

s; = 43,0, 

s'" = 1,29 

s, = 6,56, 

e (X, y) = 8,33 = 0,984. 
1,29·6,56 

Auch für diesen Wertebereich ist der lineare Zusammenhang im Bild L 7 eingetragen. 
Insgesamt ist zu sehen, daß der Korrelationskoeffizient keine Aussagen über einen evtl. 
vorhandenen nichtIinearen Zusammenhang erlaubt. Er ist ein Maß für den Grad der 
Annäherung der Meßwerte an eine Gerade. 
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Aufgabe 2.12 

Der empirisch ermittelte Korrelationskoeffizient ergibt sich aus 
n 

L (XI - x) (YI - ji) 
e (X, Y) = ~:=I==I======== 

J ~ (XI - X)2 I. (y, - ji)2 
'=1 1=1 

Mit den Mittelwerten x = 3 und ji = 7 und den in Tafel L 12 dargestellten Werten ergibt 
sich der Korrelationskoeffizient zu 

e(X, Y) ,;.. 32 
";28·52 

32 

5,3' 7,21 

d (X, Y) = 0,84. 

Da der berechnete Korrelationskoeffizient größer als der kritische Korrelationskoeffizient 
ist, ist er mit 95 % statistisch gesichert. 

Tcifel L12. Zwischen werte zur Berechnung der Aufgabe 2.12 

x, y, I x,- Je y,- j (x,- Je)(y,- j) (x, - X)l (y, _ j)2 

° 3 -3 -4 12 9 16 
2 6 -1 -1 1 1 1 
1 4 -2 -3 6 4 9 
4 11 1 4 4 1 16. 
3 7 ° ° ° ° ° 5 10 2 3 6 4 9 
6 8 3 1 3 9 1 

1: 32 28 52 

Aufgabe 2.13 

Die Korrelationskoeffizienten werden mit der Hypothese Ho: (! (X, Y) = 0 und dem t-Test 
auf Signifikanz geprüft. Die Korrelationskoeffizienten sind signifikant, wenn 

I
· e(X,Y) ..Jn - ml> t 
.Jl - e2 (X, Y) . ... a..t 

ist. Die Werte des ersten Teils des Tests sind in Tafel L 13 für n = 67 und m = 7 ein-
getragen. 

Tafel L 13. Berechnete Testwerte t für Aufgabe 2.13 

I Ul Ul U3 U4 U, U6 X 

Ul 

U2 2/}7 
~ 0,40 0,26 
U4 0,39 1,76 1,03 
u, 1,88 2,60 0,56 0,09 
U6 0,36 1,13 0,61 0,12 0,12 
x 3,87 8,25 0,60 0,65 3,12 0,45 
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Mit den Tafelwerten für dent-Test (s. Anhang, Tafel A2) 

tO,1;60 = 1,67; tO,OI;60 = 2,66 

ergibt sich die in Tafel L 14 dargestellte Matrix der signifikanten Korrelationskoeffizien­
ten. Für die Sicherheit von 99 % sind nur noch die unterstrichenen Korrelationskoeffi­
zienten statistisch gesichert. 

I Ul Ul U3 

Ul 0,358 
Ul 

U3 

U4 -0,221 
u, 0,236 -0,318 

U6 

x 0,447 -0,729 

Aufgabe 3.1 

Mit der Signalbeschreibung 

X(t) = a sin (wot + fP) 

folgt für die Autokorrelationsfunktion R",.(:r:) 

x 
TafelL14 
Statistisch gesicherte 
ZusammenJuinge 
für Aufgabe 2.13 

R;a(r:) = lim _1_ fTo 
a sin (wot + q» a sin (wot + Wol' + q» dt, 

To .. co 2To -To 

Unter Verwendung der Beziehung 

, ß 2' IX + ß .ix - ß cos IX - cos = - sm --- sm ---
2 2 

ergibt sich mit 

IX+ß 
--- = wot + fP 

2 

IX = 2 (wot + fP) - ß. 

Aus dem Zusammenhang 

IX - ß . 
--- = wot + Wol' + fP 

2 

erhält man durch Einsetzen der Beziehung für IX die Vorschrift für ß zu ß = ":'Wol'. 
Damit ergibt sich für die Größe IX 
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Mit diesen beiden Beziehungen ergibt sich unter Beachtung, daß cos (-wo't) = cos Wo"; 
ist, für die Korrelationsfunktion 

1 fT. a2 
R"",(.,;) = tim. -- - - [cos {2 (wot + rp) - Wo";} - cos Wo";] dt 
_ T."'", 2To . -T. 2 

= tim -- -- cos Wo"; dt - - cos (2wot + 2rp + Wo";) dt 
I a2 fT. a2 fT. . . 

To"'''' 2To 2 -T. 2 -To . 

. .. a~ 2T. a2 1 fTo 
= tim - cos Wo"; __ 0 - lim - - cos (2wot + 2rp + Wo";) dt 

To"''''' 2 2To T o"''''' 2 2To , -To , 

-+ 0 (Abschätzung), 

Es ist zu sehen, daß die Frequenz und die Amplitude des Signals in der Korrelationsfunk­
tion enthalten sind. Die Phaseninformation des Signals ist in der Autokorrelationsfunk­
tion nicht enthalten. Der Effektivwert des Signals ergibt sich zu 

.J R,JO) = .ff = 220 V. 

Aufgabe 3.2 

Auf der Grundlage der Beziehung 

1 " 
R"",(mT) == - L x(iT)x(i + m)T 

n 1=1 

ergeben sich mit den Meßwerten von Tafel 3.7 für die Autokorrelationsfunktion folgende 
Werte: 

R%%(O) = i (0 + 1 + 4 + 1 + 0 + I + 4 + 1) = 1i = 1,5 

R"",(I) = i (0 + 2 + 2 + 0 - 0 + 2 + 2 - 0) = ~ = 1,0 

R"",(2) = i (0 + 1 + 0 - 1 - 0 + 1 - 0 - 1) = 0 

RU<3) = i (0 + 0 - 2 - 2 - 0 - 0 - 2 - 2) = -~ = -1,0 

R"",(4) = i(O - 1;- 4 - 1 + 0 - 1 - 4 -I) = _182 = -1,5 

Rx;:(5) = i (0 - 2 - 2 + 0 + 0 - 2 - 2 - 0) = -~ = -1,0 

Ru<6) = i(O - 1 + 0 + 1 + 0 - 1 - 0 + I) =0 

Ru<7) = i (0 + 0 + 2 + 2 + 0 - 0 + 2 + 2) = ~ = 1,0. .' 

Im Bild L8 ist der Verlauf der Korrelationsfunktion dargestellt. 
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11
, ! 

~.' / 
~o~~'-.~4---r/-~8 

, /mT-

\,../~ -1 

Bild L 8. KorrelatiDnsjimktiDn' zu Aufgabe 3.2 Bild L9. Ko"eiationsfllllktion zu Aufgabe 3.3 

Aufgabe 3.3 

Mit der Gleichung 

1 ,,-.. 
RX% (mT) = -- L x (iT) x [(i + m) T] 

n - m 1=1 

ergeben sich für die Werte der Korrelationsfunktion des in Tafel 3.8 dargestellten Signals 

R,JO) = -1 (0 + 1 + 4 + 1 + 0 + I + 4 + I) = 1; = 1~5 

R.a{l) = ~ (0 + 2 - 2 - 0 ~ 0 + 2 + 2) = ~ = 0,57 

R.a(2) = HO - I + 0 + 1 - 0 + 1) = ! = 0,167 

R",J3).=HO + 0 - 2 + 2 -.0) = 0 .. 
R.a(4) = 1 (0 - 1 - 4 + I) = -~ = -1,0 

·R,J5).~ HO'- 2 - 2) == -t == -':1,33 

RX%(6) = t (0 - 1) = -t = -0,5. 

Die Autokorrelationsfunktion ist im Bild L9 dargestellt. 

Aufgabe 3.4 

Unter Verwendung der Berechnungsvorschrift 

·1" . 
R.a (mT) = - L Je (iT) x [(i + m)TJ 

n 1=1 

und den Signalwerten ·von Tafel 3.9 ergeben sich flir die unnormierte und normierte 
Autokorrelationsfunktion 

a) ohne Zentrierung 

R,JO) =_1 (4 + 5,76 + 6,25 + 5,76 + 4 + 2,25 + I + 0,36 + 0,25 + 0,36 + I + 2,25) 
12 ' 

= 33,24 = 2,77 
12 

R~(O) = 2,77 = 1,00; 
2,77 

Für die weiteren Verschiebungen ergeben sich die in TafelLI5 angegebenen Werte, 
die im Bild L 10 dargestellt sind. 
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Tafel L 15. Werte der Korrelationsfunktio,! zu Aufgabe 3.40 

mT ° 2 3 4 5 6 7 

R~,,(mn 0,97 0,91' 0,81 0,72 0,65 0,62 0,65 

mT 8 9 10 11 12 13 14 

R~(mn 0,72 0,81 0,91 0,97 0,97 0,91 

BildLI0 
Korrelotionsfunktion zu Aufgabe 3.4 

b) mit Zentrierung 
Für x = 1,5 ergibt sich auf Grundlage der in Tafel L 16 angegebenen Meßwerte 

Ru.(O) = _1 (0,25 + 0,81 + 1 + 0,81 + 0,25 + 0 + 0,25 + 0,81 + 1 + 0,81 + 0,25 + 0) 
12 ' 

= 6,24 = 0 52 = 82 

12 ' '" 

R' (0) = 0,52 = 1. 
u. 0,52 

Die Werte der Korrelationsfunktion für die Verschiebungen m > 0 sind in Tafel L 17 
angegeben und ebenfalls im Bild L 10 eingetragen. Im Bild LI 0 wird der Einfluß des 
Mittelwerts auf die Autokorrelationsfunktion sehr deutlich. ' 

Tafel L16. Meßwerte zu Aufgabe 3.4b . 

IT 2 3 4 5 6· 7 8 9 10 11 12 

x(iT) , 0,5 0,9 0,9 0,5 ° -0,5 -0,9 -1 -0,9 -0,5 ° 
Tafel Ll7. Werte der Korrelationsfunktion zu Aufgabe 3Ab 

mT ° 2 3 4 5 6 

R~,,(mT} 0,87 0,5 ° -0,5 -0,87 -1 

mT 7 8 9 10 11 12 13 14 

R~(mT} -0,87 -0,5 ° 0,5 0,87 0,87 0,5 

, , 
~ 

Lösungen der tJbungsaufgaben 347 

Aufgabe 3.5 

Die auf der Grundlage der in Tafe13.10 dargestellten Meßwerte durchgeführten Rech­
nungen ergeben die in Tafel L18 angegebenen Werte für die Kreuzkorrelationsfunktion 
Ru", (mT). Aus Bild LU ist zu erkennen, daß das Maximum bei einer Verschiebung von 
m = 3 auftritt. Damit wird eine Totzeit von TI = 3T aus der Korrelatiönsanalyse er­
mittelt. 

Tafel L 18. Werte der Kreuzkorrelationsfunktion zu Aufgabe 3.5 

mT ° 2 3 4 5 

R",. (mn -0,42 0,13 -0,05 1,07 -0,13 0,27 
- OrD' 

mT 6 7 8 9 

R.". (mn -0,29 0,46 -0,16 
-'M.~ 

?,22 

A 

" /\ 

t a5 
lei 
/ I 
I I 
I \ ;::: I , 

BildLll .§ I , 
«>:.'1; 0 / Kreuzkorrelotions/unktion zu Aufgabe 3.5 

Aufgabe 3.6 

a) Aus der Beziehung 

" mT-

8",,.{w) = J:oo R",,.{T) e-
Jon 

dT 

ergibt sich mit der vorgegebenen Korrelationsfunktion 

8"",,(w) = - COS WoT e- J .... dT. Joo a2 

-00 2 

Wird für den Ausdruck 

e-Jon = COS WT - j sin WT 

verwendet und beachtet, daß die sin-Funktion ungerade ist, erhält man für das Spek­
trum den Ausdruck 

S"",,(w) = !!..- COS WoT COS WT dT. 2 JOO 
2 -00 

Dieser Ausdruck kann durch Anwendung des Zusammenhangs 

1 ~+ß ~-ß 
- [cos ~ + cos ß] = cos --- cos --
2 2 . 2 
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mit 

IX+P 
WoT = --, 

2 
IX-ß WT =--

2 ' 
2WoT - P - ß ' '. 

WT = = WoT - P , 2 ' IX = WT + WoT = 2WoT - ß, 

umgeformt werden in 

S,,;x(w) = - -,- {COST (wo + w) +COST (wo - w)} dT. 21t a
2 I«> 

21t 4 _«> 

Mit den Ausdrücken 

_I_I«> COSWTdT=«5(w) und «5(W)={OI für w-/=O ,vcn,~~~", ... 
21t _<Xl für W = ° 
ergibt sich für das LeistungsdichtespektrUm . 

1tQ2 

S",,(w) = 2 [«5 (wo + w) + «5 (wo - wH· 

Das Spektrum stellt ein Linienspektrum dar und ist im Bild L 12 dargestellt. 

BildL12 
Leistungsdichtespektrum zu Aufgabe 3.6 

b) Die Leistung ergibt sich aus der Beziehung 

P = U2/R mit U2 = x2(t). 

Unter Verwendung der Parsevlilschen Beziehung erhält man für 

r(t) = - S",,(w) dw 1 I«> 
21t _«> 

r(t) =~. 
2 

Damit ergibt sich die Leistung ZU 

P = U
2 

= x
2
(t) = !t... = 1 kW. 

R R 2R 

I . . i 

Aufgabe 3.7 

a) Es ergeben 

r(t) = R=<O) = 9 + 25 = 34 

x2(t) = R",,(oo) = 9 

X(t) = 3. 

b) Die Standardabweichung ergibt sich aus 

82 = x2(t) - x2(t) = 25 

(J = 5. 

Lösungen der tJbungsaufgaben 

c) Das Autoleistungsdichtespektrum wird in folgenden Schritten ermittelt: 

S",,(w) = I«> R",,(T) e- J .... dT = 2 I«> R",,(T) COS WT dT 
_«> 0 

I
«> «7: I«> 

S,,;x(w) = 18 0 COSWT + 50 0 e-
5
<cosWTdT 

S""(~) = I8«5(w) + 50 I~ e-5<cos(J)7:d~, 
/1 

/ 1 - 5< . I«> ( 5) - 5< 1. d 
1 = - e SIn WT -' - e - SIn WT T, 

W 0 W . ' 

5 - 5< I«> ( 25 - 5< ) d /2 = - e cos WT - -- e cos WT T, 
w2 0 w2 

= _ e- 5< SIn WT - - e- 5< cos WT - - e- 5< cos WT dT 1 . 5 25 I«>' 
W w2 w2 

0 

/1 1 + - = - e-5< SIn WT - - e- 5< cos WT 
( 

25) 1 . 5 
w2 (J) w2 

349 
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Damit ergibt sich das Autoleistungilspektrum zu 

S=(w) = IM (w) + 5011e, 
250 

S=(w) = IM (w) + ---
w2 + 25 

Aufgabe 3.8 

a) Unter der Annahme, daß die Werte normalverteilt sind und x = 0, ergibt sich mit 
einer statistischen Sicherheit von 95 % 

- 1,960'" < x(t) < 1,960'". 

Damit gilt 

a = Xmax - Xmln = 
" 3,92 

3,36 - (-2,25) = 1,43, 
3,92 

8'; = 2,04 (exakter Wert: 1,39). 
b) Für n = 40 Beobachtungen ergibt sich entsprechend den Beziehungen im. Ab­

schnitt 3.2.3.4 für einen Abfall des Spektrums von 80 dB/Dekade ein, .Faktor k = 2,0. 
Um die Nulldurchgänge no ermitteln zu können, müssen die Meßwerte zentriert wer­
den: xz(t) = x(t) - X. Dieses kann man sich sparen und daIur die Durchgänge durch 
den Mittelwert x zählen. Mit x = -0,08 (exakter Wert) ergibt sich die Anzahl der 
Nulldurchgänge zu no = 17. 
Damit erhält man für die unterschiedlichen. Tastperioden die in Tafel L 19 an­
gegebenen Grenzfrequenzen. 

c) Aus der Beziehung 

x2 = R,.,.(O) = 0'; für x = 0 (zentrierte Werte) 

kann mit Hilfe der Parsevalsc~en Gleichung 

I f"" xl = - S,.,.(w) dw 
7t 0 

bei Näherung des Spektrums durch ein Rechteck aus 

- I 
x2 = - S,.,.(O) w. 

7t 

Tastzeit 0,1 s Is 

0,735 s 7,35 s 

der Gleichanteil S=(O) aus der Beziehung 

. a27t 
S=(O) =-

10 s 

73,5 s 
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TafelL20 
Leistll11gsspektrumswerte 
zu Aufgabe 3.8c 
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ermittelt werden. In Tafel L20 sind die Ergebnisse für die gewählten Tastzeiten dar­
gestellt. Der prinzipielle Verlauf der approximierten Spektren ist im. Bild L 13 dar­
gestellt. Er zeigt, daß bei konstanter Leistung des Signals mit der Zunahme der Grenz­
frequenz die Höhe des Spektrums abnimmt. 

§xx(w) 

Aufgabe 3.9 

tog1 

BiIdL13 
Prinzipieller Verlauf 
der approximierten 
Spektren zu Aufgabe 3.8 

a) Die Mittelwertbildung der ersten und vierten Serie ergibt Xl = 3,1l, X4 = 19,38. 
Aus der Differenz beider Mittelwerte ist bereits auf einen Trend zu schließen. 
Für den F-Test gilt 

2 

F -~ - 2' 
S" 

2 I ~ ( -)2. 
SR = --- .t... X, - X , 

m - I 1=1 

x = ..!.. :E X, = 11,1 
m 1=1 

si = (3,1l - 1l,1)2 + (19,38 - 1l,1)2 = 63,8 + 68,6 = 132,1, 

2 _ 1 ~ 2 _ 116,5 + 123 = 1198 s" - - .t... s, - , , 
m 1=1 2 

132,1 
F = -- = 1,10 < Fo,os; 18; 1 = 4,41. 

119,8 
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Damit liegt bezüglich der Streuung a2 Stationarität vor. Für den Test auf Gleichheit 
der Erwartungswerte der ersten und vierten Serie, d.h. der Überprüfung der Hypo­
these H: /Jo = /J1 = /J4, erhält man mit den Beziehungen im Abschnitt 3.4.2 

3,11 - 19,38 )100 ·18 = -3,33, 

.J116,5·9 + 123·9 20 

Itl = 3,33 > tO•05 ; 18 = 2,10. 

Damit wird die Hypothese abgelehnt und ein Trend in der Zufallsgröße mit einer 
Sicherheit von 95 % bestätigt. 

b) Der Parameter a der einfachen Trendfunktion 

x(kT) = QkT 

ergibt sich zu 

19,38 - 3,11 = 0,54 S-1 
30 s 

mit t 1 = 5 s und t 4 = 35 s. 
Der Trendverlauf ist im Bild L 14 eingetragen. 

-3D " 11 

&> 

Bild L 14. Verlauf der Signale x (kT), x (kT) und x (kT) zu Aufgabe 3.9 

c) Die Korrektur des Trends erfolgt durch die Beziehung 

x(t) = x(t) - x(t). 

Das Ergebnis der Korrektur ist im Bild L14 dargestellt. 
d) Für eine statistische Sicherheit von 99,7% ergeben sich die Toleranzgrenzen zu 

-3a < x(t) - X < 3a. 

Mit (j = 7 und x = - 0,0975 erhält man den Bereich -20,9 < x(t) < 21,1. Damit er­
geben sich der 17. und 26. trendkorrigierte Meßwert der Zufallsgröße als Fehlmessung. 
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Aufgabe 3.10 

a) Als Lösungsschema wird der Gauß-Algorithmus verwendet: 

I T I x I 
o ITTTITTxl 

a = [TTT]-1 TTX 

TTTa = TTx 

Gauß-Algorithmus ~ Rückwärtsrekursion Ii 
Damit gilt 

6,1 
2 4 11,6 
3 9 20,4 
4 16 20,9 
5 25 41,8 
6 36 56,2 

[ ~ ~! 4 5 ~ j [2~ ~~ ~~ 1 [ ~~:'3j 
1 4 9 16 25 36 91 441 2275 3782,7. 

Die Auflösung der Gleichungen 

1. 6do + 21a1 + 91a2 = 166, 

2. 21ao + 91a1 + 441a2 = 756,3, 

3. 91ao + 441a1 + 2275a2 = 3782,7 
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ergibt die Parameter: ao = 1,93, a1 = 3,02 s-\ a2 = 1,0 S-2. Die Signifikanz'der Para­
meter wird mit dem t-Test für die Hypothese Ho: 01 = 0 nach der Vorschrift 

lall > t .. ,fSg ~ 

durchgeführt. 
Für die Reststreuung si{z} erhält man nach der Beziehung 

si = 1 ± [x (kT) - x (kT)J2 
1- n - 1 k=1 

die in Tafel L21 dargestellten Zwischenwerte. Damit ergibt sich die Reststreuung zu 

si = 0,46. 

Die Hauptdiagonalelemente Pli der Matrix P 

[

6 21 91j-1 
P = [TTT]-1 = 21 91 441 

91 441 2275 
?1 Werndp.rtt 
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TafelL21. Zwischen werte zu Aufgabe 3.10b. 

kT I 120 41kT 42 (kn2 x (kT) [x (kn - x (kn]2 

1 

l'~l 
3,02 1 5,95 0,02 

2 6,04 4 11,97 0,14 
3 9,06 9 19,99 0,17 
4 12,08 16 30,01 0,01 
5 15,10 25 42,03 0,05 
6 18,12 36 56,05 0,02 

1: 0,41 

ergeben sich zu 

[

19,57 ... . .. ] 
p = ... 1,40 ... . 

... ... 0,03 

Damit erhält man folgende Aussagen aus dem Signifikanztest (Parameter ohne Dimen­
sion): 

da = 1,93 < 4,303' 0,46 ../19,57 = 8,76 nicht signifikant, 

a! = 3,02 > 4,303' 0,46 ../1,40 = 2,34 signifikant, 

a2 = 1,00 > 4,303' 0,46 ";0,03 = 0,34 signifikant. 

Die Matrix T lautet für die Abtastzeit T = 0,5 s fur den gewählten Modellansatz: 
1 0,5 0,25 

1 1 
1,5 2,25 
2 4 

T= 

2,5 6,25 
'3 9 

Aufgabe 3.11 

Entsprechend dem Lösungsschema für den Gauß-Algorithmus (s. Aufgabe 3.10) erhält 
man mit den Werten von Tafel 3.13 und dem gewählten Modellansatz fur die Matrix rr 

[

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1] 
P = ° 0,5 0,86 1 0,86 0,5 ° -0,5 -0,86 -1 -0,86 -0,5 

1 0,86 0,5 ° -0,5 -0,86 -1 -0,86 -0,5 ° 0,5 0,86 

und für die Gleichung 

PTa = Px 

[
12 ° ° ] [ao] ° 5,956 ° a! ° ° 5,956 a2 

[

-045] 
= 6:00. 

3,00 

Damit ergeben sich die Schätzwerte der Parameter zu 

da = -0,037, a! = 1,007, a2 = 0,503. 

Die wahren Parameter waren 00 = 0, 01 = 1,02 = 0,5. I 
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Aufgabe 3.12 

Im Bild Ll5a ist der Verlauf der gemessenen und mit einem nichtrekursiven Filter er­
mittelten Signalwerte dargestellt. Deutlich ist die gute Filterung der hochfrequenten 
Störung zu erkennen. Die durch das Filter hervorgerufene Phasenverschiebung ist null. 

-- ------~ t:... __ . 
>r-,-~ 1=:::;:::: 
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Der im Bild L 15 b dargestellte Verlauf der gefilterten Werte zeigt, daß rekursive Filter 
ebenfalls die Störung beseitigen, aber eine Phasenverschiebung durch das Filter verur­
sacht wird. 

Aufgabe 4.1 

Die Verstärkung wird aus der Darstellung im Bild L16 bestimmt zu 

K= x(oo) = 5. 
Uo 

Nach dem Verfahren von Strejc werden aus Bild L 16 bestimmt 

t O,7 = 18,1 s = 1,2 S (Tl + T2), 

Tl + Tl = 15,1 s, 

tO•7/ 4 = 4,53 s, 

x (tO•7/ 4 ) = 0,63, d.h. h(tO,7/4) = 0,13. 

5 

07x(cxj 

3 

xllJ 2 

1 
xI~ 

o 

/ 
~ 

----- ~-71' 

Vi 
/ I 

I , 

7r' 
I 
I 
I 
I 

!az-45r 10 fm'1/l1s 20 • 

x(-) 

50 s 60 

BildL16 
Spnmgantwort 
nach Tafel 4.8 

Aus Tafe14.2 wird für den Wert h(tO•7 / 4 ) = 0,13 das Zeitkonstantenverhäitnis Tl/Tl 
= 0,5 entnommen. Damit gilt für 

T - t O•7 ___ 1-,8,_I_s_ = 10,1 s, 

I - 1,2 (1 + ~:) - 1,2 (1 + 0,5) 

T2 = 15,1 s - Tl = 5,0 s 

und die Übertragungsfunktion G(p) 

5 
G(p) = --~----­

(1 + p . 10,1 s) (1 + p . 5,0 s) 
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Aufgabe 4.2 
Aus der im Bild L 17 dargestellten Sprungantwort werden folgende Kenngrößen er­
mittelt: 

K = x(oo) = 5, 
Uo 

t O•63 = 23,6 s, 

t O•63/ l = 11,8 s, 

X(t0.63/l) = 1,2, d.h. h(tO•63/ 25 = 1,2/5 = 0,24. 

5 

4 

QJ6x/:D1 

t 3 

xf/l 2 

~. - --
f 

xltQSJ! 
1 
f-- 11 
)':+ '/ I 

ov o 

A 

/ Kr -..::::::::J IV IV 

.-1 
/1 

I 
I 

t 
I 

I 
I 
I 

60 s fl] 

BildL17 
Sprungantwort 
nach Tafel 4.9 

a) Anwendung findet das von Sponer entwickelte Verfahren. Aus Tafel 4.4 erhält man 
für h(to,63/2) = 0,24 die Ordnung n = 3 und den Faktor D'(n) = 0,319. Damit erhält 
man für die Zeitkonstante T': 

T' = D'(n) t O,63 = 0,319 . 23,6 s = 7,5 s. 

Für das GesamtmodeUgilt somit 

G(p)= 5 
(1 + p' 7,5 S)3 

b) Für das ~odell mit n gestaffelten Zeitkonstanten wird das Verfahren von Radtke 
angewendet. Aus Tafel 4.4 erhält man für h(tO•63 / 2) = 0,24 die Ordnung n = 3 und 
den Faktor D(n) = 0,522. Für die Zeitkonstante T' gilt 

T' = D(n) t O•63 = 0,522' 23,6 s = 12,3s. 

Das Gesamtmodelllautet dann 

G(p)= 5 
(1 + po 12,3 s)(1 + po 6,2 s)(1 + P • 4,1 s) 

Die Überprüfung der ermittelten Modelle erfolgt anband der Übergangsfunktionen. 
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Modell a) 

h(t) = 1 -CI1 ~ (_t )IJ e- r
/
T', 

1=0 d T' , 

x(t1) = 5h (tl) = 2,5 (x(t1) = 2,71), 

X(t2) = 5h (t2) = 4,5 (x(t2) = 4,58); 

Modell b) 

h(t) = (1 - e-r/T)n, 

X(t1) = 5h (tl) = 2,6 (x(t1) = 2,71), 

X(t2) = 5h (t2) = 4,45 (x(t2) = 4,58). 

Aufgabe 4.3 

Aus der Darstellung im Bild L 18 ergeben sich 

1 J(, 
tan IX 10° 1 . 1 

• I = -- = - = 0,22 mm- , 
Uo 4,5 min 100 

Anstieg l/uo 

2. Tx = 3,2 min und x(Tx) = 2,3°. 

/ :f) 

t V 'r 
I· 
I~ 

~ 

11 

-~ V 
'4 

1i;"J2min 

/ 
8 F 

f-

a) Für die Systembeschreibung 

G{p) = K 1 

p (1 + pT,)n 

ergibt sich mit 

4,5nin 

.1i min 2fJ 

BildLl8 
Sprungantwort nach Tqfe14.10 
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aus Tafel 4.5 die Ordnung n = 2. Damit erhält man die Zeitkonstante T' zu 

T' = TE = 3,2 min = 1,6 min 
n 2 

und die ermittelte übertragungsfunktion zu 

G{p) = 0,22 min-
1 

p (1 + p . 1,6 min)2 

b) Für die Systembeschreibung 

K1 

G{p) = n ( T') 
pI11+p-. 

1=1 I 

ergibt sich mit 

x(T:c) = 0,32 
T:cKluo 

aus Tafel 4.5 die Ordnung n = 2. Damit erhält man für die Zeitkonstante 

,T' = Tr.D; (n) = 3,2 min . 0,666 = 2,13 min 

und für die ermittelte Übertragungsfunktion 

G{p) = 0,22 min"'l 
p (1 + p' 2,13 min) (1 + p' 1,07 min) 

Aufgabe 4.4 

Aus der im Bild L 19 aufgetragenen Impulsantwort werden die Kennwerte 

x(Tm) = 0,405 und x (T ml2) = 0,28 

ermittelt. Damit ergibt sich aus dem Verhältnis beider Kennwerte 

x(Tm>/x(Tml2) = 1,446 

aus Tafel 4.6 eine Ordnung von n = 3. 

llW5 
F====7~~+--~---r--r---1 

ll2B -

t~rT~+-~~r--+--~--1 
xUJ 

9 12 15 s 18 
't--

BildLl9 
Impulsantwort 
nach Tqfe14.11 
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Für die Ordnung n = 3 ergibt sich wieder aus Tafe14.6 das Verhältnis Tm/T' = 2 und 
damit für die Zeitkonstante T' der Wert 

T' = 3,8 s/2 = 1,9 s. 
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Der Verstärkungsfaktor K ergibt sich aus dem Tafelwert T'x (Tm)/K = 0,271 (mit Uo 
= A = 1) zu ' 

K = 1,9 s . 0,405 = 284. 
0,271 ' 

Damit lautet die Approximation der Systembeschreibung 

G(p) = 2,84 
(1 + po 1,9 S)3 

Die Überprüfung der Modellgüte erfolgt über die Berechnung der Gleichungen 

(t) _ uoK tn
-

l 
-fIT' x --- e 

T'n (n-l)! ' 

x(t) - 2,84 !:.... e-f/1.9. 

(1,9 S)3 2 ' 
uo=A=l. 

Für die Zeitpunkte t, erhält man folgende Resultate: 

t/s 
1

3 6 9 12 
I 

1°,39 0,30 0,15 x(t)/Modell 0,06 

x(t)/Original 
I I 0,385 0,315 0,15 0,06 

Die übereinstimmung zwischen gemessener und approximierter Impulsantwort kann als 
gut bezeichnet werden. 

Aufgabe 4.5 

Zur Ermittlung der Parameter der Übertragungsfunktion sind aus der im Bild L2Ö dar­
gestellten Impulsantwort entsprechend dem Verfahren von Radtke zu ermitteln 

Xo = 2,97 aus Impulsbreite T = 5 s, 

Too = 19,9 s, X m = 4,98, 

xo/xm = 0,60, ÄT/Too = 0,25. 

Xm 5 

! ~ 
f I \\ I 

I 

~ 
-gemessene Jrrpu/sani'Mrl 

I I --WJesWrte Jm(JIJlsonOOJrt 

11 I '\-~ I 
I 

! Xo 3 

x(tJ 
2 

I! I '\. ~ I -----. Lt~ 
70 20 30 40 50 5 60 \ 

dT 
t-

BildL20 
Impulsantwort 
nach Taje14.12 
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Aus Bild 4.l3a wird entsprechend den Kennwerten xo/xm und T/Too die Ordnung zu 
n = 2 ermittelt. Mit der gewählten Ordnung n = 2 und dem Kennwert xo/xm wird aus 
Bild 4.13b das VerhältnisT'/ÄT = 2,2 ermittelt. Damit ergibt sich die Zeitkonstante zu 
T' = 11 s. 

Die Verstärkung des Systems ermittelt sich aus 

K __ 1_ Xo - , 
Uo x 

Mit den bereits ermittelten Werten erhält man für x = 0,133 und K = 5,58. 
Damit lautet die ermittelte Übertragungsfunktion: 

G(p) = 5,58 
(1 + po 11 s)(1 + po 5,5 s) 

Der Vergleich mit den wahren Parametern zeigt, daß bei stärker gestörten Systemen bei 
einer Auswertung mit den deterministischen Methoden größere Parameterfehler auf­
treten. Ist die Störung hochfrequent, bringt eine Glättung der aufgenommenen Impuls­
antwort eine Verbesserung der Parameterermittlung. 

Aufgabe 4.6 

Die Approximation des im Bild L21 dargestellten Frequenzgangs wird mit der Ermitt­
lung der Geraden bei kleinen Frequenzen begonnen. Entsprechend den in Tafel 4. 7 dar­
gestellten Elementarfrequenzgängen ergeben sich für die Aufgabe folgende Teilfrequenz­
gänge: 

a) mit· k* = -1 init Gl (jw) = l/jw"O,1 s, d.h. I-Glied, 

b) mit k* = -1 mit G2 (jw) = 1/(1 + jW'1 s),' d.h. Tl-Glied, 

c) mit k* = + 1 mit G3 (jw) = (1 + jw • 0,3 s), d.h. TD-Glied. 

d) mit k* = -1 mit G4 (jw) = 1/(1 + jw . 0,1 s), d.h. Tl-Glied. 

Dabei ist zu beachten, daß durch den relativ geringen Abstand zwischen den Polen und 
den Nullste11en eine schrittweise Korrektur des approximierten Frequenzgangs mit den 
im Bild 4.20 dargestellten Werten erfolgen muß. Die Vorgehensweise wird im Bild L21 
gezeigt. 

m 

dB 

-~~--------~~----------+-~~----~ 

~~----------+---~------+-------~~ 

Ci1 

BildL21 
Amplitudenfrequenzgang 
nach Tajel4.1J 
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Aus den ermittelten Teilfrequenzgäilgen ergibt sich folgende Übertragungsfunktion 
des Systems: 

G(p) = (1 + p • 0,3 s) 
p . 0,1 s (I + P • I s) (1 + P • 0,1 s) 

Aufgabe 4.7 

Für die Frequenzgangbeschreibung 

GUw) = K 

(jw)'" [I + tl a, (jW),] 
ergibt sich aus den vorgegebenen Meßwerten für die Parameter der Ordnung m = ° und 
n = 3. Damit sind nach dem Verfahren von Sweda die Parameter folgenden Modells zu 
ermitteln: 

GUw) = K 
I + jwal - w2a2 - jw3a3 

Mit den Bestimmungsgleichungen der Parameter entsprechend Abschnitt 4.3.3 erhält 
man 

K 2 7 - _1_ (1 - w~/w~) - 14 14 = " a1 - - , s, 
Wl (1 - w~/w~) 

a2 = I/w~ = 43,8 S2, a3 = Ol/W; = 29,8 S3 

und somit für die Beschreibung 

GUw) = . 2,7 • 
I + jw' 14,14 s - w2 • 43,8 S2 - jw3 • 29,8 sa 

Aufgabe 5.1 

a) Als Lösungsschema für die Regressionsgleichung 

a [Ml'M] = Ml'% 

wird der Gauß-Algorithmus verwendet (s. Aufgabe 3.10). Für den Modellansatz 

i = 80 + d1 " 

gilt somit unter Verwendung der Meßwerte in Tafel 5.21 

M . % 

I 1,33 6,475 
I -0,32 -0,990 
I -0,60 -1,705 

,1 1,18 6,500 
I -1,09 -3,405 
I -0,49 -0,840 

[ !,33 
I I I I -~,49 ] [ ~,01 0,01 I 6,025] 

...;0,32 -0,60 1,18 -1,09 5,05 21,76 . 

Ml' Ml'M Ml'% 

Aus den Bestimmungsgleichungen 

680 + 0,0101 = 6,025, 

O,Oldo + 5,05al = 21,76 

erhält man als Schätzung für die Parameter 

80 = 1,0, al = 4,3. 
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Die Restquadratsuinme SR. ergibt sich aus den in Tafel L22 dargestellten Zwischenwer­
tenzu 

SR. = 0,779. 

Nr. I aouo d1Ul X (x - i)2 
Ta/e1L22 
Zwischenwene zu 

1 5,72 6,72 0,060 
Au/gabe 5.Ja 

2 -1,38 -0,38 0,372 
3 -2,58 -1,58 O,()13 
4 5,07 6,07 0,185 
5 -4,69 -3,69 0,076 
6 -2,11 -1,11 0,073 

Für den Signifikanztest und die Bestimmung der Konfidenzintervalle entsprechend den 
BeziehUngen im Abschnitt 5.2.2 ist die Ermittlung der Elemente Pli der Matrix P 
= [M1"M]-1 erforderlich. 

För den Modellansatz und die vorhandenen Meßwerte gilt 

p = _1_ [ 5,05 -O,OIJ = [0,168 "'J. 
30,3 -0,01 6 ..• 0,198 . 

Damit ergeben sich für die Parameter d, nach der Vorschrift 

la,l e;; 1"./ •• rSR. .;p;, 
mit 

I"./ • .f a: 10.025.3 = 3,18 (Tafel A2), 

I . I s; = SR. = - 0,779 = 0,26 
n-I-I 3 

folgende Aussagen mit einer 95%igen Sicherhe~t: 

1. 80 ist signifikant, da 1,0> 3,18' 0,57 ,J0,r6& = 0,665, 
2.d1 ist signifikant, da 4,? > 3,i8. 0,51,J0,198 = 0,737: 

Für die Toleranzbänder erhält man n~h der Beziehung 

Id, - a,\ .;,. 1"./ •• rsR. .;p;, , 
für die Parameter 

00: 0,335< ao < 1,665, 

01: 3,56 < al < 5,04. 
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b) Die Parameterschätzung des Modellansatzes 

:X = 120 + 0lU + 02U" 

erfolgt in analoger Weise. Damit ergibt sich entsprechend der Lösung mit dem Gauß­
Algorithmus 

[ 

I 
1,33 
1,769 

1 
-0,32 

0,102 

1 1 
-0,6 1,18 

0,36 1,392 

MT 

Aus den Bestimmungsgleichungen 

6tlo + 0,01d1 + 5,0502 = 6,025, 

-1,09 
1,188 

0,0100 + 5,0501 + 2,3402 = 21,76, 

5,05120 + 2,3401 + 6,680" = 15,53 

werden folgende Parameterwerte ermittelt: 

00 = 0,74, 01 =4,17, 02 = 0,31. 

M x 

1 1,33 1,7691 6,475 
1 -0,32 0,102! -0,990 

-0,6 0,36 -1,705 
1,18 1,392 6,500 

-1,09 1,188 -3,415 
-0,49 0,24 -0,84 

'
I 2~:~~5] 

15,53 . 

1 ] [6 0,01 ~,05 
-0,49 0,01 5,05 2,34 

0,24 5,05 2,34 6,68 

MTM .MTx 

Mit diesen Parameterwerten ergibt sich die Restquadratsumme aus den Zwischenwerten 
in Tafel L23 zu 

SR = 0,651. 

Tafel L23. Zwisclrenwerte zu A,qgabe 5;} b 

Nr. IdoUo dlUI d2U2 1 (x _1)2 

1 0,74 5,55 0,53 6,82 0,133 
2 0,74 -1,33 0,03 -0,56 0,185 
3 0,74 -2,5 0,11 -1,65 0,003 
4 0,74 4,92 0,42 6,09 0,177 
5 0,74 -4,55 0,36 "':3,44 0,001 
6 0,74 -2,04 0,07 . -'1,23 0,152 

Zur Vorbereitung der Signifikanztests und zur Ermittlung der. Konfidenzintervalle ist 
die Berechnung der Matrixelemente Pli erforderlich. Aus der Matrix 

[

6 0,01 5'05] 
M'fM = 0,01 5,05 2,34 

5,05 2,34 6,68 

I 
LOsungen der Obungsa,qgabeiJ 365 

erhält man für die Determinante den Wert D =40,95 und für die Matrix 

[

0,689 .. , ... ] 
MTM- 1 ~ ••• 0,356 .•.. 

... ... 0,739 

Damit ergeben sich folgende Aussagen für die Signifikanz der Parameter mit emer Sicher­
heitvon 95%: 

1. 00 ist nicht signifikant, da 0,74< 4,3' 0,571 . 0,83 = 2,04, 
2. a1 ist signifikant, da 4,17 > 4,3'0,571 • 0,597 = 1,47, 
3.02 ist nicht signifikant, da 0,3 < 4,3 • 0,571 . 0,86 = 2,11. 

Die Toleranzbänder ergeben sich zu 

ao: -1,30 <ao <2,78, 

a1: 2,70< al < 5,64, 

a2: -1,78< a2 < 2,42. 

Ein Vergleich der gewählten Modellansätze Zeigt, daß sich die Restquadratsumme mit 
Erhöhung der Modellordnung nur gering verbessert. Der SignifikanZtest zei~, daß in 
heiden Modellansätzen der lineare Teil signifikant ist. Aus beiden Tatsachen kann ge­
schlossen werden, daß flir den vorliegenden Meßwertsatz ein Modellansatz der Form 

:X = 00 + alU 

gewählt werden sollte. 
• 

Aufgabe 5.2 

Für den gewählten Modellansatz und die in Tafel 5.22 angegebenen Eingangs- und Aus­
gangssignalwerte ergibt sich für das Lösungsschema der Regressionsgleichung (s. Auf­
gabe 3.10) 

M x 

1 2 4 1 16,2 
3 1 I 10,5 
2 1 i 8,0 
1 2 41 15,5 
3 1 . !I 9,9 
3 2 19;9 

[

132133 
2 1 1 2 I 2 
411414 ] [ 33 18 .281168,8 ] 

18 15 271131,6 
28 27 51 234,8 . 

MT MTM MTx 

Aus den Bestimmungsgleichungen 

3301 + 1802 + 2803 = 168,6, 

1801 + 15o" + 2703 = 131,6, 

2801 + 27o" + 5103 = 234,8 
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ergeben sich die Schätzwerte' der Parameter zu 

01 = 2,03, a2 = 1,25, a3 = 2,83. 

Zur Ermittlung der Varianzen der Parameter nach der Beziehung (s. Abschn. 5.2.2) 

var {Ol} = s~ JP/I 

sind die' Reststreuung si. und die Hauptdiagonalelemente der Matrix P zu bestimmen. 

Nr. Ix x (x - X)2 
TafeIL24 
Zwischenwerte zu Aufgabe 5.2 

1 16,2 15,83 0,137 
2 10,5 10,17 0,109 
3 8,0 8,14 0,020 
4 15,5 15,83 0,109 
5 9,9 10,17 0,084 
6 19,9 19,89 0,000 

Die Reststreuung ergibt sich aus den Zwischenrechnungen in Tafel L24 für die Rest-
quadfatS~e zu . 

S2 = 0,459 = 023. 
R 6-3-1 ,. 

Aus der Matrlx 

[

33 18 28] 
WM= 18 15 27 

28 27 51 

erhält man die Diagonal~le:rb.ente der Matrix analog zu Aufgabe 5.1 

[

0,288 ... ...] 
P = [MI'M]-l = ... 7,192...·. 

'" ... 1,368 

Damit ergeben sich folgende Varianzen für die Parameter: 

var {Ol} = 0,07, var {02} = 1,65, var {03} = 0,31. 

Aufgabe 5.3 

a) Durch Anwendung des Lösungsschemas für die Regression erhält man mit den in 
Tafel 5.23 angegebenen Werten und dem gewählten Modellansatz analog zu Auf­
gabe 3.10 

M 

r1" -0,5 
0,5 

. 1,5 

[
-1;5 -0,5 0,5 1,5] [ 5 

-2 ° ° 2 6 
W WM 

-2 

° ° 2 

6 
8 

x 

=~:~l 2,0 
7,8 

27,3] 
35 

Wx 
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die Bestimmungsgleichungen für die Parameter 

501 + 602 = 27,3, 

601 + 802 = 35. 

Für die Kovarianzmatrix der Parameter erhält man nach der Beziehung 

Cov {i} = Pa: mit 0': = I, P = [2 -1,5] 
-1,5 1,25 

C {A} [2 -1,5] 
ov Il = -1,5 1,25' 
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b) Die Parameterschätzung bei der Auswertung des vollständigen Versuchsplans erfolgt 
nach der Beziehung 

i = .!..Wx. 
n 

Damit folgt für die Parameter unter Beachtung von Tafel 5.24 

01 = t(4 - 2 + 6) = 2, 02 = t(4 + 2 + 6) = 3. 

Die Kovarianzmatrix für die Parameter hat folgendes Aussehen: 

Cov {a} = [~,25 ~,25]' 
Bei der Betrachtung der Kovarianzmatrizen der Varianten a) und b) ist deutlich der Vor­
teil einer Versuchsplanung zu erkennen, die sich in einer Unabhängigkeit der Schätzung 
und ntinimalen Parametervarianzen ausdrückt. 

Aufgabe 5.4 

a) Entsprechend der Regressionsvorschrift für die Versuchsplanung und den Meßergeb­
nissen in Tafel 5.25 ergibt sich der Parametervektor i zu 

13,6 
5,1 

a ~ tI [: 
1 1 1 1 -:] 

-3,5 

["'6] -1 1 -1 -1 1 
-17,5 

= 2,2 • 
1 -1 -1 1 1 -1 -1 

9,9 
9,9 

12,3 
-9,3 
~6,9 

Zur Ermittlung der Varianz der Parameter kann aus den Nullpunktversuchen no die 
Streuung der Störung a: abgeschätzt werden. 
Aus den in Tafel L23 dargestellten Zwischenwerten ergibt sich 

I Ra . 
s: = L (xJ - X)2 = 265,7/11 = 24,15 . 

(no - 1) J=l 

Damit gilt für die Varianzen der Parameter 01 

{} 
1 2 1 

var 01 = - Sz = - 24,15 = 3,06. 
n 8 
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b) Verwendet wird der F-Test in der Form 

F = siJ;; 
zur Prüfung der Hypothese Ho: oi = a:. 
Benötigt wird die Reststreuung, die aus den in Tafel L24 dargestellten Zwischen­
werten nach der Vorschrift 

2 1 ~ ( ",,)2 109,6 
SR = L. x, -"'" = -- = 27,4 

n - 1- 1 '=1 4 

ermittelt wird.' 
Der Test mit diesen berechneten Streuungen und dem Tafelwert F4 ,l1; 0,05 = 3,36 
ergibt 

F = si = 27,4 = 1 15 < 3 36. s; 24,15 ' , 

Das bedeutet, daß die Hypothese angenommen wird und der Modellansatz adäquat 
ist, da sich beide Streuungen mit einer Sicherheit von 95 % nur zuf'allig voneinander 
unterscheiden. ' . 

Aufgabe S.S 

Für den Modellansatz 

x = 00 + 01U1 + 02U2 + 03U3 

erhält man mit den Werten in Tafel 5.27 und der Schätzvorschrift 

A l:a1T 
tI = -JY":-X 

n 

A = .1 [~~~:~] = [~!:::] 
tI 1f 7,50 0,94 . 

11,66 1,46 

Analog ergeben sich die geschätzten Parameter für den Modellansatz 

x = da + d1U 1 + 02U2 + 03U3 + Q12U1U2 + 013U1U3 

175,44 
-15,12 

7,50 
11,66 

-2,86 
-2,54 

Aufgabe 6.1 

= 

21,93 
-1,89 

0,94 
1,46 

-0,36 
-0,32 

a) Die Testfolge und die gemessenen Ausgangswerte sind im Bild L22 dargestellt. 
b) Der aus der Testfolge zur Schätzung der Stützstellen erstellte Versuchsplan ist in 

Tafel L25 dargestellt. 
c) Die Abtastzeitpunkte der Ausgangsgrößen, die zur Auswertung benötigt werden, sind 

im Bild L22 durch Pfeile gekennzeichnet. Die Zuordnung dieser Werte zu den Ver-
suchsplanzeilen wird in Tafel L25 gezeigt. ' 

1 
J 

1 
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1'[ 
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, 
lPd Ul I I I I 

15 k- 20 
I -1 

1 
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10 

x,lkl {}5 

' ' 

5 . . 10 • 15 20 
-(J5 /(-

-tO . . . 
i 10 

+ + 

'. 
xjkl 05 

5 • 10 15 20 
-G5 k-

-1J) . . . 
Bild L22. Verlauf der Testfolge und der gemessenen Ausgangswerte zu Aufgabe 6.1 

Tafel L25. Versuchsplan zur Schätzung der StützsteIlen der Gewichtsfunktionen zu A,ggabe 6.1 

u(k) u (k - 1) u (k - 2) u(k - 3) u(k - 4) u(k - S) u(k - 6) I xl(k) x;.(k) . 
-1 -1 +1 -1 +1 +1 +1 -0,279 -0,069 
+1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 -0,238 -0,870 
+1 +1 -1 -1 +1 -1 +1 0,152 -0,169 
+1 +1 +1 -1 -1 +1 -1 0,674 0,814 
-1 +1 +1 +1 -1 -1 +1 0,146 0,793 
+1 -1 +1 +1 +1 -1 -1 0,164 -0,046 
-1 +1 -1 +1 +1 +1 -1 0,333 0,476 
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1,000 -1,000 

d) Nach der Schätzvorschrift 

A 1 M'f gl =- X 
, nT 

(s. Abschn. 6.4.4) erhält man für die Stützstellen der Gewichtsfunktion des ersten 
Systems 

-0,279-
-1 +1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 - -0,238 
-1 -1 +1 +1 +1 -1 +1 -1 0,152 

A 1 +1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 -1 0,674 

gl = 8 '1,3 s -1 +1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 0,146' 
+1 -1 +1 -1 -1 +1 +1 -1 0,164 
+1 +1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 0,~33 

_+1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 -1 -1000 , -
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0,1492-
0,2556 
0,1402 '1 = 0,0825 S-I. 

0,0758 
0,0988 

-0,0375 

Analog ergeben sich die Stützstellen der Gewichtsfunlctiondes zweiten Systems zu 

-1 +1 +1 +1 -1 +1 -1 -c -0,069 

-1 -1+1 +1 +1 -1 +1 -1 
-0,870 
-0,169 

1 +1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 -1 
0,814 12=-- -1 +1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 
0,793 8· 3 s +1 -1 +1 -1 -1 +1 +1 -1 

+1 +1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 
-0,046 

+1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 -1 
0,476 

-1,000 

-0,0198-
0,1625 
0,1273 

'2 = 0,0323 S-I. 

0,0189 
0,0323 

-0,0232 

e) Die Varianzen der geschätzten Stützstellen ergeben sich aus der Beziehung 

var {g(i)} = _1- PIIa; mit Pli = 1/8 
T2 

für das erste System zu 

var {gA(i)} = 1 01 2 = 74 . 10-4 S-2 • 
8 . 1,32 S2" , 

i = 0, ... , 6 

und für das zweite System zu 

var {gA(i)} = 1 01 2 = 1 4. 10-4 S-2 • 
8 . 32 S2 " , 

i = 0, ... ,6. 

Für die Kovarianzen ergibt sich 

cov {g(i), IOl} = 0; i,j = 0, ... , 6, i#: j, 

da der verwendete Versuchsplan orthogonal ist. 
f) Die geschätzten Stützstellen der Gewichtsfunktionen sind im Bild L23 dargestellt. 
g) Die Verstärkung entspricht der Fläche, die durch die Gewichtsfunktion eingeschlossen 

wird. 

Daraus folgt als allgemeine Vorschrift 

.. 
f( = T L g(i). 

1=0 

Für das erste System ergibt sich somit 

f( = 1,3 s . 0,765 S-1 = 0,994 

und für das zweite System 

f( = 3 s . 0,33 S-1 = 0,991. 

az 

4 T 8 12 
I 

16 L-zo...J 
t-

BildL23. Geschätzte Gewichts/unktioru!n detTeiistrecken zu Aufgabe 6.2 

Aufgabe 6.2 

a) Die Testfolge und die gemessenen Ausgangswerte sind im Bild L24 dargestellt. 
b) Der Regressionsansatz lautet: . 

i(k) = 61u (k - I) - 01X (k - 1). 
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Die Parameter des Differenzengleichungsmodells ergeben sich aus der Schätzvorschrift 

s= [WM]-IWx 

3 

I' f 

2 

,[1_. 
t 1 

Ul xCkJ 2 4- 6 8 
I I -1 k-

-2 ulkJ 
-1 -3 

Bild L 24. Verlauf der Testfolge und der gemessenen Ausgangswerte zu Aufgabe 6.2 



372 LOsungen der tJbungsaufgaben 

mit 
+1 ° 1,89 
+1 1,89 3,23 
-1 3,23 -0,13 

M= +1 -0,13 , x= 2,04 
-1 2,04 -0,86 
-1 -0,86 -2,42 
+1 -2,42 0,44 

Daraus ergeben sich die Matrizeri 

[ 7 -507] 
WM = -5,07 24:78' 

[WM]-l = [0,168 0,034] 
0,034 0,047 

sowie der Vektor 

alT = [10,974] 
ln-X 468' , 
Der Parametervektor I ergibt sich dann zu 

i = [WM]-l Wx = [0,168 0,034] [10,974] 
0,034 0,047 4,68 

Die geschätzten Parameter sind 

b1 = 2,003, d1 = -0,593. 

c) Der geschätzte Ausgang berechnet sich zu 

i(k) = b1U(k - 1) - d1x(k - 1) 

bzw. 

i(k) = 2,003u (k - 1) + 0,593x (k - 1). 

[
2,003] 
0,593 . 

Die aus dieser Gleichung berechneten Werte sind in Tafel L26 enthalten. 

d) Die Restsumme SR ergibt sich aus 
7 

SR = L (x(k) - .:f(k)2 = 68,28 . 10- 3• 
t=l ' 

Daraus resultiert eine Reststreuung von 

si = __ S...=R,--_ = 68,28 .10-
3 = 17,07' 10-3. 

n-l-l 7-2-1 

Tafel L26. Schätzung der Ausgangsgröje U1IIi wer Varianz der Aufgabe 6.2 

u (k - 1) x (k - 1) x(k) I x(k) - X(k) I [x(k) - X(k)]2 

+1 0 2,003 -0,113 12,77' 10-3 

+1 1,89 3,124 0,106 11,24' 10-3 

-1 3,23 0,088 -0,042 1,76' 10-3 

+1 -0,13 1,926 0,114 12,99' 10-3 

-1 2,04 -0,793 -0,067 . 4,49,10-3 

-1 -0,86 -2,513 0,093 8,65' 10-3 

+1 -2,42 0,568 -0,128 16,38 . 10-3 . 
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e) Die für den Signifikanzte.st benötigten Varianzen der geschätzten Parameter sind 

var {bi} = Pllsi = 0,168 . 17,07 . 10- 3 = 2,87 . 10-3 , 

var {d1} = P22si = 0,047' 17,07 . 10-3 = 0,802 . 10-3 • 

Mit Hilfe des t-Tests wird geprüft, ob sich die geschätzten Parameter signifikant von 
null unterscheiden: 

lX=5%, [=m-l-l=4; 

2,003 ~ 2,776' 5,36 . 10- 2 = 0,1488. 

Die geforderte Bedingung ist erfüllt; der Parameter b1 ist signifikant. 

11.11211 = t2 •5 %.4 ../var {d1 }, 

0,607 ~ 2;776' 2,83' 10-2 = 0,0786. 

Die geforderte Bedingung ist erfüllt; der Parameter d1 ist ebenfalls signifikant. 
Die Toleranzbänder für die geschätzten Parameter ergeben sich aus den Beziehungen 

Ib1 - b1 1 < t2,5%.4../var{bt} = 2,776' 5,36 .10- 2 = 0,1488; 

1,854 < b1 < 2,152, 

lai - 1211 < t2 •5 %.4 ../var {d1 } = 2,776 . 2,83 . 10-2 = 0,0786; 

-0,672 < al < -0,514. 
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Anhang Anzahl der Irrtumswahrscbeinlicbkeit IX 

Freiheitsgrade für zweiseitige Fragestellung 

TalelA2 
t-Verteilung (t., f uird t"2, f] 

I 0,10 0,05 0,02 0,01 

1 _6,31 12,7 31,82 63,7 
2 2,92 4,30 6,97 9,92 
3 2,35 3,18 4,54 5,84 
4 2,13 2,78 3,75 4,60 
5 2,01 2,57 3,37 4,03 

Talel A 1. Ordinatenwerte der normierten NomralrJerteilung 6 1,94 2,45 3,14 3,71 
x* = (X - p)ja; NY (0, 1) 7 1,89 2,36 3,00 3,50 

8 1,86 2,31 2,90 3,36 
XO 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 .0,06 0,07 0,08 0,09 9 1,83 2,26 2,82 3,25 

10 1,81 2,23 2,76 3,17 
0,0 .39894 .39892 .39886 .39876 .39862 .39844 .39822 .39797 .39767 .39733 11 1,80 2,20 2,72 3,11 
0,1 .3969' .39634 .39608 .39339 .3930' .39448 .39387 .39322 .39233 .39181 
0,2 .39104 .39024 .38940 .388'3 .38762 .38667 .38'68 .38466 .38361 .38231 
0,3 .38139 .38023 .37903 .37780 .376'4 .37524 .37391 .3723' .3711' .36973 
0,4 .36827 .36678 .36'26 .36371 .36213 .360'3 .3'889 .33723 .3"'3 .3'381 

12 1,78 2,18 2,68 3,05 
13 1,77 2,16 2,65 3,01 
14 1,76 2,14 2,62 2,98 

0,' .3'207 .3,029 .34849 .34667 :34482 .34294 .34105 .33912 .33718 .33'21 
0,6 .33322 .33121 .32918 .32713 .32306 .32291 .32086 .31874 .31639 .31443 

15 1,75 2,13 2,60 2,95 
16 1,75 2,12 2,58 2,92 

0,7 .31223 .31006 .30783 .30363 .30339 .30114 -- .29887 .29639 .29431 .29200 
0,8 .28969 .28737 .28'04 .28269 .28034 .27798 .27362 .27324 .27086 .26848 
0,9 .26609 .26369 .26129 .23888 .23647 .2'406 .2'164 .24923 .24681 .24439 

1,0 .24197 .23933 .23713 .23471 .23230 .22988 .22747 .22'06 .22263 .22023 
1,1 .21783 .21'46 .21307 .21069 .20831 .20'94 .20337 .20121 .19886 .19632 
1,2 .19419 .19186 .189'4 .18724 .18494 .18263 .18037 .17810 .17383 .17360 

17 1,74 2,11 2,57 2,90 
18 1,73 2,10 2,55 2,88 
19 1,73 2,09 2,54 2,86 
20 1,73 2,09 2,53 2,85 
21 1,72 2,08 2,52 2,83 

1,3 .17137 .16913 .16694 .16474 .16236 .16038 -.13822 .1'608 .1339' .13183 22 1,72 2,07 2,51 2,82 
1,4 • 14937 .14764 .14'36 .14330 . .t4146 .13943 .13741 .13342 .13344 .13147 23 1,71 2,07 2,50 2,81 
I,' .129'2 .12738 .12'66 .12376. .12188 .12051 .11816 .11632 .114'0, .11270 
1,6 .11092 .1091' .10741 .10367 .10396 .10226 .10059 ;09893 .09728 .09'66 
1,7 .0940' .09246 .09089 .08933 .08780 .08628 .08478 .08329 .08183 .08038 
1,8 .0789' .07734 .07614 .07477 .07341 .07206 .07074 .06943 .06814 .06687 
1,9 .06'62 .06438 .06316 .0619' .06077 .059'9 .05844 .05730 .05618 .05308 

24 1,71 2,06 2,49 2,80 
25 1,71 2,06 2,49 2,79 
30 • 1,70 2,04 2,46 2,75 
60 1,67 2,00 2,39 2,66 

2,0 .0'399 .0'292 .05186 .0'082 .04980 .04879 .04780 .04682 .04'86 .04491 
2,1 .04398 .04307 .04217 .04128 .04041 .03933 .03871 .03788 .03706 .03626 

120 1,66 1,98 2,36 2,62 
co 1,64 1,96 2,33 2,58 

2,2 .03347 .03470 .03394 .03319 .03246 .03174 .03103 .03034 .02963 .02898 
2,3 .02833 .02768 .0270' .02643 .02'82 .02'22 .02463 .02406 .02349 .02294 
2,4 .02239 .02186 .02134 .02083 .02033 .01984 .01936 .01889 .01842 .01797 

0,05 0,025 0,01 0,005 

2,' .01733 .01709 .01667 .01623 .01'8' .01'4' .01'06 .01468 .01431 .01394 Irrtumswabrschein1ichkeit IX für einseitige 
1,6 .01338 .01323 .01289 .01236 .01223 .01191 .01160 .01130 .01100 .01071 
2,7 .01042 .01014 .00987 .00961 .0093' .00909 .00883 .00861 .00837 .00814 

Fragestellung 

2,8 .00792 .00770 .00748 .00727 .00707 .00687 .00668 .00649 .00631 .00613 
2,9 .0039' .00378 .00'62 .0034' .00'30 .00'14 .00499 .0048' .00471 .00437 

3,0 .00443 .00327 .00238 .00172 .00123 .00087 .00061 .00042 .00029 .00020 
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Tafel Al. r-Verteilung[x% •• /J Ta/ei A4. F-Verteilung F.,f • .t. für C< = 0,05 

Anzahl der Irrtumswabrscheinlichkeit c< 
Freiheitsgrade 

'2 
124 140 

1 ' 112 

/ 0,99 0,975 0,95 0,05 0,025 0,01 

1 0,00016 0,00098 0,0039 3,8 5,0 6,6 
2 0,020 0,051 0,10.3 6,0 7,4 9,2 
3 0,115 0,216 0,352 7,8 9,4 11,3 
4 0,297 0,484 0,711 9,5 11,1 13,3 
5 0,554 0,831 1,15 11,1 12,8 15,1 
6 0,872 1,24 1,64 12,6 14,4 16,8 
7 1,24 1,69 2,17 14,1 16,0 18,5 
8 1,65 2,18 2,73 15,5 17,5 20,1 
9 2,09 2,70 3,33 16,9 19,0 21,7 

10 2,56 3,25 3,94 18,3 20,5 23,2 
11 3,05 3,82 4,57 19,7 21,9 24,7 

1 161,4 199,' 2",7 224,6 230,2 234,0 243,9 249,0 lSO lSl 2S4,3 
2 18," 19,00 19,16 19,1S 19,30 19,33 19,41 19,4S 19,46 19,47 19,'" 

3 10,13 9," 9,28 9,12 9,01 8,94 8,74 8,64 8,62 8,60 8,'3 
4 7,71 6,94 .6,'9 6,39 6,26 6,16 ',91 ',77 ',74 ',71 ',63 , 6,61 ',79 ,,41 ',19 ,,OS 4,9' 4,68 4,'3 4,'" 4,46 4,36 

·6 ',99 ',14 4,76 4,'3 4,39 4,28 4,00 3,84 3,81 3,77 3,67 
7 ','9 4,74 4,3' 4,12 3,97 3,87 3,'7 3·,41 3,38 3,34 3,23 
8 ',32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,'8 3,28 3,12 3,08 3,OS 2,93 
9 ',12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,07 2,90 2,86 2,82 2,71 

10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 2,91 2,74 2,70 2,67 2,'4 

11 4,84 3,98 3,'9 3,36 3,20 3,09 2,79 2,61 2,'7 2,'3 2,40 
12 4,7' 3,88 3,49 3,26 3,11 3,00 2,69 2,'" 2,46 2,42 2,30 
13 4,67 3,80 3,41 3,18 3,02 2,92 2,60 2,42 2,38 2,34 2,21 
14 4,60 3;74 3,34 3,11 2,\16 2,BS 2,'3 2,3' 2,31 2,27 2,13 

" 4," 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,48 2,29 2,lS 2,21 2,07 

12 3,57 4,40 5,23 21,0 23,3 26,2 
13 4,11 5,01 5,89 22,4 24,7 27,7 
14 4,66 5,63 6,57 23,7 26,1 29,1 
15 5,23 6,26 7,26 25,0 27,5 30,6 

16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,8' 2,74 2,42 2,24 2,20 2,16 2,01 
17 4,4' 3,'9 3,20 2,\16 2,81 2,70 2,38 2,19 2," 2,11 1,\16 

.18 4,41 3," 3,16 2,93 2,77 2,66 2,34 2," 2,11 2,07 1,92 
19 4,38 3,'2 3,13 2,90 ~,74 2,63 2,31 2,11 2,07 2,02 1,88 
20 4,3' 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,28 2,08 2,04 1,99 . 1,84 

16 5,81 6,91 7,96 26,3 28,8 32,0 
17 6,41 7,56 8,67 27,6 30,2 33,4 
18 7,01 8,23 9,39 28,9 31,5 34,8 
19 7,63 8,91 10,1 30,1 32,9 36,2 
20 8,26 .9,59 10,9 31,4 34,2 37,6 
21 8,90 10,3 11,6 32,7 35,5 38,9 
22 9,54 11,0 12,3 33,9 ·36,8 40,3 
23 10,2 11,7 13,1 35,2 38,1 41,6 

21 4,32 3,47 3,07 2,84 2,68 2,'7 2,lS 2,OS 2,00 1,\16 1,81 
22 4,30 3,44 3,0' 2,82 2,66 2,'; 2,23 2,03 1,98 1,93 1,78 
23 4,28 3,42 3,03 2,80 2,64 2,'3 2,20 2,00 1,\16 1,91 1,76 
24 4,26 3,40 3,01 2,78 2,62 2,st 2,18 1,98 1,94 1,89 1,73 
lS 4,24 3,38 2,99 2,76 2,60 2,49 2,16 1,96 1,92 1,87 1,71 

30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,'3 2,42 2,09 1,89 1,84 1,79 1,62 
60 4,00 3," 2,76 2,'2 2,37 2,lS 1,92 1,70 1,63 1,'9 1,39 

120 3,92 3,07 2,68 2,4' 2,29 2,17 1,83 1,61 1," 1,46 l,lS 
00 3,84 2,99 2,60 2,37 2,21 2,09 1,7' 1,'2 1,46 1,3' 1,00 . 

24 10,9 12,4 13,8 36,4 39,4 43,0 
25 11,5 13,1 14,6 37,7 40,6 44,3 
30 15,0 16,8 18,5 43,8 47,0 50,9 
40 22,2 24,4 26,5 55,8 59,3 63,7 
50 29,7 32,4 34,8 67,5 71,4 76,2 
60 37,5 40,5 43,2 79,1 83,3 88,4 
70 45,4 48,8 51,7 90,5 95,0 100,4 
80 53,5 57,2 60,4 101,9 106,6 112,3 
90 61,8 65,6 69,1 113,1 118,1 124,1 

100 70,1 74,2 17,9 124,3 129,6 135,8 
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T4fe1 AS. F-Vertei/wrg F."",. für ~ = 0,01 
Tqfel A 6. Kritische- KorrelationskoeffizienJen 

f. 
124 140 112 

Freiheitsgrad 10% 5% 1% 0,1% 

1 0,988 0,997 1,000 1,000 
1 4052 4999 5403 5625 5764 5859 6106 6234 6261 6287 6366 

2 98,49 99,00 99,17 99,25 -99,30 99,33 99,42 99,46 99,47 99,47 99,50 

3 34,12 30,81 29,46 28,71 28,24 2~,91 27,05 26,60 26,50 26,41 26,12 

4 21,20 18,00 16,69 15,98 15,52 15,21 14,37 13,93 ~13,84 13,74 13,46 

5 16,26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 9,89 9,47 9,38 9,29 9,02 

2 0,900 0,950 0,990 0,999 

3 0,805 0,878 0,959 0,991 

4 0,729 0,811 0,917 0,974 

5 0,669 0,754 0,875 0,951 

6 13,74 10,92 9,78 9,15 8,75 8,47 7,72 7,31 7,23 7,14 6,88 

7 12,25 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 6,47 6,07 5,99· 5,91 5,65 

8 11,26 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 5,67 5,28 5,20 5,12 4,86 

9 10,56 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,11 4,73 4,65 4,57 4,31 

10 10,04 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 4,71 4,33 4,25 4,17 3,91 

11 9,65 7,20 6,22 5,67 5,32 5,07 4,40 4,02 3,94 3,86 3,60 

12 9,33 6,93 5,95 5,41 5,06 4,82 4,16 3,78 3,70 3,62 3,36 

13 9,07 6,70 5,74 5,20 4,86 4,62 3,96 3,59 3,51 3,43 3,16 

14 8,86 6,51 5,56 5,03 4,69 4,46 3,80 3,43 3,35 3,00 

15 8,68 6,36 5,42 4,89 4,56 4,32 3,67 3,29 3,21 3,13 2,87 

16 8,53 6,23 5,29 4,77 4,44 4,20 3,55 3,18 3,10 3,02 2,75 

17 8,40 6,11 5,18 4,67 4,34 4,10 3,45 3,08 3,00 2,92 2,65 

18 8,28 6,01 5,09 4,58 4,25 4,01 3,37 3,00 2,92 2,84 2,57 

19 8,18 5,93 5,01 4,50 4,17 3,94 3,30 2,92 2,84 2,76 2,49 

20 8,10 5,85 4,94 4,43 4,10 3,87 3,23 2,86 2,78 2,69 2,42 

21 8,02 5,78 4,87 4,37 4,04 3,81 3,17 2,80 2,72 2,36 

22 7,94 5,72 4,82 4,31 3,99 3,76 3,12 2,75 2,67 2,58 2,31 

23 7,88 5,66 4,76 4,26 3,94 3,71 3,07 2,70 2,62 2,54 2,26 

24 7,82 5,61 4,72 4,22 3,90 3,67 3,03 2,66 2,58 2,49 2,21 

25 7,77 5,57 4,68 4,18 3,86 3,63 2,99 2,62 2,54 2,45 2,17 

6 0,621 0,707 0,834 0,925 
7 0,581 0,666 0,798 0,898 
8 0,549 0,632 0,765 0,872 
9 0,.521 0,602 0,735 0,847 

10 0,497 0,576 0,708 0,823 
11 0,476 0,553 0,684 0,801 
12 0,457 0,532 0,661 0,780 

13 0,441 0,514 0,641 0,760 

14 0,426 0,497 0,623 0,742 

15 0,412 0,482 0,606 0,725 
16 0,400 0,468 0,590 0,709 
17 0,389 0,456 0,575 0,693 
18 0,379 0,444- 0,561 0,679 
19 0,369 0,433 0,549 0,665 
20 0,360 0,423 0,537 0,652 
21 0,352 0,413 0,526 0,640 
22 0,344 0,404 0,515 0,629 

30 7,56 5,39 4,51 4,02- 3,70 3,47 2,84 2,47 2,38 2,30 2,01 

60 7,08 4,98 4,13 3,65 3,34 3,12 2,50 2,12 2,03 1,94 1,60 

120 6,85 4,79 3,95 3,48 3,17 2,96 2,34 -1,95 1,86 1,76 1,38 

co 6,64 4,60 3,78 3,32 3,02 2,80 2,18 1,79 1,70 1,59 1,00 

23 0,337 0,396 0,505 0,618 
.24 0,330 0,388 0,496 0,607 

25 0,323 0,381 0,487 0,597 
30 0,296 0,349 0,449 0,554 
35 0,275 0,325 0,418 0,519 
40 0,257 0,304 0,393 0,489 

. 45 0,243 0,288 0,372 0,465 
50 0,231 0,273 0,354 0,443 
60 0,211 0,250 0,325 0,408 
70 0,195 0,232 0,302 0,380 
80 0,183 0,217 0,283 0,357 
90 0,172 0,205 0,267 0,338 

100 0,164 0,195 0,254 0,321 
150 0,134 0,159 0,208 0,264 
200 0,116 0,138 0,181 0,230 
250 0,104 0,124 0,162 0,206 
300 0,095 0,113 0,148 0,188 
.350 0,088 0,105 0,137 0,175 
400 0,082 0,098 0,128 0,164 
450 0,077 0,092 0,121 • 0,154 
500 0,073 0,088 0,115 0,146 
600 0,067 0,080 0,105 0,134 
700 0,062 0,074 0,097 0,124 
800 0,058 0,069 0,091 0,116 
900 0,055 0,065 0,086 0,109 

1000 0,052 0,062 0,081 0,104 
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-, einfacher 49 
-, empirischer 60 
-, kritischer 67 
-, multipler 50 
-, partieller 50 
Korrelationsmatrix 51 
Korrelationsverfahren 96f. 
KorreIatoren 84 
Kostenfunktion 190 
Kovarianz 48 
Kovarianzmatrix 49 
- der Störungen 230f., 315f. 
- der Störung auf den Zustand 315f. 
- des extrapolierten Zustandes 315f. 
- des Fehlers 211 
- des Zustandsfehlers 316f. 
Kreuzkorrelationsfunktion 83 
Kreuzleistungsdichtespektrum 90 

LapIace-Integral 78 
LapIace-Transformation 78 
-, diskrete 79 
Leistungsdichtespektren 88f. 
-, Autoleistungsdichtespektrum 88 
-, experimentelle Bestimmung 9lf. 
-, Kreuzleistungsdichtespektrum 89 
Lernfolge 325 
Levenberg-Marquard-Verfahren 214 
Likelihood-Funktion 192 
Luenberger-Beobachter 180f. 

Markov-Schätzung 192f., 209f. 
Maximum-likelihood-Schätzung 191 f. 
Mehrfaktorpläne (s. Versuchspläne) 236ft". 
- für lineare Modelle 237f. 
- für nichtlineare Modelle 246f. 
Mehrgrößensystem 189ft". 
-, Differenzengleichungsmode1l326ft". 
-, statisches Modell 189ft". 
-, Volterra-Reihe-Mode1l269f. 
-, Zustandsmodell314ft". 
Meßwertmatrix 192ff., 202f. 
Methode der kleinsten Quadrate (s. Regression) 

202ft". 
m-Folge 30lf. 
Mittelwert 53 
Modell 33f. 
-bestimmung 33 
-gleichung 33 
-{)rdnung 156ft"., 324f. 
-schätzung 33 
-struktur 156ft"., 324f. 
- der gleitenden Mittel (MA-Modell) 110ft". 
Modellbildung aus-der Gewichtsfunktion 164ft". 
Modellbildung aus der Übergangsfunktion 156ft". 
- von I-T,,-Systemen 162f. 
- von poTt-Systemen 156f. 
- von P-T1-To-Systemen 158f. 
- von P-T,,-T.-Systemen 158f. 
Momente 44 
-, normale 44 
-, zentrale 45 

Newton-Raphson-Verfahren 213f. 
Normalverteilung 44 
Nullpunktversuch 248 

Optimalitätskriterien der Versuchsplanung 235ft". 
-, A-Optimalität 235 
-, D:Optimalität 235 
-, G-Optimalität 235 
Orthogonalisierung 199 
Orthogonalität 236 
Ortskurve 167ft". 

Parameternachführung 225 ft". 
Parameterschätzung 34 
Parametervektor 33f. 
Parsevalsche Gleichung 90 
Phasenfrequenzgang 172f. 
Phasenspektrum 77 
Plackett-Burman-Plan 243f. 
Planungskern 248f. 
Prognosebereich 235 
Prozeßanalyse 32 
-, experimentelle 35 
-, theoretische 35 
Prozeß der gleitenden Mittel (MA-Modell) 114f. 
Prozeßmodell 33 
Prüffolge 325 
Prüfverfahren (statistische) 63f.-

-, F-Test 65 
-, t-Test 64 
-, zoTest 63 
-, X2-Test 64 
Prüfverteilung 52 
pseudostochastische binäre Testsignale 

(pRBS-Folge) 298f. 

Rampenfunktion 76 
Randverteilung 47 
Rauschen 82 
-, farbiges 82 
-, weißes 82 
Rechteckimpuls 76 
Rechteckwelle 74, 170f. 
Regression 202ft". 
rekursive Regression 222ft". 
-, gewichtete 225 
-, ungewichtete 222 
Relaxation 218f. 
Restquadratsumme 204 
Reststreuung 204 

Schätzaufgabe 189 
-, direkte Lösung 190ft"., 198, 20lf. 
-, iterative Lösung 199 f. 
-, rekursive Lösung 200f. 
Schätzmethoden 189ft". 
-, Aufgabe 189 
-, Bayes-Schätzung 190f. 
-, Markov-Schätzung 192f. 
-, Maximum-likelihood-Schätzung 191f. 
-, Regression 193f. 
-, verallgemeinerte Regression 193-
Schätzung 194ft". 
-, asymptotische 194 
-, beste lineare 204 
-, eft"ektive 196 
-, erwartungstreue 195 
-, konsistente 195 
-,unverschobenel94 
-, verschobene 194 
Schiefe 46 
Signal 72f. 
-, aperiodisch 75 
-, exponentiell 73 
-, harmonisch 73 
-, periodisch 74 
Signalanalyse 34 
-, experimentelle 35 
-, theoretische 35 
Signataufbereitung 125ft". 
-, Bereichstest 127 
-,BilanztestI27 
-, Differenztest 127 
-, Filterverfahren 130ft". 
-, Korrekturverfahren 129f. 
Signalfolgen 297 ft"., 301ft". 
-, binär 298f. 
-, mehrwertige 301ft". 

Sachwörterverzeichnis 

-, optimale 303ft". 
-, pseudostochastisch 298ft". 
Signalmodell 72ft"., 103ft". 
-, deterministisches 72f., 105ft". 
-, kombiniertes 121ft". 
-, stochastisches 112ft". 
Signifikanztest 205 
Spektralanalyse 88f. 
Spektrum 77 
-, Amplitudenspektrum 77 
-, Phasenspektrum 77 
Sprungantwort 154f. 
Sprungfunktion 75 
Standardabweichung 45 
Stationarität 80 
-, Prüfung 128ft". 
Stempunktversuch 248f. 
Steuerung 19 
-, adaptive 20 
-, operative 20 
-, optimale 20 
Stichprobe 51 
Stichprobenfunktion 51 
Stichprobenmittel 51 
Stichprobenvarianz 51 
Stichprobenverteilung 51 
stochastische Approximation 221 f. 
stochastischer Prozeß 80 
Störung 32f., 315f. 
-, Ausgangsstörung 315 
-, Zustandsstörung 315 
Streuung 53 
Strukturprüfung 324ft". 
-, Dominanztest 326 
-, Fehlerfunktionstest 325 
-, F-Test 325 
-, Polynomtest 325 
-, Signalfehlertest 325 
Student-Verteilung (t-Verteilung) 52 
Suchfilterverfahren 92 
Suchfrequenzverfahren 93 
Suchverfahren 199ft". 
-, gradientenfreie 199f. 
-, Gradientensuchverfahren 199f. 
-, Zufal1ssuchverfahren 199f. 
Systemanalyse 34 
-, experimentelle 35 
-, theoretische 35 
Systembeschreibung 152ft". 
-, nichtparametrisch 152 
-, parametrisch 152 
Systemmatrix 34, 177f., 314f. 
Systemmode1l33f. 
-, Ein-/Ausgangsmodell 34 
-, Hammerstein-Modell 259f., 275 
-, Gewichtsfunktionsmodelll64ft"., 256ft". 
-, Volterra-Reihen-Modell256ft". 
-, Wiener-Mode1l259f., 276f. 
-, Zustandsmodell 34 
Systemzustand 34, 177f., 314f. 
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Taylor-Reihe 256f. 
Teilfrequenzginge 172f. 
Teilinode1l327f. 
Teslgrößen 51 
Testsignale 153 ft". 
-, aperiodische 153 
-, Dreieckwellen 153 
-, optimale 303f. 
-, periodische 153 
-, pseudostochastische 153, 297ft". 
-, Rechteckwe1len 153 
-, stochastische 153 
Testverteilungen 52f. 
-, F-Verteilung 53 
-, t2-Verteilung 52 
-, z-Verteilung 52 
-, X2-Verteilung 53 
Totzeitermittlung 156ft". 
Trend 105f., 128f. 
I-Test 64 
I-Verteilung (Student-Verteilung) 52 

Übergangsfunktion 155ft". 
-, AuSwertung anband charakter. Funktionswerte 

155ft". 
-, Ermittlung des Frequenzganges aus der 

Übergangsfunktion 163f. 
Übertragungsfaktor 154.f. 
-, integraler 155 
-, proportionaler 154 
Überwachung 19 

Varianz 46 
Variationsbreite 53 
Variationskoeffizient 53 
verallgemeinerte Regression 193, 209f. 
-, direkte 193, 209f. 
-, rekursive 229f. 
Vergessen 142, 225f. 
Vergessensfaktor 143 
Verstärkungsfaktor 154f. 
Versuchsbereich 234;f. 
- für lineare Systeme 234 
- für nichtlineare Systeme 247f. 
Versuchsplan 234ft". 
-, drehbarer 236f. 
-, drehbar zentraler 250f. 
-, gesättigter 242f. 
-, konkreter 234 
-, orthogonaler 236f. 
-, orthogonal zentraler 248f. 
-, unvollständiger 240f. 
-, vereinfachter zentraler 251f. 
-, vollständiger 237ft". 
-, zusammengesetzter 247ft". 

Versuchsplanung 232ft". 
Verteilung 43 
-, Binominalverteilung 44 
-, Exponentialverteilung 44 
-, Gleichverteilung 44 
-, Normalverteilung 44 
-, Poissonverteilung 44 
Verteilungsdichtefunktion 43 
-, diskrete 43 
-, empirische 54 
-, stetige 43 
Verteilungsfunktion 43 
-, diskrete 43 
-, empirische 54 
-, stetige 43 
Volterra-Reihe 256ft". 
-, Kerne der Volterra-Reihe 256 
Vorhersage 21 

Wahrscheinlichkeit 42 
-, bedingte 42 
-, Verbundwahrscheinlichkeit 47 
Wendetangentenkon.struktion 158f. 
Wichtung 225ft". 
-, blockweise 228 
-, exponentielle 227 
-, gezielte 228 
Wichtungsfenster 96 
-, Bartlett 96 
-, Parzen 96 
-, Tukey96 
Wichtungsmatrix 210f. 
Wiener-Clrlntschinsche· Beziehung 100 
Wiener-Modell 267f., 276f. 

Yule-WaIker-Gleichungen 115 

Zeitreihe 103 ft". 
z-Test 63 
z-Transformation 79 
Zufallsgröße 42 
-, diskrete 43 
-, eindimensionale 43 
-, mehrdimensionale 46 
-, stetige 43 
Zustand 314ft". 
-, extrapolierter 316f. 
-, geschätzter 315f. 
Zustandsbeschreibung 177f., 315f. 
Zustandsfehler 315 
Zustandsschätzung 314ft". 
- aus den gemessenen Ausgängen 316ft". 
- aus den gemessenen Ein- und Ausgängen 

(Kalman-Bucy-Filter) 318ft". 
Zustandsvektor 315 

'-

\ 

I 
I 

.f 

r 

1 


