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VYorwort

Die rechnergestiitzte Lésung von Diagnose-, Uberwachungs-, Steuerungs- und Planungs-
aufgaben in technischen und nichttechnischen Prozessen hat in den letzten Jahren die
Notwendigkeit der Bildung mathematischer Modelle von Signalen und Systemen wesent-
lich erh6ht. Das gilt besonders fiir die Modellbildungsverfahren, die gemessene ProzeB-
signale und Zustinde verwenden. Sie werden in der deutschsprachigen Literatur zu-
nehmend mit den Begriffen ,,experimentelle ProzeBanalyse* oder ,,ProzeBidentifikation“
bezeichnet. '

Die Signal- und Systemmodelle finden ihre Anwendung bei der Analyse, dem Entwurf
und dem Betrieb automatischer und automatisierter Steuerungssysteme. In wissens-
basierenden Entscheidungssystemen — den Beratungs- bzw. Expertensystemen — stellen
sie das analytische (prozedurale) Wissen in Form von Gleichungen und Strukturen dar.

Das vorliegende Buch stelit sich das Ziel, eine Einfiihrung in die Grundlagen des Wissen-
schaftsgebiets der experimentellen ProzeBanalyse fiir Ingenieure und Studierende der
Ingenieurwissenschaften, besonders der Fachrichtungen Technische Kybernetik und Auto-
matisierungstechnik, zu geben. Gleichzeitig ist es fiir die Fachdisziplinen von Interesse,
die wesentliche Eigenschaften von vorgegebenen Prozessen zur Lsung ihrer Aufgaben
in ein mathematisches Modell abbilden miissen. Dies sind in zunehmendem MaB Dis-
ziplinen aus den Bereichen der Landwirtschaft, der Wasserwirtschaft, der Medizin und
der Biologie.

Der gegenwiirtige Stand auf dem Gebiet der experimentellen ProzeBanalyse ist durch eine
auBerordentlich groBe Mannigfaltigkeit von verschiedenen Verfahren gekennzeichnet.
Anwender und Studierende stehen deshalb vor der schwierigen Aufgabe, eine Ubersicht
zu bekommen und eine geeignete Auswahl der Verfahren zu treffen. Aus diesem Grund
wurde im Rahmen des Buches versucht,

1. eine einheitliche Darstellung fiir das Signal- und Systemverhalten sowie fiir das sta-
tische und dynamische Verhalten zu finden,

2. durch vergleichende und bewertende Einschitzungen Hinweise fiir die Gestaltung
und Anwendungsbereiche fiir die Verfahren zu geben,

3. durch Ubungsaufgaben und Demonstrationsbeispiele die theoretischen Ausfiihrungen
Zu untermauern, '

4. durch Ausblicke auf weiterfiihrende Arbeiten hinzuweisen.

Diesem Ziel folgend, besteht das Buch aus den Komplexen der Signal- und der System-
analyse.

In den Abschnitten 2 und 3 werden Modelle des statischen und dynamischen Ver-
haltens von Signalen und Verfahren zu ihrer Bestimmung betrachtet.

Da auch bei einer verstirkten Anwendung moderner rechnergestiitzter Verfahren die
klassischen Methoden der Auswertung von Ubergangs- und Gewichtsfunktion sowie des
Frequenzgangs nach Ansicht des Verfassers nicht an Bedeutung verloren haben, wurden
bewahrte leistungsstarke Verfahren dieser Gruppe im Abschnitt 4 dargestellt.

Den Schwerpunkt des Komplexes ,,Systemanalyse* bildet die Ermittlung des statischen
und dynamischen Verhaltens gestorter Systeme (Abschnitte 5 und 6). Dabei wurde ver-
sucht, die allgemeingiiltigen Grundlagen der Schitztheorie und die Schitzverfahren im
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statischen Fall ausfiihrlich herzuleiten und die Beziehungen unter Benutzung eines ali-
gemeinen Systemmodells auf dynamische Probleme zu iibertragen. Diese Vorgehens-
weise fiihrt zu einer wesentlichen Reduzierung der Vielfalt der Verfahren und gestattet
das jeweils spezifische besser darzustellen.

Insgesamt hofft der Autor, daB Angehérige derjenigen Wissenschaftsdisziplinen, die
sich der Analyse, dem Entwurf und dem Betrieb automatischer und automatisierter
Systeme in technischen und nichttechnischen Prozessen widmen, mit diesem Buch eine
Grundlage fiir die Erstellung mathematischer Modelle von Signalen und Systemen auf
experimenteller Basis besitzen. An dieser Stelle mochte ich mich fiir die vielen wertvollen
Anregungen und die Begutachtung des Buches bei Herrn Prof. Dr. Dr. sc. Karl Reinisch
und Herrn Dr. sc. Georg Bretthauer bedanken. Mein besonderer Dank gilt den Mitarbeitern
des Lehrstuhls Systemtechnik des Wissenschaftsbereichs Automatische Steuerung der
Technischen Hochschule Ilmenau, die durch eine langjahrige konstruktive Mitarbeit in
der Lehre und Forschung dieses Projekt aktiv geférdert haben. Besonders gilt das fiir
Dozent Dr. sc. techn. Peter Otto, Dr.-Ing. Arndt Seifert, Dr.-Ing, Detlef Trippler und
Dr.-Ing. Winfried Winkler.

Frau Edeltraud Riege, Frau Sabine Sauerbrey und Frau Erika Sachs sei an dieser Stelle
fir die zuverldssige Arbeit bei der Fertigstellung des Manuskripts recht herzlich gedankt.
Den Lektoren Frau Inge Epp und Herrn Dipl.-Ing. Jiirgen Reichenbach méchte ich fir
die verstindnisvolle und konstruktive Zusammenarbeit bei der Gestaltung des Buches

Dank sagen.

Ilmenau Jiirgen Wernstedt
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1. Einfiithrung

1.1. Stellung des Modells bei der Losung kybernetischer Aufgaben

Die effektive Losung von Diagnose-, Uberwachungs-, Steuer- und Vorhersageaufgaben
fiir Mengen- und/oder QualitatsgroBen in technischen und nichttechnischen Prozessen ist
eine der vorrangigen Aufgaben jeder Gesellschaft. Sie dienen zunehmend der Auto-
matisierung kérperlicher und geistiger Tatigkeiten und Fahigkeiten des Menschen, d.h.
der komplexen Automatisierung. Eine der wesentlichsten Grundlagendisziplinen der
ProzeBautomatisierung ist die Kybernetik. Die Kybernetik ist dic Wissenschaft von der
zielgerichteten Beeinflussung von Systemen (Steuerung) sowie der Informationsverar-
beitungsprozesse und deren Automatisierung, die das Wesentliche der Steuervorginge
ausmachen [1.1, 1.2]. Die Bewiltigung der oben genannten Aufgaben kann durch die
im Bild 1.1 dargestellten Strategien erfolgen.

LOSUNGSWEGE

!
| Isignal-/ !
: Systemmodelle | 1
I }
1
: Veerendungszweck
| !
! [simutation / [ Beobachtung/
: Suche amModell [ | [Suche am Prozeg
L. J
Bild 1.1 )
Lésungen J Strategie zur Losung kybernetischer Aufgaben

Die erste Strategie besteht darin, daB die Aufgaben mit den Mitteln der Simulation auf
Analog- und Digitalrechnern unter Verwendung von Modellen der Signale und Systeme
sowie von Zielkriterien gelost werden. Dabei soll unter einem Modell die Abbildung
wesentlicher Aspekte des realen Prozesses verstanden werden. Die Modelle der Signale
und/oder der Systeme sind gekennzeichnet durch Struktur, Parameter- und/oder Zu-
standswerte. Die genannte Entwurfsstrategie besitzt die Vorteile, dafl keine unmittelbare
»Storung® des Prozesses erforderlich und daB eine effektive Bewiltigung der Aufgaben
moglich ist. Nachteilig ist der Aufwand fiir die Erstellung der Signal- und Systemmodelle
sowie der Umstand, daB die Modelle immer eine Approximation des realen Prozesses
darstellen. Die zweite Strategie besteht in der Losung der genannten Aufgaben durch
eine Beobachtung und Suche direkt am ProzeB. Vorteil dieses Weges ist die Lésung der
Aufgabe unter den realen aktuellen Bedingungen; dagegen sind der notwendige Zeitauf-
wand, die Skonomischen Verluste durch die Experimente am ProzeB und die fehlende

2 Wernstedt
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Bild 1.3. Zeitragume fur die Diagnose-,
Uberwachungs-, Steuer- und Vorhersageaufgabe
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Bild 1.4. Struktur zur Lésung von Diagnose-
und Uberwachungsaufgaben
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Theoretische Polyqptlmlerung 2 ) g
ProzeBanalyse Lernverfahren s g
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Experimentelle R AR Klassifikation, | < | 2
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Entscheidungs- Adaption) S §.
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keine Infoqnation
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Bild 1.5. Zusammenhang zwischen ,Information* und Steuerkonzept
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Moglichkeit des Entwurfs von Steuereinrichtungen vor Inbetriebnahme des Prozesses
schwerwiegende Nachteile. Hiufig werden beide Strategien gleichzeitig angewendet.

Um die Stellung des Modells bei der Bewiltigung kybernetischer Aufgaben besser zu
erkennen, werden, ausgehend von der allgemeinen Grundstruktur eines Prozesses im
Bild 1.2, die Teilaufgaben der Diagnose, Uberwachung, Steuerung und Vorhersage kurz
erldutert. Dabei bedeuten:

Diagnose. Die Analyse der Informationen iiber Mengen- und/oder QualititsgréBen
zuriickliegender Zeitabschnitte (¢ < 74 ; Darstellung des zeitlichen Aspekts im Bild 1.3).

Uberwachung. Die Analyse der aktuellen Information {iber Mengen- undfoder Qualitéts-
groBen (¢ = t,; Bild 1.3). Die Aufgaben der Diagnose und Uberwachung werden vor-
wiegend auf der Grundlage von Signalmodellen und bestimmter charakteristischer Werte/
Merkmale von ProzeBgr68en geldst. Im Bild 1.4 ist die allgemeine Struktur dieser Auf-
gaben dargestellt.

Steaerung. Aktueller und geplanter zielgerichteter Eingriff in den zugeordneten ProzeB
(t = t,; Bild 1.3).

Fiir die Lésung dieser Aufgaben sind eine Vielzahl von Konzepten zur automatischen
und operativen Steuerung entworfen worden, die auf ProzeBmodellen basieren. Das
zweckmaBigste Steuerkonzept wird dabei wesentlich von der vorhandenen Menge und
Art an Information iiber

- die ProzeBsignale und -zustinde
— die ProzeBstruktur und -parameter
— die Steuerziele und Nebenbedingungen

bestimmt. Als Méglichkeiten zur Ermittlung dieser Informationen in Form von Signal-
und/oder Systemmodellen stehen Methoden der theoretischen und der experimentellen
ProzeBanalyse (Modellbildung) sowie das Entscheidungsverhalten/Wissen des Menschen
zur Verfiigung (Bild 1.5). Die theoretische ProzeBanalyse beruht auf der Ausnutzung
bekannter GesetzmiBigkeiten/Bilanzgleichungen; die experimentelle ProzeBanalyse
beruht auf der Auswertung der gemessenen Eingangs- und Ausgangssignale. Liegt eine
ausreichende Information iiber die ProzeBsignale und -zustinde sowie iiber das System-
verhalten vor, kénnen automatische Steuereinrichtungen — Automaten - die Aufgabe
vollstindig 16sen.

Im Bild 1.6 sind ausgewihlte typische vorangepaBte und selbstanpassende Steuer-
systeme dargestellt, die automatisch arbeiten. Haufig treten in der Praxis aber Prozesse
auf, bei denen

ungenaue, unsichere und subjektiv beeinfluBte Informationen und/oder

quantitative und qualitative Informationen und/oder

unzureichende A-priori-Kenntnisse bezughch der Losung der Steueraufgabe und/oder
~ unvorhersehbare Situationen

vorliegen.

In diesen Fallen hat sich das Konzept der operativen Steuerung bewdhrt (Bild 1.7)
[1.3]. Bei diesem Steuerkonzept 16st der Mensch auf der Grundlage von Entscheidungs-/
Steuervorschligen eines Beratungs-/Expertensystems diese Aufgabe. Das Beratungs-/
Expertensystem, dessen Grundstruktur im Bild 1.7 dargestellt ist, ist in der Lage, auf der
Grundlage seines gespeicherten ,,Wissens®, der erfaBten Situation und den Algorithmen
zur Ermittlung des Wissens iiber den konkreten ProzeB sowie den Algorithmen zur
Lésung der Entscheidungs-/Steueraufgabe dem Menschen Vorschliage zu unterbreiten. -
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Vorhersage. Abschitzung der zukiinftigen Entwicklung von Mengen- und/oder Qualitts-
groBen und Bewertung von geplanten Steuer-und Handlungsvarianten (¢ > ¢, ; Bild 1.3).
Die Aufgabe der Vorhersage kann auf der Grundlage von Signal- und/oder System-
modellen entsprechend den Strukturen im Bild 1.8 realisiert werden. Die vorhergesagten
Werte der ProzeBgrdfen kénnen bei Verwendung von Signalmodellen fiir vorgegebene
Zeiten r; bzw. Signalwerte &(f;) und bei Verwendung von Systemmodellen aus vor-
gegebenen Signalwerten u(¢) ermittelt werden.

Lieltl ) signaimodent  —£8
Bild 1.8
e e Vorhersagestrategien
. t  Zeit, Zeitwerte
ulit) Systemmodel! | k) &(t) ,,weiBes Rauschsignal*
%(¢) geschitzter Signalwert

1.2. Praktische Beispiele fiir ProzeBmodelle

In den letzten Jahrzehnten gibt es kein Gebiet im technischen und nichttechnischen
Bereich, in dem nicht die Methoden der experimentellen Ermittlung von Signal- und/
oder Systemmodellen zur L3sung von speziellen Aufgaben angewendet worden sind
[1.4, 1.5]. Dabei sind folgende Aspekte fur diese Entwicklung charakteristisch:

1. Die enorme Entwicklung der Sensortechnik, der digitalen Rechentechnik und der
Informationstechnik erlaubt die effektive Anwendung bereits bekannter Methoden
der Erstellung von Signal- und/oder Systemmodellen.

2. Die unterschiedlichsten Anwendungsgebiete befruchteten sich gegenseitig mit ihren
Methoden, z.B. iibernimmt der technische Bereich (vorwiegend dynamisch-deter-
ministische) Methoden der Versuchsplanung und der Klassifikation aus den Bereichen
der Landwirtschaft und der Medizin.

3. Die sehr umfangreich durchgefiihrten Vergleiche von Methoden der experimentellen
ProzeBanalyse zeigen, daB es nicht einen giinstigen Weg bzw. eine giinstige Methode
gibt, sondern die subjektive Komponente beim Entwurf der Modelle erhalten bleibt.

Tafel 1.1. Vorgestellte Anwendungsfalle

Bereich Modelle Ziele
Mikro- Modelle einer Fertigungszelle Mengen- und Qualitatssteuerung
elektronik fur den Zyklus I
Landwirtschaft Innentemperaturmodell Ertragsoptimierung
des Gewichshauses G300 bei minimalen Kosten
Wasser- Wassergiitemodelle von Fliissen Entwurf von optimalen
wirtschaft und Talsperren Bewirtschaftungsstrategien
Wassermengenmodelle
von FluBigebieten
Biotechnologie Modelle der kontinuierlichen Auslegung und Steuerung
Fermentation von Fermentern
Medizin Blutglukosemodelle Entwurf von Diagnose-
des Menschen und Steuerstrategien
Herz-Kreislauf-Modelle
des Menschen
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Um dem Leser einen Einblick in unterschiedliche Bereiche der praktischen Anwendung
zu geben, wird in diesem Buch nicht der Versuch unternommen, die Vielfalt der bereits
national und international realisierten Einsatzfalle darzustellen, sondern es werden aus-
gewihlte Objekte kurz vorgestellt, an denen der Autor in den letzten Jahren selbst mit-
gearbeitet hat. Ausgewahlt wurden die in Tafel 1.1 angegebenen Praxisobjekte.

1.2.1. Modelle zur Steuerung der Fertigung hochintegrierter Schaltkreise
im Zyklus I

Fiir eine Fertigungszelle in der Mikroelektronik fiir hochintegrierte Schaltkreise, deren
Struktur im Bild 1.9 dargestellt ist, wurde gemeinsam mit dem VEB Mikroelektronik
»Karl Marx“, Erfurt, zur L3sung der Diagnose-, Uberwachungs-, Steuerungs- und
Planungsaufgaben aller Mengen- und Qualititsparameter das rechnergestiitzte ProzeB-
fithrungssystem PROFIS entworfen und realisiert [1.6, 1.7].

- Informationen und
Enfsdwldungen zum

Leitung - Zelle isch { orgonis.
Zusfan?
~—= Informationen und
. Entscheidungen zur
Abt. Allgemeine operafiven Prozefihrung
Prozeffihrung Menge/Qualitdt

l Operativingenieur }— =]r\$mimfleifer ZyklusIT

Datei und Simulation operative ProzeBfihrung

2

3

5

gl .
E(—-{ cvo | [Hr | [ Het | [Impr. Fc-L | |Fc-4 K00P :
@ T

o roeeroton-Zpksl )

Bild 1.9. Struktur einer Fertigungszelle der Mikroelektronik

CVD CVD-Prozesse; Met. Metallisierung; Irgpl. Implantation; HT Hochtemperaturprozesse;
FC-L Fotochemie/Lack; FC-A Fotochemie/Atzen; KOOP Kooperation

Die Struktur dieses ProzeBfiihrungssystems ist mit seinen Elementen

-~ PROFIS-KOMPAKT 2 (Datenbank)

— PROFIS-DATAN (Datenanalyse)

— PROFIS-KOMPAN (K omplexanalyse)

~ PROFIS-TEPRO (technologieorientierte ProzeBsimulation)

— PROFIS-DURST (Durchlaufsteuerung)

— PROFIS-EXPERT (Dialogfithrung der Beratungs-/Expertensystcmc)

im Bild 1.10 dargestellt. Fiir die Ableitung von Entscheidungsvorschligen bzw. Steuer-
maBnahmen in den einzelnen Ebenen des hierarchisch strukturierten Prozesses wurden
fiinf verschiedene Modelltypen entsprechend Bild 1.11 entwickelt. Charakteristisch ist,
daB die Prizision der Modelle mit hdherer Ebene abnimmt. Die Beschreibungen gehen
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ZyklusI

Bild 1.10
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Bild 1.11. Modellebenen der Fertigungszelle

von Modellen mit verteilten Parametern zu Anlagenmodellen mit konzentrierten Para-
metern bis zu strukturellen Modellen des Fertigungsprozesses iiber. Das Grobmodell
der hichsten Ebene beschreibt nur noch das Verhalten von eingesteuerter Chipfliche
ausgesteuerten Gutchipfliche, d.h. die Ausbeute. Ein typisches Problem der Erstellung
eines Anlagenmodells ist in den Bildern 1.12 und 1.13 fiir eine Oxydations-/Diffusions-
anlage dargestellt.

Neben Methoden zur Diagnose und Uberwachung w1cht1ger Qualititsparameter der
Fertigung (z.B. Eindringtiefe, Konzentrationen) wurden Schitzverfahren fiir das sta-
tische Systemverhalten angewendet, um ein Modell fiir die Steuerung der Diffusion bzw.
Oxydation aus den im Bild 1.12 dargestellten gemessenen GréBen zu ermitteln,
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[Systemmodell der
utt)__10xydations - und 2 pia1.13
Oiffusionsanlage Modell einer Oxydations-|Diffusionsanlage
#,(t) Sauerstoffstrom @,, 1-h~? ug(t) Zeit, min
u,() Stickstoffstrom @,,1-h~! uy(r) Gasfeuchte, ppm
u,(t) Chargiergeschwindigkeit r,, cm-min~1! x4(¢) bis xs(#) Borkonzentration in Si in einer Tiefe
u,(t) Temperatur Quelle T, °C von 0,1 bis 0,9 um, .../em~3

us(t) Zonentemperatur T,, °C x6(1) Oberﬂﬂchenkonzentratxon ..Jem=?
#s(t) Zonentemperatur T, °C x,(¢t) Oberflichenwiderstand, {2
u5(t) Zonentemperatur T, °C xg(?) Eindringtiefe, pm

1.2.2. Innentemperaturmodell zur Stemerung von Gewichshiiusern

Die effektive Verwendung von Heizungsenergie bei den zu den GroBverbrauchern zih-
lenden Gewichshausanlagen ist eine vorrangige Aufgabe in der Landwirtschaft. Neben
der Ermittlung von Klimabedingungen, Ernihrungszustinden usw., die zu maximalen
Ertragen fiithren [1.8], ist der Entwurf von Steuerstrategien zur Einhaltung dieser vor-
gegebenen FithrungsgroBen notwendig. Fiir eine der wesentlichsten EinfluBgrBen auf
die Ertragsbildung, die Innentemperatur des Gewichshauses, wurde deshalb in enger
Zusammenarbeit mit dem Institut fir Gemiiseproduktion GroBbeeren der Akademie
der Landwirtschaftswissenschaften der DDR ein Innentemperaturmodell fiir das
Gewachshaus G300 entwickelt und erprobt [1.9, 1.10, 1.11]. Das Gewachshaus vom
Typ G300 (Bild 1.14) ist ein vierschiffiger plastbedeckter Typenbau mit einer Anbau-
fliche von 3740 m2, Als Heizungssysteme stehen die Stehwandheizung und 18 Heizliifter,
die fur Heizwasser mit einer Vorlauftemperatur von 120 °C ausgelegt sind, zur Verfiigung.

" Bewilkung/
Niederschlag @

Bild 1.14

Sch des Gewdchshauses vom Typ G 300
SH Stehwandheizung

HIL, Heizlifter

LK Liftungsklappen
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Die Liftungsklappen kénnen zur Absenkung der Innentemperatur benutzt werden.
Auf der Grundlage einer theoretischen ProzeBanalyse setzt sich das Innentemperatur-
modell aus den Signalmodellen fiir die AuBenklimagr6Ben (AuBentemperatur, Global-
strahlung) und den Merkmalen der Heizungssysteme zusammen (Bild 1.15). Bei dessen
Ermittlung kamen u.a. Methoden der Signalidentifikation, der Parameterschitzung
dynamischer Systeme und der Versuchsplanung zum Einsatz. Das erstellte Modell wurde
mit Erfolg in einer mikrorechnergestiitzten Steuerung, die auf einer Innentemperatur-
vorhersage beruht, eingesetzt [1.11].

Signalmodelle fur & Bild 1.15
Globalstrahlung GS N Struktur des Innentemperatur-
AuBentemperatur T modells des Gewdchshauses G 300
Systermodell ges |10€N- (1) Globalstrahlung, cal-cm=2
P N__|Gewdchshauses  remperatur | u, () AuBentemperatur, °C

Anzahl der Heizldfter . 6300 i u,(¢) Anzahl der Heizliifter
Vorlauftemperatur ~—{—| u,(t) Vorlauftemperatur, °C

7o uy(t) Temperatur der Stehwand-
Temperatur der St heizung, °C
Stehwanaheizung x(t) Gewichshausinnentemperatur, °C

1.2.3. Modelle des Sauerstoffgehalts limnischer Okosysteme

In den letzten Jahren haben Methoden der Identifikation zur mathematischen Model-
lierung limnischer Okosysteme verstirkt Anwendung gefunden [1.12, 1.13].

Auf der Grundlage der erstellten Signal- und/oder Systemmodelle werden die funk-
tionellen und strukturellen Beziehungen zwischen den GroBen des Prozesses aufgeklart.
Glelchzeltxg dienen die Modelle zur Ableitung von SteuermaBnahmen bei vorgegebenen
Situationen.

Die Lasung dieser Aufgabe ist fiir die DDR von besonderer Bedeutung, weil der Grad
der Nutzung des Wasserdargebots schon sehr hoch ist (etwa 809%/). Zudem haben sich
die Belastungen der Gewisser durch die Einleitungen aus dem kommunalen, dem in-
dustriellen und dem landwirtschaftlichen Bereich erhdht.

- Fiir eines der wichtigsten Merkmale fiir die Wasserbeschaffenheit und fiir den Er-
holungswert von Gewiassern, die ,,Sauerstoffbilanz“, wurden gemeinsam mit der Ober-
fluBmeisterei Berlin und der TU Dresden, Sektion Wasserwesen, fiir unterschiedliche
Gewisser Signal- und/oder Systemmodelle erstellt [1.14, 1.15, 1.16].

Modelle des Sauerstoffhaushalts der Spree im Stadtgebiet der Hauptstadt der DDR, Berlin

Die Spree im Raum von Berlin (Bild 1.16) besitzt im Vergleich zu anderen europdischen
Fliissen folgende Besonderheiten:

— geringe FlieBgeschwindigkeit ( <0,07 m/s)
— Stauhaltungen im FluBgebiet
- hohe Néhrstoffbelastung.

AuBerdem bestehen in diesem Gebiet sehr enge Beziehungen zwischen der Nutzung
des Grund- und Oberflichenwassers, der Einleitung von Kiihl- und Abwasser, der
fischereilichen Nutzung und der Nutzung als Erholungsgebiet. Im Rahmen der Arbeiten
wurden fir die im Bild 1.16 angegebenen Zielpegel sowohl Signal- als auch System-
modelle fiir die in den Bildern 1.17 und 1.18 angegebenen Eingangs- und AusgangsgroBen
erstellt.

Sie dienen einerseits zur aktuellen Uberwachung des Sauerstoffgehalts der Spree.
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Grenzgraben " Wuhle Neuenhagener  Fredersdorfer
Fliess Fliess

Bild 1.16. Verlauf der Spree im Gebiet Berlin und verwendete Giitepegel

TB Triglawbriicke; ST Spreetunnel; KO Kopenick; NS NixenstraBe; BS Baumschulenweg;
EB Elsenbriicke; MDS Miihlendammschleuse; WDB Weidendammbriicke

Bild 1.17
x(#:-t*)_|Signaimodelle fir | #tt)  Signalmodelle far Zielpegel der Spree
Zielpegel der Spree x(t;) Sauerstoffgehalt zum Zeitpunkt #,, mg/l
x (¢, — t*) Sauerstoffgehalt zum Zeitpunkt ¢; — ¢*, mg/l

ult) Systemmodelle far x(t)

Zielpegel der Spree Bild 1.18

Systemmodelle fiir Zielpegel der Spree

uy(t) Wassertemperatur, °C us(t) chemischer Sauerstoffbedarf, mg O,/1
u3(t) biologischer Sauerstoffverbrauch BSB,, mg O,/l  ug(t) abfiltrierbare Stoffe, mg TS/1

u3(t) Durchflul, m?/s u4(t) Globalstrahlung, cal-cm™2

uy(t) Ammonium, mg/l x(t) Sauerstoffgehalt, mg O,/1

. ISystemmodelle -
u(t) fur den Souer ~ Xt

stoffgehait der

Talsperre

Bild 1.20. Modellkonzept fir den Sauerstoffgehalt
einer Talsperre

u,(t) Temperatur, °C

u,(#) biologischer Sauerstoffverbrauch, mg O,/1
u3(t) Sestongehalt, mg TS/1

u4(#) Chlorophylikonzentration, pg/1

us(t) Nitratstickstoffkonzentration, mg NO,/1
ug(t) chemischer Sauerstoffverbrauch, mg O,/1
u,(t) Orthophosphatkonzentration, g PO,/1
ug(t) Sichttiefe, m

x,(¢) bis xa(¢) Sauerstoffgehalt in den Tiefen 0 m,
Bild 1.19. Schema des Okosystems ,, Talsperre* 5 bis 35 m in mg 0,/1 :

———————35

Stautiefe, m
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Andererseits werden auf ihrer Grundlage die Bedingungen ermittelt, bei denen der Sauer-
stoffgehalt der Spree im Stadtgebiet der Hauptstadt der DDR unter Beriicksichtigung
der Einleitungen von Kliranlagen sowie von Entnahmen durch industrielle und kommu-
nale Nutzer nicht unter 4 mg O,/1 sinkt. Mit den Modellen kdnnen ferner Vorhersagen
gegeben werden, wie sich die ZielgroBe Sauerstoffgehalt an den MeBpegeln infolge beab-
sichtigter oder unbeabsichtigter Eingriffe andern wird. Aus diesen Vorhersagen miissen
die entsprechenden Entscheidungen abgeleitet werden.

Modelle des Sauerstoffhaushalts der Talsperre Saidenbach (DDR)

Fiir die im mittleren Erzgebirge gelegene Trinkwassertalsperre Saidenbach wurden fir
die Wassertiefen von 0 bis 35 m in Stufen von jeweils 5 m Modelle des Sauerstoffgehalts
ermittelt (Bild 1.19). Die erstellten statischen zeitinvarianten und zeitvarianten Modelle
dienen zur Ermittlung des aktuellen Einflusses der Eingangsgrofen auf die Rohwasser-
qualitdt (Bild 1.20). Damit kann der aktuelle Zustand des Okosystems ,Talsperre*
ermittelt und die Entwickiung der Rohwasserqualitiat fiir verschiedene bedeutsame
wasserwirtschaftliche Situationen simuliert werden. Auf der Grundlage dieser Simulation
sind Entscheidungen fiir die bewuBte Gestaltung der ,,Umweltfaktoren* abzuleiten.

1.2.4. Modelle zur Vorhersage und Steuerung der Wassermenge
im FluBgebiet der Werra (DDR)

Die Wasserbewegung in einem FluBgebiet ist ein sehr komplizierter ProzeB, und seine
Beschreibung mittels mathematischer Modelle enthalt viele Aspekte der Identifikation
groBer Systeme. Das Ziel der Entwicklung eines Gesamtmodells fiir das FluBgebiet der
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Bild 1.21. Sch des Flufigebietes der Werra auf dem Gebiet der DDR
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Werra wurde abgeleitet aus der Aufgabenstellung der Vorhersage und/oder Steuerung
der Wassermenge fiir ausgewihlte Punkte (Pegel) des FluBgebiets. Die gemeinsam mit
den OberfluBmeistereien Suhl und Erfurt und dem Meteorologischen Dienst der DDR,
Sitz Weimar, durchgefithrten Arbeiten haben durch die rechtzeitige Warnung und Ab-
leitung von SchutzmaBnahmen eine groBe gesellschaftspolitische und 6konomische Bedeu-
tung. Das Gesamtmodell der Werra ist ein wesentlicher Bestandteil des Beratungssystems
WERRA, das der Entscheidungsfindung der OberfluBmeistereien dient [1.17, 1.18, 1.19}.

Das Modell wurde fiir das im Bild 1.21 dargestellte Einzugsgebiet entwickelt. E$ ent-
hilt folgende Merkmale:

— Lange des Flusses 190 km

- Einzugsgebietsfliche 4215 km?

— Hohenlage etwa 200 bis 900 m iiber NN
- Zufliisse: 8 Nebenfliisse.

Im Hochwasserfall wird der Abflu wesentlich bestimmt durch den Oberflichen-
abfluB, der wiederum abhiingt von starken Niederschligen, groBen Schneehdhen in den
Kammlagen und schnellem Eindringen von Warmluftmengen in das Gebiet des Thii-
ringer Waldes. Die erfaBBten Informationen
u,) i . (Niederschldge, Temperaturen, Schnee-
héhen, Durchfliisse usw.) sind nicht fiir das
gesamte Gebiet reprasentativ und teilweise
ungenau. Dies betrifft auch die vorher-
gesagten Werte des Wetterdienstes. Die
Aufgabe bestand nun darin, Modelle fiir
die Wasserbewegung zu erstellen, die

1. die Unsicherheit der Information be-
riicksichtigen

2. ausreichend genau fur die Losung der
Vorhersage-und/oder Steueraufgabe und

3. fir den Mikrorechnereinsatz geeignet
sind.

-Restgebief- -Mittelschmalkaide-

Bild 1.22
Struktur des Gesamtmodells WERRA
u;(t) Vektor der EinfluBgréBen fiir das i-te Teilmodell
u, Niederschidge, mm-h=*
u, Lufttemperatur, °C
uy Schneehdhe, cm
u, Schneedichte, mm-cm™1
us Globalstrahlung, cal-cm~2
us Bodenfeuchte, ppm
x,(t) DurchfluBmenge in den Zielpegeln des FluB-
gebietes, m3-5s~1

“—@——— Schneeschmelzmodelie
._E]_._ Niederschiagabflutmodelle
_D_._. Flublaufmodelis

-Ulster-

-Horsal-

-Nesse -
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Das Gesamtmodell der Werra (Bild 1.22) besteht aus fiinf Teilmodellen fur die Ge-
biete Meiningen, Breitungen, Dorndorf, Gerstungen und Frankenroda, weil an diesen
Stellen MeBpegel fiir den DurchfluB existieren. In den Teilmodellen sind drei Typen von
Modellen entwickelt worden: Schneeschmelzmodelle, NiederschlagabfluBmodelle und
FluBlaufmodelle. Insgesamt besteht das FluBgebietsmodell der Werra aus 22 Einzel-
modellen fiir die Beobachtungsintervalle von 3, 6, 12, 24 h. Die Modelle wurden aus den
Beobachtungen der letzten 50 Jahre und teilweise auf der Grundlage von aktiven Experi-
menten mittels Methoden der Schitzung des dynamischen Systemverhaltens erstellt.

1.2.5. Modelle der kontinuierlichen Fermentation

Die Bedeutung biotechnologischer Verfahren in der Gesellschaft ist aufgrund ihrer Vor-
ziige stindig gestiegen. Ein schwieriges Problem ist der Entwurf von Steuerstrategien,
die die gewiinschten Wachstums- und Sterbebedingungen von Mikroorganismen im
Fermenter garantieren. In Zusammenarbeit mit dem VEB Jenapharm wurden deshalb
Untersuchungen zur optimalen ProzeBgestaltung, besonders zur Bestimmung der Ab-
hingigkeit des ProzeBverlaufs von Nahrmedien, Temperaturen, Beliiftung, Riihrerdreh-
zahl, DurchfluBrate usw., gefiihrt [1.20, 1.21]. Untersucht wurde eine zweistufige kon-
tinuierliche Fermentation, deren technologisches Schema im Bild 1.23 dargestellt ist.

Stufe 7 Stufe 2
T {Abluft)

' Riihrdrehzahl1
Sterilisator

(Néhriosungs -
zulauf)

Rihrdrehzahi 2 t( Abluft)
Ablauf Zellen und
Néhrlosungsrest

T(z“/””) Ablouf

Produké¢
und ver~
brauchte
@'/ﬁsung

Bild 1.23. Technologisches Schema des Fermentationsprozesses

T( Zuluft)

Bei diesem Typ der Fermentation sollen in der ersten Stufe unter stindiger Zugabe einer
Nihrldsung und Einblasen von Luftsauerstoff die Bedingungen so gesteuert werden,.daB
eine maximale Zahl von Zellen gebildet wird (d.h. maximales Wachstum). Ein Gemisch
von Nahrlsung, Zellen und Produkt (Resultat des Sterbevorgangs der Zellen) gelangt
in die zweite Stufe. In dieser Stufe sind nun die Bedingungen im Fermenter so zu steuern,
daB eine maximale Zahl von Zellen abstirbt, d.h., daB viel Produkt gebildet wird. Bei
einer richtigen Gestaltung aller steuerbaren und konstruktiven Parameter stellt sich ein
stationdrer Arbeitspunkt ein.

/
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Fiir die Erstellung des im Bild 1.24 dargestellten Modells der zweistufigen Fermentation
wurden Methoden der Auswahl wesentlicher EinfluBgréBen, der Primardatenverarbei-
tung und der Parameterschitzung statischer zeitinvarianter und zeitvarianter System-
modelle verwendet. Die Ergebnisse fiihrten zu einer wesentlichen Reduzierung des MeB-
und Steueraufwands sowie zu neuen Vorschriften bei der konstruktiven Auslegung der
zweistufigen Fermentation.

st Systemmodall X:L”.} " Bild 1.24
1.{$fufe ) Systemmodell | X2t _  Modellstruktur
Y1) )2. Stufe des Fermentationsprozesses
x;(t) Zellzahl = ug(t) Threonin
uy,(¢) fir zweite Stufe u4(r) Biomasse
x,(t) Produkt ug(t) Behalterdruck
u,(t) DurchfluBrate ug(?) Rithrdrehzahl
u,(¢) anorganischer Stickstoff uy0(2) organischer Stickstoff
uy(t) gesamtreduzierende Substanzen uy4(r) geldster Stickstoff
u,(t) Glukose uy2(t) O,-Gehalt in Abluft
us(t) ph-Wert uy3(t) CO,-Gehalt in Abluft

1.2.6. Modelle zur Lésung medizinischer Aufgaben

Gemeinsam mit verschiedenen Partnern aus dem medizinischen Bereich wurden in den
letzten Jahren Methoden der experimentellen Identifikation zur Losung von Diagnose-
und Entscheidungs-/Steueraufgaben sowie zur Klirung physiologischer Grundzusam-
menhinge erfolgreich angewendet. Zwei typische Projekte seien hier kurz vorgestellit.

Modelle zur Blutglukosefiihrung des Menschen vor, wihrend und nach Operationen

Der Diabetes mellitus gehdrt zu den haufigsten chronischen Krankheiten vieler Linder
(in der DDR etwa 49, der Bevilkerung). Trotz der modernen komplexen Diabetiker-
betreuung treten vielfaltige kurzzeitige und langzeitige Komplikationen auf. Das Ziel
der gemeinsam mit der Karl-Marx-Universitat Leipzig durchgefiihrten Untersuchungen
bestand in der Entwicklung von Wirkmodellen von Insulin und Glukose auf die Blut-
glukose des Menschen. Diese Modelle werden zur Ableitung von Steuervorschligen des
entworfenen Beratungs- und Steuersystems zur Blutglukosefiilhrung GLUCON benétigt
[1.22, 1.23, 1.24].

Umwelteinflisse
Glukoger‘w Patient
Adrenalin — kiirperliche Arbeit
freie Fettsduren—— Strel
Z(t zuféllige Stérun Bild 1.25
ZNS — Nahrungsaufnahme Ausgewdhlte Einflufgrofen
: Blutglukose auf die
Insulin —— Blutglukosekonzentration
6lukose R des Menschen

Der Zusammenhang zwischen der Blutglukose und den wesentlichen EinfluBgréBen und
StoérgroBen (Bild 1.25) ist sehr kompliziert und in seinem statischen und dynamischen
Verhalten individuell sehr verschieden, zeitvariant und hiufig stark gestért. Hinzu
kommt, daB nur wenige EinfluBgréBen erfaBt werden konnen (z.B. Insulin-, Glukose-
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rate). Als ein ausreichender Modellansatz fiir die genannte Aufgabe hat sich ein einfaches
zeitvariantes Modell mit der Struktur von Bild 1.26 erwiesen, das schnell an den aktuellen
Zustand des Patienten iiber eine Anderung der statischen Wirkfaktoren von Insulin und
Glukose angepaBt werden kann. In diesem Einsatzfall wurden mehrere Modelle fiir den
Operationsablauf entwickelt und tiber eine zustandsabhingige Umsteuerung angewendet.
Als Methoden der experimentellen ProzeBanalyse wurden Verfahren der Signalanalyse
und der Parameterschitzung dynamischer Systemmodelle geniitzt.

J

]u “{’- f. u,(¢) Insulininfusionsrate,
neutthrare Systemmodell Xt mEk/g  kM/min

fir den Diabetiker | Blutglukose - u,(t) Glukoseinfusionsrate,
gl ;| konzentration mg/kg:-kM/min
Glukoserate x(r) Blutglukose, mmol/l

Bild 1.26. Struktur des entworfenen Blutglukosemodells

Modelle des Herz-Kreislanf-Systems des Menschen

Aufgrund vieler EinfluBfaktoren nehmen die Anzahl und die Stirke der Erkrankungen

des Herz-Kreislauf-Systems des Menschen zu. Eine der wichtigsten Aufgaben auf diesem

Gebiet besteht deshalb z. Z. darin, Methoden fuir die Abschétzung der Leistungsfahigkeit

und des Steuerungsverhaltens des kardiovaskuldren Systems des Menschen zu entwickeln

und zu erproben. Die gemeinsam mit dem Institut fiir Pathophysiologie der Medizi-

nischen Akademie Erfurt durchgefithrten Untersuchungen der letzten Jahre dienten

— der Modellierung des Herz-Kreislauf-Systems zur Aufkldrung physiologischer Zu-
sammenhénge

— der, Klassifikation der Patienten beziiglich verschiedener Merkmale (z.B. Alter, Ge-
schlecht, Trainingszustand, Risikofaktoren)

- dem Entwurf zweckmiBiger Belastungstests fiir die Beurteilung der Leistungsfahigkeit
des Kreislaufsystems in der Funktions- und Leistungsdiagnostik [1.25 bis 1.30]. .

z't)

[N SN
|t [ 1 ,  Bild127

: _ g’ ?"’e”e" —Xt Grobmodell der Blutdrucksteuerung

i ystem I u(t) Herzfrequenz, min=?

| l z(s) Belastung 1.Kipptischwinkel, °

! Kreislauf- |_+ | wit) 2.Fahrradergometer, W
} zentrum - x(t) Blutdruck, mg Hg
[ 1 w(t) Blutdrucksollwerte (unbekannt)

Um die im Bild 1.27 stark vereinfachte Struktur des Herz-Kreislauf-Systems auf expe-
rimentellem Wege zu identifizieren, wurde eine Reihe von Belastungstests (z'(¢)) auf der
Grundlage der optimalen Versuchsplanung entworfen und angewendet. Als Belastungs-
formen wurden verwendet
1. die passive Orthostase (Kipptischversuche)

2. der Ergometertest.

Aus den Analysen der Belastungstests wurden Modelle fiir das statische und dyna-
mische Verhalten der wichtigsten Zusammenhénge

Belastung — Herzfrequenz

Belastung — Blutdruck
entsprechend der Struktur im Bild 1.28 ermittelt. Thre Parameter und/oder Struktur ge-
statten bei Kenntnis des Zustands des Patienten eine spitere Verwendung zur Klassifi-
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kation und zur Beurteilung neuer Patienten bzw. des gleichen Patienten zu einem spiite-
ren Zeitpunkt. Als Modelle wurden lineare und nichtlineare parametrische (Differenzen-
gleichungen) und nichtparametrische (Volterra-Reihen) Beschreibungen verwendet.

u(t ‘ 2t
Belastung Modelle des Herz- | Blutdruck
(Kipptisch} Kreislauf- Systems IB;_ild 228M Ll

dl ch ¢ rstellte Modelle
uz(t s IMenschen i X2(t) des Herz-Kreislauf-Systems
Belastung Herzfrequenz des Menschen
(Fahrradergometer)

1.2,7. Schluifolgerungen

Bereits die hier angefiihrten wenigen Anwendungsbeispiele machen dem Leser klar, daB
® cine grofBe Vielfalt von Modellformen und Methoden zu ijhrer Bestimmung vorliegen
und auch erforderlich sind '

® cine rechnergestiitzte Arbeit unbedingt erforderlich ist

o Praxisfalle nur in Verbindung und mit Unterstiitzung des jeweiligen ProzeBspezialisten
geldst werden kénnen. .

Deshalb soll dieses Buch ausgewihite Modelle und Methoden ihrer Ermittlung vor-

stellen, die sich praktisch bewihrt haben. Gleichzeitig sollen dem Anwender Richtlinien

fiir ihren effektiven Einsatz gegeben werden.

1.3. Gesamtkonzeption der experimentellen ProzeBanalyse

Im Rahmen dieses Buches werden Methoden und Strategien vorgestellt, die auf der Basis
der gemessenen Eingangs- und Ausgangssignale sowie von A-priori-Informationen Mo-
delle fiir das Verhalten der Signale und des Systems ermitteln. Damit kann die allgemeine
Aufgabenstellung entsprechend Bild 1.29 formuliert werden.

Prozes s System und Signale

Gegeben

Signal- und [ oder
Systemnidentifikation Methoen

'

ProzeBmodell & Signal- und
Systemmodel/

Storsignal -
modelle 2(t) Gesucht

Jz
Signal- | dtt) [system - Xt
modelle G (t) modell "

Bild 1.29
Aufgabenstellung
der experimentellen Prozefanalyse
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Es sind gegeben:
. gemessene Eingangs- und Ausgangssignale u(t), x(¢) und/oder
2. gemessene Zustinde g(¢) und/oder
3. A-priori-Informationen iiber Signale und Systeme.

Gesucht sind:

1. mathematische Zusammenhénge zwischen den Eingangs-, Ausgangs- und ggf. Zu-
standsgroBen —~ Systemmodelle — und/oder

2. mathematische Beschreibung der Signale — Signalmodelle — und

3. geeignete Methoden und Strategien zur Ermittlung der Signal- und/oder System-
modelle.
Damit ist die Frage zu beantworten:

Welches MODELL ist auf Grundlage

welcher INFORMATION (Messungen u.a.) mit

welcher METHODE/STRATEGIE fiir
welche AUFGABE (Diagnose, UTberwachung, Steuerung, Vorhersage)

—_

zu entwickeln?

Die Aufgabe der experimentellen ProzeBanalyse (-identifikation) besteht in der Be-
stimmung (ungestortes System bzw. Signal) und der Schitzung (gestdrtes System bzw.
Signal) von Signalmodellen der Typen

1. Kennfunktionen fiir das Amplitudenverhalten (Abschn.2), z. B. Verteilung, Momente,

2. Kennfunktionen fiir das Zeit- und Frequenzverhalten (s. Abschn.3), z.B. Korrela-
tionsfunktionen, Leistungsdichtespektren,

3. deterministische Beschreibung des dynamischen Signalverhaltens (s. Abschn.3.3)
in der Form
x(t) = fi(1) + z(2),
z.B. fi(t) = ao + ait + a,t?,

4. stochastische Beschreibung des dynamischen Signalverhaltens (s. Abschn.3.3) in der
Form

0 = 4«0,

de (2) dx (1) )
T )

z.B.
x(t) = by e(t) + b,

de(t) dx (1)

—a ;

dr der
&(#) (weiBes Rauschen)

und/oder von Systemmodellen der Form
£(t) = fu(m(1), ). (1.1)

Dabei wird davon ausgegangen, daB der im Bild 1.2 dargestellte allgemeine Proze8 durch
das System und die auf das System wirkenden Signale beschrieben werden kann. Damit
gilt fir diese ProzeBbeschreibung (Ein-/Ausgangs-Beschreibung)

x(1) = f5u(), s) + z(t). (1.2)

Bei der Schatzung einiger Modelle werden zuriickliegende Ausgangssignalwerte bzw.
transformierte Signale als Pseudoeingangssignale verwendet. Damit gilt als alleemeine
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ProzeBbeschreibung i
x(t) = f6(m(t), s) + (1) (1.3)

mit dem ,,MeBwertvektor” m(z)
m(t) = f(u(z), x(2)).

Neben der Bestimmung von Ein-/Ausgangs-Modellen ist die Ermittlung (Beobachtung)
und Schitzung (Filterung) der Zustinde eines Systems von groBer Bedeutung fiir die
Losung der gestellten kybernetischen Aufgaben. Als Systembeschreibung gilt entspre-
chend Bild 1.30 fiir ein System mit / Eingdngen und einem Ausgang:

§(t) = A q(t) + Bu(t) + o(t),  x(t) = c"q (1) + 2(); (14

1(t) Stérung des Zustands
z(¢t) Storung des Ausgangs.

vit) z(t)
ult! +1 gt ~gtt Tl +
8 + f ¢ Xxit}
Bild 1.30
Zustandsdarstellung
A des Prozesses

Fiir das Zustandsmodell gilt analog
i) = A4¢) + Bur),  2(¢t) = &4 (). (1.5)

Die Aufgaben der Ermittlung von Modellen fiir das statische und dynamische Verhalten
von Signalen und Systemen werden mit den Methoden der Signal- und Systemanalyse
gelost. Als Oberbegriff wird hiufig die Bezeichnung ProzeBidentifikation bzw. ProzeB-
analyse verwendet.

Mit Signalanalyse/-identifikation bezeichnet man die Ermittlung von Modellen und
Kennfunktionen zur Beschreibung des stationidren und dynamischen Verhaltens der im
ProzeB auftretenden Signale (Eingangs-, Ausgangs-, StérgréBen).

Die Systemanalyse/-identifikation dient der Ermittlung von Modellen des statischen
und dynamischen Verhaltens des Systems in Form von

1. Ein-/Ausgangs-Modellen (bilden die Beziehungen zwischen Eingangs- und Ausgangs-
gréBen ab)

2. Zustandsmodellen (bilden die Beziehung zwischen Eingangs-, Zustands- und Aus-
gangsgrofen ab).

Die Systemmodelle werden charakterisiert durch die

— Struktur (z.B. Art der Verkopplung von Eingangs- und Ausgangsgré8en, Polynom-
grad der statischen Kennlinie, Ordnung der Differentialgleichung);

— Parameter (z.B. Koeffizienten der Differentialgleichung, Verstarkung, Tragheits- und
Vorhaltzeitkonstanten).

Wenn die Ermittlung von Systemmodellen bei a priori bekannter oder angenommener
Struktur erfolgt, spricht man von einer Parameteridentifikation.

Die Ermittlung des Zustands bei gegebenem Zustandsmodell entsprechend Gl. (1.4)
wird als Zustandsidentifikation bezeichnet. Ist die Aufgabe fiir ungestorte Systeme zu
18sen, bezeichnet man haufig die entworfenen Algorithmen zur Zustandsidentifikation
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mit Beobachter. Miissen die Zustidnde eines gestorten Systems ermittelt werden, wird
diese Aufgabe gewohnlich Zustandsschdtzung/-filterung genannt.

Die Losung der Aufgaben der Signal- und Systemidentifikation ist auf den zwei grund-
satzlich verschiedenen Wegen

1. der theoretischen ProzeBanalyse
2. der experimentellen ProzeBanalyse
mdglich.

Bei den Methoden der theoretischen Prozefanalyse erfolgt die Beschreibung der im Pro-
zeB (Signal und System) ablaufenden physikalischen, chemischen, biologischen, §kono-
mischen und anderen Elementarprozesse auf der Grundlage bekannter GesetzmaBig-
keiten. In vielen Prozessen ergeben sich die mathematischen Modelle aus der Losung
von Bilanzgleichungen aus den Erhaltungssitzen (z.B. fiir Masse, Energie und Impuls).
Damit wird bei der theoretischen Signalanalyse das statische und/oder das dynamische
Verhalten der im ProzeB auftretenden Signale durch bekannte GesetzmaBigkeiten be-
schrieben. Bei der theoretischen Systemanalyse wird das statische und/oder das dynami-
sche Verhalten des Systems durch Ein-/Ausgangs-Modelle oder Zustandsmodelle durch
bekannte GesetzmiBigkeiten beschrieben.

Die experimentelle Prozefanalyse dient dem Ziel der Erstellung von Signal- und System-
modellen des statischen und dynamischen Verhaltens von Signalen — experimentelle
Signalanalyse — und/oder von Systemen — experimentelle Systemanalyse — auf der Grund-
lage der gemessenen Signale des Prozesses. ,

Die theoretische und die experimentelle ProzeBanalyse ergéinzen sich in ihren Vor- und
Nachteilen, und ihre gemeinsame Anwendung ist immer sinnvoll. In Tafel 1.2 sind einige
ausgewahlte Eigenschaften beider Wege aufgezeigt. Die Wahl der Methode hangt wesent-
lich von der Aufgabenstellung ab. Fiir die Aufgaben der rechnergestiitzten Diagnose,
Uberwachung, Steuerung und Vorhersage hat sich die Festlegung wesentlicher Einflu8-
gréBen (Stufe 2 im Bild 1.31) und die Ermittlung der Koppel- und/oder Teilstruktur des

Tafel 1.2. Ausgewdhlte Eigenschaften der theoretischen und experimentellen Prozefanalyse

Theoretisch Experimentell .
— Zustandsmodelle mit innerer Struktur — Ein-/Ausgangs-Modelle und Signalmodelle
des realen Prozesses . vorwiegend ohne Struktur des realen Prozesses

— kein Zusammenhang zwischen
den Modellparametern und konstruktiven,
technologischen und anderen Daten

- Parameter der Modelle
stehen in Zusammenhang mit
konstruktiven, technologischen
und anderen Daten

— Modellvereinfachungen entsprechend
der Aufgabenstellung schwierig

-~ Modellvereinfachung entsprechend
der Aufgabenstellung einfach méglich

- Giiltigkeit der Modelle — Giiltigkeit der Modelle
in groBen Bereichen und fur im untersuchten Bereich und fiir
verschiedene Prozesse den speziellen Prozef

— Modelle hiufig zu aufwendig — Modelle sehr giinstig
fiir Lésung der Diagnose-, Uberwachungs-, fir die Losung der Diagnose-,
Steuerungs- und Vorhersageaufgabe Uberwachungs-, Steuerungs-

und Vorhersageaufgabe
-~ Modell bereits in der Entwufs-/ — Modell erst mit Existenz/

Inbetriebnahme des Prozesses erstellbar

- haufig ,,Storung“ des Prozesses
erforderlich (aktives Experiment)

Projektierungsphase erstellbar

~ keine ,,Stérung“ des Prozesses
bei der Modellerstellung
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Systems (Stufe 3 im Bild 1.31) aufgrund einer theoretischen ProzeBanalyse bewihrt.
Dagegen ist die Aufgabe der Ermittlung der Modellparameter sowie méglicher erstrebter
Modellvereinfachungen durch Methoden der experimentellen ProzeBanalyse effektiver
zu l6sen (Stufe 4 im Bild 1.31).

Als eine allgemeine Methodologie der experimentellen ProzeBanalyse hat sich das im
Bild 1.31 angegebene Schema bewidhrt [1.31].

Ausgehend von der Ableitung der Anforderungen an die zu erstellenden Signal- und/
oder Systemmodelle entsprechend der zu l6senden Diagnose-, Uberwachungs-, Steuer-
und Vorhersageaufgabe ist die Bearbeitung der Teilaufgaben in der im Bild 1.31 an-
gegebenen Reihenfolge zweckmiBig. Dabei muB davon ausgegangen werden, daB bei
komplizierten Prozessen einzelne oder alle Stufen mehrfach bearbeitet werden miissen.
Die Signal- und/oder Systemmodelle werden in diesen Fillen iterativ dem realen Proze8
angepaBt. Ist eine fiirr die Losung der Aufgabenstellung ausreichende Modellgiite er-
reicht, wird diese Iterationsprozedur beendet.

z(t)

ult) System q.s x(t)

i | :

il
1

Prim@rdatenerfassung

- ~|_Sinalidentifikation __|  |—
Signalmodelle

| L Auswahi wesentlicher e
EinfluBgrdgen

|| | Ermittiung der Koppél-
und loder Teilstrulstur .

1

Parameter -und loder:

| L Zustandsermittlung . Bild 1.31
| Modelibewertung Strategie der experimentellen
Systemmodeile Prozefanalyse

[ Erkenninisse der theoretischen Identifikation

[ Zisistsliung fir Verwendung der Modelie

In der ersten Stufe — Primirdatenerfassung und Signalidentifikation — werden die vom
ProzeB vorliegenden MeBdaten zuerst gesichert, zugeordnet, aufbereitet und transfor-
miert. Danach kénnen Kennwerte und Signalmodelle fiir das stationdre und dynamische
Verhalten der Signale berechnet werden. Einige Aufgaben dieser Stufe sind in Tafel 1.3
dargestelit.

Die Aufgaben dieser Stufe bilden in der Praxis oft den aufwendigsten Teil, und sie erfor-
dern die Zusammenarbeit verschiedener Fachdisziplinen. Die Vorstellung von Metho-
den und Strategien dieser Stufen bilden den ersten Schwerpunkt dieser Abhandlung.

Die zweite Stufe — Auswahl wesentlicher EinfluBgroBen - gewinnt bei der Erstellung
von Modellen technischer und nichttechnischer Systeme aus Skonomischen Griinden
und aufgrund der Kompliziertheit der Systeme immer mehr an Bedeutung. Wichtige
Methoden sind in Tafel 1.4 dargestelit.
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Tafel 1.3. Ausgewdhlte Aufgaben der Stufe: Primardatenerfassung und Signalidentifikation

Sicherung Korrektur von Fehlmessungen

Zuordnung Filterung (Hoch-, Tief-, BandpaB)

Aufbereitung Zeit- und MaBstabstransformationen

Transformation

Statisches Verteilungen, Lageparameter

Verhalten Korrelationskoeffizienten
Faktoranalyse

Dynamisches Korrelationsfunktionen

Verhalten Leistungsdichtespektren

determinierte und stochastische Signalmodelle

Tafel 1.4. Methoden zur Auswahl wesentlicher Einflufgrifen

Passive Methoden Aktive Methoden
Rangkorrelation vollstindiges Faktorexperiment
Korrelationskoeffizienten Teilfaktorpline (zufillige Balance)
Faktoranalyse geséttigte Pline

(Plackett-Burman-Pline)
Varianzanalyse

Bei den vom Verfasser durchgefiihrien praktischen Untersuchungen hat sich von den
passiven Methoden die Verwendung des partiellen Korrelationskoeffizienten zur Aus-
wahl bewiahrt. Dies gilt besonders fiir die Untersuchungen im nichttechnischen Bereich
(Medizin, Landwirtschaft, Wasserwirtschaft). Von den aktiven Methoden, die alle auf
der Auswertung der Reaktion der ZielgréBe auf Positiv/Negativ-Anderungen der Ein-
gangsgroBen beruhen, ist die Verwendung von gesittigten Versuchsplanen in der ersten
Phase vorteilhaft. Mit ihnen kann der lineare EinfluB von # Gr6Ben mit #n 4+ 1 Versuchen
ermittelt werden. Liegen theoretische Kenntnisse iiber wesentliche EinfluBgréBen vor,
was bei technischen Systemen iiberwiegend der Fall ist, werden sie naturllch als A-priori-
Information in dieser Stufe mit benutzt.

In der dritten Stufe — Festlegung der Koppel- und Teilstrukturen des Systemmodells -
wird mit den vorhandenen Kenntnissen aus den Stufen 1 und 2, den Kenntnissen aus der
theoretischen ProzeBanalyse und der Kenntnis des spiteren Verwendungszwecks des
Modells die Koppel- und Teilstruktur des Modells festgelegt. In dieser Stufe ist hiufig
die engste Verflechtung mit der theoretischen ProzeBanalyse vorhanden.

Mit der Wahl der Koppel- und Teilstrukturen des Systemmodells geht das Identifi-
kationsproblem in ein Parameterschitzproblem iiber. Wesentliche Methoden dieser
vierten Stufe zur Schitzung der Parameter statischer und dynamischer Systemmodelle
bilden den zweiten Schwerpunkt des Buches.

Das erstellte Gesamtmodell (Signal- und Systemmodelle) muB zum SchluB der Bearbei-
tung einer Giitebewertung unterzogen werden. Diese sollte in zwei Stufen erfolgen:

1. Test des Modells auf der Grundlage von Giitewerten
2. Test unter den Bedingungen, in denen das System arbeitet.
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Dabei ist die Erfiillung der ersten Stufe notwendig; die Entscheidung, ob sie hinreichend
ist, liefert erst der zweite Test. Sind beide Tests negativ, ist entsprechend der Konzeption
von Bild 1.31 in die einzelnen Vorstufen zuriickzugehen. Aus 6konomischen Griinden
sollte dabei in der Regel die Reihenfolge

1. Anderung der Teilstruktur

2. Hinzunahme weiterer EinfluBgréBen

3. Anderung der Primirdatenerfassung

eingehalten werden. Zur effektiven Realisierung der entworfenen Strategie ist die Ver-
wendung von Programmsystemen zur rechnergestiitzten ProzeBanalyse sehr vorteilhaft.
Beispiele fiir solche Programmsysteme sind die an der TH Ilmenau entwickelten Pro-
grammpakete EXPRAN fiir den Rechner EC1040 in der Sprache PL1 und DIOPRAN
zur dialogorientierten rechnergestiitzten ProzeBanalyse auf Mikrorechnern in der Sprache
FORTRAN [1.32, 1.33].

1.4. Verwendete Klassifikationsmerkmale der Methoden
der experimentellen ProzeBanalyse

Die sehr vielfdltigen Methoden und Strategien zur Erstellung von Signal- und System-
modellen sind nach vielen Merkmalen klassifizierbar. Auf der Grundlage einer Analyse
des internationalen Standes [1.34 bis 1.54], der Erfahrungen des Autors bei der Reali-
sierung von Praxisobjekten und bei der Ausbildung von Studenten der Fachrichtung Tech-
nische Kybernetik/Automatisierungstechnik an der TH Ilmenau werden die folgenden
Merkmale fiir die Klassifikation von Methoden der Identifikation von Prozessen, die
durch konzentrierte Parameter beschrieben werden kdnnen, verwendet:

@ Signal- oder Systemanalyse
o Gr6Be der Stoérsignale z(2)
e Systemverhalten/-beschreibung
® Art des Eingangssignals.
Weitere Klassifikationskriterien werden in den einzelnen Abschnitten dieses Buches
eingefiihrt und erlautert.

Das gewihlte Hauptmerkmal ist die Analyse und damit die Trennung der Metho-
den in die zur Erstellung von Signal- und die von Systemmodellen (s. Abschnitte 2, 3
und 4, 5, 6). Alle anderen Merkmale sind diesem untergeordnet worden (Tafel 1.5).

Tafel 1.5

Merkmal Klassen Verwendete Klassifikations-
merkmale fiir die Methoden

Aufgabe Signal-/Systemidentifikation der experimentellen
Prozefanalyse

StérungsgréBe ungestort/gestort

ProzeB- — statisch/dynamisch

eigenschaften ~ linear/nichtlinear

[-beschreibung - Ein-/MehrgréBen-System

— zeitinvariant/zeitvariant

— kontinuierlich/diskontinuierlich

natirliche/kiinstliche
Eingangssignale

Eingangssignal
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Als zweites Klassifikationsmerkmal wird die Stirke der Stérung durch die Einteilung
der Prozesse in ungestdrte (z(¢) = 0) und in gestorte Prozesse (z(t) # 0) verwendet.
‘Werden die Modelle fiir ungestSrte Prozesse ermittelt, wird von einer Modellbestimmung
gesprochen. Im gestdrten Fall wird die Analyseaufgabe dagegen mit Modellschdtzung
bezeichnet.

Die unterschiedlichen Beschreibungen fiir das ProzeBverhalten und ausgewahlte ty-
pische ProzeBeigenschaften bilden eine dritte Gruppe méglicher Klassifikationsmerk-
male entsprechend Tafel 1.5. Sie machen gleichzeitig die in diesem Buch bewuBt vor-
genommene Einschrinkung sichtbar.

Als viertes Klassifikationsmerkmal wird die Gestaltung der fiir die Identifikation ein-
gesetzten Eingangssignale verwendet. Dabei wird zwischen der Anwendung natiirlicher
Eingangssignale (Methoden der passiven Versuchsplanung) und der Verwendung kiinst-
lich aufgeprégter Eingangssignale (Methoden der aktiven Versuchsplanung) unterschie-
den. .
Diese vier Merkmale sind bewuBt gegeniiber anderen (z.B. Giitekriterien, Methoden
zur Minimierung der Giitekriterien) bevorzugt worden, weil damit eine relativ in sich
geschlossene Darstellung der sehr grofien Vielfalt von entwickelten und fiir die Ldsung
der praktischen Aufgaben notwendigen Methoden der experimentellen Erstellung von
Signal- und Systemmodellen mdglich erscheint.



2.  Beschreibung des Amplitudenverhaltens
von Signalen

2.1. Zielstellung der Ermittlung von Signalmodellen

Die Aufgabe der folgenden Abschnitte besteht in der Vorstellung ausgewahlter Beschrei-
bungen fiir das stationdre und dynamische Verhalten von Signalen sowie in der Dar-
legung von Methoden zu ihrer experimentellen Ermittlung in Form von Modellen der
Signale, die teilweise auch als Kennfunktionen bezeichnet werden. Dabei wird grund-
sitzlich davon ausgegangen, daB Werte der beobachteten Signale zur Verfiigung stehen.
Als Klassifikationsgesichtspunkte werden

o die Beschreibung des Amplituden-/Zeitverhaltens
e das deterministische/statistische Verhalten und
® die Beschreibung im Zeit-/Frequenzbereich

verwendet. Das Signalmodell ergibt sich somit aus einer Reihe von Teilmodellen, zB
Verteilung f(x) fir das Amplitudenverhalten, Korrelationsfunktion R(z) und Leistungs-
dichtespektrum S(w) fiir das dynamische Verhalten (Bild 2.1).

Amplituden-
verhalten
=T -
x
[
. | —
«(&W

1 i
1 |
1 it fx)
1 L
fa f'o +T7 t

| |

Zeitverhaiten
_________ T
Rt | Steo

|

| = Signaimodell

i Bild 2.1

T | 7] Signalmodelle
__________________ des Amplituden-
Zeitbereich |  Frequenzbereich und Zeitverhaltens

Die Ergebnisse der Identifikation von Signalen werden im Rahmen von Diagnose-,
Uberwachungs-, Steuer- und Vorhersageaufgaben genutzt fir

- die Beurteilung des statischen und/oder dynamischen Verhaltens der Signale
— die Festlegung des Stichprobenumfangs (GesamtmeBzeit) und der Abtastzeit
— die Festlegung der Gestalt des Testsignals

- die Festlegung von MaBnahmen zur Primdrdatenaufbereitung
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— die Wahl der Methode zur Systemidentifikation
- die Wahl und den Entwurf der Vorhersage-, Entscheidungs-, Steuerstrategie.

Der Autor strebt bei der Darstellung von Beschreibungen und Methoden der Ermitt-
lung des Signalverhaltens bewuBt keine Vollstindigkeit an. Die Auswahl aus der sehr
umfangreichen Literatur auf diesem Gebiet, besonders der Wahrscheinlichkeitsrechnung/
Statistik und der Informationstheorie [2.1 bis 2.12], wurde aus der Anlage der Gesamt-
konzeption dieses Buches getroffen. Des weiteren wird auf eine strenge mathematische
Beweisfithrung verzichtet; sie ist in der angegebenen weiterfiilhrenden Literatur zu finden.

2.2. Ausgewiihite Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung

2.2.1. Beschreibung eindimensionaler Zufallsgréfien

2.2.1.1. Hiufigkeit und Wahrscheinlichkeit von Ereignissen

Um Aussagen iiber GesetzmiBigkeiten zufalliger Ereignisse (d.h. Ereignisse, die unter
gleichen Versuchsbedingungen eintreten oder nicht eintreten) machen zu konnen, wird
versucht, den Charakter der Zufilligkeit durch die absolute und relative Haufigkeit zu
quantifizieren. Ist bei n Wiederholungen eines zufalligen Versuchs ein Ereignis 4 n,-mal
eingetreten, dann wird als

e absolute Hiufigkeit H,(4) = n, @.D
o relative Haufigkeit H.(4) = ny/n 2.2)

bezeichnet. Die relative Haufigkeit hat folgende Eigenschaften:

1. 0=H(4) =1
2. H.(A v B) = H(4) + H(B) — H,(4 v B)
3. H(d) = 1 — H(4). (2.3)

PlA)

Bild 2.2
Entwicklung der relativen Haufigkeit

o

Die Werte der Haufigkeiten sind stark von der Anzahl der durchgefiihrten Versuche/
Beobachtungen abhingig (Bild 2.2). Aus diesem Grunde wurde zu dem allgemeineren
Begriff der Wahrscheinlichkeit iibergegangen. Es existieren zwei Wege zur Beschreibung
des Wahrscheinlichkeitsbegriffs:

Grenzwertbildung der relativen Haufigkeit

¢ P(4) = lim H(A). 24)

nywo
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Axiomatische Beschreibung -

Jedes Ereignis A eines zufalligen Versuchs/Beobachtung aus der Menge E aller moglichen
Ereignisse wird durch eine Zahl P(4), d.h. die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses 4,
beschrieben, die folgende Axiome erfiilit:

P(4) 20 (2.5)
PE) =1
P(4 v B) = P(4) + P(B)

fir P(4 A B)=0.

Aus den Axiomen kdnnen weitere Eigenschaften abgeleitet werden. Es gilt:

P@©) =0,
d.h., die Wahrscheinlichkeit eines unmdglichen Ereignisses ist Null;
P(d) =1 — P(A)

P(4v B)=P(4) + P(B) — P(4 A B)
P(A/B) = P(4 A B)/P(B).

P (A/B)ist die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses 4
unter der Bedingung, daB das Ereignis B bereits eingetreten ist.

P (4 A B) = P(4) P(B) fur unabhingige Ereignisse 4 und B.
P(A)=ZP(A/Bi)P(Bi); i=1’ 2)-'-1 m,

i=1
Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit;

P(A,/B) = P(B/A) P(4) / i P (B/A,) P(4,), Bayessche Formel.

2.2.1.2. ZufallsgréBen und ihre Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Wird jedem Versuchsergebnis eine reelle Zahl zugeordnet, wird also das zufallige Ereig-
nis auf die Menge der reellen Zahlen abgebildet, erhilt man eine statistische Variable,
die Zufallsgrife. Die ZufallsgroBe beschreibt damit jedes zufallige Ereignis aus der
Menge der moglichen Ereignisse durch eine reelle Zahl bzw. durch ein Intervall reeller

Zahlen.
xit X l X
. 1
[3 fix) 1 Fix)
a) b) c)

Bild 2.3. Beschreibungen einer stetigen Zufallsgrofe
a) ZufallsgroBe; b) Verteilungsdichte; ¢) Verteilungsfunktion

i i i e st
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Eine ZufallsgroBe X wird als stetige Zufallsgrife bezeichnet, wenn sie in einem end-
lichen Intervall a, b unendlich viele x, annehmen kann (Bild 2.3a). Dagegen nimmt eine
diskrete Zufallsgrofe in einem Intervall a, b eine endliche oder héchstens abzihlbar un-
endliche Menge von Werten x; an (Bild 2.4a). Von Interesse ist nun, wie dic Wahrschein-
lichkeit fiir das Auftreten der einzelnen Werte der ZufallsgréBe iiber ihren Wertebereich
verteilt ist. Diese Information ist in der Wahrscheinlichkeitsverteilung — Verteilungs-
dichtefunktion f(x), Verteilungsfunktion F(x) — enthalten.

X{t) x

1F(x}
a) b) c)

Bild 2.4. Beschreibungen einer diskreten Zufallsgrofe
a) ZufallsgriBe; b) Verteilung; ¢) Verteilungsfunktion

Die diskrete Verteilungsdichtefunktion f(x) fiir eine diskrete Zufallsgr6Be —im folgenden
mit Verteilung bezeichnet - ergibt sich durch die Darstellung aller Einzelwahrscheinlich-
keiten p;, = P(X = x) miti = 1, 2, ... iiber x (Bild 2.4b). Aus der diskreten Verteilung
kann die diskrete Verteilungsfunktion F(x) eindeutig nach der Vorschrift

' F(x) = ; PX =x) (2.6)

bestimmt werden. Sie gibt die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten der diskreten Zu-
fallsgroBe im Bereich — oo, x an. Thre Eigenschaften sind u.a.

1. 0 F(x)=1
2, F(—o)=0; F(+o0)=1
3. F(x) monoton, nichtfallend.

Die Verteilung einer stetigen ZufallsgroBe ist als Verteilungsdichte auf der Basis der ste-
tigen Verteilungsfunktion

F(x)=P(X<x) = f ) fz) dz Q2.7

zu ermitteln, da die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines Wertes null ist. Mit
Gl. (2.7) gilt fiir die stetige Verteilung(sdichte) ‘

_dF(x)
fx) = e 2.8)

mit Sx)=0; J‘Hof(z)dz: 1.
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Tafel 2.1. Ausgewdhlte stetige Verteilungen-

Verteilung Gestalt Parameter Verteilungsgesetz

£t -0 < p < 400 f) = 1 e-(x-m2/202
o>0 oV 2r
(=0 < x < +©)

Exponentialverteilung | fix) A>0 1) = {1 e~™ fur x=0
0 sonst

Normalverteilung

GleichmiBige stetige | fi) a, b 1
Verteilung m a<b fo) = —m' fir a=x=<5b
0 sonst

X
X
a b x

Tafel 2.2. Ausgewdhlite diskrete Verteilungen

Verteilung Gestalt Parameter Verteilungsgesetz
Binomialverteilung A n=12.. P(X=h)= (n) P = py-t
0<p<l1 k
. k=0,12..)
xj
. . N .
Poissonverteilung d A>0 PX =k = —'Le“
k!
'LL""—‘,x,- *k=012.)
GleichmiBige -1 n=1,23... _ _ 1
diskrete Verteilung l I l l l l ] P(X=x)= n
=12 ..,n)
1%

In den Tafeln 2.1 und 2.2 sind ausgewdhlte typische stetige und diskrete Verteilungen
dargestellt.

2.2.1.3. Kenngrifen der Verteiling von Zufallsgréfien

Die Verteilung und die Verteilungsfunktion beschreiben das Amplitudenverhalten von
Zufallsgr6Ben vollstindig. Die Verteilungsgesetze enthalten einige Parameter, die bereits
das gesuchte Verhalten der ZufallsgréBe und die Gestalt/Lage der Verteilung beschrei-
ben. Diese KenngroBen sind Momente und aus den Momenten abgeleitete GroBen.

Als normales Moment k-ter Ordnung wird der Ausdruck

o = E{X*% 2.9)
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mitk = 1,2, ... und E{...} = Erwartungswert {...} bezeichnet. Die Ermittlung fir ste-
tige bzw. diskrete ZufallsgroBen erfolgt entsprechend Gl. (2.10):

+ o0
f x* f(x)dx, falls X stetig
S (2.10)

Ky =

Y xupis falls X diskret.
i=1

Wichtige normale Momente sind

— das erste normale Moment/Erwartungswert p
x, = p = E{X} (2.11)
Deutung: Schwerpunkt der Verteilung;
— das zweite normale Moment
o, = E{X}? (2.12)

Deutung: Varianz der ZufallsgroBe, bezogen auf den Nullpunkt (Tafel 2.3).

Tafel 2.3
Einflup der Momente auf die Gestalt
der stetigen Verteilung

EinfluB der KenngroGe
M a2
2, .2
o> o

.
) < aty fnf

i
1
H
M1 A2 X My Mr X

rd £

fix} 7-0 flx) c<0

£-0

Das zentrale Moment k-ter Ordnung wird nach der Vorschrift
my=FE{X — @ mit k=1,2,... ‘ (2.13)
ermittelt. Wesentliche zentrale Momente bzw. abgeleitete KenngroBen sind
— das zweite zentrale Moment/Varianz o2
my =02 = E{(X — p)?} .19

Deutung: Varianz um den Erwartungswert der ZufallsgroBe (s. Tafel 2.3).
Die positive Wurzel der Varianz wird als Standardabweichung o, bezeichnet.
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— das dritte zentrale Moment/Schiefe y
= s ; — 3
= mit my = E{(X — p)*} (2.15)

Deutung: Charakterisierung der Symmetrie der Verteilung (s. Tafel 2.3);

- das vierte zentrale Moment/Exzef ¢

e = —’:41 -3 mit m, = E{X - @)% (2.16)

Deutung: MaB fiir die Abweichung der Verteilung von der Normalverteilung in der
. Umgebung von u (bei einer Normalverteilung ist £ = 0; s. Tafel 2.3).

2.2.2. Beschreibung mehrdimensionaler Zufallsgrofien

2.2.2.1. Mehrdimensionale ZufallsgréBen und ihre Verteilungen

In der Realitit muB hiufig der EinfluB von m ZufallsgréBen, die gleichzeitig das Objekt
beeinﬂl_lssen, untersucht werden (s. Darstellungen im Abschn.1.2).

f(X],)Q)

A\
V2N
X / ‘.‘ gl;iiifi.ifnemionale
x1

X2

stetige Verteilung

Die m-dimensionale Zufallsgrofe bzw. der Zufallsvektor ergibt sich aus den Werten
von m gleichzeitig auftretenden Zufallsgr6Ben (X, ..., X},) in einem m-dimensionalen
euklidischen Raum. Die entsprechenden Verteilungen werden als m-dimensionale Ver-
teilung bezeichnet. Wie im eindimensionalen Fall wird zwischen stetigen und diskreten
~ ZufallsgroBen unterschieden. Im Rahmen dieses Buches werden nur zweidimensionale
Zufallsgré8en (Bild 2.5) betrachtet, da die fiir sie geltenden Beziehungen leicht auf
m-dimensionale ZufallsgréBen ibertragen werden konnen.

Plxy ) X Flxyxz)
Pi ' X/ Fi. X],X;}
1
7, %
Xog / // 4 Bild 2.6
G X2 // Xz Xz Kenngrofe:
% T2 % 7 Verbundwahrscheinlichkeit a)
- X 7~ und Verteilungsfunktion b)
s einer zweidimensionalen

diskreten Zufallsgrofe
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Werden die Wertepaare xy,, X, mit i, kK = 1, 2, ... einer zweidimensionalen diskreten
ZufallsgréBe (X;, X,) und die entsprechendenVerbundwahrscheinlichkeiten

P (X, = x1;, X; = X20) = Pux @.17

ermittelt (Bild 2.6a), so hat die Verteilungstabelle, die diskrete zweidimensionale Ver-
teilung, die in Tafel 2.4 angegebene Form.
Die diskrete zweidimensionale Verteilungsfunktion lautet entsprechend Gl. (2.17):

F(x,,x2) = P(X; < x1, X; <x3) = z‘kzpik (2.18)

miti=1,2,....,r; k=1,2,..., [ (Bild 2.6b).
Aus der Verteilungstabelle konnen mittels Gl. (2.19) die Verteilungen der einzelnen
ZufallsgréBen X, und X,, die diskreten Randverteilungen, berechnet werden (Tafel 2.4).

* X Tafel 2.4
x| Xn e " Verteilungstabelle und Rand-
7 Randverfeilung verteilung fiir die diskrete
X21 | Pn SN Pu ﬂ far x, Zufallsgrofe X,
i e Plxy)
Xom | Pm1 . Pmi A
Es gilt
— fiir die Randverteilung von X,
. .
Pxy) =3 p(Xy, %2) mit i=1,2,...,r, 2.19)
k=1 ;

— fur die Randverteilung von X,

P(xzk) = izlp (xzka xli) mit k = 1) 2’ ey I-

Wird die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des Wertes x,, der Zufallsgro8e X, unter
der Bedingung gesucht, daB die ZufallsgréBe X, den Wert x,, angenommen hat, so ist
der Wert

PX, =X, X, =x
P(X, = x1/Xs = X20) = & 102 1)

= 14/ X2k 2.20
P, = 5 P (X14/%20) (2.20)

als bedingte Wahrscheinlichkeit zu berechnen.
In Analogie zur Beschreibung eindimensionaler stetiger Zufallsgrofen gilt fiir die
zweidimensionale stetige Verteilung(sdichte) (s. Bild 2.4)

O°F (x4, x3)

(2.21)
x, 0x,

f(Xls X;) =
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Die zweidimensionale stetige Verteilungsfunktion kann nach der Vorschrift

Fry, %3) = P(Xy < x1, X, < %) = f ’ f " A& ) dé dn @.22)

ermittelt werden.
Als Randverteilungen der stetigen ZufallsgroBen X, und X, ergeben sich die Rand-

dichten u
fx) = j Slxy, xz)dx, fir X,
- 2.23)
f(x)) = f flxy, x)dx, fur X,.

2.2,2.2, KenngriBen zweidimensionaler Zufallsgrifien

Wesentliche Kenngrofen zweidimensionaler Zufallsgr6Ben und ihrer Verteilungen sind
die Erwartungswerte, die Kovarianzen und der Korrelationskoeffizient.

Erwartungswerte E{...}
Zwischen den Erwartungswerten der ZufallsgréBen X; und X, bestehen folgende Be-
ziechungen:

E{aX, + pX,} = aE{X,} + BE{X,}
E{X,X,} = E{X,} E{X,} fir X, und X, unabhingig.
Varianzen E{(...)*}
Fiir die Varianz der Summe der ZufallsgréBen X, und X, gilt
E{(X, + X,)*} = ok + 0%, + 2 cov {Xy, X,}

fiir X; und X, abhingig
mit cov {Xu Xz} = E{(Xl — 1) (X — ,Uz)},

E{(X, + X,)*} = Ox1 + Ox2
fir X, und X, unabhéngig.

Kovarianzen, Korrelationskoeffizienten
Sind X, und X, zwei beliebige ZufallsgroBen, so wird der Ausdruck

cov {Xy, X} = E{(X; — p)) (X; — p2)} (2.24)

als Kovarianz von X, und X, bezeichnet. Die Kovarianz ist ein MaB fiir den mittleren
linearen statistischen Zusammenhang zweier ZufallsgréBen. Fiir ihren Wertebereich gilt

~0 L cov{X;, Xp} £ +00.

Ist der Wert der Kovarianz null, hiingen X, und X, linear nicht voneinander ab, d.h.,
sie sind unabhiingig. Das Vorzeichen dieser Kenngr6Be gibt die Richtung des Zusam-
menhangs an. Wenn z.B. X, wichst und X, abnimmt, folgt cov {X,, X,} <O.
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Die auftretenden Kovarianzen werden in der Kovarianzmatrix COV {X,, X,} zu-
sammengefalt zu

cov {X,, X,} cov {X}, X}
}. (2.25)

COV {X,, X,) =
i, %) [cov{X,,Xl}cov{XZ,Xz}

Sie ist immer eine symmetrische Matrix, deren Diagonalelemente die Varianzen der ein-
zelnen ZufallsgréBen darstellen.

Um den Wertebereich der Kovarianz von der Dimension der Zufallsgr6Ben unabhan-
gig zu machen, wurde der Korrelationskoeffizient o (X, X,)

cov {Xy, X;}
Ox10x2
mit dem Wertebereich —1 < o (X;, X,) £ +1 eingefiihrt.

e (X, X3) =

(2.26)

Tafel 2.5. Stetige zweidimensionale Vertellungen und Wert der Korrelationskoeffizienten

pix;, X 1<0 piX1.X2)=0 plX1,X3)>0

In Tafel 2.5 sind typische Formen einer zweidimensionalen Verteilung und des Korre-
lationskoeffizienten dargestellt. Als Information enthalt er

— die Richtung des Zusammenhangs im Vorzeichen
— die Stirke der Biindelung der Verteilung der Zufallsgr68en um eine Gerade.

Der Korrelationskoeffizient o (X, X,) ist eine wichtige KenngroBe fiir den mittleren
linearen statistischen Zusammenhang zweier ZufallsgréBen. Er wird auch als totaler
oder einfacher Korrelationskoeffizient bezeichnet.

Vom Korrelationskoeffizienten wird das BestimmtheitsmaB

B (Xi, X3) = ¢* (X1, X2) .27
abgeleitet. Fiir seinen Wertebereich gilt
0=B{X,,X;)=<1.
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Wird der statistische Zusammenhang zwischen zwei ZufallsgroBen X, und X, gesucht,
wenn gleichzeitig die ZufallsgroBen X, ..., Xm auftreten, ist entsprechend Bild 2.7 der
,echte“ Zusammenhang zwischen X; und X, zu ermitteln. Der EinfluB iiber alle anderen
Grofen wird beseitigt, indem die ZufallsgréBen X, ..., X,, konstant gehalten, d.h.
Kennwerte von bedingten m-dimensionalen Verteilungen verwendet werden. Der so
ermittelte Koeffizient wird als partieller Korrelationskoeffizient o (X1, X3/ X3, ey Xom)
bezeichnet. Er ist durch Gl. (2.28)

X, Xo/ X35 or Xm
o Xy Xl X ooy Xo) = 20 12 X/ Xs b (2.28)

Ox1/x2,...,xm OX2/X1,X3,...,Xm

sein Wertebereich durch
—1 £0(Xy, X3/Xs, ..., X)) £ +1

gegeben. Unter Verwendung der Elemente c;; und c,; der Inversen der K ovarianzmatrix
Gl. (2.25)

' Ci1 Cim
C(Xy, .., Xp): = COV{X, X5, ..., X} ™h = [ 1o ] (2.29)

Cm1  Cmm

kann der partielle Korrelationskoeffizient nach der Vorschrift

0 (X, X)) = ——=2L (2.30)

VCiiCyy

ermittelt werden.
=) 4
: @ @ Bild 2.7

Mogliche Zusammenhange
(F ¢ der Zufallsgrofe X;.. X
|

Das partielle Bestimmtheitsmap ist dann gegeben als
B(X,, X,]...) = 0> (X,, X)..).
Den Zusammenhang zwischen einer ZufallsgroBe X, und einer Gruppe von Zufa.!ls-
groBen X, ... X, gibt der multiple Korrelationskoeffizient o (Xy; X ... X,) an. Er wird
nach der Beziehung
2
o (X1 Xy ... Xo) = +\/1 - Txyxz..xm (2.31)

2
Ox1

ermittelt. Der Wertebereich ist
0so(Xi; X ... X) S 1.

In GL (2.31) bedeutet 02, ,x, ... xm die Varianz von X in der bedingten Ve'rteilung
X,/X; ... X, und 0%, die Varianz von X, . Unter Verwendung der Elemente der inversen
Kovarianzmatrix kann die multiple Korrelation entsprechend

1
e(Xi; Xy X)) =+ 1 —— (2.32)
O Ciy

ermittelt werden.
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Das multiple Bestimmtheitsmap ist gleich dem Quadrat des multiplen Korrelations-
koeffizienten

B(Xi;Xl "-Xm) =QZ(X1;X1 "'Xm)-

Fiir einen m-dimensionalen Zufallsvektor erhilt man bei Ermittlung aller Zusammen-
hinge die Korrelationsmatrix R

1 012...01m
Ot oennni 1

Die Matrix der totalen und partiellen Korrelationskoeffizienten wird u. a. zur Ermittlung
der Modellstruktur verwendet. ' '

2.3. Elemente der mathematischen Statistik

2.3.1. Ausgewiihite Stichprobenfunktionen und ihre Verteilungen

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung wird von der vollstindigen Information iiber die
Wahrscheinlichkeitsverteilungen der betrachteten ZufallsgroBen ausgegangen. Bei den
Methoden der Statistik wird angenommen, daB keine oder nur eine unvollstindige In-
formation iiber die Verteilungen oder deren Parameter vorliegen. Aus einer Menge von
n Realisierungen aus der Grundgesamtheit, die als konkrete Stichprobe vom Umfang n
bezeithnet wird, wird die Stichprobenfunktion

P =f(x1, X2, .05 %) (2.34)
gebildet. Bekannte wichtige Stichprobenfunktionen sind

@1 = 1 Y ox = z (Stichprobenmittel),
ni=1

@, = 1 1 Y (x; — %* = s? (Stichprobenvarianz).
n—11i=1

Die Stichprobenfunktionen sind ebenfalls ZufallsgroBen, weil die konkrete Stichprobe
ZufallsgréBen entnommen wird. Damit haben die Stichprobenfunktionen Verteilungen,
die als Stichprobenverteilungen bezeichnet werden.

Wenn die Stichprobe einer normalverteilten Zufallsgr68e, deren Werte auerdem un-
abhingig voneinander sind, entnommen wird, ist die Verteilung des Stichprobenmittels
x eine Normalverteilung mit den Parametern

E{x}=p und o3 = ox\/n.
Haufig wird die normierte Stichprobenfunktion

=L n (2.35)
o'x

verwendet, die ebenfalls normalverteilt (Tafel 2.6) mit den Parametern £{z} = 0 und
o, =1 ist.
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Tafel 2.6 :
Ausgewdhlte Stichprobenfunktionen
und ihre Verteilungen

Stichprobenfunktion  Stichprobenverteilung

X — f(z)
z=2"En
Ox

t=E2E
Sx
—tufy f +lafz.f
xz = (n - 1) s2 ﬂﬂ'
172
o
f 3
xie X
F= 5 ]
sz
o
Fefife F

In Tafel A1 des Anhangs sind ausgewihlte Werte der normierten N‘o‘rmalverteilung,
aus denen bei Vorgabe der Werte von « die Gro8en z,,, zu entnehmen sind, dargestellt.
Die in die Stichprobenverteilung eingetragenen Vertrauensgrenzen —z,;; und +2,,

ergeben sich aus der vorgegebenen Wahrscheinlichkeit P =1 — « fir das mogliche Ein-

treten von y in diesem Bereich (Konfidenzintervall). Die GroBe wird als Irrtumswahr-
scheinlichkeit bezeichnet. Damit gilt '

Px-Ax<u<x+Ax)=P(x—-pl<Bbx)=1-oa. (2.36)

Ist die Varianz o2 nicht bekannt und mu8 sie durch die Varianz der Stichprobenwerte s2
ersetzt werden, ergibt sich aus Gl. (2.35) die Stichprobenfunktion

t=2"F [ @.37)

S

Die Stichprobenfunktion ¢ unterliegt fiir eine Stichprobe aus einer normalverteilten
ZufallsgroBe einer Student-Verteilung|t-Verteilung (s. Tafel 2.6). In Tafel A2 des Anhangs
sind die Werte der t-Verteilung als Funktion der Irrtumswahrscheinlichkeit « und des
Freiheitsgrads f = n — 1 aufgetragen. Als normierte Stichprobenfunktion fiir die

Varianz wird

o = _17 T (5 — 9 _m-Ds* : (2.38)
g° i=1 C

o2
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verwendet. Die Verteilung der ZufallsgréBe x2 ist die Chi-Quadrat-Verteilung|x*-Ver-
teilung (s. Tafel 2.6). Ihre Werte sind in Abhéngigkeit von der Irrtumswahrscheinlichkeit
o und dem Freiheitsgrad f = n — 1 in Tafel A3 dargestellt. - '
Als zweite Stichprobenverteilung, die auf der Streuung von Stichproben basiert, ist die
Fishersche Verteilung|F-Verteilung entwickelt worden. Werden von zwei unabhédngigen
normalverteilten ZufallsgroBen X; und X, Stichproben im Umfang n; und 7, mit den
Streuungen s? und s7 entnommen, so hat die Stichprobenfunktion '

F =s3s; mit s} > s3 (2.39)

eine F-Verteilung mit den Frejheitsgraden f; = n, — 1 und f, = n, — 1 (s. Tafel 2.6).
Ausgewihite Werte der Verteilung sind fiir die Irrtumswahrscheinlichkeit & = 0,05 in
Tafel A4 dargestellt. . ’ '

Auf die Anwendung der genannten Stichprobenverteilungen zur Uberpriifung von
Hypothesen und zur Ableitung von Konfidenzintervallen wird in den Abschnitten 2.3.2
und 2.3.3. ndher eingegangen.

2.3.2, Empirische Ermittlung von Verteilungen und KenngrﬁBen
von ZufallsgriBien

In diesem Abschnitt soll auf Probleme der empirischen Ermittlung von Verteilungen und
KenngroBen von ZufallsgroBen eingegangen werden. Es wird vorausgesetzt, daB fiir
a) diskrete ZufallsgroBen die Realisierungen
{x-u, sees X1ns X215 +ees X2n5 veds
b) stetige ZufallsgroBen die Realisierungen iiber ein Beobachtungsintervall
T =t= +T,
vorliegen. o
KenngriBen/Momente

Auf der Basis dieser Beobachtungen (Stichprobe) kénnen die in Tafel 2.7 angegebenen
KenngréBen und Momente eindimensionaler Zufallsgr68en ermittelt werden.

Tafel 2.7. Empirische Kenngrifen und Momente eindimensionaler Zufallsgrofien

Kenngréfe Diskrete Zufallsgrofle - Stetige ZufallsgréBe
Variationsbreite R R = Xpax — HDuata
Variati .
ariationskoeffizient V' y=S 100%
X
Mittelwert % 2 T '
Tticlwert x g-_-lzx, £ = 1 °x(t)dt
ni=1 2T J -1
o = ) N ' T
Quadr. Mittelwert x 2=-13 x2 2= [xnrar
ni=1 : 2T J -1, '
Vari 2 » . " p+T
anz/Streuung s s2=—1_3% (x, — 22 ERS B [x() — 2 dt
n—141 2T J -1
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Verteilung/Verteilungsfunktion

Die empirische Verteilungsdichte f(x) einer stetigen ZufallsgroBe kann auf der Grundlage
der Bestimmung der Auftretenswahrscheinlichkeit der ZufallsgréBe

AF(x) = F(x + Ax) — F(x) (2.40)
im Bereich Ax iiber die Bezichung
A
f( x) = F (x)
x

ermittelt werden; s. Gl. (2.8). Uber eine Bewertung des Amplitudenfensters Ax (Bild 2.8)
mit der Funktion

(2.41)

1 fii A
B(t) = fiir x < x(t) <x+ Ax 2.42)
0 sonst
wird die Auftretenswahrscheinlichkeit im Bereich Ax bestimmt aus
E{B()} = P{x £ x(t) < x + Ax} = AF (x). (2.43)
x(t) t
: Bli)=0
. Bild 2.8
x+4x LLL LL—B([H_=7_ Signalverlauf
X 77 — und seine Bewertung
’ zur Ermittlung
Bt)=0 der stetigen
> l Verteilungsdichte

Mit Gl. (2.41) ergibt sich aus Gl. (2.43) die Ermittlungsvorschrift fiir die empirische Ver-
teilungsdichte f(x) fiir das Amplitudenfenster Ax zu

foy =L {B(t)} | (2.44)

Die Rechenschaltung fiir einen Analogrechner (ohne Phasendrehung der Elemente) und
die Signalverliufe sind im Bild 2.9 dargestellt. Sie dient im Rahmen dieses Buches mehr
zum Verstindnis der Verteilungsdichte f(x) als zu ihrer echten Ermittlung, da die analoge
Rechentechnik kaum fiir diesen Zweck eingesetzt wird.

Die empirische diskrete Verteilung kann auf der Grundlage der Stichprobe auf zwei
Wegen ermittelt werden.

Weg 1. Exakte Ermittlung der Héufigkeitsverteilung in folgenden Schritten:

— Zuordnung der 7, zu den x,
~ Berechnung der Hgp(x,) = n,/n
~ Auftragen der Hy(x,) iiber x.

Weg 2. Niherungsweise Ermittlung der Haufigkeitsverteilung in folgenden Schritten:
— Bestimmung der Klassenanzahl ny,

a) ng=1+32l1gn

b me=+n (2.45)
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- Bestimmung der Klassenbreite

x(t) max — x(¢) min
ng

A=

— Ermittlung der Anzahl der Beobachtungen n,,, die zur m-ten Klasse gehdren,
— Berechnung der Haufigkeiten H,, = n,/n,
— Ermittlung des Mittelpunktes zweier benachbarter Klassen

Xm-1 + X,
* m=1 m
Xmp = —————»

2
— Auftragen der H,,, iiber x}.

Rechenschaltung ' Signalverlauf

x{t)  -x
xtt)

T —
N

x(t)-x

A/

| xtf)-x}

*h | ixtt-xi
—ﬁ It x4
>'VAY7AV'>V’F

:1¢7}

Flx)Ax

/\/""" Bild 2.9
Foldx Analogrechenschaltw:g

12 und Signalverlauf zur Ermittlung
der stetigen Verteilungsdichte

Die naherungsweise Ermittlung der Haufigkeitsverteilung ist vor allem bei geringem
Stichprobenumfang und/oder fiir die notwendigen Grobabschitzungen sinnvoll. Die in
GL. (2.45) angegebenen Beziehungen zur Bestimmung der Klassenanzahl sind heuristisch
gefunden worden und gehen davon aus, daB die Anzahl der Klassen mindestens1 ist (d.h.
Gleichverteilung) sowie mit Zunahme der Beobachtungen nicht mehr proportional
zunimmt.

Im Beispiel 2.1 ist die ndherungsweise Ermittlung der Verteilung einer normalverteil-
ten Zufallsgr6Be als Funktion des Stichprobenumfangs dargestellt.
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Beispiel Empirische Bestimmung der Verteilung Beispiel Empirische Bestimmung der Mémente
2.1 einer normalverteilten Zufallsgrofie ‘ 2.2 einer normalverteilten Zufallsgrifie
Gegeben: X & NV (1, 1), unkorreliert, Gegeben: X = NV (1, 1), unkorreliert,
Mmax = 500 Beobachtungen. . gy = 500 Beobachtungen.
Gesucht: Empirische Verteilungen fiir die Stichprobenumfiinge n; = 50, n; = 100, ny = 500 " Gesucht: Konvergenzverhalten der empirischen Momente £ und s2 in Abhingigkeit vom Stich-
auf der Grundlage der Klassenanzahl n, = n. probenumfang n. . :
Ergebnis: Siehe Bild zu Beispiel 2.1. Ergebnis: Siehe Bild zu Beispiel 2.2.

a5 ¢ b 51 b
n,=50 . “'., ‘ —
T a2t _ T
H, / X ‘ » L i J
" — ‘ . 0 250 : : 500
L I ) ne Ll . n —
-2 0 2 4 a5
X —
85r o s ¢
ny=100
T 2 r T
f, o
1 | J 0 ) .
2 0 2 4 | 250 . 500
X —— n—
25 d : . )
: Die dargestellten Resultate zeigen, daB
n =500 1. die Giite der Schitzung der Momente stark vom Stichprobenumfang abhingt,
: 2. fiir hinreichend gro8e Stichproben die empirischen Momente der Stichprobe sich gut den Momenten
T 0125 der Grundgesamtheit nihern.
" |
s ' 0' . 2' ,: Das Konvergenzverhalten der Mox_nénte % und s? bei ihrer empirischen Ermittlung in
X Abhingigkeit vom Stichprobenumfang ist im Beispiel 2.2 aufgezeigt.

Die empirische Verteilungsfunktion F(x) einer stetigen ZufallsgréBe wird auf der
Die Ergebnisse zeigen, daB . ‘ Grundlage der Beobachtungen im Intervall — T, < ¢t £ +7, nach der Vorschrift

1. das Verteilungsgesetz erst mit wachsender Zahl von Beobachtungen erkennbar ist, : - :
2. die ndherungsweise Bestimmung eine sehr leistungsfahige Methode darstelit. : F(x) ~ P {x(t) < x} — f f(z) dz (2.46)
. . . ) . —-@®
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realisiert. Uber eine Bewertungsfunktion B(¢) mit den Eigenschaften

1 fir x(t) <x
0 sonst

B(t) = {
wird der Amplitudenbereich — oo < x(t) < x aus der ZufallsgréBe x(¢) herausgeschnit-
ten (Bild 2.10). Die empirische Verteilungsfunktion F(x) kann dann aus der Mittelwert-
bildung der Bewertungsfunktion B(f) nach Gl. (2.47) zu

E{B(t)} = P{x(t) < x} = F(x) (2.47)
bestimmt werden.
x(t)
B(f)=0
) Bild 2.10
XM LL Y LLLLLLLLLLYL LL 14 LN LLLLLLL Signalverlauf

und seine Bewertung
Bit)=1 zur Ermittlung

der stetigen
Verteilungsfunktion

Die Rechenschaltung fir einen Analogrechner (ohne Phasendrehung der Elemente
um 180°C) und die entsprechenden Signalverliufe sind im Bild 2.11 dargestelit.

Die empirische Verteilungsfunktion F (x) einer diskreten ZufallsgréBe ergibt sich aus der
Hiufigkeitsverteilung durch die Beziechung

F(x) = Z H(x), x; < X. (2.48)

Rechenschaltung Signalveriauf

x{tX

xit)  -x

~ Bild2.11
Fio Analogrechenschaltung
und Signalverlauf
r\/\/ zur Ermittlung
7 der stetigen

Verteilungsfunktion
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Beispiel Empirische Ermittlung der Verteilung

2.3 und der Verteilungsfunktion einer Zufallsgrofie

Gegeben: X = NV (1, 1), unkorreliert,
Nmax = 500 Beobachtungen.

Gesucht: Empirische Verteilung und Verteilungsfunktion fiir » = 500 und die Klassenanzah -
ny =vVn.

Ergebnis: Siehe Bild zu Beispiel 2.3.

025 b
'[am—
. ” r—'_!_]_‘—_r_
: ! ' ] —_— J
-2 0 2 4
X —
71 o©

Die Berechnungen zeigen, daB

1. das Verteilungsgesetz sehr gut erkennbar ist, .
2. die Verteilungsfunktion auch unter Verwendung des Naherungsverfahrens gut aus der empirischen
Verteilungsfunktion ermittelt werden kann.

Fiir eine horma]verteilte ZufallsgroBe ist im Beispiel 2.3 die empirische Verteilung und
ihre Verteilungsfunktion dargestellt.
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Korrelationskoeffizienten -

Fiir den einfachen empirischen Korrelationskoeffizienten -erhédlt man entsprechend
Gl. (2.26) fiir den Stichprobenumfang » die Beziechung

iZI (315 — %1) (20 — %2)

¢ (X1, X3) = (2.49)
)/Z (x4 — %) Z (xZi - x2)2
Das BestimmtheitsmaB ergibt sich dann aus Gl. (2.49) zu
B(Xn X;) = éz X5, X2). (2.50)
Unter Verwendung der inversen empirischen Kovarianz_xhatrix entsprechend Gl. (2.29)
CXi, Xpy ooy X)) = [c“ c"’] ‘ o (2.51)
b e Coum :

gilt fiir den empirischen partiellen Korrelationskoeffizienten entsprechend Gl. (2.30)

(X, X)..)=— - (2.52)

vyl

In Analogie zu Gl. (2.32) gilt fiir den empirischen multiplen Korrelationskoeffizienten

A 1
60X Xy... )=+ /1 - (2.53)
5;éy

Die empirische Korrelationsmatrix R ergibt sich bei einem Stichprobenumfang von 7
aus den Korrelationskoeffizienten — Gl. (2.49) oder Gl. (2.52) - zu

1 éxz---ém
R=|6a-. : |. (2.54)

Die Signalverldufe von drei korrelierten ZufallsgroBen und die aus einer Stichprobe von
n = 500 berechneten einfachen und partiellen Korrelationskoeffizienten sind im Bei-
spiel 2.4 fur einen Testfall dargestellt. ‘

Auf der Grundlage der aus der Stichprobe erhaltenen Information in Form der empi-
rischen KenngroBen und Verteilungen muB nun ein Weg gefunden werden, Aussagen
iiber das Gesamtverhalten der ZufallsgroBen abzuleiten. Dabei sind grundsitzlich die
folgenden Aufgabenstellungen méglich:

1. Zu priifen ist, ob Annahmen/Hypothesen iiber den Typ oder dic Momente der Ver-
teilung der Grundgesamtheit mit der aus der Stichprobe entnommenen Informatlon
vereinbart sind - Priifen von Hypothesen.

2. Fiir einen a priori bekannten Verteilungstyp der Grundgesamtheit sind auf der Grund-
lage der konkreten Stichprobe Bereiche (Konfidenzintervalle) fir die unbekannten
Momente dieser Verteilung zu schitzen — Schdtzen von Bereichen der Momente der
Grundgesamtheit.
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Beispiel Empirische Berechnung von Korrelationskoeffizienten
24
Gegeben: X; = NV (0, 1), unkorreliert,
X, = —0,8X; + 0,2 {NV (0, 1)},
X; = +0,3X; — 0,3X; + 0,4 {NV (0, 1)},
Nmex = 500 Beobachtungen.
Gesucht: Einfache und partielle Korrelationskoeffizienten und die Signalverliufe
von X, X2 und Xj.
Ergebnis: ~ 1.Signalverldufe der ZufallsgroSen

* Siehe Bild zu Beispiel 2.4.
3r a

[ A A ~AA p
RV AVARVA A VARV

/’\

K o NAAMN A A,
LTV "\/V\/\/" 7w

Ir .o

VAR

n ——

0> !'\/\,—-\ -/\ A/\AJ\/"“\ ;-.A/
I i1

3 L

2. Matrizen der Korrelationskoeffizienten
— Matrix der einfachen Korrelationskoeffizienten,

X1 X, X,
X1 1 -0,962 0,774
X, 1 -0,770
X 1
— Matrix der partiellen Korrelationskoeffizienten.
X X, X
X 1 —-0,925 0,172
X 1 -0,130
X 1

Fortsetzung von Beispiel 2.4 s. 5. 62
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Beispiel Empirische Berechnung v;:n Korrelationskoeffizienten
24

Der Testfall zeigt, daB

1. die einfachen Korrelationskoeffizienten Zusammenhiinge teilweise sehr verfalscht darstellen kénnen
(Z.B. Xy, X3 oder Xz, X;),

2. die partiellen Korrelationskoeffizienten den Anteil des Einflusses anderer ZufallsgréBen sehr gut nach-
bilden (sowohl die Richtung als auch die Stirke des Zusammenhangs sind deutlich erkennbar),

3. die Richtung des Zusammenhangs teilweise auch schon aus dem Verlauf der Signale erkannt werden
kann.

4. Die Korrelationskoeffizienten sind mit 959 gesichert, da der kritische Korrelationskoeffizient, siche
Anhang A 6, den Wert 0,088 besitzt, d.h., die linearen Zusammenhiinge werden alle wiedererkannt.

In den folgenden Abschnitten werden ausgewédhlte Priif- und Schatzverfahren fiir
normalverteilte ZufallsgrofBen vorgestellt. Auf verteilungsfreie Verfahren mu8 aus Platz-
griinden verzichtet werden. '

2.3.3. Statistische Priifverfahren

Die aus der Grundgesamtheit entnommene konkrete Stichprobe enthilt bekanntlich un-
vollstindige Informationen iiber die Verteilung der Grundgesamtheit und iber ihre
Momente. Diese unvollstindigen Informationen werden nun benutzt, um in Verbindung
mit einer gewahlten Irrtumswahrscheinlichkeit « eine Entscheidung iiber statistische
Hypothesen H zur Verteilung oder deren Momente zu treffen. Die Priifung der Hypo-
thesen wird mittels statistischer Prifverfahren, auch statistische Tests genannt, durch-
gefiihrt. Dabei wird die Hypothese H als Nullhypothese H, bezeichnet, wenn weitere
Hypothesen, die Alternativhypothesen genannt werden, aufgestellt werden konnen. Fiir
die Entscheidung iiber die Nulthypothese H, werden die normierten Stichprobenfunk-
tionen Gl. (2.35) und Gln. (2.37) bis (2.39) aus Abschnitt 2.3.1 mit jeweils eingesetzter
Hypothese verwendet. Die sich dann ergebenen Zufallsgrofen werden als Priifgrifen
bzw. Testgrdfen (z, t, 2, F) bezeichnet. Die Priifung der Hypothese H,, fiir eine Stich-
probenfunktion kann nach folgendem allgemeinem Schema erfolgen:

1. Aufstellen der Nullhypothese H,

2. Wahl der Irrtumswahrscheinlichkeit «

3. Ermittlung des Ablehnungsbereichs fiir die Nullhypothese fiir « (s. Tafel 2.6, Bilder
2.12 bis 2.14)

4, Berechnung der PriifgroBe auf der Grundlage der Stichprobe

5. Entscheidung iiber Nullhypothese H, durch Vergleich der Priifgro8e mit den Werten
des Ablehnungsbereichs.

Es gibt sehr viele Méglichkeiten zur Festlegung eines Ablehnungsbereichs (kritischer
Bereich) bei einer vorgegebenen Irrtumswahrscheinlichkeit. Fiir die Praxis haben sich
die sog. zweiseitige und die einseitige Fragestellung als wichtig erwiesen. Bei einer zwei-
seitigen Fragestellung wird davon ausgegangen, daB der kritische Bereich fiir die Hypo-
these H, mit jeweils einer Irrtumswahrscheinlichkeit von «/2 ermittelt wird. Im Bild 2.12
ist dies fiir eine TestgréBe NV (0; 1) dargestellt. Bei einer einseitigen Fragestellung wird
der kritische Bereich fiir eine symmetrisch verteilte Priifgr68e auf der linken oder rechten
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Seite mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von « betrachtet, Dieser Sachverhalt wird im
Bild 2.13 gezeigt.

Im folgenden werden wichtige Priifverfahren fiir die Momente Erwartungswert und
Varianz einer normalverteilten Grundgesamtheit vorgestellt.

o2, o2
} * Bild 2.12
: Zweiseitige Fragestellung
_,__% im Hypothesentest des Moments p
Hg Ho Ho
verworfen angenommen  verworfen
[ 3
. 7 |
2 3
Ho Ho - ) Ho Hg
angenommen verworfen verworfen angenommen

Bild 2.13. Einseitige Fragestellungen im Hypothesentest des Moments

Priifung des Erwartungswerts # bei bekannter Varianz 2 der Grundgesamtheit
Bei diesem Test soll gepriift werden, ob der unbekannte Erwartungswert u einer normal-

verteilten Grundgesamtheit mit bekannter Varianz o2 einen bestimmten Wert u, besitzt.
Der Test (z-Test) erfolgt entsprechend der allgemeinen Strategie in folgenden Schritten:

1. Aufstellen der Hypothese Hy: 1 = yg
2. Wabhl der Irrtumswahrscheinlichkeit «
3. Berechnung der Priifgrofe aus Gl. (2.35)

7= X"t [y (2.55)
-3

4. Ermittlung der Grenzen +2z,;, des kritischen Bereichs aus der Normalverteilung
(Tafel A1)
5. Entscheidung

~ zweiseitige Fragestellung
|z} 2 z,,2  H, wird abgelehnt

|zl < z,2  H, wird angenommen
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- einseitige Fragestellung

z 2z, bzw. z £ —z, H, wird abgelehnt

z <z, bzw. z > —z, H, wird angenommen.

Wird die Hypothese H, angenommen, bedeutet dies, daB die Abweichung zwischen dem
Stichprobenmittelwert x und der Hypothese Hy: u = p, nur zufillig ist. Im anderen Fall
ist die auftretende Abweichung signifikant.

Priifung des Erwartungswerts 4 bei unbekannter Varianz ¢ der Grundgesamtheit

Gepriift werden soll, ob der unbekannte Erwartungswert u einer normalverteilten Grund-
gesamtheit mit unbekannter Varianz o? einen bestimmten Wert y, besitzt. Unbekannt
sind damit die KenngréBen x und o2. Der Test (z-Test) fiir diesen Fall erfolgt in folgen-
den Schritten: » : v

1. Aufstellen der Hypothese Hy: 4 = po

2, Wahl der Irrtumswahrscheinlichkeit o

3. Berechnung der PriifgréBe aus Gl. (2.37)

t=2"t [y | (2.56)
- o

4, Ermittlung des kritischen Bereichs mit seinen Grenzen +1,,,, , aus der Student-Ver-

teilung (Tafel A 2)
5. Entscheidung

- zweiseitige Fragestellung
{t] 2 ty2,, H, wird abgelehnt
It} <ty2,r Ho wird angenommen
— einseitige Fragestellung
t =ty bzw. t S —t,, H, wird abgelehnt

t <tyy bzw. t> —t,, H,wird angenommen.

Priifung der Varianz o2

Bei diesem Test soll gepriift werden, ob die unbekannte Varianz ¢? einer normalverteilten
Grundgesamtheit einen bestimmten Wert o2 besitzt. Als Stichprobenfunktion wird die
.GréBe %2 von Gl. (2.38) verwendet. Da die y2-Verteilung (s. Tafel 2.6) eine einseitige Ver-
teilung ist, kann eine zweiseitige Fragestellung nicht ohne eine Umformung des Testes
beantwortet werden. Grundlage der zweiseitigen Betrachtung ist die Verteilung der Irr-
tumswahrscheinlichkeit zu je der Hilfte in den Bereich kleinerer und gréBerer Varianzen
(Bild 2.14). Folglich gilt mit einer Wahrscheinlichkeit von

«f2: 2> mn-1) Sz/l:/z.f

1—af2: 6> @ — 1)1l mn, s

2.3.3. Statistische Prifverfahren 65
Fix?) fix? @
/2
2 t :
Xx/2 X 2 2
Xt-iazf x x
f(XZ) ll /2] /2, f
Hp Ho Hp
«/2, verworfen  angenommen verworfen
- =
X1-xt2f x

Bild 2.14. Einseitige und zweiseitige Fragestellung im Hypothesentest des Moments o2

Fiir den Ber(?ich, in dem die Hypothese H, bei einer zweiseitigen Fragestellung anp-
genommen wird, gilt dann

(n—1)s% 2
2

2
Xi-asz,r < < Xarz, 5+ 2.57)

]
.

Der gesamte Test (y2-Test) kann in folgenden Schritten vorgenommen werden:

1. Aufstellen der Hypothese Hp: 02 = o2
2. Wahl der Irrtumswahrscheinlichkeit o
3. Berechnung der Priifgré8e y2 aus Gl. (2.38)

- (n—1)s2

xl
Z N (2.58)

4. Ermittlung der Testwerte y2 , bzw. y2 und yZ, , aus der y- i i
Tafdl A% ' Li-arz.r Xaj2,r aus der y*-Verteilung (siche

5. Entscheidung
- zweiseitige Fragestellung
22225, und 22 <92, Hywird abgelehnt
Xioarzs < 12 < 232, H, wird angenommen
— einseitige Fragestellung:
x> = x2 ., H, wird abgelehnt
x* < xi, H, wird angenommen.
Priifung der Gleichheit zweier unabhiingiger normalverteilter Grundgesamtheiten X, und X,

Zu Prﬁfenzisf, ob die Varianz o? einer normalverteilten Grundgesamtheit X, gleich der
Varianz o7 einer normalverteilten Grundgesamtheit X, ist. :
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Der Test (F-Test) erfolgt in den Schritten:

1. Aufstellen der Hypothese Hy: 07 = 03
2. Wahl der Irrtumswahrscheinlichkeit o
3. Auf der Basis von n, Beobachtungen von X; und n, Beobachtungen von X,

Priifgr6Be F aus Gl. (2.39) zu

kann die

F= (2.59)

hlh
NN|=N

berechnet werden.
4. Ermittlung der Grenze F, ;y, ;2 aus der Fishe

5. Entscheidung

r-Verteilung (s. Tafeln A4 und AS5)

F = F, 41,52 H, wird abgelehnt

F < F, 41,72 H, wird angenommen.

Priifung der Korrelationskoeffizienten

Um den linearen statistischen Zusammenhang zwischen ZufallsgréBen auf der Grund-
lage der empirisch ermittelten Korrelationskoeffizienten zu priifen, wird als Hypothese
H, fur den Korrelationskoeffizienten der Grundgesamtheit Hy: ¢ = 0 aufgestellt. Unter
Beriicksichtigung der bereits bekannten TestgroBe fiir den Erwartungswert p aus
Gl. (2.37) gilt fiir diesen Test folgendes Vorgehen:

1. Aufstellen der Hypothese Hy: 0 =0

2. Wahl der Irrtumswahrscheinlichkeit &

3. Berechnung der PriifgroBe # als ¢-Test
a) Einfacher Korrelationskoeffizient

Analog zu Gl. (2.37) gilt
po £, X0) —e (K, Xz) _ (2.60)
53
Mit .
N 1 A 4
53 = -, X)) fir (X, X)=0
(n—-2)
geht Gl. (2.60) iiber in
5(X,, X —_—
é (X1, X) — Jn - 2. (2.61)

t="pr—————"
1 —éz(Xl’XZ)

b) Partieller K orrelationskoeffizient
Fiir den particllen Korrelationskoeffizienten gilt in Analogie zu GI. (2.61) mit der

Anzahl der ausgeschlossenen Zufallsgréfen s = m — 2
g (X, X,/ ...
;= 2 J) TG . (2.62)
\/1 —Qz(thXj/---)

4, Ermittlung des Wertes f,2,, aus der- Student-Verteilung mit f =n — 2 fiir a) und
f=n — (2 + s) fiir b) (s. Tafel A2)
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S. Entscheidung
{t] 2 taj2,r Ho wird abgelehnt
It] < taj2,y Ho wird angenommen.

Aus d'er Beziehung |¢| = t,,,,, kann fir eine vorgegebene Irrtumswahrscheinlichkeit &
und. einen Freiheitsgrad f = m — 2 der kritische Korrelationskoeffizient ¢ (X;, X,)/krit
emﬁelt werden, fir den die Nullhypothese gerade abgelehnt wird. In Tafel A6 ist fiir
ein & von 1 und 59 fiir verschiedene Freiheitsgrade dieser kritische Korrelationskoeffi-
zn:ll;t dargestellt. Der empirische Korrelationskoeffizient § (X, X>) ist statistisch ungleich
null, wenn :

& (X1, X2)| > o (X1, X;)/krit. | (2.63)

2.3.4. Schiitzung von Konfidenzintervallen

Bei der Schitzung eines Intervalls mit den Grenzen G, und G, (G, < G,) fiir den unbe-
kz}nnten Parameter der Grundgesamtheit (x oder ¢2) auf der Grundlage einer Stichprobe
wird davon ausgegangen, daB die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten der unbekannten
Parameter in diesem Bereich

PGa<po?<G)=1-—ux (2.64)

ist. Die Werte G, und G, werden als Konfidenzgrenzen (Vertrauensgrenzen), der Bereich
G., G, als Konfidenzintervall (Vertrauensintervall) und « als Irrtumswahrscheinlichkeit
bezeiehnet. Auf der Basis der in den Abschnitten 2.3.2 und 2.3.3 vereinbarten normierten
Stichprobenfunktionen und festgelegten Bereiche fiir die Annahme der Nullhypothese
werden fiir die beiden Parameter g und o2 die Konfidenzintervalle ermittelt. 7

Konfidenzintervall fiir # bei bekanntem o2

Ausgangspunkt fiir die Ableitung des Konfidenzintervalls fiir g i i ir di
4 ist der Bereich fiir die
Annahme der Hypothese Hy:u = po (s. Abschn.2.3.3) - '

x—p

2z Jn < + z,. (2.65)

Aus Gl. (2.65) erhilt man durch Umstellen das Konfidenzintervall fiir den Parameter u zu

= g - g
X =2y —= < Y < X + Zoyz ——. (2.66)

Jn Vn

Damit wird das Konfidenzintervall kleiner, wenn die Irrtumswahrscheinlichkeit gré
. das ; eit groBer
gewahlt bzw. die Anzahl der Beobachtungen vergréBert wird. o

Konfidenzintervall fiir # bei unbekanntem o

Fiir die {\bleitun.g des Konfidenzintervalls fir u bei unbekannter Varianz der Grund-
gesamtheit ¢2 wird von dem Bereich der Annahme der Nullhypothese Hy: u = po
(s. Abschn.2.3.3) des z-Testes ausgegangen. Fiir ihn gilt

X—-u /-
~tazr < V< 4ty . (2.67)
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Aus Gl. (2.67) erhalt man das Konfidenzintervall fiir z zu

F oty —— <P <E+ lans (2.68)

S
n Jn
Bei gleichem Stichprobenumfang n und gleicher Irrtumswahrscheinlichkeit o ist das
Konfidenzintervall von Gl. (2.68) groBer als das von Gl. (2.66).

Konfidenzintervall fiir o2
Aus dem Gilltigkeitsbereich fiir die Hypothese Hy: o> = o7 entsprechend Gl. (2.58)

2
2 (n—1s 2
Xi-o2,5 < e < Xaj2.s

ergibt sich das Konfidenzintervall von o2 zu

("_—zﬁ <o? < 9'2__1):i (2.69)
Xaj2.r Xi-a2,r

Umfangreiche weiterfiihrende Betrachtungen zu allen angeschnittenen Fragen sind in
[2.1 bis 2.12] enthalten.

2.4. Ubungsaufgaben zum Abschnitt 2

Anufgabe 2.1

Gegeben ist die im Bild 2.15 dargestellte Verteilungsfunktion einer stetigen ZufallsgroBe X. Losen Sie
folgende Teilaufgaben: :

a) Beschreiben Sie analytisch die Verteilungsfunktion, und berechnen Sie die Verteilungsdichte!

b) Berechnen Sie den Erwartungswert! )
¢©) Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegt der Wert der ZufallsgroBe im Intervall [0; 3]?

Bild 2.15
Verlauf der Verteilungsfunktion F(x)
fiir Aufgabe 2.1

Aufgabe 2.2
Bei einem Spiel werden zwei Wiirfel zugleich geworfen und die Augenzahl zu einer diskreten Zufallszahl x

addiert.
a) Berechnen und skizzieren Sie die Verteilung und Verteilungsfunktion!

b) Berechnen Sie den Erwartungswert! . ) ]
¢©) Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegen die fiir jeweils einen Wert summierten Augenzahlen x in dem

Intervall [6; 12]?

Aufgabe 2.3

Gegeben sind die in Tafel 2.8 angegebenen Stichproben von drei stetigen'Zufall§g'riiBen. ] ]

a) Bestimmen Sie aufgrund einer Klasseneinteilung fiir jede Stichprobe die empirische Verteilung; skiz-
zZieren Sie diese, und vergleichen Sie sie mit bekannten Verteilungsgesetzen!
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b) Berechnen Sie ausgehend von den empirisch ermittelten Verteilungen die Momente Mittelwert, Streu-

ung und Schiefe, und vergleichen Sie diese fiir die erste Stichprobe mit den aus den Stichprobenwerten
direkt bestimmten (exakten) Momenten!

Tafel 2.8. Stichproben von drei stetigen Zufallsgrofen

Auswahl 1
0,00 ~1,26 - 0,12 0,24 -0,50 0,91 -0,21
—-225 -0,25 -0,79 0,24 —0,60 -1,19 1,74
0,28 -0,45 0,41 —0,05 ~-0,48 -0,11 3,36
0,76 1,40 0,33 -0,04 -1,09 —0,52 0,37
2,38 043 0,02 —2,07 —1,51 -0,73
-0,18 —-0,28 0,61 -0,50 -1,71 -0,09
Auswahl 2
0,53 0,70 0,20 0,79 0,97 0,12 0,34
0,99 0,44 0,36 0,79 0,82 0,67 0,15
0,69 0,87 0,36 0,56 0,93 0,03 0,01
0,77 0,27 0,31 0,79 0,61 0,00 0,94
0,05 0,26 0,56 0,92 0,380 0,29
0,65 0,51 0,98 0,96 0,86 -0,60
Auswahl 3
199 40 20 42 72 28 106
156 260 17 16 35 96 23
31 2 45 300 3 145 24
370 155 42 86 58 44 190
85 92 61 38 192 20
134, 13 13 70 110 78
Aufgabe 2.4

Das LackmaB einer Beschichtungsanlage in einer Fertigungszelle der Mikroelektronik habe den Erwar-
tungswert u = 8 um und die Streuung 02 = 0,4 (um)?. Eine Uberpriifung der Anlage durch 150 Proben
ergab ein mittleres LackmaB von £ = 8,3 um. Ist diese Abweichung vom Erwartungswert als zufllig
oder als signifikant bei einer vorgegebenen Irrtumswahrscheinlichkeit von & = 5% zu bezeichnen?

Aufgabe 2.5

Bei der Qualititskontrolle an 15 Werkstiicken werden mittels zweier verschiedener LingenmeBgeriite,
einem mechanischen (I) und einem optischen (II), die in Tafel 2.9 angegebenen Abweichungen (in pm)
vom vorgegebenen SollmaB ermittelt. Treffen Sie eine Aussage, ob sich bei einer Irrtumswahrscheinlich-
keit o = 0,01 die beiden Gerite hinsichtlich der MeBgenauigkeit wesentlich voneinander unterscheiden!

Tafel 2.9. Abweichungen der Lange von Werkstiicken in pm

Werkstiick 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Gerit I 70 70 60 70 60 60 8 70 70 70 70 50 70 80 60um
Gerat I 80 70 70 60 70 70 80 70 60 80 70 70 70 80 70pm
Aufgabe 2.6

Der Hersteller einer Steuereinrichtung fiir die Innentemperatur von Gewichshiiusern behauptet, daB
durch seine Einrichtung ein Temperatursollwert von 24°C mit einer Streuung von 62 = 0,25 (°C)? ein-
gehalten wird.
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Ist diese Behauptung des Herstellers mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von & = 19; aufgrund der
in Tafel 2.10 dargesteliten Messungen noch aufrechtzuerhalten?

Tafel 2.10. Messungen der Innentemperatur eines Gewdchshauses

Messungen 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Innentemperatur °C 24,6 234 246 241 23,7 238 24,1 240 235 242
Aufgabe 2.7

Der Sauerstoffgehalt eines Gewdssers wurde mit zwei verschiedenen Methoden (O} und O}) bestimmt
(s. Tafel 2.11). Priifen Sie die Hypothese, daB sich die Streuungen der MefBwerte beider Methoden nur
zuféllig unterscheiden (mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit x = 59))!

Tafel 2.11. Mepergebnisse des Sauerstoffgehalts eines Gewdssers

0} in mg/l 55 S50 53 56 58
07 in mg/l 59 45 52 43 50 54 53 48
Aufgabe 2.8

. Aus 11 Belastungstests einer minnlichen Person mit einem Fahrradergometer bei einer Belastung von
90 W wurde eine mittlere Herzfrequenz von £ = 155 min—* und eine Streuung s? = 12,3 (min~!)?
ermittelt. Bestimmen Sie fiir den Erwartungswert der Herzfrequenz den 95- %;-Vertrauensbereich!

Aufgabe 2.9
Aus einer Stichprobe von 20 Posten einer Fertigungszelle der Mikroelektronik wurde eine Ausbeute an
funktionstiichtigen Chips mit einem Mittelwert von % = 14,3% und einer Streuung von s% = 1,8 (%)?

ermittelt.
Bestimmen Sie das Konfidenzintervall der Streuung fiir die Ausbeute mit ciner Irrtumswahrschein-

lichkeit von & = 0,1!

Aufgabe 2.10
Gegeben sind die in Tafel 2.12 dargestellten Werte einer zweidimensionalen ZufallsgriBe.

a) Bestimmen Sie auf der Grundlage der Klasseneinteilung die Verbundwahrscheinlichkeitswerte!
b) Berechnen Sie die Randverteilungen, und stellen Sie die Randverteilungen grafisch dar! Schliefien

Sie auf die Art der Verteilung! .
¢) Berechnen ‘Sie ausgehend von der Klasseneinteilung den totalen Korrelationskoeffizienten 4y, ; inter-
pretieren Sie das Ergebnis anhand der zweidimensionalen Verteilung!

Aufgabe 2.11
Berechnen Sie den totalen Korrelationskoeffizienten fiir den Zusammenhang y = x2, und diskutieren
Sie das Ergebnis!
Die Werte fiir x werden wie folgt vorgegeben:
a)x= -2 —-1,1,2
b)x=-10,1,2
)x=1234.

Aufgabe 2.12
Die in Tafel 2,13 dargesteliten Werte einer zweidimensionalen ZufallsgréBe wurden gemessen.
Berechnen Sie den Korrelationskoeffizienten, und iiberpriifen Sie, ob dieser Wert statistisch gesichert
ist! - = : :

Der kritische Korrelationskoeffizient fiir n = 7, & = 5% lautet ry = 0,666 (s. Tafel A 6).
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Tafel 2.12
X3 »i Xy Y Mepwerte einer zweidimensionalen
Zufallsgrofe
0,35 0,97 0,35 1,86
1,24 0,12 1,58 0,76
2,21 3,17 -1,67 0,85
0,47 -0,83 0,55 0,76
1,99 245 0,31 0,97
2,34 3,24 2,88 3,63
-0,22 1,73 1,33 1,86
0,95 1,05 1,25 2,53 Tafel 2.13. Mepwerte
0,66 —0,56 0,97 2,66 einer zweidimensionalen
0,28 0,87 1,95 2,55 Zufallsgrape
1,43 1,95 -0,35 -0,18
-1,03 -0,88 1,41 2,37 x5
—-0,42 -1,17 -0,26 ~0,66
-0,51 0,03 0,15 0,80 0 3
2,85 3,12 2,15 2,54 2 6
3,43 3,28 0,64 1,56 1 4
1,37 3,22 —~0,41 0,05 4 11
1,25 3,25 1,20 1,84 3 7
0,44 -0,10 1,33 2,45 5 10
0,52 -0,15 0,52 -0,12 6 8
Aufgabe 2.13

Als Merkmal fiir die Giite x eines flieBenden Gewissers dient der Sauerstoffanteil im Wasser. Folgende
Faktoren wirken auf die Wasserqualitit ein:

u; biochemischer Sauerstoff bedarf u4 NO;-Verbindungen
u, Wassertemperatur us NH,-Verbindungen
‘u3 DurchfluB ug Permanganatverbrauch.

Aus 67 Beobachtungen iiber einen lingeren Zeitraum wurden die in Tafel 2.14 particllen Korrelations-

koeffizienten berechnet.
Gesucht ist die Matrix der signifikanten Korrelationskoeffizienten fiir eine Irrtumswahrscheinlichkeit

« = 0,1 bzw. & = 0,01!

Tafel 2.14. Ermittelte Korrelationskoeffizienten

uy Uz U3 Uy Us Ug X
3% 1
u, 0,358 1
U3 0,052 0,033 1
Uy —0,050 —-0,221 —-0,136 1
us 0236  —0,318 —0,072 —0,012 1
Ug 0,046 0,144 —0,079 -0,016 0,015 1
x 0,447 -0,729 0,077 0,083 —-0,374 —0,058 1 .,




3. Beschreibung des dynamischen Verhaltens
von Signalen

Bei der Lésung vieler Diagnose-, Uberwachungs-, Steuerungs- und Vorhersageaufgaben
ist es notwendig, den zeitlichen Ablauf eines Signals zu beschreiben. Hierzu dienen sowohl
zeitliche als auch spektrale Kennfunktionen. Als Signal wird der zeitliche Verlauf einer
physikalischen GroBe angesehen, wenn dieser Verlauf mindestens einen Parameter auf-
weist, der die zu signalisierende Gro8e abbildet [3.2, 3.3] (s. auch TGL 14591). In Ab-
hingigkeit davon, ob die Beschreibung als Funktion der Zeit ¢ oder der Frequenz o
erfolgt, wird von der Beschreibung im Zeitbereich oder im Frequenzbereich gesprochen.
Die Werte der das Signal kennzeichnenden Parameter (z. B. Amplituden- oder Frequenz-
werte) zu verschiedenen Zeiten werden auch als Signalwerte bezeichnet. Werden die
Signalwerte fiir eine digitale Verarbeitung durch Anpassungs-, Umsetz- und Formierungs-
glieder kodiert, bezeichnet man sie als Daten [3.2]. Haufig werden jedoch im Sprach-
gebrauch auch die erfaiten Signalwerte als Daten bezeichnet. Eine weitere wichtige
Untergliederung der Signalbeschreibungen ergibt sich, wenn die Reproduzierbarkeit des
Signals betrachtet wird. Lafit sich der zeitliche Verlauf des Signals reproduzieren und
exakt vorhersagen, wird von deterministischen Signalen (s. Abschn. 3.1), im anderen Fall
von nichtdeterministischen/stochastischen Signalen (s. Abschn.3.2) gesprochen. Nach
diesen Gesichtspunkten sind die folgenden Abschnitte aufgebaut. Neben einer Einfiihrung
und einem Uberblick sollen sie dazu dienen, aus der Vielfalt der Modelle fiir den jewei-
ligen Anwendungsfall das nach Eigenschaften geeignetste Modell auswihlen zu kdnnen.

3.1. Grundlagen der Beschreibung deterministischer Signale

In der Systemtheorie haben deterministische Signale eine groBe Bedeutung als

1. Grundbausteine beliebiger Signalverlaufe und als
2. Testsignale der experimentellen ProzeBanalyse.

Die vorgestellten elementaren deterministischen Signalmodelle schlieBen an die Aus-
fiihrungen in den Lehrbiichern von Reinisch [1.2, 3.1], Ginther [3.2], Isermann [1.44],
Strobel [1.46] und Eykhoff [1.47] an. In ihnen sind auch weiterfiihrende Betrachtungen
enthalten.

3.1.1. Modelle im Zeitbereich
3.1.1.1. Beschreibung kontinuierlicher Signale

Grundsitzlich kann ein deterministisches Signal x(¢) gekennzeichnet werden durch den
zeitlichen Verlauf

x=x(t) fir —o0 <t< +00. ’ (3.1)
In einigen Fillen ist es mdglich, das Signal x(¢) innerhalb des betrachteten Zeitintervalis
geschlossen analytisch zu beschreiben.

Typisch sind folgende Fille:
Harmonische Signale

3.1.1. Modelle im Zeitbereich 73

— in der trigonometrischen Darstellung (Bild 3.1)

x(t) = xo cos (w + @) fir

w; = 2Ty

T; Periode des Signals

@; Phase;

Signalveriauf

x(t}

I T |
F A 4
/xa[\ p

&3

—0 <t < +0w;

Amplitudenspekfrum

In(jwl

@G

(3.2)

Bild 3.1
Harmonisches Signal
und sein
Amplitudenspektrum
X (jw)| Betrag

der komplexen

GroBe X (jmw),
bezeichnet als
Amplitudendichte-
spektrum;

s. Abschnitt 3.1.2

— in der komplexen Darstellung bei Verwendung der Eulerschen Beziehungen

x“(t) = X, ej(m‘t+az,) = go eja),t

mit fo = Xo e”".

Exponentielle Signale

— aperiodisch exponentieller Verlauf (Bild 3.2)
xt) =x,e VT fur 0Kt <+ 0;

— periodisch exponentieller Verlauf (Bild 3.3)
() = £, e e fir 0St< +

mit J # 0.

x(t)
L]

x{t)
Xof

(3.3)

(3.4

(3-5)

Bild 3.2, Verlauf eines aperiodischen exponentiellen

Signals

Bild 3.3

Mogliche Verlufe eines exponentiellen Signals
mit periodischer Komponente

t

x(t)




74 3. Beschreibung des dynamischen Verhaltens von Signalen
Periodische Signale -
Jedes periodische Signal x(¢) mit der Periode T, kann durch eine Fourier-Reihe der Form
+ o + o
x(t) = % + Y aycos(imet) + ¥ b,sin (imot), (3.6)
== f=—cw0

wo = 2w/T, Frequenz der Grundwelle,
beschrieben werden (Bild 3.4).

xtt) To xilt!

% p— “

/

R

Bild 3.4. Grundkonzept der Zerlegung periodischer Signale in Teilschwingungen x,(t)

Die Amplitudenwerte @, und b, werden nach folgenden Vorschriften berechnet:

1 +T,
a= -—-—J' x(t) cos (iwgt) dt
I, J- T,

1 +T,
by = — f X(¢) sin (iwot) dt ) G.7)
To J-r,
1 +T,
go = (1) dt.
A J -1,

Fiir einige typische periodische Signale sind in Tafel 3.1 die Fourier-K oeffizienten dar-
gestellt. Werden die jeweils gleichfrequenten cos- und sin-Glieder von Gl. (3.6) zu je einer
harmonischen komplexen Schwingung zusammengefafit, erhilt man als Signalmodell

x(t) = +f ¢, e, (3.8)
i .

==

Tafel 3.1. Ausgewdhlte Signalverliufe und ihre Fourier-Reihen-Entwicklungen

Signalverlauf Fourier-Reiheﬁ-Entwicklung
() .
x — x(t)=—4ﬂ’— sin wot+lsin 3wot+—1—sm5wot+ ]
b ™ : 3 5
¥
x(th 8xy [sinwgt sin3wer | sin Swet
Xo x(t) = P [ 1 Y 5 + ]
- .
xlt) 2xg

() = 22
M) ===+

sin wpt + 1 sin 3wopt + 1 sin Swot + ] '
L 3 5

Xo

R

3.1.1. Modelle im Zeitbereich 75
In diesem Modell sind die ¢, die komplexen Fourier-K oeffizienten, die aus der Beziechung

1
2T,

1 : *To —J(lwg)t
o= = ) = f x(t) e300 gy (3.9
—To

ermittelt werden. Fiir i = 0 gilt analog zu Gl. (3.7) ¢g = go/2 = % und b, = 0.

Aperiodische Signale

Neben dem in Gl. (3.4) beschriebenen exponentiellen aperiodischen Signal sind die in
Tafel 3.2 dargestellten Signale von groBer Bedeutung fiir die experimentelle ProzeBana-
lyse. Wesentlich ist, daB die analytische Beschreibung hiufig aufgrund der Unstetigkeiten
nur stiickweise erfolgen kann. So gilt fir

— die Sprungfunktion

x(t) = x00 (1) (3.10)
mit der Einheitssprungfunktion
' 0 fir +<0
o(t) =
1 fur t20
Tafel 3.2. Typische elementare Signale und ihre Amplitudenspektren
Signajverlouf Amplitudenspekfrum
Sprungfunktion
I X (iw)
it %
%o ¥ (joo)| = 52
¢ 1 2 5 0
() mmmetn.
Impulsfunktion Lx (i)l
x(¢t) T X
sin
N * 2
" x(jwnl=x, T i ]
T* t ‘ 7 2 5 0
WO
Dirac - Impuls .
X
() Ixgiol
Ix (o) = xp T*
(J I [4 xpT®
mit x5 —=— o0
¥ 7™ -0 7 2 5 10
/e
Rarnpenfunktion Ixtiwl
x(t Xg
_XOJ ----- : IX {jw) l= ‘5;‘7:._—“
T ¢ i 7 2 El 0
[7:F
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— den Rechteckimpuls -

0 fir t<0 und ¢t>T
x(t) = 3.11
© {xo fir 0StsT @10
— den Dirac-Impuls
x(t) = 6(t) 3.12)
mit
+ ®
é@) =0 fir t+#0; f d)de=1
— die Rampenfunktion )
0 fir t<0 :
) = 3.13
) {at fur ¢+ = 0. @13

3.1.1.2. Beschreibung abgetasteter kontinuierlicher Signale

Ein abgetastetes Signal x*(f) erhilt man aus einem kontinuierlichen Signal x(¢) durch
eine Abtastung zu den Zeitpunkten ¢,; k = 0, 1, 2, ... (Bild 3.5). In sehr vielen Fillen
wird davon ausgegangen, daB3 die Abtastung der Signale zu dquidistanten Zeitpunkten
mit einer Abtastperiode T erfolgt. Diese Annahme gilt fiir alle Betrachtungen in diesem
Buch. Das abgetastete Signal kann durch eine Folge von gewichteten Dirac-Impulsen
beschrieben werden. Sie hat die Form

x*(t) = x(0)8(t) + x(T)6(¢t — T) + ...

bzw.

-]

x*@) =Y x(kT)8(t — kT); k=0,1,2,... (3.14)

k=0

Bild 3.5
Wertefolge

eines abgetasteten
kontinuierlichen
Signals x(t)

In dieser Modellvorstellung wird der Abtaster als Modulator betrachtet, bei dem x(t)
das modulierende Signal und die Dirac-Impuls-Folge der Triger der Information ist.
Die Flache der gewichteten Dirac-Impulse ist gleich dem Wert des Signals x(¢) zu den
Tastpunkten ¢ = kT.

X(KTA
x{t)

—_——TT e~ x{t)
Bild 3.6

o~ ~ t  Emflup der Tastperiode
N auf die Abbildung
=

des Signals x(t)
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Die Genauigkeit, mit der x*(#) das kontinuierliche Signal x(t) reprasentiert, erhoht
sich mit kleiner werdender Abtastzeit 7. Eine Beziehung zur Festlegung der Abtastzeit T
ist durch das Abtasttheorem von Shannon

T £ 1/2fmax (3.15)

gegeben. In Gl. (3.15) ist f,.x die hdchste im Signal x(z) enthaltene Frequenz einer Teil-
schwingung. Ist die Abtastperiode T gréBer als der in GI. (3.15) angegebene Wert, ist das
Signal x(z) aus dem abgetasteten Signal nicht mehr exakt reproduzierbar (s. Bild 3.6).

3.1.2. Modelle im Frequenzbereich

3.1.2.1. Beschreibung konﬁnuierﬁcher Signale

Beschreibung harmonischer Signale. Ausgangspunkt fiir die Beschreibung harmonischer
Schwingungen im Frequenzbereich sind die Gln. (3.2) und (3.3), die das Signal im Zeit-
bereich beschreiben. Der Ubergang zur Darstellung im Frequenzbereich erfolgt dadurch,
daB die Parameter der Amplitude x, und der Phase ¢ in Abhingigkeit von der Kreis-
frequenz «w dargestelit werden. Damit hat die harmonische Schwingung ein Spektrum
mit je einer einzigen Spektrallinie im Amplituden- und im Phasenspektrum (s. Bild 3.1).

Aus der komplexen Darstellung des Signals von Gl. (3.3) erhdlt man den Real- und
Imaginparteil zu

£(t) = Re {#(t)} + j Im {#()}. ' (3.16)
Damit ergibt sich die Amplitude zu
%ol = VRe? {£o} + Im? {£,} (3.17)
und die Phase zu
Im {%,}
= arctan —————. 3.18
@ Re {20} (3.18)

Das Amplituden- und Phasenspektrum entsteht, wenn mehrere Frequenzen w, vorliegen.
Beschreibung durch das Fourier-Integral. Wird von einem periodischen Signalverlauf, der
durch die Fourier-Reihe von Gl. (3.8) ausreichend beschrieben wird, zu einem nicht-
periodischen Signal (d.h. T, — o) iibergegangen, gewinnt man eine Darstellung, die als
Fourier-Integral bezeichnet wird. Damit geht die Gleichung der Fourier-Koeffizienten
(3.9), sofern das Integral

+ o
f |x(2)] dt < o0 (3.19)
ist, in das Fourier-Integral {iber. Es gilt dann fir das komplexe Signal
+ o
X (jw) = f x(t) eI dt. (3.20)

Das in Gl. (3.20) dargestellte Integral wird auch als Fourier-Transformation des Signals
x(t) bezeichnet und symbolisch durch die Form '

X (jo) = F {x(2)} (3.21)
beschrieben.
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. Fiir den zeitlichen Verlauf des Signals gilt analog zur Beschreibung der Fourier-Reihe
Gl (3.9)

x(t) = —1— f ” X (jo) € d (jow). (3.22)
27j o .

Da die Fourier-Transformierte von x(¢) eine komplexe Funktion mit
X (jo) = Uw) + j¥ (w)
ist, erhilt man das Amplitudenspektrum als

X (jo)l = VU*w) + V(@) (3.23)
und das Phasenspektrum durch die Beziehung
¢(w) = arctan V(w)/U(w). (3.29)

In Tafel 3.2 und Bild 3.1 sind fiir ausgewihlite Signaltypen die Amplitudenspektren dar-
gestellt. Sie geben eine sehr gute Information iiber die Amplituden der einzelnen peri-
odischen Komponenten des Gesamtsignals. Deutlich wird bei der Verwendung dieser
Signale als Testsignale, daB eine einzelne periodische Schwingung Systeme nur an der
Stelle , erregt und mit Ausnahme der Nadelfunktion alle Amplitudenspektren mit zu-
nehmender Frequenz abnehmen. Damit werden hochfrequente Bereiche von Systemen
nicht ausreichend erregt, und die Genauigkeit der diesen Bereich beschreibenden Para-
meter nimmt ab (s. Abschn.4).

Beschreibung durch das Laplace-Integral. Die fiir die Anwendung der Fourier-Transfor-
mation von Gl. (3.19) notwendige Bedingung ist bei beliebigen instabilen Signalverliufen
—s. Bild 3.2 und Gl. (3.5) — nicht mehr erfiillt. Durch die Modifizierung der periodischen
Signale von GL. (3.3) mit dem Faktor e~ % entsprechend Gl. (3.5) ergibt sich das Fourier-
Integral zu

X (jw) = f mx(t)e““""‘”"dt. ‘ ‘ (3.25)

Fiihrt man die komplexe Frequenz
p=06+jo _ (3.26)

ein, so erhdlt man das Laplace-Integral zu

-

+o '
X(p) = f x(z) e~P¢ dr. 3.27)
Fiir das Umkehrintegral gilt analog zu Gl. (3.22)
1 [t '
) = J X(p) e dp. (3.28)
21 J e

Das in Gl. (3.27) dargestellte Integral wird auch als Laplace-Transformation des Signals
x(t) bezeichnet und symbolisch durch den Ausdruck
X(p) = &{x(0)} (3.29)

beschrieben.
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3.1.2.2. Beschreibung abgetasteter kontinuierlicher Signale

Eine Beschreibung diskontinuierlicher Signale erhilt man durch die Anwendung der
Laplace-Transformation auf die in Gl. (3.14) angegebene Wertefolge. Da die Laplace-
Transformierte des Dirac-Impulses 6(t) zom Zeitpunkt (¢ — kT)

Q{6 (t — kT)} = e~ ™7 (3.30)

ist, erhdlt man fiir die Wertefolge im Frequenzbereich

-]

@ {x*(1)} = X*p) = Y, x(kT) e 77,

k=0,1,2,... (3.31)

Die in Gl. (3.31) dargestellte Bezichung wird als einseitige diskrete Laplace-Transforma-
tion bezeichnet.
Wird eine weitere Variablentransformation mit

z=¢e" : (3.32)

vorgenommen, erhilt man die einseitige z-Transformierte der Wertefolge zu

Z{x*1)} = X@2)= Y x(kT)z"%; k=0,1,2,... (3.33)
k=0
Ausfiihrliche und weiterfilhrende Betrachtungen zu dieser Beschreibungsform sind in

[1.2, 3.3] enthalten.
Fiir nach Gl. (3.14) beschrinkte Signale geht die Fourier-Transformierte von Gl. (3.20)
fiir das kontinuierliche Signal im abgetasteten Fall in die diskrete Fourier-Transformierte

+ o

X*(jw)y= Y xkT)e ™,

k=—o

k=0, £1, £2,..., (3.39)

iiber. Wenn eine endliche Beobachtungszeit von 27, mit 2z Beobachtungen angenommen
wird, erhalt man fiir die diskrete Fourier-Transformierte von Gl. (3.34)

+n

X*(jo)= Y x(KT)e tmm (3.35)

k=—n
mit ¢ = kT, o = mwg = m2x/2nT = mr/nT, To = nT, k=0,+1, +2, +3,...,. m=1,2,...,n;
wo = 21/2T Grundwelle des Signals im Beobachtungszeitraum.
Fiir die Riicktransformation gilt

x(kT) = Zl T X% (jw) S (3.36)

N m=—n

3.2. Grundlagen der Beschreibung stochastischer Signale
3.2.1. Grundbegriffe

Die bisherigen Beschreibungen des dynamischen Verhaltens von Signalen beziehen sich
nur auf Signale, deren zeitlicher Verlauf eindeutig analytisch formulierbar ist. In sehr
vielen Aufgaben spielen ZufallsgroBen x eine wichtige Rolle, deren Werte Funktionen



80 3. Beschreibung des dynamischen Verhaltens von Signalen

der Zeit sind. Man bezeichnet ZufallsgréBen x(¢) mit dieser Eigenschaft als zufillige oder
stochastische Funktionen. Sie sind als Realisierungen eines stochastischen Prozesses an-
zusehen. Der zeitliche Verlauf eines solchen Signals ist nicht reproduzierbar, und sein
weiterer Verlauf kann nicht eindeutig aus der zuriickliegenden Zeit ermittelt werden.
Im Bild 3.7 sind mégliche Signalverliufe einer Zufallsfunktion dargestellt.

x(t}

Bild 3.7
Mogliche Verlaufe

tl. 7 eines stochastischen Signals
{

Fiir die praktische Anwendung von Beschreibungsformen von stochastischen Prozessen
sind die Begriffe der Stationaritdt und Ergodizitdt von zentraler Bedeutung.

. x7(t) r_
WWA’WAW\'AWA\'—P
Xalt)
"}‘ MTAR a4 TV A g

Bild 3.8
Xnlf) | Aufzeichnungen eines Ensembles
%AUAAUVAFWA‘L—‘ eines stochastischen Prozesses
t

3

| —

Als stationir wird ein stochastischer Prozef bezeichnet, wenn seine statistischen Eigen-
schaften unabhingig von jeder zeitlichen Verschiebung 7 sind. Damit gilt fiir die Vertei-
lungsdichtefunktionen

fx, 1) = flx, t + 7) = f(x). (3.37)

Als ergodisch (wegunabhingig) wird ein stochastischer Prozel dann bezeichnet, wenn
der Mittelwert %y iiber das Ensemble (d.h. » Realisierungen des Zufallsprozesses) mit
.dem zeitlichen Mittelwert X ciner beliebig ausgewdhliten Realisierung des Ensembles
iibereinstimmt (Bild 3.8), wenn also gilt

Xg = Fp. ' (3.38)
Jeder ergodische Prozef ist stationir; die Umkehrung gilt nicht. Wahrend die Eigenschaft

der Stationaritit praktisch gut nachgewiesen werden kann, ist die Bedingung der Ergo-
dizitat aufgrund des haufig fehlenden Ensembles schwierig. .
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3.2.2. Beschreibung stochastischer Signale im Zeitbereich

Neben den KenngroBen Erwartungswert und Streuung fiir das stochastische Signal x(z)
- 5. Gin. (2.11) und (2.14) - hat die Beschreibung des dynamischen Verhaltens eine grofe
Bedeutung. Sie erfolgt im Zeitbereich durch die Korrelationsfunktionen.

M
| Bild 3.9

Stochastische Signalwerte x(t)

x(t}

und x(t + t) zur Ermittlung

|
|
i der Autokorrelationsfunktion
+T

]
[
]
!
t ¢

3.2.2.1. Autokorrelationsfunktion R,.(7)

Wird von dem im Bild 3.9 gegebenen stetigen stochastischen Signal x(¢) ausgegangen, so
wird durch die Autokorrelationsfunktion R,.(z) der mittlere lineare statistische Zusam-
menhang der ZufalisgroBe x(¢) zu den Zeitpunkten ¢ und ¢ + 7 beschrieben. Allgemein
beruht ihre Berechnung auf der Kovarianz — s. Gl. (2.24) —, und es gilt

Ro(®) = E{x()x( +9}. (3.39)

Fiir eine ergodische-Zufallsgrc'jBe kann das "ﬁnsembler‘nittel durch den zeitlichen Mittel-
wert ersetzt werden. Damit gelten die folgenden Berechnungsvorschriften:

— stetige stochastische Signale

R,.(r) = lim

Tp—® 0

4T,
J x(t) x(t + 7v) ds, (3.40)

- T, o
- diskrete stochastische Signale (» Beobachtungen)
a) fiir periodische stochastische Signale

R (mT) = %kilx(kT)x[(k + m)T] ' S (34D

mit © = mT, t = kT, nT Periode, m = 0,1,2,...,1,1 < n,

b) fiir nichtperiodische stochastische Signale

R (mT) = n—_lm- T 2 (D) x [k +m) 7). (3.42)

Die Aﬁtokoxjrelationsfunktibn auf den Mittelwert normierter Signale wird als Auto-
kovarianzfunktion bezeichnet.

Die Autokorrelationsfunktion R..(7) besitzt folgende wichtige Eigenschaften:
1. Die Autokorrelationsfunktion ist eine gerade Funktion:

Rexl?) = Rox(—7). " . . (3.43)

£ ver.__...x
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2. Der Anfangswert der Autokorrelationsfunktion ist gleich der mittleren Signalleistung:
+T,
Rel0) = lim f X(t) dt 2 |Ral@]- (3.44)
Ty 2 0 -T,

3. Eine periodische Komponente in x(¢) mit der Periode T; ergibt eine periodische Kom-
ponente mit der Periode T in R, (7); die Phaseninformation geht verloren.

4. Die Autokorrelationsfunktion einer konstanten GréBe bzw. des Gleichanteils eines
Signals ist gleich dem Quadrat des Mittelwerts des Signals:

R (1) = x2. (3.45)
5. Wenn ein stochastisches Signal einen konstanten Anteil hat,
lim R..(z) # 0,

T

gilt fur die Streuung des Signals
o,: = xx(o) - Rxx(w)' . (3'46)
6. Sind im stochastischen Signal keine periodische Komponente und kein Gleichanteil
enthalten, geht der innere stochastische Zusammenhang fiir v — oo verloren:

lim R,(z) = 0. (3.47)
Zum besseren Verstindnis sind in Tafel 3.3 die zeitlichen Verldufe von typischen Signa-
len und ihre Autokorrelationsfunktionen dargestellt. Diese Autokorrelationsfunktionen

Tafel 3.3. Signalverliufe und ihre Autokorrelationsfunktionen|Leistungsdichtespekiren

Signalverlauf Autokorrelationsfunktion Leistungsdichtespekirum
{#
x 7 ¥ weiBes Rauschen x Rt Sedd
=AA/ W i‘”‘“ o I3
[4] T ]
e farbiges Rauschen x Ryt Sud]
- & F \\
0 T w
) 7
ity T \7 )
t 0 T w; w
xit) Ruxlt Sx
X0 ‘ . 7
t [1] T g w
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werden besonders zur Deutung innerer Zusammenhinge von Signalen, zur Ermittlung
von Autoleistungsdichtespektren (s. Abschn.3.2.3) und zur Ermittlung von System-

modellen (s. Abschn.3.2.4) verwendet.

utt) , xit)
I

I

I

I

+

] ‘ t+t
Bild 3.10. Stachastg’._“'che Signalwerte u(t) und x(t + x) zur Ermittlung der Kreuzkorrelationsfunktion

|

~>~

3.2.2.2. Kreuzkorrelationsfunktion R, (1)

Die Kreuzkorrelatiqnsfuﬁktion R,(7) ist ein MaB fiir den mittleren linearen statistischen
Zusammeyhang zwischen den stochastischen Signalen u(¢) und x(¢) mit der Zeitverschie-
bung 7 (Bild 3.10). Als allgemeine Berechnungsvorschrift gilt analog zu Gl. (3.39):

Ruf®) = E{u(t) x (¢ + 7)}. (3.48)
Damit erhilt man folgende Beziehungen:
~ fiir stetige stochastische Signale

Rofz) = lim —) f “ut)x ¢t + 1) dt (3.49)

Ty~ 0 -1,

- fur disk;ete, stochastische Signale
l B—m
Ry (mT) = mx; u (kT) x [(k + m) T]. - (3.50)

Die Kreuzkorrelationsfunktion R,(z) hat folgende wichﬁge Eigenschaften:
1. Sie ist keine gerade Funktion, denn es gilt
R(7) = Ry(—7). (3.51)

2. Sind die Signale u(¢) und x(z) stochastisch unabhéngig und besitzen sie keine konstan-
ten oder periodischen Anteile, so ist

R (r) =0 fir alle ~. (3.52)
3. Die Kreuzkorrelationsfunktion fiir v = 0 ist .

Rol0) = u(®) x(0). (3.53)
4. Fiir T — oo ergibt sich die Kreuzkorrelationsfunktion zu : '

im R(v) = u(f) x(2). ' (3.54)
5. Bei der Uberlagerung zweier Signale x(r) = u(r) + z(r) gilt

R®) = Ra(®) + R(7) + Ru(r) + R (7). (3.55)

Eim'_ge dieser Eigenschaften der Kreuzkorrelationsfunktion sind im Bild 3.11 dargestellt.
Die Kreuzkorrelationsfunktionen werden u. a. benutzt fiir die Ermittlung von zeitlichen
Zusammenhingen zwischen zwei Signalen, zur Ermittlung von Kreuzleistungsdichte-
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spektren (s. Abschn. 3.2.3) und zur Bestimmung von Systemmodellen (s.'Abschn. 3.2.4).
Ebenso vorteilhaft ist. ihre Anwendung als MeBverfahren zum Nachweis perlodlscher
Signalkomponenten oder zur elektrischen Leistungsmessung [3.3 bis 3.5].

Bild 3.11
Verlauf )
einer Kreuzkorrelationsfunktion

— e T T

3.2.2.3. Expenmentelle Ermxttlung von Korrelatlonsfunktlonen

Die Ermittlung der Korrelationsfunktionen R (1:) und R,,,(-r) von stetlgen stochastlschen
Signalen kann nach dem in’ ‘dén Bildern3.12 und 3.13 dargestellten Schema erfolgen, In
den Anordnungen sind' die’ Gln. (3.40) und (3: 49) réalisiert worden, wobéi fiir verschie-
dene 7-Werte die Korrelationsfunktionen ‘itber die Beobachtungszeit Ty, érmittelt werden.
Die auf diesem Schema basierenden Gerite werden als. Korrelatoren bezeichnet. Eine
cingehende Darstellung verschiedener mechanischer, fotoelektrischer, magnetischer und
elektronischer Korrelatoren sowie eine eingehende’ Fehlerbetrachtung der ermittelten
Korrelationsfunktionen sind in [3.6] enthalten. Bei dieser an Bedeutung verlierenden
Gruppe von Methoden wird die Genauigkeit der Berechnung neben dem EinfluB der
Geritekomponenten (Multiplikations-, Integrations-, Zeitverschiebungsfehler) wesent-
lich vom Verhiltnis von Beobachtungszeit T, zur gewahlten Zeitverschiebung bestimmt.
Je groBer das Verhiltnis ist, um so genauer wird die Korrelationsfunktion bestimmt. Eine
allgemeine Beziehung besteht nicht. Die Berechnung fiir einen 7-Wert wird nach Vor-
schlag von [3.6] beendet, wenn folgende Unglelchung erﬁlllt ist:

[R(z,Tm) — R(r, Tn)| < & mit Tm < Tn, ’ (3.56)
& Abbruchgrenze, z.B. & = 0,058 (0). : I o e -
x(¢
1 . Bild 3.12
Zeitver-. ) L . Anordnung -
"|ZbgerungT- [ t Muttiplikator 1 hfew for T Tir experzmeniellen
o - I 7w Ermittlung der Auto-
x(t-t) x(tlx(t-t) Ruxft) . korrelat;by;fwzktwn

Die Ermittlung der Korrelationsfunktion auf der Grundlage der diskreten Werte eines.
stochastischen Signals iiber das Beobachtungsmtervall T, (Ty = nT) erfolgt nach den
Bezichungen in den Gln. (3.41) bis (3.43) mittels eines Digitalrechners. Diese ,,digitalen
Korrelatoren® haben die geritetechnischen -Fehlermdglichkeiten der ,analogen Korre-
latoren® nicht. Neben dem EinfluB der Beobachtungszeit T,-und der Verschiebung ©
becinflust die Wahl der Tastpenode T die Genaulgkelt der Korrelatlonsfunktlon Als

x(t

'ql_ﬁ_"izlt:fz;?gt ———{Multiptikator———=Infegrator: = )y :xpe:gmentellen '
sl . ' e 1 1 e 1 - -Ermittling der Kreuz-

SRR '_ Crulter) S et T x(HutesT) s "Ry (T) + - korrelatiorisfunktion.. -
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Beispiel Einflufl der Beobachtungsanzahl
3.1 auf die Giite der berechneten Korrelationsfunktion R._(7)
Gegeben: x(t) weiBes Rauschen; NV (1, 1),

Abtastzeit T = 15,
n = 50, 100, 500 Beobachtungen.

Gesucht: Verlauf der Korrelationsfunktion fiir eine feste Korrelanonsnefe und versclnedene
Beobachtungsanzahl,
Ergebnis:  Siehe Bild zu Beispiel 3.1.

fk.i'ﬂ;u“.lu

ﬁ;x(r)_
1 J
0 24 s 48
T ——
71 d
n=500
é;,,(r)
2 2% 5 48
T ——

Die Ergebnisse zeigen, daB
1. Zixe Streuung der Werte der Korrelationsfunktion mit Zunahme der Korrelationstiefe zummmt
n = 50),
Fortsetzung von Beispicl 3.1 8. S. 86
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Beispiel Einfluf} der Beobachtungsanzahl
3.1 auf die Giite der berechneten Korrelationsfimktion R’ (7)

2. die Streuung der Werte der Korrelationsfunktion mit der. Zunahme an Beobachtungen abnimmt
(n = 50, 100, 500),
3. bereits fir n = 500 sehr gut zu erkennen ist, daB das Signal aus einem Gleichanteil und einer zufélligen
Komponente, die weiBes Rauschen ist, besteht.

Anmerkung: .
Alle Berechnungen der Beispiele wurden in zeitdiskreter Form realisiert. Die in den Tastpunkten kT
exakt ermittelten Funktionswerte wurden zur {ibersichtlicheren Darstellung durch Geraden verbunden.
Um die Anzahl der Symbole und Formelzeichen nicht noch weiter zu erhéhen, werden fiir diese Verldufe
auch die Symbole der kontinuierlichen Beschreibung verwendet.

X(tN
I [
LT
|
1 | | ; ¥ | |
LI 7
Rxm}
N
N\
N\ Bild 3.14
N Abgetastete Signalwerte
\P /T\ -~ T\ und die berechneten Stiitzstellen
AN A der Autokorre{atiansfw:ktz‘on

072\\|//¢55

Ergebnis erhilt man im Abstand der Verschiebung mT die Stiitzstellen der Korrelations-
funktion (Bild 3.14).

Die Abschitzung der Signifikanz, d.h. R, (7) # 0, der empmsch ermittelten R,.(1)
auf der Grundlage der Annahme von unabhingigen Beobachtungen des stochastischen
Signals kann erfolgen nach [3.19] bei n — m Produkten in den Gln. (3.41) und (3.42) mit
einem Risiko von &« = 59 nach der Vorschrift .

=0 fir ——2 £ Ru®) £ +——e
R;x(-,) vn—m \/ n—-m (3.57)
# 0 sonst
mit
R0
Rl = R0

Im Bild 3.15 ist die Vorgehensweise fiir ein typisches Beispiel dargestéllt. Die Werte der
berechneten normierten Autokorrelationsfunktion R’ (1), die auBerhalb des Toleranz-
bereichs liegen, sind statistisch gesichert, d.h. ungleich null. Es ist ferner zu erkennen,
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Beispiel Ermitthmg der Korrelationsfunktion R..(7)
3.2 und des Leistungsdichtespektrums S, ()
. 2m
Gegeben: x(t) = xX(t) + 0,5 smﬁt,
x'(t) weifles Rauschen, NV (0, 1),

Abtastzeit T =1 s,
Beobachtungen: 500.

Gesucht: Verlauf der Korrelationsfunktion ﬁ!u(t) und des Leistungsdichtespektrums S,.(w).
Ergebnis: Siehe Bild zu Beispiel 3.2.
3 a)
0 'l'p";‘]‘; |wr”‘\,i r‘i i I ! J . ‘ 3(] }‘J 'y‘l"'rr‘-”‘“
. 1 I “H»;\ g | i ’ HAUR Il & Kl ! 00
x(t : - s
t —_—
-3
717 b
R;,,Ir)
0 ot ;—’N-“?—‘uﬁ"‘\ N _/—/1
\-\/\/—/—V 24 s 48
-02 -
T i
gosr o
Sexl@)
0 K n
) ——i

Die dargestellten Funktionen zeigen, daB das Signal x(z)

1. keinen Gleichanteil hat,

2. eine periodische Komponente besitzt, was sowoh! im Verlauf von R, ( mT) und noch deutlicher im
Leistungsdichtespektrum S/, (w) zu erkennen ist,

3. eine zufillige Komponente entha.lt die als nahezu weiBes Rauschen gedeutet werden kann.
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daB mit Abnahme der Anzahl der Produkte in den Gin. (3.41) und (3.42) bei fester Beob-
achtungsanzahl n und zunehmender Korrelationstiefe mT die Signifikanzwerte fiir
R,.(v) zunehmen. Weiterfiihrende Betrachtungen zur GréBe des statistischen Fehlers
normierter Autokorrelationsfunktionen sind unter Annahme verschiedener Voraussetzun-
gen an das stochastische Signal in [3.7] enthalten.

7

m——x

Toleranzbereich % Bild 3.15

Q

Verlauf des nichtsignifikanten Bereichs
einer Autokorrelationsfunktion
K (x = 5%, n= 100)

-1k

Im Beispiel 3.1 ist fiir ein stochastisches Signal der EinfluB der verwendeten Beobach-
tungsza.hl auf die Giite der geschitzten Korrelationsfunktion R’ (mT) dargestellt.

Ist in einem Signal eine periodische Komponente enthalten, wie im Beispiel 3.2, be-
sitzt auch die aus einer Stichprobe berechnete Korrelationsfunktion R’ (mT) eine pe-
riodische Komponente. (Das im Beispiel 3.2 dargestelite Lelstungsdlchtespektrum S (@)
wird im Abschnitt 3.2.3.1 behandelt.)

3.2.3. Beschreibung stochastischer Signale
im Frequenzbereich/Leistungsdichtespektren

Wie bei den determinierten Signalen ist auch bei stochastischen Signalen die Vertei-
lung der Leistung iiber die Frequenz o zur Lsung vielfaltiger Diagnose-, Uberwachungs-,
Steuer- und Vorhersageaufgaben von groBem Interesse. Im Gegensatz zu dem im Ab-
schnitt 3.1.2 vorgestellten Amplitudenspektrum }X (jw)| wird eine KenngroBe — das
Leistungsspektrum S(o) — gesucht, das die mittlere Leistung des Signals in einem Fre-
quenzbereich beschreibt. In Analogie zu den Korrelationsfunktionen wird die mittlere
Leistung als Funktion der Frequenz o eines Signals in Form des Autoleistungsdichte-
spektrums und die mittlere Leistung zweier Signale als Funktion der Frequenz  in Form
des Kreuzleistungsdichtespektrums beschrieben. :

3.2.3.1, Autoleistungsdichtespektrum S, (@)

Bei der Ableitung der Beziehungen fiir das dutoleistungsdichtespektrum wird von einem
* Teilvorgang xgo(t) des stochastischen Signals x(t) ausgegangen, da das komplexe
Amplitudenspektrum fiir ein zeitlich nicht begrenztes Signal nicht existiert. Entsprechend
Bild 3.16 gilt fiir den Teilvorgang xy():

Xro(t) = {x(t) fir ~Tosts +T°- (3.58)

0 sonst
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Die mittlere Leistung fiir den Teilvorgang x74(¢) ergibt sich damit zu

1 +T,

0J-T1,

Wird ein stationdres stochastisches Signal x(¢) angenommen, ergibt sich die Gesamt-
leistung im Zeitbereich durch Grenzwertbildung entsprechend Gl. (3.60) zu

—— 1 J~+ T, . A
() = x2o(t) dt. (3.60)

To-’w 2To =T,

Da die mittlere Gesamtleistung des Signals im Zeit- und Frequenzbereich gleich sein
muB, kann mittels der Fourier-Transformation — Gln. (3.20) und (3.22) - eine Um-
formung von Gl. (3.60) in eine Form erfolgen, die den Leistungsanteil einzelner Frequen-
zen darstellt. Aus Gl. (3:60) ergibt sich damit

. 1 +T, . ] 1 + jo
O = fim f *roft) [—. f Xro () e"”‘d(jw)] & (6
Ty=© 2To -7, 275] —3Joo
” 7
I M | Signat
l L] } L | } I
I el
L 1
B
| ' ‘
Filter G (jw) |
jop PTTFAT L EN | Verarbeitung
| Algorithmus |
| [
L __l
N 1
lsxx{ Aw |
I |
Bild 3.16
| Il Ergebnis sty der Ermittlung
| /] von Leistungsdichtespektren
e w |
b _

Durch Vertauschen der Integrationsreihenfolge erhilt man

(D) = lim

Tpow 2T, 2 _f o Xro (Jw)f xro(t) et 4 d(jw). (3.62)
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Unter Verwendung der Bezichungen fiir die Fourier-Transformation und fiir komplexe
Gro6Ben ergibt sich aus Gl. (3.62)
1 l +Jjo i .
X)) = lim — — [Xro (jow)l? d(jo). (3.63)
Tomw 2Ty 21 J _je
Durch das Vertauschen der Grenzwertbildung und der Integration erhalt man einen Aus-
druck, der nur von der Frequenz w abhéngt. Es gilt dann: . :

—— . | X7 (jo)I? :
x2 1) = — hm ——————— d ). 3'64
( ) 2 j f Joo Ty~ 2To ! (J ) ) ( )
Der Ausdruck '
s N[2 o - A
Lim 1 Xro (jo)l = Sy (@) , (3.65)
Ty []

stellt ein MaB fur die mittlere Leistung einer Teilschwingung des stochastischen Signals
der Frequenz w dar. Sie wird als Autoleistungsdichtespektrum bezeichnet. Mit dieser Ver-

einbarung findet man fiir die Gesamtleistung des Signals im Zeitbereich entsprechend

Gl. (3.649)
- +10 : . : »
20 = Zi f S.x(@) d(jo). (3.66)

Da das Autoleistungsdichtespektrum immer eine reelle Grdfe ist, gilt fiir Frequenzen
im Bereich0 < w < o0

(1) = — f S, () do. ' (3.67)
™

GL (3.67) wird als Parsevalsche Gleichung bezeichnet. Sie hat groBe Bedeutung fiir den
Entwurf von stochastisch gestorten Steuerungen.
Wesentliche Eigenschaften des Autoleistungsdichtespektrums sind folgende

1. Es gilt S;,(w) = Sy(—w), d.h., es llegt eine gerade Funktion vor. 4
2. Das Autolelstungsdlchtespektrum ist immer eine reelle GréBe, und es ngt

Sz@) 2 0.

In Tafel 3.3 sind die Spektren fiir einige typische stochastische Signale dargeste]lt Wih-
rend das ,,weie Rauschen“ alle Frequenzen mit gleicher Leistung enthalt, besitzt ein
harmonisches Signal ein Spektrum in Form einer impulsférmigen Spektralhme bei der
Frequenz w,.

3.2.3.2. Kreuzleistungsdichtespektrum S,.(®)

Ergibt sich eine Leistung aus dem Produkt zweier stochastischer Signale (z. B. Strom und
Spannung, Drehzahl und Drehmoment, Kraft und Geschwindigkeit), so konnen analog
zu Abschnitt 3.2.3.1 die Teilvorginge uo(f) und x;4(¢) mit den Elgenschaften
t) fir —To<t=T
Uro(t) = {"( ) fir ~T, < f=o (68
0 sonst
ir — <
Xpolt) = {x(t) fir —-T,<t .To
0 sonst
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als Ausgangspunkte verwendet werden. Fiir den zeitlichen Mittelwert des Produkts der
stationdren Signale ergibt sich dann

f o) %20l0) dt. (3.69)

—%

u(®) x(t) = lim

To=® o

Mit der Anwendung der Fourier-Transformation und einigen Umformungen wie im
Abschnitt 3.2.3.1 geht Gl (-3.69) in den Ausdruck :

] u(t) x(t) - e T UTO (Jw) fTO (_jw) d(jw) } (3-70)
—J 0"“’ 0

iiber. In Gl. (3.70) wird der Ausdruck

lim UTO (Jw) XTO (_]w) = S,,,(w) (3.71)

» To—® . 2T, o ) ’ .
als Kreuzleistungsdichtespektrum bezeichnet. Mit dieser Definition geht Gl. (3.70) iiber
in die Form

u(r) () = i S.() d(o). (372

Das Kreuzleistungsdichtespektrum S,,(w) hat folgende wichtige Eigenschaften: :

1. Das Kreuzleistungsdichtespektrum ist in der Regel eine komplexe GréBe.
2. Das Kreuzleistungsdichtespektrum ist keine gerade Funktion; denn es gllt

. i u(w) ux( w) .
3. Bei der Uberlagerung zweier Signg.lé x() = u(t) + z(2) gilt
Sxx(w) = Sllll(w) + Szz(w) + Suz(w)' + Sz'u(w)"

‘Das Kreuzleistungsdichtespektrum ist fiir die Analyse. von Signaliibertragungen und

Systembeschreibungen im Frequenzbereich von besonderer Bedeutung (s. Abschn. 3.2.9).

3.2.3.3. Experimentelle Bestimmung von Leistungsdichtespektren

Die Ermittlung von Leistungsdichte ist eine der schwierigsten Aufgaben der Signalana-

lyse. In der Literatur wurde eine Vielzahl von Verfahren vorgestellt, wobei hauﬁg Aus-
sagen iiber ihren zweckmiBigen Einsatz fehlen [3.4, 3.7 bis 3.11]. Im Rahmen dieses
Buches sollen ausgewahlte Grundprinzipien vorgestellt werden, die die Basis leistungs-
starker rechnergestiitzter Verfahren sind.

Alle Verfahren beruhen auf der Messung (kontinuierlich/diskontinuierlich) des sto-
chastischen Signals und der anschlieBenden Selektion der Leistungsanteile bestimmter
Frequenzen o, (bzw. Frequenzbereiche Aw,) aus dem Signal durch Filterverfahren oder
Algorithmen. Fiir ein kontmmerllches stochastisches Signal ist das Konzept im Bild 3.16
dargestelit.

Die Verfahren werden im folgenden unterschieden in direkte Verfahren, bei denen das
Leistungsdichtespektrum direkt aus dem Signal geschitzt wird, und in indirekte Verfah-
ren, bei denen das Leistungsdichtespektrum aus dem Signal iiber die Ermittlung von Kor-
relationsfunktionen und deren Fourier-Transformation berechnet wird. Den Schwei-
punkt bildet hier auBerdem die diskontinuierliche Betrachtungsweise, weil der Dlgltal-
rechner gegeniiber analogen Gerdten wesentlich leistungsfahiger-ist.
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Direkte Verfahren ‘

Zu den klassischen direkten Verfahren gehoren das Suchfilterverfahren und das Such-
Jfrequenzverfahren. Beide Verfahren wurden auf der Basis von analogen Gerdten ent-
wickelt.

Das Suchfilterverfahren, dessen Prinzip im Bild 3.17 dargestellt ist, geht davon aus,
daB durch ein analoges BandpaBfilter aus dem stochastischen Signal x(¢) fiir eine Fre-
quenz w; der Leistungsanteil in einem schmalen Bereich Aw; um die Mittelffequenz o,

herausgefiltert wird. Aus dem gefilterten Signalanteil % (¢, ;) wird durch eine Quadrier- .

einheit und einen Integrator eine Schatzung fiir das Autoleistungsdichtespektrum nach
der Beziehung

Sxx(wi) = % (3.73)
i

erm1ttelt Fiir eine unendlich groBe Beobachtungszeit T, erhilt man das exakte Auto-
leistungsdichtespektrum zu .

.1 [T :
Se(w) = lim — | X2 (1, w) dt. .74
To=® Lo Jo -
xtt) | Fitter 7(t)_| Quadrier- %243 |, , | Bds.17
(8 aﬁdPaﬂ ) einheit Integrator dTgn;’uchﬁItemerfahrens

Das Hauptproblem dieser Methode ist die Reahsxerung der Filtercharakteristik. Fiir den
idealen BandpaB gelten entsprechend Bild 3.18 folgende Ubertragungselgenschaften

Ge o = {} T &<t @ >0 | (.15

fir o, 0=0,
Aw = 0y — w, = 0. (3.76)

Die analoge Realisierung des Bandpasses bereitet u.a. groBe Schwierigkeiten aufgrund
einer zu geringen Steilheit des Filters, besonders im tiefen Frequenzbereich, und der not-
wendigen Gleichheit zweier Filter bei der Ermittlung des Kreuzleistungsdichtespektrums.
Aus diesen Griinden wurden die analogen durch digitale Filter ersetzt (s. Abschn.3.4).

1 /
. Bild 3.18
]
16 e Ubertragungsverhalten

eines idealen Bandpaffilters

Wy Wi @,

Unabhingig von der Realisierung des Filters ist der EinfluB der Beobachtungszeit T,
und der Bandbreite Aw auf die Genauigkeit der Schitzung. Allgemein gilt, daB das
Spektrum um so genauer ermittelt wird, je groBer T, und jekleiner Aw ist. Bei kleinerem
Aw, d.h. bei groBerer Anzahl von Frequenzbiandern, muB bei gleicher Schitzgiite die
Beobachtungszeit T, vergroBert werden. Eine Abschitzung fiir das Vertrauensintervall
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des Spektrums AS;, , in dB wurde von BIackman und Tukey [3.11] angegeben in Form
der-Beziehung '

ASy,. = K (njm* — 0,883)~1/2; ' ' (3."77)

n  Zahl der Abtastwerte
m* Zahl der Frequenzbander

« l20 10 4 2

K |11,2 14,1 17,7 20,5

Damit wird deutlich, daB das Toleranzband AS,, , mit Zunahme der Sicherheit gré8er
wird und mit Zunahme des Wertes von n/m* abnimmt. Der mit Gl. (3.77) berechnete
Toleranzbereich enthalt mit dem angegebenen Risiko « den tatsdchlichen Wert des
Spektrums (Bild 3.19).

10
dB
s
Bild 3.19
AS 4
xx Vertrauensintervalle
2 Jir das Autoleistungsdichtespektrum
0 . : Sex(w) in dB
7 0 100 1000 10000

n/m ——

Das Suchﬁ-equenzverfahren hat sich in der Analogtechnik gegeniiber dem Suchﬁltér-.
verfahren aufgrund seiner hoheren Leistungsfahigkeit du.rchgesetzt Bei diesem Verfah-
ren wird der Leistungsanteil der Frequenz o, mit Hllfe eines Such51gna]s der Form

x, (t; @) = ag cos (it + @) e . (3.78)

unter Verwendung des Prinzips der Kreuzkorrelation fiir v = 0 (s Abschn 3.2.2. 2) aus
dem stochastischen Slgnal x(t) erm1ttelt Entsprechend Gl (3. 49) gilt fur das geschatzte
Spektrum:

S;;(w‘) ~ x(t) x’ (t wi) = _f x(t) Xg (t w[) dt i v » (3.79)
x(t) .
Generator | Xg (f.w) Hultiplikator | ‘ Integrator ——'
@i
x(tixstt ;) it xg b}

Bild 3.20. Prinzip des Suchfrequenzverfahrens

Durch die Kreuzkorrelation wird fiir geniigend groBe T, aus dem Signal x(¢) nur der
Anteil herausgefiltert, der mit dem Suchsignal x, (¢, ;) identisch ist. Damit wird ein
wideales BandpaBﬁlter“ realisiert, und die Aufldsung des Frequenzbereichs in Teilab-
schnitte sowie der mogliche Frequenzbereich hingen nur von der Lelstungsfﬁhlgkelt des
Suchsignalgenerators und des Integrators ab. Die allgemeine Prmzxpsklzze ist im
Bild 3.20 dargestellt. Zur Multiplikation und Integration dienen hiufig Wattmeter [1.46].



094 3. Beschreibung des dynamischen Verhaltens von Signalen

Stehen in einem Zeitintervall — Ty < t <. + 7, insgesamt 2z Beobachtungen von x(t)
mit der Abtastperiode T'(Bild 3.21) zur Verfiigung, kann eine Schitzung des Autoleistungs-
dichtespektrums auf der Grundlage der Berechnung der Fourier-Koeffizienten erfdlgen.

x{t)

AN AN NN
RN SN XY

'
&t
(=)
+
S
-

X(t)

4
/
N Bild 3.21
t Betrachteter Signalverlauf fiir die Schitzung
i des Autoleistungsdichtespektrums
4 {: aus den Fourier-Koeffizienten

Entsprechend Gl. (3.34) gilt fur dle diskrete Fourier-Transformierte im beobachteten
Zeitbereich
+n

X* (jmwo) = Y x(kT)e™ oD (3.80)

k=-n

ENENN
§
&

N\

t = kT, W, = Mwg = mr/nT, To = nT,

k=0,+1, +2,..., m=12,...,n;

wo = 27/2To Grundwelle des Signals. ’
Damit wird davon ausgegangen, daB das Signal im Zeitraum —T,, + 7T, in
- die Grundwelle mit der Frequenz wq
- Oberwellen mit den Frequenzen mwo; m = 12, 13,..., +n
zerlegt wird und die Leistungsanteile nur in diesen Stiitzstellen vorhanden sind. Die obere
Grenze wird durch das Abtasttheorem festgelegt, da @p., = 2%/2T = =n/T ist. Das
Gesamtspektrum liegt dann zwischen @, = 2%/2T, = =/T, und @, = rc/T

Die Fourier-Koeffizienten ergeben sich analog Gl. (3.9) zu

N -} (mogkT) 3.81
Cm 2'”_Z;"x(kT)e ' | (3.81)
Mit . _ |
Cm = —2— (am - jbm) - ) . (3.82)
Md 1 +n '
8, = — Y, x(kT) cos (mwokT)
n k=-na 3
- L Y x(D)sin(mookT) | | 383
k=—n . .
+= )

ap = —21— Y x(kT)

k=<n
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folgt fiir die diskrete Fourier-Transformierte
X* (ijmwy) = 2nc,, = n(a, — jb,). (3.84)

Um nun das Leistunésdichtespektrum zu ermitteln, wird von der mittleren Leistung

X2 (kD) = — z x (kT) x (kT) (3.85)

k=-—n

ausgegangen. Durch Einsetzen der Ausdriicke von Gl. (3.36) und nach einigerr Umfor-
mungen erhilt man

+n ® (3 2
lim IX (_]mwo)l .

X2 (kT) = (8
B ( ) m=—nn-+w 4”2 ) ( 6)
Der Leistungsanteil einer Teilschwingung ,, kann damit durch die Bezichung
L 2
Siore (Mwe) = lim 1X* Gmwo)l*. ‘ (3.87)

n—w 4712

ausgedriickt werden. Die Parsevalsche Bezichung fiir abgetastete stochastische Signale
hat damit analog zu Gl. (3.67) die Gestalt

+n

X2 (kT) = 3 Sirze (mwo). (3.88)

- Die geschétzte Leistung einer Frequenz ergibt sich aus den Gln. (3.87) und (3.88) zu

Siaxe (Mewo) = % (ah + 7). - | (3.89)
Das Leistungsdichtespektrum kann dargestellt werden in Abhéngigkeit von
~ der Freciuenz I

2nT 27 2=
— der Krelsfrequenz " H
-— = w, S —_—
nT T’

~ der normierten Kreisfrequenz w*:

Ve
mit :
wi=": m=0,1,2,.
n

Das vorgestellte direkte Verfahren hat den Vorteil der einfachen Handhabung und den
Nachteil, daB nur der Leistungsanteil spezieller Frequenzen in den Stiitzstellen w,,
ermittelt wird. Die Genauigkeit der Schitzung nimmt mit Zunahme der Beobachtungs-

»ze1t und mit Abnahme der Tastperiode T zu.
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Im Beispiel 3.2 (s. Abschn.3.2.2,3) ist fiir ein Signal, das aus einer stochastischen und
einer periodischen K omponente besteht, das Autoleistungsspektrum nach dieser Methode
ermittelt und interpretiert worden. :

Indirekte Verfahren

Eine der leistungsstirksten indirekten Methoden ist die Schatzung von Leistungsdichte-
spektren durch die Fourier-Transformation der entsprechenden Korrelationsfunktionen,
d.h. durch Anwendung der Wiener—Chintschinschen Beziehungen. Die grundsitzlichen®
Schritte dieser Methode sind im Bild 3.22 dargestellt.
Folgende einzelne Schritte sind notwendig: . Daten x k), utk)

1. Ermittlung der Stiitzstellen der Korrelationsfunktionen
R, (mT)und R,,(mT)ausdenabgetasteten Signalwerten
x(iT) und u(iT) entsprechend den GIn. (3.42) und (3.50). . ...+ =~ | Brg)

2. Reduzierung des Einflusses der Streuung der Stiitzstellen

Korrelationsfunktion

: : - : . Wichtung der
d.er K'orrelauonsfunktl.qnen f‘ur zunchmende Kor.rela Korrelationsfunktion
tionstiefe mT durch eine Wichtung der Korrelations-
funktionen mit einer Wichtungsfunktion w* (mT). R*(z)
' . "Fouriertrdnsférmqﬁon

Bild 3.22
Stufen zur Ermittlung von Leistungsdichtespektren

‘ §(u])
Das Ziel besteht darin, fiir die Berechnung der Leistungsdichtespektren die Stiitz-
stellen der Korrelationsfunktionen bevorzugt zu verwenden, die statistisch am sicher-

. sten sind (s. Abschn.3.2.2.3). In der Literatur [3.10, 3.11] werden eine Vielzahl von
Wichtungsfunktionen angegeben. Bewihrt haben sich die in Tafel 3.4 angegebenen.
Fiir alle Wichtungsfunktionen gilt, da@ sie- Filtereigenschaften besitzen;: sie" werden
deshalb auch als ,,Fensterfunktionen* bezeichnet. Die Linge des Intervalls mT, in der
die Wichtungsfunktion w* mT) > 0 ist, bestimmt die Glittung dés Spektrums.

Tafel 3.4. Ausgewdhite Wichtungsfunktionen fiir Korrelationsfunktionen

Bartlett w*m) =1 - mIimT) fir ms<m
Tukey w*(mT) =% + cosemT/m’T) fiir m=m
Parzen 2
1—6((’:1:')')2 [l—l,;—],ﬁr Q_S_,m<%
m m _
w* (mT) = s ,
2—(1—£) Ur %émém'

Stehen (n — 1) Stiitzstellen einer Korrelationsfunktion bei » Beobachtungen der
Signale zur Verfiigung, ist die Lange des Wichtungsintervalls zweckmaBig zwischen

“02m<m <04  ~' U R )

- wahlen Fm' den Berelch m>m gllt immer w* (mT) = 0. Die Vorgehenswelse 1st
fiir die Wichtung einer Autokorrelationsfunktion.R,; (mT) nach Bartlett im Bild-3.23
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dargestellt. Damit gilt fiir die gewichteten Korrelationsfunktionen analog den Gin.
(3.42) und (3.50)

R (mT) = — L Wb (nT) x eT) % [(k + m) T (3.91)
n—mk=t

R nT) = —L 'S w* D) u(kT) x [k + m) T (.92)
n—mk=1

mitm=0,1,2,...,m.

B I'Ir Lo
R

* mr
l B Bild 3.23
. Einflup der Wichtungsfunktion w* (mT)
RixImT) I I . auf die Korrelationsfunktion
: . = (m’ = 5 Bartlet-Wichtung)
m

. Ermittlung der Leistungsdichtespektren aus den gewichteten (gestutzten) Korrelations-

funktionen auf Grundlage der Bezichungen der Gl. (3.77) im Abschnitt 3.2.3.3. Fiir
den diskontinuierlichen Fall gilt

mir

ml

Sa(@) =T Z (R:, (mT) cos %TE- —j RE: (mT) sin —'::—’“)

St(w) = T[R;;,(O) +2 f; R}, (mT) cos
. m=1

C om=—-m
mit
0 =——; i=0,1,...,m. : (3.93)
m'T .

Aus den Gln. (3.91) und (3.92) wird u.a. deutlich, daB mit der Festlegung des Para-
meters m’ der Wichtungsfunktionen w* (mT) auch die Zahl der Frequenzbander im
Bereich @ = 0 bis w = =/T festgelegt wird. Wenn n Beobachtungen mit der Tast-

LK , LIS Py



Beispiel EinfluB der Wichtung der Korrelationsfunktion 21 (7)
33 auf die Gesmlt des Autolelstnngsspektmms ,,,(m)
Gegeben: x(t) weiBles Rauschen, NV (0, 1),

Beobachtungen: 100,
Abtastzeit T = 1s.

Gesucht: Verlauf der Autoleistungsdichtespektren $,.(w,) in Abhingigkeit von der Lange des
Wichtungsintervalls; Wichtungsa.rt nach Parzen.
Ergebnis: Siehe Bild zu Beispiel 3.3.

S,K{w)
0 . - ]
) ©osT L g
Gt 0 —-
Q04 1 d) i ’
m=25 ‘ _
gt)((W) —”'_JF\—-——\_/\J-_’-—\\-—’- .
2. 7 — s T
) —t

Die dargestellten Ergebnisse z¢igen, daB

1 -die Werte der berechneten Korrelationsfunktion R, « (mT) mit groBer werdender Korrelationstiefe
- mehr streuen, weil die Anzahl der fiir die Mlttelung notwendigen Produkte in der Berechnungsvor-
schrift abnimmt,

2. die Datenwichtung zur Glattung des Spektrums fithrt und in diesem Testfall fiir eine Linge des Wich-

- tungsfensters von m’T = 25 s zu erkennen ist, da.B das zu ana.lys:erende Slgnal die Elgenschaft des»

we1l3en Rauschens aufweist.
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periode T vorliegen, kann die notwendige maximale Korrelationstiefe m’ aus dem
Verhiltnis

m = Opaxf/Aw Mit ©Opyy = 7/T; ) (3.94)
Aw gewihlte Frequenzbandbreite '

ermittelt werden. Um eine ausreichende statistische Sicherheit zu erreichen, muB das
Verhiltnis n/m’ entsprechend Gl. (3.90) méglichst gro8 sein. Der EinfluB der chhtung
der Korrelationsfunktion auf den Verlauf des Autoleistungsdichtespektrums ist im
Beispiel 3.3 dargestelit.
Fiir die Schitzung des Autoleistungsspektrums stehen neben den genannten Verfahren
.noch die Mdglichkeiten der Anwendung des Verfahrens der schnellen Fourier-Trans-
formation [3.11, 3.12], die den numerischen Aufwand der Fourier-Analyse von
GI. (3.83) wesentlich reduziert, sowie die Ermittlung aus den- stochastischen Slgnal-
modellen zur Verfiigung (s. Abschn.3.3).

3.2.3.4. Beziehungen zwischen Korrelationsfunktionen und Leistumgsdichtespektren

Die Korrelationsfunktionen und Leistungsdichtespektren beschreiben stochastische
Signale durch Mittelwerte, die innere GesetzmiBigkeiten im Zeit- und Frequenzbereich
ausdriicken. Es ist zu erwarten, daB zwischen beiden Beschreibungsformen ein Zusam-
menhang besteht, der dem von deterministischen Signalen entspricht. Als Beispiel soll der
Zusammenhang zwischen der Autokorrelationsfunktion R,,(r) und dem Autoleistungs-
dichtespektrum S,.(w) hier ausfiihrlicher abgeleitet werden. Ausgangspunkt ist die in
GI. (3.65) abgeleitete Beziehung fiir S, (w):

Sy = tim ZrU@) Xr(je) e T e
. T ® 2To . .

Setzt man in GI. (3 95) die Fourier-Transformierten mit den unabhanglgen Integratlons-
variablen ¢, und ¢, ein, so erhélt man

Si{w) = lim
To= 0

+ +® .
f x(t,) e~ d, 'f x(t,) €30 dt . (3.96)

- —-®

Interpretiert man die Integrale als Grenzwerte von Summen und fiihrt zunichst die In-
tegration iiber ¢, (mit T = ¢, — ¢, = const) und dann mit d#, = dx fiber ¢, aus, so folgt

Sole) = f im

Durch Einsetzen dér bekannten Benehung fiir die Autokorrelatlonsfunkt:lon erhilt man
als endgiiltige Beziehung den Ausdruck

+ o ’
x(t;) x(t; + ©) dt2 e~Jotdr. | . (3.97

-0 .

u(w) 'f Ryx(®) e 30" dr [ (3.98)

Mit Gl. (3.98) wird deutlich, daB der Zusammenhang zwischen den Lelstungsdlchtespek-
tren und den Korrelationsfunktionen durch die Fourier-Transformation - gegeben ist
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(Satz von Wiener—Chintschin). Damit gelten insgésamt folgende Beziehungen:

Si(w) = ‘[ +°° R .. (xr) e dr

Spl(w) = ‘[ e R (z) e dordr

| _lm ym (.99)

Ruft) = - f " Sunlw) 7 d (juo)
2T J e ‘

Ref) = == f " S €17 d (jo).
2T J i

Die Beziehungen zwischen der Autokorrelationsfunktion und dem Autoleistungsdichte-
spektrum in Gl. (3.99) vereinfachen sich fiir reelle Frequenzen o, da beide gerade Funk-
tionen sind, zu
Salw) =2 ‘[ R..(t) cos wr dr
. . (3.100)

R () = 1 f S.(w) cos w1 dw.
T Jo ,
Fiir die mittlere Signalleistung gilt somit entsprechend Gl. (3.67)
R:(0) = L ‘[ Sex(w) do = x%(2). ' ' (3.101)
' w®Jo : . )

3.2.4. Bezichungen zwischen Signal- und Systemmodellen

Die Slgnalbeschrelbungen und -modelle sollen in diesem Abschnitt zur Beschrelbung des
Systemverhaltens im Zeit- und Frequenzbereich verwendet werden. Als Ausgangspunkt
werden die grundsatzlichen Beziehungen fiir kontinuierliche deterministische Eingangs-
und Ausgangssignale u(¢) und x(¢) angegeben. Es gilt entsprechend zu Bild 3.24 fiir den
Zusammenhang

— im Zeitbereich

x(1) = j " eul -9 ds, (3.102)
— im Frequenzbereich . ‘
X (jo) = G (jo) U(jw), (3.103)

wobei g(z) die Gewichtsfunktion und G (jw) den komplexen Frequenzgang bedeuten.

In den folgenden Abschnitten soll, aufbauend auf den Korrelationsfunktionen und
den Leistungsdichtespektren, ein Zusammenhang zu den genannten Systemmodellen
ermittelt werden. Damit ergibt sich die im Bild 3.25 dargestellte Aufgabe.

utt] git) x(t) Ruu () gtt) Ruxfrl
Uljw) " Gljw) Xijwl Swl@) | 6lw Suxlwl
Bild 3.24. Signal- und Systembeschreibungen Bild 3.25. Signal- und Systembeschretblmgen

im deterministischen Fall im stochastischen Fall
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3.2.4.1. Beziehungen zwischen den Korrelationsfunktionen R(7)
und der Gewichtsfunktion g(z)

Bei der Ableitung des Zusammenhangs wird von der Berechnungsvorschrift fiir die Kreuz-
korrelationsfunktion entsprechend Gl. (3.49) ausgegangen:

+T,
R.(7r) = ¢ t + 7)de.
= Jim -1 f X+
Mit GL. (3.52) kann x (¢ + 7) ersetzt werden durch
+ 00
x(t+1:)=J. gDu(@ —A+7v)dA. - (3.104)
Damit gilt ) : "
1 +T, +
Ru(z) = f u(t) I gDu(@ — A +1)dide. (3.105)
To"°° 2T, 0J =T,y - ’
Durch Vertauschen der Relhenfolgé' der Integrationen erhilt man aus GL (3.1 05)
+T,
Ruld) = f ¢() lim “utyu(t+v - Hdrdi.
Ty~ -T,

und somit die endgiiltige Beznehung zwischen den Korrelatlonsftmktlonen und der
Gewichtsfunktion in der Form

. Ru®) =f+mg(l)Rw(r — ) da. o . (3.106)

Dlese Bezichung ist eine wesenthche Grundlage fiir die Ermittlung der Gewxchtsfunktlon
(s. Abschn.6.2) und stellt eine Analogie zum Faltungsmtegral fiir determinierte Signale
von Gl. (3.102) dar.

3.2.4.2. Bezichung zwischen den Leistungsdichtespekiren S(®)
und dem komplexen Frequenzgang G (jo)

Geht man von dem Zusammenhang zwischen der Kreuzleistungsdichte S,,(w) und der
Kreuzkorrelationsfunktion R,.(r) entsprechend Gl. (3.99)

S,,;('w) = I+m R (1) e ot gr

aus und ersetzt die Kreuzkorrelation durch die Beziehung Gl. (3.106), so gilt

Sulw) = f " +m,g(l)R,,,(t — A)dAe—tor dy. ' (3.107)

-0 - Q0

Wird diese Gleichung mit dem Ausdruck

e—Jod at+jod — |
erweitert, erhdlt man folgende. Bezichung:

Selw) = j e g(A) e~ 2% 41 f +®R,,, (v — ) e-tot=D gg, (3.108)
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Die Fourier-Transformierte der Gewichtsfunktion ist der komplexe Frequenzgang G (jw)
und die der Autokorrelationsfunktion entsprechend Gl. (3.99) das Autoleistungsspektrum
Su(@). Damit gilt

S(®) = G(jo) Sulw). - ' (3.109)

GL. (3.109) ist eine wichtige Bestimmungsgleichung fiir den komplexen Frequenzgang
aus den Leistungsspektren und der Ausgangspunkt fiir viele weitere Beziehungen fiir den
Entwurf von Filtern und von Steuerungen fiir stochastisch gestérte Systeme (Tafel 3.5).
Eine weitere wichtige Beziehung zur Ermittlung des Amplitudenfrequenzgangs kann aus
der Definition des Autoleistungsspektrums abgeleitet werden. Entsprechend Gl. (3.65) gilt

S"(w) = lim XTO (jw) XTO (_jw) .
Ty 2T0 .

Unter Verwendung der bekannten Zusammenhange von GL (3.103) kann diese Bezie-
hung umgeformt werden in ' ‘

Ser@) = G(j0) G (~jo) lim Lx0 ) Uro (Zj0)  (3.110)
. To—+0 2T0° -

Damit érhélt ﬂxan als zweite Grundbeziehung
Sex(®) = |G (jo)|? Swl(w). (3.111)
Das Leistungsdichtespektrum des Ausgangssignals ist also durch das ,,Betragsquadrat®

des .kpmplexen' Ftequen_zga.ngs und das Leistungsdichtespektrum des Eingangssignals
bestimmt. Ausgewahlte Anwendungen sind wieder in Tafel 3.5 enthalten.

Tafel 3.5. Beziehungen zwischen Leistungsdichtespektren ginfz;cher Strukturen

Struktur o Bezichungen

"11 : ; Sx.x(w) = |G ()2 Syy0y (@) + 1G (GO Syju,(®)
+ mit Ry, (v) =0 fiir alle 7 :

U;

S2i(@) = [Gy (JO)? Syy0; (@) + [G2 ()2 S,0,()
(2)[G1 (j0) Gz (~j®) Sy,,(®) +. G2 () G1 (=) Sy, (@)]

1
1 + GsGr

GG
GG [
1+ Ganr @) + l

mit R,.(x) =0 firallet

=== _ 1/
X(1) == fo Sy x (@) do

—
‘ S;(@)

Spoed(®) = |
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3.3. Erweiterte Signalmodelle

3.3.1. - Grundstrukturen

Die Beschreibung der zeitlichen Verlaufe von Signalen durch komplizierte Signalmodelle
ist in vielen Gebieten seit Jahrzehnten eine unter der Bezeichnung Zeitreihenanalyse
erfolgreich praktizierte Methode [1.50, 3.9, 3.10, 3.13, 3.14, 3.15. - . :

‘xrlt)
7
xplf)
N N
\_/ \ t
xs(f) _ _
7 V v \/V v
f
x{t)
Bild 3‘.26

Zeitlicher Verlauf eines Signals
und seiner einzelnen Komponenten

.

. Die vielfiltig entwickelten Verfahren, besonders auf dem Gebiet der Okonometrie,
finden immer mehr Eingang in technische Bereiche. .

In diesem Abschnitt sollen grundlegende Methoden der Analyse von Signalen, die in

dquidistanten Abstinden erfaBt wurden, vorgestellt werden. Diese zeitlichen Reihen-

‘folgen der Signale werden auch als Zeitreihen bezeichnet. Als Signalmodelle werden

mathematische Beschreibungen der deterministischen (determinierte Signalmodelle)
bzw. der stochastischen (stochastische Signalmodelle) Signalverlaufe angesehen. Die
Signalmodelle konnen z.B. zur Interpretation, zur Filterung und zur Vorhersage der
Signalverliufe verwendet werden. Es wird angenommen, daB ein Signal x(¢) (Bild 3.26)
folgende Komponenten besitzen kann: ’

x(t) = xx(t) + xp(t) + xs(2); _ _ (3.112)
x7(¢) Signalanteil, der durch einen Polynomansatz beschreibbar ist

xp(t) Signalanteil, der durch einen periodischen Ansatz beschreibbar ist
xs(f) Signalanteil, der nur durch ein stochastisches Signalmodell beschreibbar ist.
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Grundsatzlich wird bei allen Modellvorstellungen davon ausgegangen, daB das beobach-
tete Signal x(z) l:.'lber 8og. nerzeugende Funktionen® f(¢) bei deterministischer Beschrei-
bung und aus einem Rauschsignal () iiber eine Filterung bei der stochastischen Be-
schreibung entsteht.

. Als deterministische Signalmodelle werden hier solche angesehen, die das Signal durch
Polynome und/oder periodische Funktionen beschreiben. Damit kann ausgehend vom
allgemeinen Ansatz :

x(t) = f(t) + 2(¢) (3.113)
fiir die erzeugenden Funktionen JS(¢) formuliert werden:
— Polynomansatz

f(t) = i ait',

— periodischer Ansatz

i
f@) =a, + :; ¢; (sin ot + @;).

F— x(tez()] :
po It )! || Schéitzvor- .
l Tt =t :cir_:_f-t____ X Bild 3.27
| = Model! : Strukturannahme fiir die Beschreibung
| — ] und Schitzung deterministischer
—— } Signalanteile

Ir_n Bild 3.27 ist die angenommene Struktur fiir die Entstehung eines determinierten
Signals x(¢) als Funktion der Zeit ¢ dargestellt. Aus dem durch das stochastische Signal
2(¢) gestdrten Signal x°(r) ist mit Hilfe einer Schitzvorschrift ein Signalmodell durch

Minimierung einer Giitefunktion zu ermitteln:

Q =f(x(), %(2)).

Beim Entwurf stochastischer Signalmodelle kann im einfachsten Fall von der Annahme
ausgegangen werden, daB aus einem Signal &(¢) mit der Eigenschaft des ,,weiBen Rau-
schens®, d.h. :

o} fir =0

E{e(t)e(t + 1)) = { ‘(3.114)

0 s
und onst

E{e(t)} =0,

iiber ein lineares Filter das korrelierte stochastische Signal x(¢) erzeugt wird (Bild 3.28).
Als Beschreibungsform wird die lineare stochastische Differentialgleichung in der Form

m i

Y e (1) = ‘; diet (1) (3.115)

j=o
mit
X(t) = Ix @),  &(¢) = dis (1)/ds

allgemein verwendet. Aus dem beobachteten Signal x(z) ist mit Hilfe von Schitzverfahren .

ein stochastisches Signalmodell so zu entwickeln, daB wiederum eine Giitefunktion Q
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ein Minimum wird. Damit wird die Ermittlung der Parameter des linearen Filters, das
die beobachteten Signalwerte von x(¢) aus dem Rauschsignal &(7) erzeugt, zur Aufgaben-
stellung der Theorie linearer stochastischer Prozesse [3.9, 3.10].

3 )
o i N : | Schitzvor- .
Oy litett)) XU | schrift " Big3.28
II ! vodett | Strukturannahme fiir die Beschreibung
L Jl t und Schatzung stochastischer Signalanteile

3.3.2. Erweiterte deterministische Signalmodelle

3.3.2.1. Deterministische Signalmodelle mit Polynomansatz

Eine der gebriuchlichsten und universell einsetzbaren analytischen Beschreibungsformen
von dquidistant abgetasteten Signalwerten, d.h. der Zeitreihe x (kT); k = 1,2, ..., n,
stellt der folgende Polynomansatz dar: .

x (kT) = ag + ia,(kT)’+z(kT); k=1,2..,n. (3.116)

x(#) : Xt

Bild 3.29
Verlauf des gemessenen Signals x(t)
und der Schatzung %(t)
0 17 2 LI n
K ——

Dabei bedeuten n die Anzahl der beobachteten MeBpunkte und m die Ordnung des
Polynomansatzes. Fiir eine einfache Struktur ist das Signal x(¢) und die abgétastete Folge
x.(kT) im Bild 3.29 dargestellt. Fiir das Signalmodell kann entsprechend Gl. (3.116)

die Beziehung
£kT)=do + Y, &KkT)'; k=12,..,n, (3.117)
i=1

angenommen werden. Zur Vereinfachung der Schreibweise wird bei allen deterministi-
schen Signalmodellen fir xp (kT) = x (kT) bzw. xp (kT) = x (kT) gesetzt. In dem
Modell sind die Ordnung m und die Modellparameter &; zu schitzen. Die Modellordnung
wird hiufig nach folgender Strategie ermittelt: .

1. Start mit der Ordnung m = 1 S

2. Schatzung der Parameter 4,
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3. Test auf Stationaritat des Fehlers e (kT) = x (kT) ~ £ (kT) und der Korrelations-
funktion R.(7) auf weiBes Rauschen

4. wenn die Tests negativ sind, wird die Modellordnung um 1 1 erhdht und Schritt 2 rea-
lisiert; sonst Abbruch.

Als eine der robustesten Methoden fiir die Parameterschitzung hat sich die Methode
der kleinsten Fehlerquadrate, die Regression, auch bei diesem Modelltyp bewahrt. Bei
der direkten Methode der Regression (s. Abschn. 5.2.2) wird von der Fehlergleichung

e (kT) = [x (kT) — % (kT)] (3.118)

ausgegangen.
Fiir n Beobachtungen des Signals x(¢) zu den Zeitpunkten k = 1, 2, ..., n erhilt man

fiir die Parameter des Modells von GL (3.117) folgende Schitzgleichung:
d=[M"M]"*Mx ' (3.119)
mit . o
it = [dO,dl"" ém]
T = x(T), ..., x(nT)

1 T..r

1 nT...@T)"

Als Giitewerte fur die Schitzung konnen berechnet werden

— Reststreuung

2 1 :

Sg = ) 2 [x (kT) x(kT)] R (3.120)
— Varianz

var {di} = Pus::
-~ Kovarianz
cov {d;, d,} = p,5a
mit der Prizisionsmatrix P = [MTM]-1,
- Konﬁdenzmterva.ll ﬁn‘ die Parameter
la; — i = t,, s5» ‘/Pm
— Hypothesentest H,: g, =0
ld] 2 t,, s \/;u

Der rechentechnische Aufwand fiir die Berechnung der Prizisionsmatrix P kann durch
die Verwendung der Eulerschen Summenformeln fiir endliche Folgen wesentlich redu-
Ziert werden [3.16]. Ferner muB beachtet werden, daB bei einer hohén Modellordnung
und immer gréBer werdendem Beobachtungsumfang n bei Rechnern mit geringen Rechen-

genauigkeiten Probleme entstehen. Deshalb ist es hiufig giinstig, mit einem festen .

»Beobachtungsfenster“ eine gleitende Schiatzung der Modellparameter nach der im
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Bild 3.30 angegebenen Strategie vorzunehmen. Diese Vorgehensweise hat die Vorteile
einer wesentlichen Reduktion der Rechenzeit — die Prizisionsmatrix wird nur einmal fiir
das gewihlte Fenster berechnet — und der numerischen Stabilitdt. Nachteilig ist die Un- -
sicherheit fiber den wirklichen Modellansatz, da nur das Beobachtungsfenster zur Ver-
fiigung steht. Dadurch sind Vorhersagen iiber Zeitriume, die die Linge des Beobach-
tungsfensters iiberschreiten, in der Regel mit groBen Unsicherheiten behaftet. Die
Schitzung der Parameter von Polynomansitzen 1. und 2.Ordnung und die trendkorri-
gierten Signalverldufe werden fiir ein gewahltes Testbeispiel im Beispiel 3.4 gezeigt.

e a——- Datenfenster ———E

Gleitrichtun
Mm |
[ { oo
| P ! | |
L I | L1 1
tx frﬂ fk+2 I‘T;n-7 be+n ¢
. - f x(k+n+1)
——ﬂlx(k#lllx{k*ﬂr e lxlk*n—ld x(k+n}J—————
ditester aktueller
Meswert Speicher MelBwert
[xen [x2r ] - Jaan-1] xtn) |
x{i{) i=12,-n
Parameterschatzung
ainl
Signalmodell X%(n)
Rt aktuell geschéitzter __I
Ber'e(ch
| l Bild 3.30
oo | Prinzip
! | _ 1 l der gleitenden Schitzung
bt ez bean-1 Teen t

Eine weitere Moglichkeit der Echtzeitparameterschitzung ist neben der gleitenden
Schitzung die Anwendung von indirekten Schitzverfahren. Durch sie wird es mdglich,
die Modellparameter aktuell nachzufiihren und mathematisch schwer erfaBbare zeitliche
Verliaufe durch einfache zeitvariante Modellansitze anzunihern. Als eine der leistungs- -
stirksten Methoden hat sich die rekursive Regression herausgestellt. Entsprechend den
im Abschnitt 5.4.3 durchgefiihrten allgemeinen Ableitungen dieses Schitzverfahrens
gelten fiir den Modellansatz Gl. (3.117) die Schitzgleichungen der rekursiven Regression:

ak +1)=ak) + k(k + D) [xk + 1) — m™ (k + 1) a(k)] (3.121)
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Beispiel Ermittlung von Signalmodellen mit Polynomansitzen
34
Gegeben: Signalgleichung
*(8) = ao + ayt + agt? + 2(t),
ag = —5, a;=1:10"25"1, a, = 5:10~5 (s~ 1),
2(¢) weiBes Rauschen, NV (0, 1),
Abtastzeit T= 15,
Beobachtungen: 500.
Gesucht: Geschiitzte Parameter fiir die Polynomansitze 1. und 2.Ordnung sowie das jeweils
trendkorrigierte Signal £ (kT) = x (kT) — £ (kT).
Ergebnis: Als Schitzwerte aus der Stichprobe ergeben sich

~ fir den Ansatz 1.Ordnung
do = —17,06, d, = 0,0355-1,
- fiir den Ansatz 2,Ordnung
4o = =505, 4 =1,0-10"25"1,
dy = 4,79-1073 (s~1)2,
Die mit diesen Parametern korrigierten Signalwerte sind im Bild zu Beispiel 3.4
dargestellt. o

%r d

2 Ansatz 2.0rdnung *

0
I P | ' bl ”‘ilmw fh '“I!Hduﬂ“m

t———>

xt)

-7 =

-+ Die Signalverliufe zeigen, daB bei der Wahl eines Ansatzes 1.Ordnung der Trend nicht eliminiert
werden kann, Erst die Erhéhung der Ordnung auf m = 2 fiihrt dazu, daB das korrigierte Signal % (kT)
trendfrei und damit stationdr wird.
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mit : o
kk+ D) =PE)mE + 1) [m*(k + ) PEK)mk + 1) + 1]°*
m"k+D)=[,&+DT, ... (k+ DD

Pk) =Pk — 1) — k(k)m (k) P (k — 1). (3.122)

Entsprechend den Ausfithrungen im Abschnitt 5.4.3 ist der in Gl. (3.122) dargestelite
Schatzalgorithmus in der Lage, bei geeigneter Wahl der Startmatrix P(0) die Modell-
parameter anzupassen; er kann sie aber nicht nachfiithren. Erst durch die Einfiihrung
einer Wichtung der Matrix P entsprechend den Beziehungen

a) P*k) = P(k) + P'; P =l 1072 £ ¢, £ 10%,

1 (3.123)
b) P*k) = —P(k); O<c,<1
C2

wird die Nachfithrung zeitvarianter Modellparameter durch ,,Vergessen* zuriickliegen-
der Werte mdoglich. Die Wahl der Start- und Wichtungsparameter fiir den Schétzalgo-
rithmus der gewichteten rekursiven Regression erfolgt auch fiir diesen Modelltyp nach
den Richtlinien im Abschnitt 5.4.3.

Mit dem geschiitzten Signalmodell in Form eines Polynomansatzes kénnen folgende
Aufgaben gel§st werden:

— Glattung des Signals x(1),
— Beseitigung tieffrequenter Anteile (Trend) des Signals x(¢).

3.3.2.2, Deterministische Signalmodelle mit periodischem Ansatz

Viele Signalveridufe in technischen und nichttechnischen Prozessen enthalten dominie-
rende periodische Komponenten. Obwohl die Beschreibung solcher Signale auch prinzi-
piell durch die im Abschnitt 3.3.2.1 vorgestellten Signalmodelle mit Polynomansatz
erfolgen kann, ist die Verwendung periodischer Ansitze aus Aufwandsgriinden (Modell-
ansatz, Rechenaufwand) und héufig wegen der Interpretierbarkeit des Modells an-
gebracht. Die groBe Bedeutung dieses Modelltyps und die Schwierigkeiten seiner Schét-
zung hatten zur Folge, daB eine Vielzahl von Verfahren in den letzten Jahrzehnten ent-
wickelt wurde [3.9, 3.10, 3.17, 3.18].

Im Rahmen dieses Buches werden solche Strategien ausgewihlt, die einerseits das
Grundproblem darstellen und andererseits den heutigen Stand der Rechentechnik be-
riicksichtigen.

. Es wird in diesem Fall entsprechend Gl. (3.113) davon ausgegangen, daf8 das Signal
x(t) durch eine determinierte periodische Funktion f(¢) und die St6rung z(¢) erzeugt wird,
Mit Hilfe des Additionstheorems

sin (x + y) = sin xcos y + cos x sin y
konnen die unter der Summe von Gl. (3.113) stehenden Funktionen umgeformt werden in
¢; sin (ot + @) = a,cos w;t + b; sin ot

a; = ¢ sin Py, bi = €; CO8 @ (3.124)

) ¢ =+af + b, tang, = ayb;.
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Werden die Beziehungen von Gl. (3.124) in die GI. (3.113) emgesetzt erhdlt man als
Signalbeschreibung in den Tastpunkten kT

x(kT) = ay + 2 [a; cos w, (kT) + b, sin w; (kT)] + z (kKT); (3.125)
i=1 .

k=12,...,n, i=12,..1,
und als Modellgleichung gilt analog

. 1 o
£(kT) = o + Y 4,c08 éo, (kT) + b, sin &, (kT). . (3.126)
i=1

Als Schitzaufgabe fiir das Signalmodell ist die Ermittlung der Frequenzen &, und der
Parameter 4, d;, b, auf der Grundlage von » Beobachtungen zu lésen. Da in Gl. (3.126)
die Frequenzen o, nichtlinear mit der sog. unabhéngigen Variablen der Zeit zusammen-
hingen, ist ihre Ermittlung im Gegensatz zu den Amplitudenparametern do, d;, b, mittels
der Regression i.allg. nicht mdglich. Emen Ausweg bildet folgende Strategie:

1. Bestimmung geeigneter Frequenzen (Y
2. Schatzung der zu den Frequenzen &, gehdrenden Parameter do, d,, b,
3. Uberprufung und Anpassung des Modells. '

Dabei verschmelzen hiufig die Stufen 2 und 3.

§xx fw)

f | Y

| ! |

! I | Bild 3.31

x I % & [ _x |« Dominierende Frequenzen
X xxl x x * x xlx @, @2 und by
x | x x | x x | x in einem geschatzten

1 P -1 Spektrum
wy w2 w3 4

Schritt 1. Ermittlung der dominierenden Frequenzen in x(t) mit Methoden der Spektral-
analyse.

Ausgangspunkt fiir die Ermittlung dominierender Frequenzen im Slgnal x(t) smd
die Schitzung des Autoleistungsdichtespektrums $..(w) und seine Auswertung. Die
Schitzmethoden sind im Abschnitt 3.2.3.4 angegeben. Es werden die Frequenzen o, als
dominierend angesehen, die sich in ihrem Leistungsanteil wesentlich von den anderen
ynterscheiden (Bild 3.31), Bei der Anwendung der im Abschnitt 3.2.3.4 vorgestellten
Methoden ist zu beachten, daB die vorhandene Datenmenge und die gewihlte Abtastzeit
die mdglichen Frequenzen i, beschrinken. AuBerdem bewirkt die Einfithrung der Wich-
tungsfenster bei der Berechnung des Spektrums iiber die Korrelationsfunktionen zwar
eine Glattung des Spektrums, aber damit auch eine Reduznerung der Slgmﬁkanz von
dominierenden Frequenzen. Somit gilt, daB

— eine Ermittlung sehr eng begrenzter Frequenzbereiche fiir den Ansatz von Gl. (3.126)
nur gesichert ist, wenn eine Variation des MeBwertumfangs die Frequenzen bestitigt,

— die Ermittlung ganz speneller Frequenzen nur in Ausnahmefillen moghch ist, da
o, =iwe;i=0,1,...,n2 (w0 Grundwelle) gilt. v

Beispiel

Ermitthmg von Signalmodellen mit periodischen Ansfitzen
3.5 .
Gegeben: Signa]élcichung

2r 2%
t) =ap+ acos—1¢ + b; sin —¢ t),

x(t) =-ap + @ 125 + 15111125 + z(t)

ay =0,15, a; =025 b, =025,

z(t) weiBes Rauschen, NV (0, 1),

Abtastzeit T'= 15,

Beobachtungen 500.
Gesucht: - Schitzwerte fiir die Frequenz o, und dle Parameter d;, b;.
Ergebnis: Aus der Spektralanalyse wird im ersten Schritt die Frequenz &, zu &, = 0,04884 s~1

(wy = 0,05024 s=1) ermittelt. Die mit dieser Frequenz durchgefithrte Schitzung der
Parameter a; und b, entsprechend Gl. (3.128) ergibt das Resultat

do = 0,199, 4, = 0,18, b, = 0,40,

Eine vorgenommene Signalkorrektur-in der Form £ (kT) = x (kT) — £ (kT) zeigt
sowohl im zeitlichen Verlauf von x (kT") als auch im Leistungsspektrum des korrigier-
ten Signals S--(a)), daB die dominierende periodische Komponente durch das Signal-
modell sehr gut abgebildet wird (Bild zu Beispiel 3.5).

3 a)

I 0 L!J il “l,Hi . . .M.J. . “h,\;u 11 ! VS

i W' OLE U] AT LIAVES
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Schritt 2. Schatzung der Parameter 4, und b, mit der Methode der Regression bei Ver-

wendung dominierender Frequenzen o, .

Unter Annahme der Signalbeschreibungen fiir x (kT') und £ (k7) in den Gln. (3.125)
und (3.126) kann fiir das Verfahren der Regression fiir » Beobachtungen der Fehler-
vektor ‘

e (kT) = [x (kT) — £ (kT)] : (3.127)

gebildet werden. Als Schitzvorschrift ergibt sich analdg den Abschnitten 5.2.2 und 3.2.2.1
fiir n Beobachtungen (k = 1,2,..., n) '

§=[MM"*M"x (3.128)
mit ‘
§T = [dg, 8y, ..., 8, b4, ...,6,]

xT = [x(T),...,x(nT)]
1 cosa, T . ... cosayT sin &, T ... sin@T
M =

1 cosdy (i) ... cosdsy(nT) sindoy(#T) ... sin iy (nT)

Die Giitewerte der Schitzung werden analog den Beziehungen von Gl. (3.120) berechnet.
Als Startparameter fiir die Anzahl / der Frequenzen sollte | </ < 3 gewidhlt werden.

Der notwendige Rechenaufwand von GI. (3.128) steigt bei einer Vielzahl von dominie-
renden Frequenzen und groBen MeBwertumfingen enorm an. Eine Reduzierung des
Aufwands ist durch die von Anderson [3.10] vorgeschlagenen Vereinfachungen fiir die
Elemente der P-Matrix moglich. Ferner sollte beachtet werden, daB eine zu enge Staffe-
Iung der dominierenden Frequenzen zu einer schlecht konditionierten P-Matrix aufgrund
der eng benachbarten periodischen Funktionen fiihrt. Auf cine weitere Reduzierung des
Rechenaufwands bei gleichzeitiger Vereinfachung des Modellansatzes von Gl. (3.126)
durch ein Orthogonalsystem der periodischen Funktionen sei an dieser Stelle nur ver-
wiesen [3.10]. Fiir einen einfachen Test ist im Beispiel 3.5 die in diesem Abschnitt dar-
gelegte Strategie dargestellt. ’

3.3.3. Erweiterte stochastische Signalmodelle
3.3.3.1. Grundansitze ' '

Neben der Beschreibung von MeBwertfolgen -durch deterministische Signalmodelle
(s. Abschn.3.3.2) gewinnt in den letzten Jahren die Beschreibung des Verlaufs und der
inneren Zusammenhénge von-Signalen auf der Basis der Theorie linearer stochastischer
Prozesse durch stochastische Signalmodelle an Bedeutung [2.9, 3.10, 3.11, 3.18, 3.19].
Diese Beschreibungsform ist besonders in der Okonomie, der Medizin und der Meteoro-
logie verbreitet. Im Bereich der Technik ist ihre Anwendung noch nicht so ausgeprigt.
Ausgangspunkt ist die im Abschnitt 3.3.1 bereits dargelegte Annahme, daB das stocha-
stische Signal x(#) itber ein Filter mit den Ubertragungseigenschaften Gy (jw) aus dem
stationdren ,,weien Rauschen® &(¢f) erzeugt wird; s. Bild 3.28 und Gl. (3.114). Fiir den
Fall dquidistanter zeitlicher Werte von &(¢f) und x(¢) erhilt man als allgemeine Beschrei-
bung mit £(kT) = &(k) und x (kT) = x(k) anstelle der stochastischen Differential-
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gleichung von GI. (3.114) die stochastische Differenzengleichung

aox (k) + ayx(k — 1) + ... + ax(k —r) =beek) + ... + bk — ).

(3.129)

Mit Verwendung eines Verschiebeoperators g~! kann Gl. (3.129) durch die Vereinba-
rung x (k — n) = x(k) g=" umgeformt werden in

A(g~Y) x(k) =B(g™") a(k) (3.130)
mit den Summenverschiebeoperatoren

A(q‘l) =[a, +agt +... + aq~"1

Blg ') =[bo + b1gt + ... + bq'].

i i i ji leitenden Mittel (auto-
Die Gl.(3.130) beschreibt einen aqutoregressiven Prozefl der g ;
regressivfa moving average model oder ARMA-Modell) der Ordnung (r, /). Aus dieser

Beschreibung kann ferner
— das autoregressive Modell (AR-Modell) der Ordnung (r)

A(g™) x(k) = &(k), (3.131)
— das Modell der gleitenden Mittel (MA-Modell) der Ordnung (/)
x(k) = B(g~*) e(k) (3.132)

abgeleitet werden, - . ) o ]
1g\Ieben diesen drei Grundtypen werden fiir die Beschreibung instationarer stochasti-

i i i ildung der gemessenen be-
scher Prozesse Modelle verwendet, die durch eine Dl.ﬂ'erenzb : >
nachbarten Signalwerte den instationdren Signalanteil (Trend? mit erfassen. Der so ab-
gebildete qutoregressive integrierende Prozef der gIeitendeft Mittel der Ordnung (r, d, m)
(ARIMA-Modell) wird durch folgende Gleichung beschrieben:

A(g~Y) Ve x(k) = B(g~") e(k) ; ' (3.133)
V¢ x(k) d-te Differenz der benachbarten Zeitreihenwerte.

Seine Anwendung ist besonders bei kurzen Zeitreihen vorteithaft, und die Ordnung 4
der Differenzbildung wird haufig auf <2 beschlrankt‘. o 4
Ein weiteres stochastisches Signalmodell ergibt sich aus dt?r Verallgememe.rung" es
ARMA-Modells durch Hinzufiigen eines mefbaren Eingangsmgnals' u(k) als HxlfsgroB'e.
Mit den Vereinbarungen fir die Systembeschreibung in den Abschmtt.enA 14 und 6.3 gilt
fiir diesén autoregressiven ProzeB der gleitenden Mittel mit der Hl}fsgroBe u(k) der
Ordnung (r, m, n) (ARMAX-Modell, autoregressive moving average with exogenous va-
riable) folgende Beziehung: '
_ A'(g~?) x(k) = B(g~") e(k) + Clg™") u(k) . (31333)
mjt . . B .t "
g )=l + gt o adl .
Das ARMAX-Modell, das hdufig auch als gesteuertes ARMA-Modell' (CARMA-
Modell) bezeichnet wird, ist als ein Spezialfall in dem von Astrom und Bohlin [1.38] vor-
geschlagenen verallgemeinerten Systemmodell enthalten (s. Abschn.6.3) und soll deshalb
an dieser Stelle nicht weiter betrachtet werden. o R
 Im folgenden wird deshalb nur das ARMA-Modell mit seinen Grundtypen, dem AR~

Modell und dem MA-Modell, vorgestellt. .



114 3. Beschreibung des dynamischen Verhaltens von Signalen

3.3.3.2. Autoregressive Modelle (AR-Modell)

Autoregressive Signalmodelle werden vor allem zur Vorhersage des Signalverlaufs
(Extrapolation) aus den zuriickliegenden Signalwerten verwendet. Aus Gl. (3.130) ergibt
sich fiiragy, =1

x(k) = A'(g~Y) x(k) + =(k) (3.139)
mit

A(g ) =[-ag' - ..., —aq™"].
Der aktuelle Signalwert x(k) ergibt sich hier aus der bewerteten Signalvergangenheit
A'(g~*) x(k) und der ZufallsgroBe (k). Zur Schitzung der Parameter a; des AR-Modells

wird unter Verwendung der Methode der Regression fiir » Beobachtungen die Fehler-
gleichung (s. Abschn.5.2.2)

&k) = x(k) - A'(g™*) x(k) (3.135)
mit

E(k) = [k, ..., & (k + n)]

xT(k) = [x(K), ..., x (k + n)]

—dx(k—1) —.—dkk~-1nr
Aq =) = :
—dxk—-14+n—...—dxtk-r+n
benutzt, Damit ergibt sich die Schitzvorschrift fiir die Parameter zu
d=[X"X]"'X"x (3.136)
mit
ar = [_dls seey _Ar]
xT = [x(k), ..., x (k + n)]
xk —1), oxtk—=1r
X=]: :

xk+n—-1,...,xk+n-1r)

Die Vorhersage eines Signalwerts um einen Zeittakt 7 erfolgt dann entsprechend der
Bezichung

£+ 1) = +ax (k) + ... + &x(k —r). (3.137)

Eine Uberpriifung des Modells kann mittels der Giitewerte von Gl. (3.120) oder iiber die '

Berechnung der Autokorrelationsfunktion R,, (m7T), die im Idealfall den Bedingungen
von Gl. (3.114) entsprechen sollte, erfolgen. '

Anhand der ermittelten K oeffizienten 4, kann die Stationaritit des Signals sehr einfach
dadurch gepriift werden, daB die Losungen der Gleichung

1+dgq'+...+497=0

auBerhalb des Einheitskreises liegen miissen [3.2, 3.9]. Natiirlich kénnen die Parameter
des AR-Modells auch mittels der rekursiven Regression geschitzt werden; s. Gl. (3.121).
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Fiir dieses Modell gilt die rekursive Schétzvorschrift
dk+D=ak)+kk+DxE+1)—m"(k+1)ak)] (3.138)
mit
m™ (k + 1) = [x(k), ..., x (k = p)], k(k + 1) s. Gl (3.121).

Alle anderen Beziechungen und Startwerte sind wie im Abschnitt 3.3.2.1 zu wihlen.
Neben dem Signalmodell von Gl. (3.134) sind die Korrelationsfunktion und das

' Leistungsdichtespektrum des autoregressiven Prozesses zur Signalanalyse von groBer

Bedeutung. )
Die Korrelationsfunktion R, (mT) fiir das stationdre abgetastete Signal x(k) erhilt

man durch Multiplikation der Gleichung

xky+axtk— 1)+ ... +ax(k —r) =¢k) (3.139)
mit den Signalwerten x (k — m) und Bildung der Erwartungswerte

xKxtkk-m+axtk-Dxtk—-m+...+axtk-—rxtk-—m

=cek)xk — m),

E{xk)x(k —m)} + a,E{x(k — Dx(k - m)} + ...

+ a.E{x(k — r)x(k — m)} = E {s(k) x (k — m)}. (3.140)
In verkiirzter Schreibweise R, (mT) = R..(m) und unter Beachtung, daB der Ausdruck
| Efe®)x(k ~m)} =0; m>0,

geht GL. (3.140) in die Form

R (m) + ayR;x(m — 1)+ ... + aR,(m—1r)=0; m>0 (3.141)
iiber. Analog ergibt sich fiir R, (0)

R(0) + @ Rex (1) + ... + @R, (-1) = ¢? (3.142)
wegen
E {e(k) x(k)} = o7
Fiir die normierte Autokorrelationsfunktion erhilt man mit den Gln. (3.141) und (3.142)
R..(m) =—%—‘-’—({%= —a;,Rx(m—1)—...—aR..(m—1); m>0.
= (3.143)

Die Gln. (3.141) und (3.143) werden auch als Yule-Walker-Gleichungen bezeichnet. Mit
ihrer Hilfe ist ebenfalls eine Schitzung der Parameter ¢, mdglich [3.9].

Das Leistungsdichtespektrum des autoregressiven Prozesses kann durch Anwendung
der Wiener—Chintschinschen Beziehung - s. Abschnitt 3.2.3, Gl. (3.77) — oder iiber den
Zusammenhang zwischen den Leistungsdichten und der Systembeschreibung — s. Ab-
schnitt 3.2.4, Gl. (3.111) — erfolgen. Der letzte Weg soll hier niher erliutert werden, weil
er unter den Bedingungen fiir das Signal £(¢) und der Kenntnis der Parameter a; ge-
schlossene Losungen fiir das Leistungsspektrum ergibt. '

Analog zu Gl. (3.111) gilt fiir den AR-ProzeB3

Sxx(®) = |Gr (j@)I? S,(w). (3.144)
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Fiir den vorliegenden diskontinuierlichen Fall erhilt man aus der stochastischen Diffe-
renzengleichung (3.134) durch eine Z-Transformation die Pulsiibertragungsfunktion des
Filters zu [3.2]

_ X&) _ 1 mit z = e'oT, (3.145)
&(2) l1+az7*+...+az"

Damit ergibt sich fiir den Ausdruck |Gg (jo)|? in GL (3.144) aus GL (3.145) iiber einige
Umformungen die allgemeine Beziehung

|Ge(e™ )2 = 1 / Y Y aa cos(i —j) oT. (3.146)
i=0 Jj=0
Das Leistungsdichtespektrum des Signals £(¢) ergibt sich aus den Annahmen im Ab-
schnitt 3.3.3.1 zu
S.(w) = o2. (3.147)

Das Leistungsdichtespektrum des autoregressiven Prozesses der Ordnung r ist somit
gegeben durch

S (@) = o2 / i; Jgo aa; cos (i — j) oT. (3.148)

Soll das Spektrum aus den gemessenen Signalwerten geschitzt werden, sind in Gl. (3.148)
die Koeffizienten 4; einzusetzen, und die Streuung des Signals £(¢) ist als Schatzung aus
den Bezichungen

doy=x(k) —ldxk—D+..+dxtk—1)]

o = —— 3 k) - HB)Y (3.149)
n—1zk=1 .
Zu ermitteln. )

Im Beispiel 3.6 sind fiir eine Stichprobe eines autoregressiven Prozesses 1.Ordnung
mit positivem Parameter a; die Korrelationsfunktion und das Leistungsspektrum dar-
gestellt. Es zeigt ein typisches tieffrequentes Signalverhalten. ,

Wird in der Gleichung des autoregressiven Prozesses 1.0rdnung der Parameter a,
negativ gewihlt, entsteht ein Signal mit dominierenden hochfrequenten Komponenten.
Den typischen Verlauf fiir diesen Fall zeigt Beispiel 3.7.

3.3.3.3. Modelle der gleitenden Mittel (MA-Modelle)

Das Modell der gleitenden Mittel ist die zweite Grundform des allgemeinen stochastischen
Signalmodells von Gl. (3.130). Fiir dieses Modell wird angenommen, da8 sich die Signal-
werte x(k) aus den durch die Koeffizienten b; bewerteten Werten des ,,weiBen Rauschens®
& (k — i) nach der Vorschrift : co

x(k) = Bg~") «(k) O (3.150)

ergeben. Die Gl. (3.150) stellt ein lineares Filter der ZufallsgroBe e(k) dar; s. Analogie
zu digitalen Filtern im Abschnitt 3.4.

Die Schitzung der Parameter des MA-Modells bereitet gegeniiber der des AR-Modells
groBere Schwierigkeiten, weil im MA-Modell die Fehler nichtlineare Funktionen der
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Beispiel Kennfunktionen eines autoregressiven Prozesses 1.Ordnung (+1 < a; < 0)
3.6
Gegeben: Signalgleichung

x(k) + ayx (k — 1) = e(k),

a = 0,7,

&(k) weiBes Rauschen, NV (0, 1),
Abtastzeit T =15,
Beobachtungen: 500.

Gesucht: Verlidufe der Korrelationsfunktion und des Leistungsdichtespektrums.
Ergebnis: Siehe Bild zu Beispiel 3.6.

Sexlw)

AMAA‘_;A-U\ Y oo, o)
0 51 n

w ——

Die Verliufe der berechneten Korrelationsfunktion R;,, (mT) und des Leistungsdichtespektrums
S;=(w) zeigen das typische Verhalten fiir éin stochastisches Signal mit dominierenden tieffrequenten

Signalkomponenten.
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Beispiel Kennfanktionen eines aut;:regre&siven Prozesses 1.Ordmmng (—1 < g, < 0)
3.7
Gegeben: Signalgleichung
x(k) + ayx (k — 1) = &(k),
a; = —0,7,

&(k) weiBes Rauschen, NV (0, 1),
Abtastzeit T = 15,
Beobachtungen: 500.

Gesucht: Verlaufe der Korrelationsfunktion und des Leistungsdichtespektrums.
Ergebnis: Siehe Bild zu Beispiel 3.7.

5r a

fxx(w)

51 g

o —=

Im Unterschied zu den im Beispiel 3.6 erhaltenen Ergebnissen ist deutlich zu erkennen, daB bei dem

autoregressiven ProzeB 1.Ordnung mit negativem Parameter @, die ermittelte Korrelationsfunktion -

. R, (mT) alternierend das Vorzeichen wechselt und das Leistungsspektrum S,(w) sehr gut die dominie~

renden hochfrequenten Signalkomponenten zeigt.
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Parameter werden. Zur Losung des Schidtzproblems werden dann iterative Verfahren
benutzt, auf die hier nur verwiesen werden soll [3.19]. Wesentlich effektiver ist die Aus-
nutzung des Dualititsprinzips zwischen MA- und AR-Modell. Liegen die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms von Gl. (3.150), d.h.

1+bg ' +...+bg'=0, (3.151)
auBerhalb des Einheitskreises, ist das MA-Modell der Ordnung / in ein AR-Modell der
Ordnung r umformbar. Es gilt dann

[B(g~ ]~ x(k) = e(k). ' (3.152)
Damit erhalt man als Approximation mit einer hinreichend groBen Ordnung r die
Beziehung

xk) + ayx(k— 1)+ ... + ax(k — r) = &(k),
deren Parameter nach den Schatzvorschriften von Gl. (3.136) und Gl. (3.138) ermittelt
werden k6nnen. Selbst wenn das sich so ergebende Modell mehr Parameter als das MA-

Modell besitzt, wird dieser Weg wegen der Eigenschaften der Schitzung und der Inter-

pretierbarkeit haufig bevorzugt.
Die Autokorrelationsfunktion des Signals erhilt man wieder durch Multiplikation
von Gl. (3.150) mit den Signalwerten x (k¢ — m) und Bilden der Erwartungswerte

R (m)=E{(ek) + byet(k — D) + ... + be(k - 1))

‘ x (e(k —m) +bie(k —m—1) + ... + be(k — m— )}
und s.omit firm =20

R0 =(1+b+... +b})a?

und firm > 0

2 . <
R, (m) = {(b,,, + Buyrhy + oo + by_pp)o; fiir 0<m< I. (3.153)

0 fir m>1

Fiir das Leistungsdichtespektrum erhdlt man analog zu den Betrachtungen im Ab-
schnitt 3.3.3.2 die Bezichung

S,(w) = o} i i bb, cos (i — j) oT. (3.154)

i=0J=0

3.3.3.4. Modelle eines autoregressiven Prozesses der gleitenden Mittel
(ARMA-Modell) '

Das Modell des autoregressiven Prozesses der gleitenden Mittel der Ordnung (r, /) ver-
einigt in sich das AR~ und das MA-Modell. Die Bedeutung dieses Modells liegt vor allem
darin, daB stationare Zeitreihen oft durch ein ARMA-Modell mit geringerer Ordnung
beschrieben werden kénnen, als dies bei AR- oder MA-Modellen der Fall ist. Entspre-
chend Gl. (3.129) gilt fiir diesen Modelltyp mit @, = b, = 1 die Beschreibung

xtk) +axtk—D+...+axtk -7
=ek) + bietk — 1) + ... + be(k = ). (3.155)
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In symbolischer Schreibweise lautet.Gl. (3.155)

_ Ag™Y) x(k) = B(g~) e(k) (3.156)
mit .
AgY=[1+aqg*+..+aq7]

B@gH=[+bg*'+.. +bg'.

Die Schitzung der Parameter der Polynome A(¢~!) und B(g~!) gestaltet sich schwierig,
weil die Signalwerte ¢ (k — i) nicht mefbar sind. Hinzu kommt, daf3 die Fehlergleichung
nicht linear in den Parametern ist [3.10, 3.14, 3.19].

Eine groBe Anzahl von Verfahren beruht auf einer iterativen mehrstuﬁgen Losung oder
Linearisierung der Fehlergleichung der aus Gl. (3.156) abgeleiteten Beziechung

) (k) = [B'(g~ M) A(g™") x(k) ©(3.157)
mit
B(@g~Yy=[big* + ... + bg~'].

Weitere Details dieser Losungswege der Schitzaufgaben, die sehr umfangreich sind, fin-
det man in [3.9, 3.20].

An dieser Stelle soll ein rekursiver Schitzalgorithmus vorgestellt werden, der bei ge-
eigneter Wahl der Ordnungen (r, /) konvergiert und gegeniiber den genannten Methoden
einfach und robust ist [3.21, 3.22].

Aus Gl. (3.155) ergibt sich durch Umstellung

ek)=x(k) — [byetk—-D+...+betk=-D:~axtk—=1)... —ax(k —r)]. (3.158) ’

In Vektorschreibweise erhilt man aus Gl. (3.158)
e(k) = x(k) — m'(k) s ©(3.159)
mit
=[by...b;: —a,... —a,]
mk)=[ek—-1D...etk-D:xk—-1)...xk~-r)]

Die Fehlergleichung fiir die Schitzung kann aus Gl. (3.159) durch Einsetzen der Modell-
grofen erstellt werden:

k) = x(k) — m™(k) § (3.160)
mit

§T=1b,...5,: —d, ... —4,]

T =[k-1)...6Ck-Dixtk-1..xk-n]

In dieser Fehlergleichung sind neben den Parametern auch die Signalwerte & (k — i) zu

schitzen, da sie nicht unmittelbar gemessen werden kénnen. Es wird deshalb ein Schitz-
verfahren gesucht, bei dem diese Signalwerte wihrend der Schitzung mit anfallen und
das sicher von gewihlten Startwerten konvergiert. Aus der Gruppe der rekursiven Schatz-
verfahren, die diese Forderung erfiillen, hat sich auch in diesem Fall die rekursive Re-
gression bewihrt. Unter den fiir dieses Modell vereinbarten Bezeichnungen gilt entspre-
chend der Ableitung im Abschnitt 5.4.3 folgénde Schatzvorschrift:

S+ 1) =8k) + k(k + 1) [x (k +1) — AT (k + 1) §(K)] (3.161)
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Ek+1)=Plk)[m k + DPR)m(k + 1) +1]"!
P(k) = [M(k)"M(k)]-* und rekursiv
P(k) = P(k — 1) — k() m™(k) P (k — 1).

Die Schiatzung kann u. a. dann abgebrochen werden, wenn fur die Korrelationsfunktion
Ry (m) gilt
Ru(m) = {0 fir m 0 (3.162)

ol fiir m=0

Das Problem der Wahl der Startwerte fiir die Parameter und die Signalwerte & (k — i)
kann verringert werden, wenn durch eine Vorschétzung eines AR-Modells Anhaltspunkte
gewonnen werden kénnen. Alle anderen Startwerte und das Konvergenzverhalten ent-
sprechen dem in den Abschnitten 3.3.2.1 und 5.4.3 Gesagten.

Auf die Herleitung der Autokorrelationsfunktion eines ARMA-Prozesses soll im
Rahmen dieses Buches verzichtet werden, weil sie sehr aufwendig ist und sehr selten
benutzt wird (s. [3.9]). Dagegen kann auf der Basis der Ableitungen fiir das Leistungs-
dichtespektrum des AR- und MA-Modells fiir diesen Prozef eine geschlossene Losung
in Form von GI. (3.163) angegeben werden. Es gilt mit Gln. (3.148) und (3.154) fiir das
Leistungsdichtespektrum eines ARMA-Prozesses

1 1
’Zo ,Z bb,cos(i — j) oT
Sexlw) = 07 — . 4 (3.163)
;; Z a,a, cos (i — j) oT

3.3.3.5. Kombinierte Signalmodelle

In vielen praktischen Fillen haben sich Kombinationen deterministischer und stochasti-
scher Signalmodelle bewahrt, weil einerseits die Anzah! der Parameter des Modells
wesentlich reduziert werden kann und andererseits ihre Schitzung nicht so viele Probleme

" mit sich bringt. Aus der Vielzahl der Kombinationsméglichkeiten wird im Rahmen dieses

Buches die wichtige Beschreibung der Signalfolge x(k) durch einen Polynom- oder peri-
odischen Ansatz und eine autoregressive Komponente nidher betrachtet. Mit den Be-
schreibungen der Gln. (3.116), (3.125) und (3.131) ergeben sich damit die kombinierte
Polynom-AR-Beschreibung und kombinierte periodische/AR-Beschreibung.

Kombinierte Polynom-/AR-Beschreibung

X) + ax (e — 1) + oo+ ax e = 7) = o + dy(KT) + ... + du(kTY" + &(K)
(3.164)

Fiir ein einfaches Modell sind im Beispiel 3.8 der Signalverlauf, die Korrelationsfunktion

und das Leistungsdichtespektrum dargestellt.
Zur Schitzung der Parameter g, und d; mittels Regression wird Gl. (3.164) zweck-
miBigerweise wieder in eine Vektorform umgeschrieben:

ek) = x(k) — m*'(k) s (3.165)
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Beispiel Kombiniertes Signalmdeﬁ: autoregrassiver/Polynom—Amatz'
3.8
Gegeben: Signalgleichung .

x(k) = &(k) — ayx (k — 1) + ¢g + ¢ ,kT + ¢, (KT)?,

a; = —0,5, Co=—2, ¢ =110"3s"1,

¢y = 1103 (s~1)2,

£(k) weiles Rauschen, NV (0, 1),

Abtastzeit T = 1 s,

Beobachtungen: 500.
Gesucht: Verlaufe der Korrelationsfunktion und des Leistungsdichtespekirums.
Ergebnis: Siehe Bild zu Beispiel 3.8.

Die berechnete Korrelationsfunktion ﬁ{a (mT) und das Leistlmgsdichtépektrum Sxx(w) zeigen sehr -
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gut den Anteil der deterministischen und stochastischen Signalkomponente.
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m'=[xtk—-1)..x(k—r:1&T)...(kT)"]
sT=[—ay... —a, :dyd; ...dy).
Fiir n Beobachtungen ergibt sich aus Gl. (3.165) das Gleichungssystem
ak) = x(k) — M5, (3.166)
&T(k) = [6(1), &(2) ... &(m)]
xT(k) = [x(1), %(2) ... x(n)]

x(0) x(1) cex(=r+ 1 {1AD)...aT)"
x(1) x(0) x(-r+2 i 1QD...CD"

x(n-Dx@—-2)..x(n—r) | 1@D)...aD"

Wird das Signal 4(k) als Modellfehler betrachtet und seine Beschreibung in Gl. (3.166)
verwendet, kann der.Parametervektor mit der Methode der Regression (s. Abschn. 5.2.2)
nach der Vorschrift

§ = [M"M]-* M"x (3.167)

ermittelt werden. Eine rekursive Schitzung mittels der rekursiven Regression ist eben-
falls méglich (s. Abschn.5.2.2).

Kombinierte periodische /| AR-Beschreibung

xk) +axtk-1)+..+axk -1

{
=co + Y, (¢c;cos wkT + b, sin wkT) + (k). (3.168)
i=1

Im Beispiel 3.9 ist der Verlauf eines Signals, das aus einer autoregressiven Signalkompo-
nente 1.Ordnung, einer periodischen Komponente und einem Gleichanteil besteht, dar-

gestellt.
In Vektorform lautet Gl. (3.168)

e(k) = x(k) — m*(k) s, (3.169)
mk)=[xtk -1 ...x(k—r):1:coswkT...cos wkT:
sin @,kT ... sin w,kT]
sST=[—a,...—a, ¢ ¢ ... by ... B).
Als Gleichungssystem erhilt man fiir n Beobachtungen

8(k) = x(k) — Ms , (3.170)
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Beispiel Kombiniertes Signalmodell: autoregressiver [periodischer Ansatz
3.9

Gegeben: Signalgleichung

x(k) = e(k) — azx(k — 1) + co + ¢ sin—g;—kT,

ay = —0,5, co = —0,2, ¢, =0,5,
‘&(k) weiBles Rauschen, NV (0, 1),
Abtastzeit 7= 15,

Beobachtungen: 500.

Gesucht: Verldufe der Korrelationsfunktion und des Leistungsdichtespektrums.
Ergebnis: Siehe Bild zu Beispiel 3.9.

5r a

Die einzelnen SiMkommnmthsmd sowohl in der ermittelten Korrelationsfunktion R,’,x (mT)
als auch im Leistungsdichtespektrum S,,(w) zu erkennen. Dabei ist wiederum zu sehen, daBl periodische
Signalanteile im Leistungsspektrum signifikanter hervortreten als in der Korrelationsfunktion.
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mit
ET(k) = [6(1) 8(2) ... &(m)]
xT(k) = [x(1) x(2) ... x(n)] A
x(0) vox(=r+ l)glgcosw1 1T...cos w, ngsinw1 1T...sinw, 1
Mo )‘c(l) : ...:‘c(—r+2)§¥§c':osw1 2T...<‘:osw, 2T§s.inco1 2T...?inw, 2T

x(n—1)...x(n—r) jlicosw; nT...cosw, nT|sinw; nT...sinw, nT

Bei bekannten oder entsprechend der Strategie im Abschnitt 3.3.2.2 ermittelten domi-
nierenden Frequenzen w, kann eine Schéitzung im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate,
d.h. mittels Regression (s. Abschn.5.2.2), nach der Beziehung

§=[M"M]"* M"x (3.171)
erfolgen.

Fiir die hier vorgestellten kombinierten Signalmodelle sollte die Ordnung der deter-
ministischen Teilmodelle klein gehalten werden (m < 2,7 < 2) und die Anzahl der Beob-
achtungen hinreichend groB sein. Die Parameter des deterministischen Teilmodells wer-
den dann relativ unabhingig von der Korrelation und Streuung der Zufallskomponente
ermittelt.

Gegeniiber den deterministischen Signalmodellen von Abschnitt 3.3.2 besitzen diese
kombinierten Modelle dann Vorteile, wenn die stochastische Signalkomponente korre-
liert igt. Im Vergleich zu den stochastischen Signalmodellen von Abschnitt 3.3.3 bilden
sie ferner Signalverldufe mit ausgeprigten deterministischen Anteilen mit wesentlich
weniger Parametern sehr gut nach.

3.4. = Ausgewihlte Methoden der Signalaufbereitung

3.4.1. Notwendigkeit einer Signalaufbereitung

Die mittels Sensoren erfaBten Informationen in Form von zeitlichen Verliufen der Si-
gnale stellen bei fehlerfreier Erfassung, Ubertragung und Speicherung die genaueste
Basis fir die weitere Ableitung von Signal- und/oder Systemmodellen dar. Es wird
wiederum davon ausgegangen, daf die Information iiber die Signale in abgetasteter
Form als x (kKT) vorliegt; dabei wird in diesem Abschnitt vielfach die vereinfachte
Schreibweise x verwendet: In den meisten Féllen muB jedoch davon ausgegangen wer-
den, daB in den genannten Stufen (Erfassung, Ubertragung und Speicherung) das ur-
spriingliche Signal verfalscht werden kann. Hinzu kommt, daB die vom Sensor erfaBten
ProzeBgréBen/-zustinde bereits gestdrt sein kdnnen. Die Verfalschung einer Prozef-
groBe kann u.a. ihre Ursache haben im

— Prinzip des Sensors ‘
— EinfluB von ,,Umweltfaktoren* und anderen nichtmeBbaren GréBen auf den Sensor,

die Ubertragung und die Speicherung.

Damit ergibt sich das im Bild 3.32 dargestellte allgemeine Schema, Die Eingangs- und
AusgangsgroBen u(r) und x(¢) kénnen durch die Stdrungen z, und z, bei der Messung,
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der Ubertragung und Abspeicherung verfilscht werden. Eine direkte weitere Verwen-
dung der nach diesem Schritt vorliegenden Primirinformationen #'(¢) und x'(z) wiirde
eine Abbildung des Verhaltens vom ProzeB einschlieBlich Sensor-, Ubertragungs- und
Speicherungssystem, nicht aber des Prozesses allein ermdglichen. Aus diesem Grund ist
eine Aufbereitung der Primirsignale bzw. der Primdrdaten mittels verschiedener Metho-
den notwendig. Das Ziel dieser Methoden ist es, die Verfilschung der ProzeBgréBen zu
erkennen und sie durch Transformationen, Korrekturen oder Filterung mdoglichst zu be-
seitigen. Zu diesen beiden Aufgabenkomplexen sollen in den folgenden Abschnitten
ausgewahlte Methoden abgeleitet werden, die auf die bereits bekannten Signalmodelle
aufbauen und als Ausgangspunkt fiir weiterfiilhrende Betrachtungen angesehen werden

konnen.
lzm )
t) 9 t
Ul System X (f)V x(t)
Zylt) & Sensor-, Ubertragungs -, ¢ Zy(t)
] Speichersystem
u'ty x'tf)
Primérdaten
Jl Bild 3.32
Primérdatenaufbereifung Schema der Primardatenerfassung
und -verarbeitung

uu{f),x(f}/x"(f)

3.4.2. Methoden zum Erkennen von Verfilschungen
der ProzeBsignale/-zustiinde

Grundlage fiir die Methoden zum FErkennen von Verfalschungen der l"rozeBsignale/
-zustdnde sind A-priori-Informationen iiber das ,,unverfalschte* Verhalten. Diese Infor-
mationen beruhen auf

— theoretischen und/oder experimentellen Analysen des statischen und dynamischen
Verhaltens ’

— Vergleichsmessungen

— Erfahrungen/Intuition der ProzeBspezialisten.

Fiir die Priifung des statischen Verhaltens gemessener Signale (auch als GréBen be-
zeichnet) sind deshalb u.a. folgende Aufgaben zu 16sen:

— Ermittlung der analytischen Beziehungen oder der Kennlinien, die bei Signalwand-

lungen (z.B. AD-Wandlung) auftreten

— Ermittlung von sinnvollen Wertebereichen fiir die Amplituden der ProzeBsignale

~ Ermittlung von analytischen Beziehungen iiber den EinfluB von Umgebungsbedin-
gungen (z. B. Temperatur) auf das betrachtete ProzeBsignal

— Aufstellen von Bilanzgleichungen (z.B. Masse).

Auf diesem Wissen kénnen die folgenden, einfach zu realisierenden Priifverfahren fiir
die ProzeBsignale (als aligemeines Signal wird x verwendet) aufgebaut werden:
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Bereichstest. Der Bereichstest erfolgt durch einen Vergleich des abgetasteten Signalwerts
mit vorgegebenen Grenzwerten fiir das jeweilige Signal nach der einfachen Vorschrift

Xmin é x(k) é Xmax - (3-172)

Die Bereichsgrenzen X, und Xxne, (Bild 3.33) werden durch theoretische Kenntnisse als
»technologisch sinnvolle* Werte oder durch statistische Auswertungen und Annahmen
eines normalverteilten Signals als das Vielfache der Streuung (o-Bereiche, s. Abschn.2.2.1)
gewonnen.

x(t)

Xrnax,

Bild 3.33
Prinzip des Bereichstestes

Xmin

Differenztest. Der Differenztest beruht auf der Priifung der Differenz zweier aufeinander-
folgender abgetasteter Signalwerte (Bild 3.34) in der Form

1X(k) — % (k — D] £ AXoes. ' (3.173)

Dieser Test ist in vielen Fillen wirksamer als der Bereichstest, wobei die Festlegung der
maximalen Anderung je Tastschritt u. U. Schwierigkeiten bereitet,

xte!}
g r ¢ ¢ ¢+ o133ttt 4o (1 3 3 r ¢\
k
AX(k)
" ‘ Bild 3.34
Mpyf- —— — —————— - ———— — ——  Verlauf
. . . . der abgetasteten Signalwerte x(k)
L:I::I'IILI'I.A:LIIILLI.!ll.lk undderDiﬁ'erenzsxknalwerteAx'(k)

Bilanztest. Der Bilanztest beruht auf der Beurteilung mindestens zweier erfaBter ProzeB-
signale. Durch Bildung der Bilanzgleichungen (z. B. Masse-, Energie-, Durchflubilanzen)
wird gepriift, ob die Signale bis auf einen vorher festgelegten Fehlerbereich Ax von Null
abweichen. Als Priifgleichung verwendet man die allgemeine Bilanzgleichung

T Xl = 3 pwl®) = 3 X1 sern®)| < Ax (3.174)
i=1 J=1 I=1

Xg,2u(k)  i-te zugefithrte GroSe
X1, gesp(k) Anderung der /-ten gespeicherten GroSe
xj,a(k) Jj-te abgefiihrte GriBe.
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Wird die Grenze Ax in Gl. (3.174) iiberschritten, sind Uberpriifungen der MeB-, Uber-
tragungs- und Speichersysteme und eine Korrektur der MeBwerte erforderlich. Diese
Strategie ist auf vergleichbare Signale beschriinkt.

Fir die Priifung des richtigen dynamischen Verhaltens der gemessenen Signale sind
u.a. folgende Aufgaben als Voraussetzung zu lsen:

- Ermittlung des normalen und aktuellen dynamischen Verhaltens des Sensors
- Ermittlung der Frequenzlage des Nutz- und des Storsignals.

Die Priifung des dynamischen Verhaltens erfolgt vorwiegend in Form von Vergleichen
des normalen Verhaltens (Standardverhalten) mit dem aktuellen Verhalten. Hiufig wer-
den zu diesem Zweck Vergleichsmessungen mit aufgeprigten Signalen vorgenommen. Als
eine der wichtigsten Priifmethoden des dynamischen Verhaltens soll der Test auf tief-
frequente Zeitkomponenten, auch als Trend bezeichnet, vorgestellt werden. ProzeB-
signale, die diese Figenschaft besitzen, werden als instationir bezeichnet, da ihre Ver-
teilung/ihre Momente eine Funktion der Zeit sind. Die Methoden zur Priifung auf Sta-
tionaritit beruhen vor allem darauf, daB das beobachtete Signal in einzelne Abschnitte
(Serien) unterteilt wird und die Momente der Serien oder daraus abgeleitete Gré8en durch
statistische Testverfahren (s. Abschn. 2.3.3) miteinander verglichen werden (Bild 3.35).

x(t)

I
!
I

Bild 3.35

Einteilung der Mefgrofe

in zwei Serien fir den Test |
auf Gleichheit der Erwartungswerte

t

|
I
—— l — Serie2 B —

— Serie 1

Als Priifverfahren eignen sich u.a. folgende:

Test auf Gleichheit der Erwartungswerte zweier unabhdngiger normalverteilter Grund-
gesamtheiten (t-Test)

Bei diesem Test soll gepriift werden, ob der Erwartungswert der Serie 1 (E{X,} = u,,)
gleich dem Erwartungswert der Serie 2 (E{X,} = m,,)ist (Bild 3.35). Dabei wird voraus-
gesetzt, dal die beiden Serien die gleichen Streuungen besitzen, d.h., 0® = 02, =dk,
gilt. Ausgehend von der Hypothese H,: u,, = Hx2 wird fiir die konkrete Stichprobe der
MeBgroBe mit den Beobachtungen n, fiir die Serie 1 und n, fiir die Serie 2 die Hypothese
verworfen, wenn .

l % = %
‘ l‘/('h -1) 5'31 + (@, —1) 52

\/”1”2(”1""”2—2) Zt}zf'
= taj2,5
v n +n,

f=n, + n, —2 : (3.175)

ist [2.3, 2.4]. Damit wird eine Trendermittlung méglich und eine Trendkorrektur erfor-
derlich. ' ’

e i
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Vergleich der mittleren Streuung einer Serie mit der Streuung der Mittelwerte aller Serien

(F-Test) . . .
Die Daten der beobachteten MeBgroBe werden entsprechend Bild 3.36 in  Serien mit
jeweils n Daten eingeteilt. Aus diesen Serien werden ermittelt:

— die Serienstreuungen s7;j = 1,2, ..., m

! Z (xu - -’-Cj)z,

n—1i=1

2
5 =

- die mittlere Streuung einer Serie

m
sz = 3, 5j/m,

Jj=1
~ die Streuung der Mittelwerte
1 m
5z = Y (x — %)
m—1Js=1
x(t}
DWAWN& Xm
. __\ m—_ - X
v A Bild 3.36 .
Einteilung der Mefigrofe
i in m Serien fir den F-Test
— Serie 1 —-l ...... |~ seriem —

Als Test wird der F-Test (s. Abschn.2.3.3) in der Form :
F=s2/s? o (3.176)

mit den Freiheitsgraden fo2 =m —lund fia=m(n — 1) \ferwendet. Das ProzeBsignal
x wird mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit « als stationfir angesehen, wenn

F< Fa:f-’;’sf;,’“ ‘ v ’ (3'177)

ist, Fiir den Test ist es zweckmaBig, die Anzahl der Serien m g 4 pnd die Anzahl deer
Beobachtungen in einer Serie #n = 10 zu wihlen. v
Damit steht eine Reihe von Methoden und Strategien zur Verfiigung, um eine Ab-
weichung der ProzeBsignale von ihrem normalen Verhalten zu erkennen. In QCn folgen-
den Abschnitten soll auf Methoden niher eingegangen werden, die den EinfluB von
erkannten Verfalschungen im statischen oder dynamischen Verhalten der gemessenen

Signale reduzieren.

3.4.3. Methoden zur Korrektur gemessener Signale

Nachdem' eine Verfilschung der Signale bei der Messung, der Ubertragung S)der der
Speicherung erkannt worden ist, muB diese durch KorrekturmaBnahmenimc'sg.hchst gut
beseitigt werden. Einige weitverbreitete Strategien werden im folgenden angefiihrt.



130 3. Beschreibung des dynamischen Verhaltens von Signalen

3.4.3.1. Eliminierung von Signalwérten

Werden die im Bereichs-, Differenz- oder Bilanztest im Abschnitt 3.4.2 angegebenen
Schranken durch die erfaBten Signale verletzt, sind sie als ,,AusreiBer® zu eliminieren
- bzw. ist der letzte als zuverlassig anerkannte Datensatz fiir diesen Zeitpunkt weiter zu

verwenden.

3.4.3.2. Statische Korrektur von Signalen

Die durch das MeBsystem wiedergegebenen ProzeBsignale werden hiaufig durch dessen
statisches Ubertragungsverhalten verformt, oder es gehen die Umgebungsbedingungen
(SekundargroBen) in den erfaBten Wert ein. Der erste Umstand kann bei Kenntnis des
statischen Ubertragungsverhaltens des MeBsystems in Form von Kennlinien oder ana-
lytischen Ausdriicken korrigiert werden. Damit ergibt sich z.B. der korrigierte MeBwert
nach der Vorschrift

Xk) = ap + ayx (k) + ax* (k) + ...

Liegt eine Beeinflussung der erfaBten ProzeBgroBe durch SekundirgréBen vor (z.B.
Temperatur), erfolgt eine Korrektur der Daten in der Regel auf der Grundlage von ana-
lytischen Ausdriicken der Form

X(k) = ao + ‘a1x *);
= f (SekundirmeBgroBen).

3.4.3.3. Dynamische Korrektur von Slgnalen

Unter einer dynamischen Korrektur von Signalwerten soll hier die Korrektur des dyna-
mischen Verhaltens des MeBsystems mit dem Ziel verstanden werden, daB der Endwert
der Messung méglichst schnell und genau erreicht wird. Da die Sensorsysteme iiberwie-
gend Trigheitsverhalten aufweisen, ist zur Korrektur ein inverses Verhalten; d.h. ein
dominierender Vorhalt, notwendig. Dies bereitet technisch einige Probleme. Eine weitere
Maéglichkeit besteht in der Endwertvorhersage aus beobachteten Anfangsverlaufen und
bekanntem Sensormodell.

Die Aufgaben der statischen und der dynamischen Korrektur werden in leistungs-
starken MeBsystemen durch in die Gerite integrierte Rechnersysteme gel6st. Der Ent-
wurf von KorrekturmaBnahmen kann auch auf der Basis der im Abschnitt 3.4.4 vor-
gestellten Filter oder durch die Anwendung von Korrekturnetzwerken [3.1] erfolgen.

3.4.4. Filterung von Signalen

Bei der Aufbereitung von Signalen nimmt die Aufgabe der Trennung von Nutz- und
Stérsignalen durch Filter eine zentrale Stellung ein. Als Filter werden analoge oder digi-
tale Systeme angesehen, die den spektralen Inhalt.eines Signals in einem vorgegebenen
Frequenzbereich iibertragen. Im Rahmen dieses Buches soll auf einige Grundlagen der
Trennung von Nutz- und Stérsignalen mit digitalen Mitteln niiher eingegangen werden,
weil sie der Ausgangspunkt fiir das Studium weiterer lelstungsﬁihlger Verfahren der
Filtertheorie sind [3.2, 3.5, 3.23, 3.24].
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3.4.4.1. Grundstrategie des Filterentwurfs

Die Strategie des Entwurfs von Filtern fiir die Trennung von Nutz- und Storsignal geht
von der im Bild 3.37 dargestellten Struktur aus. Das Nutzsignal x°(¢) wird durch das
Stérsignal z(¢) verfalscht. Als gemessenes Signal steht x(¢) zur Verfiigung. Es besteht
nun die Aufgabe, ein Filter bzw. eine Vorschrift zum Trennen von Nutz- und Stérsignal
so zu entwerfen, daB das gefilterte Signal %(¢) mdglichst dem unverfalschten Signal x°(z)
entspricht. Der Entwurf von optimalen Filtern wurde von. Wiener im Sinne des mini-
malen mittleren quadratischen Fehlers gel6st [3.6, 3.27]. Er soll hier nicht weiter betrach-
tet werden. Ausgangspunkt fiir die hier vorgestellte Strategie ist der Filterentwurf auf
der Grundlage einer aus der Spektralanalyse oder aus theoretischen Uberlegungen vor-
liegenden A-priori-Information tiber die Lage der Nutz- und Stérsignalspektren.

2t
XO(f) +
N/

Bild 3.37. Grundstruktur der Filteraufgabe

Stw)
Sxox°(w) Szzlw)

®tt) !

x(t) Filter — 1

ANNNANAN

wg - w

Bild 3.38. Frequenziage des Stor- und Nutzsignals
Fiir die Trennung beider Signalanteile mu3 immer gelten, daB sich ihre Spektren in der

Frequenzlage signifikant unterscheiden (s. z.B. Bild 3.38). Aufgrund der vorliegenden
A-priori-Informationen kénnen dann die in Tafel 3.6 vorgestellten vier Filtertypen mit

Tafel 3.6. Zusamménhang zwischen der Lage des Nutz- und Sté'rsi'gnalspektrums
und der Filterart

Lage des Leistungsspektrums | Filterart
x°(¢) tieffrequent v Tiefpad 16l
z(t) hochfrequent ' : 1
g w
x°(z) hochfrequent Hochpas 164
z(t) tieffrequent 1T
Wg w
x%(¢) in einem engen Bandpas 16el
Frequenzbereich . 7 |
w, @; w
z(¢) in einem engen Bandsperre 16¢|
Frequenzbereich ) T
w0, w0, w
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ihren idealen Amplitudenfrequenzgingen unterschieden werden. Im Rahmen dieses
Buches wird auf die in der Praxis oft verwendeten digitalen Tief- und HochpaBfilter
eingegangen.

3.4.4.2. Digitale Tiefpaffilter

Bei der Betrachtung der Signaliibertragungseigenschaften linearer digitaler TiefpaBfilter
soll von zwei grundsitzlichen Realisierungsstrukturen aus auf den Entwurf von Filtern
und auf die Besonderheiten des Ubertragungsverhaltens digitaler gegeniiber analogen

Filtern eingegangen werden.
Als grundlegende Realisierungsstrukturen fiir lineare ngltale Filter existieren nicht-

rekursive und rekursive Varianten.

Nichtrekursive Filter
Bei diesem Filtertyp wird der gefilterte Signalwert (k) aus den ungefilterten Signalwerten
x (k ~ i) nach der Vorschrift

+n
#K) = ¥ bx(k—i) mit b =0, nendlich (3.178)

i=-n

direkt gewonnen. Die Filterstruktur ist schematisch im Bild 3.39 dargestellt.

. bi
_ digitales z 4
AL teotl nichfrekursives -————————-—x{k)
Fitter l»
Bild 3.39. Struktur der nichtrekursiven Filter TT]
k-n . k+n
al
by
1]
o | T\Q\ .
. b k-n k kn
Bild 3.40 by
Varianten zur Wahl
der Wichtungsparameter
a) gleitende Mittelwertbildung i /
b) gewichtete gleitende Mittelwertbildung 5_, = b, /r1
¢) gewichtete gleitende Mittelwertbildung b,, = 0 s 4

o k-n k&
Die Wichtungsparameter konnen nach den folgenden Gesichtspunkten gestaltet wer-
den (Bild 3.40):

b, = 1/2n + 1 furalle i, d.h. gleitendeMittelwertbildung iiber dasDatenfenster2n + 1,
b, = b_, fiir alle i, d.h. gewichtete gleitende Mittelwertbildung ohne Phasenverschie-
bung,

b, = 0 fiir i > 0, d.h. gewichtete gleitende Mittelwertbildung mit Phasenverschiebung.

Haufig wird diese Signalverarbeitung auch als ,,Glattung® oder ,,Mittelwertbildung*
bezeichnet. Die Auswirkung der Gestaltung der Wichtungsparameter auf die Giite der
Filterung wird in den Beispielen 3.10, 3.11 und 3.12 untersucht.
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Fiir die Darstellung des Ubertragungsverhaltens des digitalen nichtrekursiven Filters
wird die Antwort auf das mit der Tastperiode T abgetastete harmonische Eingangssignal
der Amplitude 1 betrachtet. Somit gilt fiir das Eingangssignal des Filters

X* (jo) = glokT (3.179)
und fiir das Ausgangssignal des Filters

X*(jo) = Gg(e®T) edotT; (3.180)
Ge(e!*T) Filteriibertragungsfunktion. i
Wird die transformierte GI. (3.178) in GL (3.180)‘ eingesetzt, erhdlt man die allgemeine
Filteriibertragungsfunktion zu

+n ot
Ge(e'®T) = ¥ b eYoT, (3.181)

i=-n

Sind fiir alle i die Koeffizienten b, = b_,, vereinfacht sich Gl. (3.181) zu der Vorschnft
GF (e’“'r) = bo + 2 Z bi cos ioT. : (3.182)

GL. (3.182) zeigt deutlich, daB der Amplituden- und Phasenfrequenzgang des Filters
periodisch mit der Periode T = 2= sein wird. Eines der wichtigsten Probleme ist die
Ermittlung der Koeffizienten b; in Abhingigkeit von der Breite n des Datenfensters und
der ggwihlten Grenzfrequenz w,, d.h. des DurchlaBbereichs des Filters.

1Gel

Bild 3.41
Amplitudenfrequenzgang
 des idealen Tiefpaffilters

-wgl g wgT wl
Angestrebt ‘wird ein idealer Ainplitudenfrequenzgang des Filters nach Bild 3.41.

Zwischen dem komplexen Frequenzgang G(e'*T) und den Koeffizienten b, besteht in
Analogie zur Fourier-Reihe (s. Abschn.3.1.1) der Zusammenhang . ,

b= L J" GEePT)etoTdy - (3.183)
2’ J e o L )
fiir beliebige Gewichte b; und
b, = L r G (e**T) cos inT dow _ (3.184)
n

fir den Fall, daB fiir alle i die Beziechung b_, = b, gilt. Wird in GL. (3. 184) der 1deale
Frequenzgang entsprechend Blld 3 4] eingesetzt, erhalt man

b,=—r' 1-cosioTdw.. , ' (3.185)
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Als Berechnungsvorschrift fiir die Gewichte &, ﬁnde’t'man damit

o, T

by = sinio,T fir i > 0. (3.186)

iwg

Als endgiiltige Filtergleichung ergibt sich dann aus Gl. (3.178) durch Einsetzen von
Gl. (3.186) der gefilterte Wert im k-ten Zeitpunkt zu :

s = &L 3 snieT L 5 BENERT )

T i==n jo,T

Die Giite der Anpassung des realisierten Amplitudenfrequenzgangs an den idealen Ver-
lauf im Bild 3.41 hingt ab von dem Produkt o,T und der Linge des Datenfensters n. Je
groer # ist, um so besser ist die Anpassung. Der Parameter b, ergibt sich aus Gl. (3.186)
durch Grenzwertbildung zu :

bo = ng.

7T

Ein lineares Filter mit der Verstirkung von 1 erhilt man durch eine Nz)rmierung des
Parameters b, in der Form s

+n
b:)=1—’" Z b, mit i#0..
l=wn '
An zwei einfachen Beispielen soll das Verhalten nichtrekursiver Filter demonstriert wer-
den. Eine Normierung der Filterparameter auf eine Gesamtfilterverstirkung von 1 er-
folgt nicht bei den weiteren Betrachtungen. Wenn fiir alle i die’ Wichtungsparameter
b, = b_, sind, ist die Filteriibertragungsfunktion eine reelle GroBe, und die Phasenver-
schiebung des gefilterten Signals (k) gegeniiber dem ungefilterten Signal x(k) ist 0.

1 ‘-\,\ _ _ .
TN A
N N I Bild 3.42
\‘ \ | i | i _ Amplitudenfrequenzgdinge
N Y R | ',|' eines nichtrekursiven
t ; \ \- R Tiefpafifilters far b, = b_;
16-1 \ \ I | A —— ideales Filter
F ' \ )\ | l - - ~ analoges Filter (T, = 1)
\ J ——-. digitales Filter
\ / \}.’ oo (b = 0,318;
0 ' T R 1 I by =b_, = 0,267)
01 - 1 ‘\ ] l‘ ,'m
W —=
Voo
. Fiir'n = 1 ergibt sich aus GL (3.182) der Amplitudenfr'equeuz'gal:lngE zu
1G(e¥*T)| = by + 2b, cos wT. . (3.188)

Er ist im Bild 3.42 gemeinsam mit.dem idealen Amplitudenfrequenzgang und dem eines
analogen Filters 1. Ordnung fiir die Parameter w,T = 1 dargestellt. Die Darstellung zeigt
das fur Digitalfilter typische periodische Verhalten fiir den Amplitndenfrequenzgang.
Filr Werte von T < = werden die Leistungsanteile zufriedenstellend: gedimpft. Das
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Beispiel EinfluB der Wichtungsarten bei nichtrekursiven TiefpafBfiltern
3.10
Gegeben: Signalbeschreibung

2r
= in—-1t + z(1),
x(t) = ap + aysin Too z(t)

a =1, a =0,5,
() weiBes Rauschen, 0,1 {NV (0, 1)},
Filtergleichung (3.178), n = 5,
w, = 0,314 51,
Abtastzeit T = 15,
Beobachtungen: 250,

~ q

ﬁ%wmwm

)
250

N

— d) ¢
o
W
s 250
t ——

Fortsetzung von Beispiel 3.10 s. S. 136
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Beispiel EinfluB der Wichtungsarten bei nichtrekursiven TiefpaBfiltern
3.10
Gesucht: Verlaufe des gefilterten Signals %(k) fiir .
L alleb;=1/2n4+1= 0,0909,
II. alleb_, = b,, nach Gl (3.186)
bo = 0,1, bl = 0,098, bz = 0,094,
b; = 0,086, by = 0,076, . bs = 0,064,
IOL. alle b, = O fir > O (alle b, fur i < 0. II). ;
Ergebnis: Siehe Bild zu Beispiel 3.10.

Die dargesteliten gefilterten Signalverliufe zeigen, daB

1. die Filterwirkung der Varianten I und IT sehr
senverschiebung des gefilterten gegeniiber d
2. die fiir die Echtzeitverarbeitung geeignete
aber neben dem Verstirkungsverlust eine

ungefilterten Signal hervorruft.

gut dic hochfrequente Stérkomponente ohne eine Pha-
em ungefilterten Signal beseitigen,

Variante ITI ebenfalls die hochfrequente Stérung beseitigt,
wesentliche Phasennacheilung des gefilterten gegeniiber dem

bedeutet, daB die Tastperiode T bei vorg

Abtasttheorem von Shannon nach der Vorschrift

egebener Grenzfrequenz w, entsprechend dem

T £ ntjw,

zu wihlen ist. '

Sindalle b, =0;i=1,2,... » 11, entspricht die nichtrekursive Filtergleichung (3.178)
der Faltungssumme (s. Abschn. 6.2). Fiir den Amplituden- und Phasenfrequenzgang er-
geben sich fiirn = 1

1G(e**N)] = (6o + b, cos wT)? + (b, sin wT)?

b, sin 0T '
¢ (wT) = —arctan 1 . (3.189)
v by + b, cos 0T
7
TN~
\ .
—————————— =<k NN
l6s1 NN AN
R A Y Bild 3.43
- : F\ Amplituden-
G 7w7. 7 und Phasenfrequenzgang
eines nichtrekursiven
wof A A Tiefpapfilters fir b, = 0
grd Y \ —— ideales Filter
0 o1 ! L\ ™ @,T = 1)
W$T:\\\ ,/ W ‘\ ~ « — analoges Filter
wl) W — N ~ L / ) (T = I)
9 -hof- ST VoV _— diglita.les Filter
. (b0 = 0,318;
wl \'\.\'\'\. by = 0,267)

sy

o s

Beispiel
311

EinfluB der Normierung der Verstirkung auf die Wirkung
nichtrekursiver TiefpaBfilter (b, = 0 fiir i > 0)

Gegeben:

Gesucht:

Ergebnis:

Signalbeschreibung
x(1) = xy(t) + z(2),

0 fiir + < 100s
xy () = {lOa(t) filr¢ 2 100s,
z(t) weiBes Rauschen, NV (0, 1), \
Filtergleichung (3.178), n = 7, w; = 0,628 s~1,
Abtastzeit T = 15, :
Beobachtungsbereich: 76 bis 125 s.

Verldufe des gefilterten Signals (k) fir
a) Wichtung (unnormierte Verstirkung) 011
= -1 = 0,187, b..g = ,1 s
bf: = gﬁ(’)o, 2_1 —0047, b_s=9-10-",
b_¢ = —0,031, b_,=0,043,
b) Wichtung (normierte Verstirkung)
bo = 0,503, alle b_; wie bei a).

Siehe Bild zu Beispiel 3.11.
mr o a

- , .Y /
I\A ’ 'VAV“N \v V ¥ . 25
L 100

t—

FRlterverstdrkung #1

2 700 s

nr o ]
Filterverstirkung =1

J
. -\ -
0 T V1‘03 . s 25

t—>

A orla i X ig ' ische und statische Verhalten des

i laufe der terten Signale %(k) zeigen schr gut d_as dynamis ' h 1
nic]z:e::::siven 1'<‘ilte;"ts=;‘.il Gegeniiber dem nicht auf eine Verstirkung von 1 normierten Filter maclgtx( d:l)s
normierte Filter bei gleichem dynamischem Verhalten den stationiren Wert des ungefilterten Sign: A
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Beispiel Wirkung des Filters ,,15-Pmkte-Gleitmittel von Spencer
3.12
Gegeben: Signalbeschreibung
2%
t) = —1 t),
x(t) = a;sin 20 + z(t)

ay, = 4, z(t) weiBes Rauschen, NV (0, 1),

Filtergleichung (3.178), n = 7,
Abtastzeit T = 15,

Beobachtungen: 500.

Gesucht: Verlaufe des gefilterten Signals (k)

a) liber alle Beobachtungen,
b) als Vergleich des ungefilterten und gefilterten Signals fiir 50 Beobachtungen.

Ergebnis: Siehe Bild zu Beispiel 3.12.
7171 a

o | '
(0 l 5 %00

t—

Xt

I x(t)
Xith 0 [\ ]
x(t V : ]

=15 - ; t—

Die Verliufe der gefilterten Signale entsprechen prinzipiell denen vom Beispiel 3.10. Das Filter besei-
tigt hochfrequente Signalkomponenten, aber wesentlich besser als die einfachen nichtrekursiven Filter.
In b) ist der Anfang der Signalverldufe dargestellt. Das Bild zeigt emneut, daB eine Filterung erst moglich
ist, wenn (2n + 1) Signalwerte (d.h. in diesem Fall 15) vorliegen. Zwischen dem gefilterten und dem un-
gefilterten ngnalwert besteht auch hier keme Phasenverschlebung
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Der Amplituden- und der Phasenfrequenzgang fiir dieses nichtrekursive Filter sowie fiir
das ideale und analoge Filter 1.Ordnung sind fiir einen typischen Fall im Bild 3.43 dar-
gestellt. Es zeigt deutlich den periodischen Verlauf der Frequenzginge auch dieses digi-
talen Filtertyps gegeniiber dem analogen Filter. Gleichzeitig wird die Phasennacheilung
des gefilterten Signals im Frequenzbereich wT < = gegeniiber der phasenfreien Filterung
bei symmetrischer Wichtung sehr gut sichtbar.

Das bedeutet, daB Filter mit b,., = 0 fiir alle { zwar zur Echtzeltdatenverarbeltung gut
geeignet sind, aber immer eine Phasennacheilung aufweisen. Wird ein Filter fiir b_;, = b;
fir alle i verwendet, ist keine Phasenverschiebung des gefilterten ‘Signals vorhanden.
Probleme treten dagegen in diesem Fall bei der Filterung der ersten und letzten # Signal-
werte der betrachteten Probe sowie im Echtzeiteinsatz auf.

Den EinfluB verschiedener Wichtungsformen auf die Filterwirkung zeigt fiir einen Test-
fall Beispiel 3.10. Im Beispiel 3.11 wird der EinfluB der Normierung der Filterverstirlcung
auf 1 anhand eines Signalabschnitts untersucht.

Da die Filterwirkung hiufig nicht ausreicht, wird die nichtrekursive Filterung in zwei
oder mehr Stufen wiederholt. In [3.19] sind verschiedene Vorschlage fiir diese Strategie
enthalten. Ein weitverbreitetes Filter ist das sog. ,,15-Punkte-Gleitmittel von Spencer*, das
aus einer Reihenschaltung von vier linearen Filtern entwickelt wurde.

Die Gewichte fiir das Filter entsprechend Gl. (3.178) sind mit b, = b_,

by =0,2312  b_, = b,, = 0,0094
b_, = b,, = 0,2094 b_s=b,s = —0,0156
b_, =b,, =0,1437 b_¢ =b,s = —0,00187
b_3 = b+3 = 0,0656 b_-, = b+7 = -“0,0094.
Im Beispiel 3.12 ist die Wirkung dieses nichtrekursiven TiefpaBfilters dargestelit,

Rekursive Filter

Der gefilterte Signalwert %(k) wird bei diesem Filter rekursiv aus den vorangegangenen
gewichteten gefilterten Signalwerten x (k — j) und den gewichteten ungefilterten Signal-
werten x (k - 1) nach der a]lgememen Vorschrift

k) = Z bx(k— i)+ Z a,%(k — J) (3.190)

berechﬁet. Das Strukturschema dieses Filters ist im Bild 3.44 dargestellt. Die rekursiven
Filter beinhalten als Sonderfall das nichtrekursive Filter von GL. (3.178).

x{k-i) L
— dzgrra/qs Tk
rekursives
Filter
~ Bild 3.44 .
Xlk-j) Struktur der rekursiven Filter :

Im folgenden sollen die wesentlichsten Aspekte dieses Filtertyps am Beispiel eines
rekursiven Filters 1.Ordnung betrachtet werden Als Gleichungen erhilt man im Zeit-
bereich

Xk)=bx(k) +ax(k - 1) (3.191)
und fiir die Pulsiibertragungsfunktion :
6z) = — 2. (3.192)

1 —az"!
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Zur Darstellung des Amplituden- uad des Phasenfrequenzgangs wird wieder von har-
monischen abgetasteten Signalen ausgegangen und somit z = e¥®7 gesetzt. Damit er-
geben sich nach einigen einfachen Zwischenschritten folgende Beziehungen: -

fiir den Amplitudenfrequenzgang

IG(e**T)| = b1 + a* — 2a cos wT, : (3.193)
fiir den Phasenfrequenzgang
¢ (@T) = —arctan — 25027 - (3.194)

1- acosz.

In vielen Fallen wird durch die Wahl des Parameters b = 1 — a das Ubertragungsver-
halten des Filters so normiert, dal es im stationaren Fall die Verstirkung von 1 besitzt
(s. auch Bemerkung bei nichtrekursiven Filtern). Im Bild 3.45 sind der Amplituden- und
der Phasenfrequenzgang beispielhaft dargestellt im Vergleich zu einem idealen und ana-
logen TiefpaBfilter. Es zeigt sich wieder das durch die Abtastung bedingte periodische
Verhalten (Periode oT = 2=) und das giinstige TiefpaBverhalten im Bereich o7 < .
Fiir hohere Frequenzen ist das Filter nicht geeignet. Mit Zunahme des Wertes des Para-
meters a(0 < a < +1 -erlaubter Bereich fiir TiefpaBverhalten) nimmt der TiefpaB-
charakter zu, d.h., die Grenzfrequenz w, nimmt ab.

1 n [
b 1
\.t'\\- ’l \\ 1 ‘I
1G¢l NS _§<\ \4l v X
, . _ ~—— Bild 3..45 :
07 1 0 — Amplituden- )
: Py g o und Phasenfrequenigang .
40 F ) _eines rekursiven Filters -
= n 1.0rdni
grd A ung
0 41 { AL A W — ideales Filter
N —=C ALY @ = 1)
laT) wl— \_~ —_— v U — - — analoges Filter
18 ~. C(Ty=1) -
\.\ ~ -~ digitales Filter
-aok ) ~—. ‘ " (@=05;b=1—a)

Wenn man die Bandbreite des Filters iiber die Grenzfrequenz w, nach der Bezichung
G| 2 G@T=0)N2; 05olsS ol (3.195)
definiert, ergibt sich aus den Gin. (3.195) und (GL. 3.193) mitb =1 — a

1—a ' 1

V1 + @ — 2acos ,T \/5

Nach Umformung folgt daraus der Zusammenhang zwischen der Grenzfrequenz wy
und dem Parameter a zu

a=2 - cosw,T — (3 — cos 0,T) (1 — cos w,T). (3.196)

Beispiel Wirkung eines rekursiven TiefpaBfilters 1. Ordnung
3.13

Gegeben: Signalbeschreibung

. 2%
= —t 4+ z(¢),
x(f) = aq sin 550 z(t)

a; = 0,5, z(t) weiBes Rauschen, NV (0, 1),

Filtergleichung (3.191),
Abtastzeit T = 1s,

Beobachtungen: 500.
Gesucht: Gefiltertes Signal #(k) ohne hochfrequente Anteile.

Ergebnis: Siehe Bild zu Beispiel 3.13.

. Gexlw)

f;;(w)

o, I
0 . s x
w —

Die Ergebnisse zeigen, daB das auf einer Spektralanalyse entworfene Fi'lter mit einer gewih!ten Gren:z-
frequenz o, = 0,196 s~! (daraus folgt der Filterparameter a = 0,824) Qw hoct}frequent Signalanteile
stark dampft. Dies ist aus dem Verlauf des gefilterten Signals %(¢) und seines Leistungsspektrums Syz(@)
deutlich zu erkennen. Eine vollstindige Beseitigung der hochfrequenten Signalanteile ohne eine starke

Verfalachnne dee Nmircionale iet durch ain Tiefraffilter 1 Ordnune nicht miéelich
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Damit kénnen aus a priori vorliegenden Kenntnissen iiber die Grenzfrequenz w, die
Tastperiode T und der Filterparameter a nach Gl. (3.196) ermittelt werden. Die Wirkung
eines rekursiven TiefpaBfilters 1. Ordnung ist fiir einen einfachen Testfall im Belsplel 3.13
dargestellt.

Eine besonders fiir die Echtzeitverarbeitung gut geeignete Filtervorschrift mit der
Moglichkeit zur einfachen Gestaltung eines ,,exponentiellen Vergessens“ kann aus
Gl. (3.191) gewonnen werden.

Wenn fiir den Parameter b = 1 — a eingesetzt wird, so daB die Fllterverstarkung im
stationdren Fall gleich 1 ist, erhilt man die Filtervorschrift _

)= —a)x(k) + ax(k — 1) mit 0<a < 1. (3.197)

Das generelle Verhalten von Amplituden- und Phasenfrequenzgang entspricht dem Filter
von Gl. (3.192). Durch die GréBe des Parameters g kann das Filterverhalten sehr gut
gewihlt werden. Ist der Parameter a = 0, erfolgt keine Filterung des Signals, und ist
a = 1, wird nur der letzte Wert weiter verarbeitet; das gefilterte Signal bleibt konstant.
In Abhéngigkeit von der Gr6Be g zwischen diesen Eckwerten kénnen die zuriickliegen-
den abgetasteten Signalwerte x(k — i) mit exponentiell "abfallenden Gewichten ¢,
bewertet werden. Wird zum Zeitpunkt ¥ = 0 die Filterung mit # (—1) = 0 begonnen, so
ergibt sich aus Gl. (3.197) fiir den

Tastpunktl (k=0): X0) =0+ (1 — a)x(0) ’

Tastpunkt2 (k=1): X)) =all —a)x0)]+ 1 — a)x1)

Tastpunkt3 (k=2): X2 =ala(l —a)x0)] + (1 —a) x(1) + a- a) x(2)
H2)=a*(l —a)x(0) + a(l —a)x(1) + (1 — a) x(2).

Aus diesen Beziehungen ist bereits zu erkennen, daBl das Gewicht im jeweiligen Tast-
punkt sich aus der allgemeinen Beziehung

ag=(1-aad, i=01,...,n, (3.198)

ergibt. Fiir0 < a < 1 erhilt man damit eine typische exponentielle Wichtung (Vergessen),
wie sie filr einige ausgewéhlte Parameterwerte 4 im Bild 3.46' dargestellt ist. Wenn die
Parameter ¢, und die Signalwerte x (¥ — i) verwendet werden, ist das glelche Verhalten
wie beim nichtrekursiven Filter der Gl. (3.178) vorhanden.

Gegenwart
11 Vergangenheit ——L——Zukunﬂ‘ —_—

—a=08

. // i—a=07

Ci eyl j/ a-05

. /// Py
,,-///-’ / I Bild 3.46
e - l Verlauf der Wichtungs-
"”—"—k'_ - — one =z p parameter c;

k=i —

Die Wirkung des in Gl. (3.197) vorgestellten TiefpaBfilters mit exponentiellem Ver-
gessen wird als: Funktion der Vergessensrate (Parameter ) im Beispiel 3.14 untersucht.
Ist der Abfall des Amplitudenfrequenzgangs im Bereich oberhalb der Grenzfrequenz
w, nicht steil genug, konnen mehrere Filter 1. Ordnung in Reihe oder Filter mit komple-

Beispiel 1 Wirkung des rekursiven TiefpaSfilters

3.14 mit exponentiellem Vergessen
Gegeben: Signalbeschreibung
2x
== in —¢ + axz (¢
x(t) = ag + a; s i35 22 (1),
a0=1’ al=2’ ﬂ2=0,5,

z(t) weiBes Rauschen, NV (0, 1),
Filtergleichung (3.197),

a = 0,6;0,8; 0,95,

Abtastzeit T = 15,
Beobachtungen: 100.

Gesucht: Verlaufe der gefilterten Signale fiir verschiedene Parameter a.
Ergebnis: Siehe Bild zu Beispiel 3.14.
$r 40

I,
x(t)
2 -
4 b a-06
K g
5 700
) w \ w '
_2 -
4 a=08

) \f‘( v WS \Nﬂmo

1/\ /\ AVANY

Die Verlaufe der gefilterten Signale zeigen, daB
1. mit wachsendem Parameter a die Dampfung der hochfrequenten Signalanteile zunimmt,
2. mit wachsendem Parameter @ die Phasennacheilung des gefilterten Signals gegeniiber dem ungefilterten

Signal zunimmt.
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xen Polen in Form von Butterworth- oder Tschebyscheff-Filtern das gewiinschte Ver-
halten erzeugen. Der Entwurf der Filter erfolgt dann zweckmiBig mit Hilfe bekannter
Verfahren fiir kontinujerliche Systeme und anschlieBender Transformation in den zeit-
diskreten Bereich [3.22, 3.23].

3.4.4.3. Digitale HochpaBfilter

In vielen Systemen treten u.a. aufgrund von Alterungserscheinungen oder von Wachs-
tums-/Sterbeprozessen tieffrequente Stérungen auf, die den Nutzsignalen iiberlagert
sind. Damit bestehen fiir die Signalverarbeitung folgende Aufgaben:

— Erkennen der tieffrequenten Stdrsignale (Analyse. des Spektrums zur Festlegung der
Grenzfrequenz w, oder zum Test auf Instationaritit/Trend; s. Abschn.3.4.2)

~ Entwurf eines HochpabBfilters oder Schitzung der Trendfunktion in Form eines Poly-
nomansatzes (s. Abschn.3.3.2.1)

— Filterung/Korrektur des gemessenen Signals.

Bei den weiteren Betrachtungen soll wieder die digitale Realisierung von Filtern mit
HochpaBeigenschaften im Vordergrund stehen. Zu generellen Fragen des Entwurfs im
kontinuierlichen und diskreten Fall muf auf die weiterfiihrende Literatur verwiesen wer-
den [3.23, 3.24]. ~

Im folgenden werden die beiden Méglichkeiten des Entwurfs eines digitalen HochpaB-
filters 1. Ordnung und der Trendermittlung und -korrektur niher betrachtet.

HochpaBfilter 1.Ordnung

Das digitale HochpaBfilter 1.Ordnung hat die Aufgabe, das Nutzsignalspektrum ober-
halb einer Grenzfrequenz w, ungedampft zu iibertragen und das unterhalb von Wy
liegende Stérfrequenzspektrum mdglichst vollstindig zu unterdriicken. Der ideale Am-
plitudenfrequenzgang des Filters ist in Tafel 3.6 dargestellt. :

Fiir das digitale HochpaBfilter 1.Ordnung, das in diesem Fall ein rekursives Filter ist,
gilt analog zu Abschnitt 3.4.4.2 fiir den normierten Fall (bo = 1 + a) im Zeitbereich

k) =(1+a)xk) + ax(k — 1) (3.199)
und fiir die Pulsiibertragungsfunktion
6z =-U0t+9 o (3.200)
1 —qz!?

Das erstrebte typische HochpaBverhalten wird fiir den Parameterbereich —1 <a <0
durch die Gln. (3.199) und (3.200) erzeugt. Fiir die Betrachtung des Frequenzverhaltens
wird wiederum davon ausgegangen, daB als Eingangssignal ¢ine harmonisch abgetastete
Schwingung verwendet wird. Damit erhilt man aus GI. (3.200) den Amplitudenfrequenz-
gang zu

(1+a

|G(e¥*T)| =
VI +a* - acos oT

(3.201)

und den.Phasenfrequenzgang zu

9 (@T) = — arctan asin T
1 — acos T
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bei einem Parameterbereich fiir a von —1 < a < 0. Fiir ein Beispiel ist der typische V?r_-
lauf des Amplituden- und des Phasenfrequenzgangs im Bild 3‘.fl7 dargestellt. Es zeigt
wieder das periodische Verhalten von Digitalfiltern, das durch eine geeignete Wapl von
oT (wT < =) beachtet werden muB. Je gréBer der Parameter a ist, um so besser wird de_r
Signalanteil im Frequenzbereich unterhalb w,T gedimpft und der oberhalb von w,T mit

der Verstirkung von 1 iibertragen.

L I -+ SN Bild 3.47
T Amplituden-
1 ~  und Phasenfrequenzgang

. ‘ ’ eines rekursiven

of == » o : Hochpapfilters
i : 1.O0rdnung )
. —— ideales Filter
- (@,T=1)
n ——— digitales Filter

> AW = —055=15
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=S
~
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Fiir den Zusammenhang zwischen dem Filterparameter @ und der Bandbreite w, des
Filters gilt analog zu den Betrachtungen beim Tiefpafl

1+a '=_1__ mit ——1<a<O. (3.202)
V1 + @ — 2acos ,T V2

Aus der Gleichung ergibt sich dann die Be;iehung f‘ur die Berechnung von a zu

a=—Q2 + cos o) + V(3 + cos o,T) (I + cos &, T). (3.203)

Fiir einen Testfall sind im Beisiel 3.15 der Entwurf und die Wirkung eines HochpaB-

filters 1.Ordnung dargestelit. _ )
Reicht die Flankensteilheit des Amplitudenfrequenzgangs nicht aus, so kénnen auch

| beim HochpafBfilter mehrere Filter 1.Ordnung in Reihe geschaltet oder Butterworth-

oder Tschebyscheff-Filter verwendet werden [3.23].

Trendermittlmg und -korrekfur
Eine HochpaSfilterung kann algorithmisch leicht rea.lisi'ert werden, wenn da\.lop ausge-
gangen wird, daB ein tieffrequentes St6rsignal/T_rend in Form von detmsﬁschen
Signalmodellen- beschrieben:werden kann (s.,Abschn.}3.3.2)_., Als zwei typl.s'ch'e Formen
seien hier der tieffrequente periodische StéreinfluB und ein tieffrequenter S'toremﬂuB, der
mit Hilfe eines Polynomansatzes beschrieben werden kann, betrachtet (Bild 3.48).

Bei der Ermittlung der tieffrequenten Signalanteile und der anschlieBenden Korrektur
ist die Lésung folgender Aufgaben notwendig:. C : }
1. Test auf Instationaritit (s. Abschn.3.4.2) bzw. ‘Spektralanalyse zur Ermittlm;g der
' Frecjuenzen der tieffrequenten Stérung (s. Abschn.3.3.2);

1N Warnotads



_ Beispiel Wirkung des digitalen HochpaBfilters 1. Ordnung

3.15
Gegeben: Signalbeschreibung
. 2m
1) = — f),

x(t) asin oot + z(t)

a; = 0,5, z(t) weiBes Rauschen, NV (0, 1),

Filtergleichung (3.199),

Abtastzeit T = 15,

Beobachtungen: 500.
Gesucht: Gefilterte Signalwerte (k) ohne tieffrequente Anteile.
Ergebnis: Siehe Bild zu Beispiel 3.15.

Fot _ hann WMMA/WL

0 51 ¢

& ———

Der Verlauf der gefilterten Signalwerte (k) und der Vergleich der Leistungsspektren des ungefilterten

und des gefilterten Signals $..(w) und S,g(a)) zeigen, daB die tieffrequenten Signalanteile stark gedimpft
werden. Aus der Analyse des Leistungsdichtespektrums und von Zusatzinformationen kann die Grenz-
frequenz zu @, = 1,31 s~! gewihlt werden. Das ergibt einen Parameter a fiir das HochpaBfilter entspre-
chend Gl. (3.203) zu ¢ = —0,233. Eine vollstindige Dampfung aller tieffrequenten Signalanteile ohne
eine starke Verfilschung des Nutzsignals ist mit einem digitalen HochpaBfilter 1. Ordnung nicht méglich.
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2. Ermittlung der Signalmodelle fiir die tieffrequente Stérung z(z) in der diskreten Form

m
S(kT) = &, + Y, 4, (kT)'; mz<3 (3.204)
i=1
bzw.

t
2(kT) = 85 + Y, [4;cos &, (kT) + b, sin &; (kT)];
i=1

13, k=12..,n,

entsprechend den im Abschnitt 3.2.2 vorgestellten Verfahren;
3. Korrektur des gemessenen Signals nach der Vorschrift

% (kT) = x (kT) — 2 (kT); (3.205)

4. Test der Signalwerte % (kT) auf Stationaritit. Im negativen Fall muBl mit Schritt 2
wieder begonnen und die Ordnung oder die Gesamtstruktur des Modells verindert
werden. : .

Da mit dieser Strategie einzelne tieffrequente periodische Stérkomponenten aus dem
Signal eliminiert werden kénnen, ist das Verhalten dem einer Bandsperre dquivalent.
Diese Strategie ist hinsichtlich ihrer Methodik bevorzugt im Off-line-Betrieb einzu-
setzen. In den Beispielen 3.4 und 3.5 ist die beschriebene Vorgehensweise fiir einfache
Testfille dargestellt.

x(t) x(t)

sl
o

S, xxle wl) SXX lw)

' )
e A A A p e .

Bild 3.48. Signalverliufe und Leistungsdichtespektren tieffrequent gestorter Signale

xtt)
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3.5. ~Ubungsaufgaben zum Abschnitt 3

Aufgabe 3.1

Berechnen und skizzieren Sie die Autokorrelationsfunktion fiir das Signal
x(#) = ao sin (wo? + @)

mit i S

ao =311V und @y = 3145-! 2 f= 50 Hz!
Berechnen Sie U =/ R_(0)!

Aufgabe 3.2

Berechnen Sie die Autokorrelationsfunktion Ru(mT) uber eine Periode (n = 8) der in Ta.t‘el 3.7 an-
gegebenen dlskreten Zeitfunktion!

- _ Tafel 3.7

iT 1 2. .3 4 5 6 7 8 Sigrialwerte fiir Aufgabe 3.2
x(D) o 1 2 1 o -1 -2 -1 L

Aufgabe 3.3

Berechnen Sie d:e Autokorre]atlonsfunktlon des in Tafel 3.8 angegebenen mchtpenodxschen dlskreten
Signals! -

: Tafel 3.8
iT 1 2 3 4 5 6 7 Signalwerte fiir Aufgabe 3.3
x (@) 0 1 2 -1 0o -1 -2 -1
Aufgabe 3.4

Berechnen Sie die Autokorrelationsfunktion fiir das in Tafel 3.9 dargestellte periodische Signal (12 Werte
= 1 Periode) bis zu einer Verschiebung von m = 14T v

a) ohne Zentrierung der Werte
b) mit Zentrierung der Werte!

Beziehen Sie die Autokorrelationsfunktion auf den Wert R,(0)! Skizzieren Sie den Verlauf R,,_‘( mT)!

Tafel 3.9. Signalwerte fiir Aufgabe 3.4

ir 1 2 3 4 5 6 71 8 9 10 11 -12
x (iT) 20 24 25 24 20 15 10 06 05 06 10 15
Aufgabe 3.5

An einem reinen Totzeitsystem werden die in Tafel 3.10 angegebenen Eingangs- und Ausgangssignal-

werte gemessen.
Berechnen Sie die Kreuzkorrelationsfunktionen R, (mT) fiir0 = m £ 9, und ermitteln Sie die Tot-

zeitTy!

3.5. Ubungmuféaben zum Abschnitt 3

- - Tafel 3.10
ir u (iT) | @ Signalwerte fir Aufgabe 3.5
1 -0,1 -0,2
2 -1,3 * 0,3
3 0 —-0,6
4 -0,5 ~0,1
-5 -0,2 1 —-1,3
6 -0,3 0
7 0,6 -0,5
8 —11 —02
9 L7 -0,3
10 -0,7 0,6
11 0,2 -1,1
12 ~0,5 - 1,7
13 2,4 —-0,7
14 1,4 02
15 02 -05
16 -1,7 24
17 0,4 1,4
Aufgabe 3.6

Gegeben ist die Korrelationsfunktion
R,(7) ‘= % COS W7,

wobeia = 311V, @y = 3145~ ! = f= 50 Hz.

a) Berechnen und skizzieren Sie das Leistungsdichtespektrum S, (w)!
b) Bertchnen Sie die Leistung, wenn die Spannung x(f) an einem Widerstand R = 48,4 Q abfillt!

Aufgabe 3.7

Ein stochastischer Vorgang habe die Autokorrelationsfunktion R (z) = 9 + 25e-5I¢l,
Berechnen Sie

a) den Mittelwert ¥

b) die Standardabweichung o,

c) das Autoleistungsspektrum Sy (w)!

Aufgabe 3.8
Bestimmen Sie mit Hilfe vonNa.herungsmethoden folgende Parameter des Spektrums S,,(w)

a) die Varianz o2
b) die Grenz&equenz g

149

c) den Gleichanteil S,,_,(O) unter der Voraussetzung, daB das Spektrum durch ein Rechteck der Lange Wy

angendhert wird!

Verwenden Sie die Wertefolge der eindimensionalen Zufallszahl in Tafel 3.11!

Das Spektrum habe in logarithmischer Darstellung einen Abfall von 80 dB/Dekade.
Die Tastzeiten betragen 0,1 s, 15, 10s, '

Tafel 3.11. Signalwerte fiir Aufgabe 3.8

iT >
000 -1, 0,12 024 ~0,50 091 -0,21
—2257 "+ ~0,25 -0,79 024 —-060 ©  —1,19 1,74
0,28 —0,45 041 ~0,05 ~0,48 ~0,11 - 3,36
0,76 140 033 -0,04 ~1,09 -0,52 037
2,38 0,43 0,02 —-2,07 -1,51 ~0,73 '

. -0,18 -0,28 0,61 —0,50 -171 0,09
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i Tafel 3.14
uf \
Aufgabe 3.9 ts x(t) Signalwerte fiir Aufgabe 3.11
Gegeben sind die in Tafel 3.12 dargestellten vier unmittelbar nacheinander aufgenommenen Serien zu je
zehn Beobachtungen einer ZufallsgroBe. (1’ g’gg
a) Bestimmen Sie anhand der Serien 1 und 4 2 11
— durch Mittelwertbildung der Serien 3 1,1
~ durch Priifung auf Stationaritit mit dem F-Test (beziiglich ¢) sowie mit dem #-Test (beziiglich x), 4 0,64
~0,02
ob cin Trend vorliegt (bei o = 0,05)! : e
b) Schiitzen Sie fiir die Trendfunktion £(¢) = 4¢ den Parameter 4 ab! 7 _ 1’09
¢) Fiihren Sie eine Trendkorrektur durch, und tragen Sie die korrigierten Serien auf! Pog —0.99
d) Zu den korrigierten MeBreihen liegt aus weiteren Messungen eine Schitzung ¢ = 7 vor. Es kann an- 9 _ 1’ 17
genommen werden, da8 die Grundgesamtheit normalverteilt ist. 10 _ 0’ 56
Bestimmen Sie fiir « = 0,3 %, welche MeBwerte als Fehlmessungen in Frage kommen! 11 -0,1
Tafel 3.12. Signalwerte fiir Aufgabe 3.9 Aufgabe 3.12
- Gegeben sind die in Tafel 3.15 dargestellten MeBwerte eines mit einer Abtastzeit von T = 1 s abgetaste-
Serie ten Signals x(¢).
1 2 [ 3 4
Tafel 3.15. Signalwert Aufgabe 3.12
#s ) ts x(t) ts x(?) fs () /e gnalwerte fir Aufe
1 33 1 1,1 21 9,0 3 2,0 s *®) s X0 fs D) s =0
2 - 93 12 11,7 22 11,7 32 15,0
3 9,9 13 10,1 23 4,2 33 13,4 . 0 0 9 10,5 18 L5 21 - 95
4 ~134 14 1,7 24 44 34 35,6 1 1,24 10 10,35 19 -0,24 28 -10,85
‘5 -22 15 8,6 25 29 35 278 2 5,42 11 8,4 20 —3,42 29 - 94
6 7.1 16 170 |26 36,3 36 12,5 3. 40 12 8,66 21 =65 30 —10,66
7 0,4 17 -221 27 13,0 37 18,6 4 7,93 13 7,16 22 —6,93 31 — 5,66
8 24 18 16,2 28 13,8 38 220 5 716 14 493 2 —3,66 32 =39
9 14,5 19 21,7 29 156 - |3 10,3 6 7,66 15 6,5 24 —9,66 33 — 43
10 - 16 20 9,3 30 14,6 0 366 7 7.4 16 4,42 % —7.9 3 — 442
? 8 11,85 17 1,24 26 -9,85 35 - 2,24
36 1,5
Anfgabe 3.10 Filtern Sie die MeBwertfolge

Gegeben sind die in Tafel 3.13 angegebenen Werte einer abgetasteten ZufallsgroBe (Abtastzeit T = 1 s). a) mit dem nichtrekursiven Algorithmus
a) Schitzen Sie die Parameter des Trendverlaufs fiir den Modellansatz £ (k7) = do + &:1kT + d; (kT")’!
b) Uberpriifen Sie die Signifikanz der Parameter fiir eine Irrtumswahrscheinlichkeit & = 0,05!

c) Wie lautet die T-Matrix fiir den gleichen Modellansatz, jedoch mit einer Abtastzéit T = 0,5s?

2y =-2sL §7S00T) LG hy fir =065~ und n=3,
T qa-n  i0gT

b) mit dem rekursiven Algorithmus
- Xh)=aX(k—-1)+ (1 —-x)x(k) fir «=0,8!

. 13.13 . .
t/s 1 2 3 4 5 6 g;:a Iwerte fiir Aufgabe 3.10 Zf.mhnen S.1e x(k) und %(k) fiir die Varianten a) und b) jeweils in ein Diagramm, und diskutieren Sie
die Ergebnisse!
x() 61 11,6 204 299 418 562 ’
Anfgabe 3.11

Bestimmen Sie aus den in Tafel 3.14 angegebenen abgetasteten Signalwerten (Abtastzeit T = 1) die ’
Parameter des Signalmodells

£ (kT) = dy + 4y sin okT + 4, cos wkT'!

Die Frequenz  wurde aus einer Spektralanalyse zu @ = 0,523 s=! bestimmt.




4. Bestimmung des dynamischen Verhaltens
ungestorter Systeme

4.1. Systemeigenschaften, Systemmodelle und Testsignale

4.11. Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit deterministischer Methoden

Die in den folgenden Abschnitten vorgestellten Methoden zur Bestimmung des dyna-
mischen Verhaltens gehen davon aus, daB das System durch ein vorwiegend determinier-
tes Eingangssignal u(r) erregt und das ungestorte Ausgangssignal x(¢) gemessen wird.
Die Auswertung beider Signale erméglicht die Ermittlung eines Modells des Systems. Fiir
die deterministischen Methoden zur Modellbestimmung miissen in der Regel folgende
Voraussetzungen an das System erfiillt sein, um eine ausreichende Modellgiite zu erzielen:

1. Das System ist ungestdrt/gering gestort.

2. Das Systemverhalten ist linear.

3. Das Systemverhalten ist zeitinvariant.

4. Es handelt sich um Systeme mit einer Eingangs- und einer AusgangsgroBe.
5. Das Systemverhalten ist durch konzentrierte Parameter beschreibbar.

Unter gering gestort wird ein Niveau der Stérung kleiner als 10% des Ausgangs-
signals angesehen. Das Ziel der weiteren Ausfilhrungen besteht nun darin, Strategien zur
Bestimmung von dynamischen Systemmodellen vorzustellen, die es gestatten, eine giin-
stige Zuordnung von gewiinschter Systembeschreibung, méglichem Testsignal und zweck-
maBiger Auswertemethode zu treffen.

4.1.2. Verwendete Systemmodelle
Das Ziel der verschiedenen Methoden zur Modellbestimmung des dynamischen Ver-
haltens besteht in der Ermittlung

- von nichtparametrischen (grafisch-numerischen) Systembeschreibungen in Form von
Gewichts-, Ubergangs- oder Frequenzgangfolgen

g, h(t), G (jeoy) ; i=12..,N
oder

— von parametrischen Systembeschreibungen in Form von analytischen Ausdriicken fiir

die Gewichtsfunktion g(¢), die Ubergangsfunktion A(¢) oder den Frequenzgang G (jw) -

oder
- der Systemzustinde durch einen Beobachter, bei gegebener Zustands- und Ausgangs-
gleichung des Systems.

Die moglichen und praktisch bewéihrten Wege zur Erstellung der genannten System-
modelle sind im Bild 4.1 in einer Ubersicht dargestellt. Viele der Verfahren zeichnen sich
dabei durch ihre einfache geritetechnische Realisierung und Auswertemethodik aus. Sie
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haben auch nach Einfiihrung der rechnergestiitzten Methoden (s. Abschnitte 5 und 6)
nicht an Bedeutung verloren und dienen den leistungsstirkeren Methoden u.a. zur Fest-
legung der Tastperiode 7 und von Startwerten als vorausgehender Analyseschritt.

Testsignale
deterministisch stachastisch

b s — e

| | -' !

r - ) Sysf;m ]
l 1 | /
2 e

Il P ; l

Auswertung/ Approximation

Zeitbereich .. Frequenzbereich

r_ Systemmodelle l

Bild 4.1, Zusat_nmenstelhmg verschiedener Testsignale, Auswertemethoden und Systemmodelle

4.1.3. Ausgewihite Testsignale

Fiir die Modellbestimmung kénnen als Testsignale verwendet werden (s. Bild 4.1):
Aperiodische Testsignale. Zu dieser Gruppe von Testsignalen gehéren u.a. die Sprung-,
Impuls- und Rampenfunktion. Die Testsignale sind haufig einfach zu realisieren; die
notwendige Beobachtungszeit des Systems ist gegeniiber anderen Verfahren gering, und
die Auswerteverfahren sind relativ einfach (s. Abschn.4.2).
Periodische Testsignale. Als Signale dieser Gruppe sind sinusférmige oder andere peri-
odische (z.B. Rechtecksignale) Testsignale anzusehen. Thre Realisierung ist aufwendiger
als die der aperiodischen Testsignale. Die Beobachtungszeit des Systems wird aufgrund
der notwendigen Einschwingzeit fiir jede Frequenz und der Messungen fiir jede Frequenz
w; g[OB. )

Dafiir liefern die Auswertemethoden eine hohe Modellgiite, und sie sind relativ un-
empfindlich gegeniiber Storungen (Korrelationsprinzip).
Stochastische und pseudostochastische Testsignale. Stochastische Signale konnen im
normalen Betrieb am Systemeingang auftreten oder kiinstlich, u.a. in Form von Folgen
(PRBS-, Plackett-Burman-, m-Folgen; s. Abschn.6.4) aufgepréigt werden. Die Verwen-
dung der normal im Betrieb auftretenden stochastischen Schwankungen hat den Vorteil,
daB das System nicht gestort werden muB. Als entscheidender Nachteil muB aber haufig
die zu geringe Erregung des Systems in den das System charakterisierenden Frequenz-
bereichen angesehen werden. Daraus resultieren sehr lange Beobachtungszeiten. Die Aus-
wertung des gemessenen Eingangs- bzw. Ausgangssignals kann iiber die Entfaltung (siche
Abschn.4.2.3) oder die Berechnung der Korrelationsfunktionen R,(z) und R,.(7)
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(s. Abschn.3.2.2) im Zeitbereich oder durch die Berechnung der Leistungsdichtespektren
S.(w) und S,.(w) (s. Abschn.3.2.3) im Frequenzbereich erfolgen. Der Auswerteaufwand
steigt gegeniiber den ersten beiden Testsignalarten weiter an.

Die allgemeinen Zusammenhinge zwischen den Testsignalen, der auszuwertenden
Systemantwort und den méglichen Systembeschreibungen sind im Bild 4.1 dargestelit.

16Gwl

48 [=——interessierender Bereich ——[E

4

v

v

74

E wywy

v

v
Bild 4.2

) .
Suylw. Z
- zwischen dem interessierenden

Frequenzbereich des Systems
und dem Leistungsspektrum
eines idealen Testsignals

w/ap

Fiir die Auswahl eines geeigneten Testsignals aus den oben angefiihrten Grundtypen-

muB neben dem Aspekt der einfachen Realisierbarkeit und dem MeB- und dem Auswerte-
aufwand auch der Gesichtspunkt der Modellgiite betrachtet werden. Grundsitzlich ist
ein System durch ein Modell nur dann hinreichend gut nachbildbar, wenn das Leistungs-
dichtespektrum des Testsignals mindestens den Frequenzbereich des Systems anregt, der
fiir die Losung des vorliegenden Problems notwendig ist (Bild 4.2). Da dieser Bereich
haufig nicht bekannt ist, wird ein Testsignal, das dieEigenschaftendes,,weiBenRauschens“
besitzt, beziiglich der Modellgiite Vorteile aufweisen. Betrachtet man das Amplituden-
spektrum der verschiedenen Testsignale (s. Abschn. 3.1, Tafel 3.2), so kann fiir die Ana-
lyse des dynamischen Verhaltens folgende Rangfolge angegeben werden:

1. Dirac-Impuls, periodische Signale mit den Frequenzen w,; ;i = 1, 2, ..., stochastische

Signalfolgen
2. Impulsfunktion
3. Sprungfunktion
4. Rampenfunktion.

AubBer bei den Signalen vom Rang 1 nimmt bei allen anderen Testsignalen die Leistung
mit der Frequenz ab. Als Kompromi8l aufgrund der Anregung des Systems haben sich
die Impulsfunktion, die Sprungfunktion, periodische Signale und stochastische Signal-
folgen durchgesetzt.

Fiir die Bestimmung des statischen Verhaltens, d.h. den tieffrequenten Bereich des
Systems, ist eindeutig die Sprungantwort (5. Abschn.4.2.1) zu bevorzugen. Den propor-
tionalen Ubertragungsfaktor K, von Systemen mit Ausgleich [3.1] erhalt man aus dem
stationdren Wert der Sprungantwort x(c0) (Bild 4.3):

Mooy = 2% _pimp L g, LA+ 270D _ g . @D
oo P A+ 1)
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Fiir Systeme ohne Ausgleich erhélt man analog den integralen Ubertragungsfaktor K,
aus der Asymptote, in die die Sprungantwort fiir groSe ¢ einmiindet (Bild 4.3):

Hoo) = X _ fim pr L Ko 11 +2To) _ g 4.2)
oo PP 1+ pT)

ult) x(t)

X (00)
Ug

Xx(t)

Bild 4.3
A\ Kr=tanx Verlauf der Sprungfunktion und die Antworten
eines Systems mit P- und I-Verhalten

7/ t
7/

Damit wird an dieser Stelle bereits deutlich, daB eine Kombination verschiedener Test-
signale in den Varianten

Sprungfunktion—Impulsfunktion

Sprungfunktion—periodische Signale

Sprungfunktion—stochastische Signalfolgen

zur effektiven Ermittlung der den tiefen und hohen Frequenzbereich des Systems be-

_ schreibenden Parameter verwendet werden sollte. Weiterfiihrende Betrachtungen sind in

{1.37, 1.40, 1.46] enthalten. Eine andere Moglichkeit besteht in der kombinierten Aus-
wertung der Sprungantwort in der offenen und geschlossenen Kette, weil der geschlossene
Kreis eine Anhebung der Leistung des Testsignals im hoheren Frequenzbereich ermdg-
licht [1.31]. '

In Elen t}olgenden Abschnitten werden einige typische und in der Praxis bewahrte Ver-
fahren fiir die Bestimmung von dynamischen Systemmodellen im Zeitbereich (Ab-
schnitt 4.2), im Frequenzbereich (Abschn.4.3) und als Zustandsbeschreibung (Ab-

schnitt 4.4) vorgestelit.

4.2. Ein-/Ausgangs-Modelle im Zeitbereich

4.2.1, Modellbestimmung anhand von Kenngrifen der Sprungantwort
bzw. der Ubergangsfunktion

Ausgangspunkt aller im weiteren betrachteten Verfahren ist die aufgenommene Sprung-
antwort x(t) bzw. die normierte Sprungantwort, die Ubergangsfunktion A(¢). Die Er-
mittlung der Parameter des Modells aus der Sprungantwort erfolgt bei den hier vorge-
stellten Verfahren anhand von KenngréBen des Verlaufs der Systemantwort, z.B. %-Werte
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von A(t), Wendepunktkoordinaten, wobei in der Mehrzahl der Methoden ein monotoner
Verlauf der Sprungantwort vorausgesetzt wird. Bei nichtmonotonen Sprungantworten
miissen zusdtzlich Vorhalt- oder Schwingungsglieder in den durch Trigheitsglieder ge-
bildeten allgemeinen Ansatz aufgenommen werden. Selbst bei monoton verlaufenden
Systemantworten mit reinem Trigheitsverhalten ist es schwierig, mehr als drei unter-
schiedliche Zeitkonstanten zu ermitteln. Deshalb wurde von Streje [4.1] ein Modell mit
n gleichen Zeitkonstanten und von Radtke [4.2] ein Modell mit # harmonisch gestaffelten
Zeitkonstanten vorgeschlagen. Fiir viele Aufgaben des Steuerungsentwurfs sind diese
Approximationen ausreichend.

Neben der Bestimmung der statischen Ubertragungsfaktoren X, (im folgenden immer
mit K bezeichnet) und K; spielt die Ermittlung der Totzeit T, eines Systems eine groBe
Rolle. Sie kann bei der Auswertung von Sprungantworten noch relativ gut aus der Ermitt-
lung der Zeitdifferenz vom Sprungfunktionsbeginn bis zur Anstiegsanderung dx (¢)/d¢ # 0
des Ausgangssignals gewonnen werden. Fiir Systeme héherer Ordnung nimmt die Ge-
nauigkeit mit der Zunahme der Ordnung ab. Dann ist eine giinstig gewahlte Totzeit T,
gegeben, wenn der restliche Teil der Sprungantwort/Ubergangsfunktion durch reine
Tragheitsglieder gut approximiert werden kann,

Fiir folgende Systemmodelle werden Methoden zur Struktur- und/oder Parameter-
bestimmung vorgestellt, die teilweise auf heuristischen Elementen beruhen:

1. P-T;- und P-T,-Tp,-System,
2. P-T,-T,-System
2 unterschiedliche Zeitkonstanten
n gleiche Zeitkonstanten
n gestaffelte Zeitkonstanten,
3. I-T,-System,
4. G (jw) aus der Ubergangsfunktion A(t).

4.2.1.1. Modellbildung von P-7y- und P-T1-Tp;-Systemen

Das Ziel dieser Methoden besteht darin, aus der gemessenen Sprungantwort x(z) bzw.
Ubergangsfunktion /() die Parameter der Ubertragungsfunktion G(p) zu bestimmen.
Als Systemstrukturen werden angenommen

G(p) = __£_ bzw. G(p) = Mﬁl. : | 4.3

( + pTy) (1 + pTy).

Fiir die Parameterbestimmung des P-T;-Systems gilt:

Verstdrkung K
Aus der Ubergangsfunktion
(1) = uo K(1 — e = o (4.4)

folgt mit + - oo fiir den Parameter K

X = x(e0) ) ‘ . 7 @5y

Ug

4.2.1. Modellbestimmung anhand von Kenngrofen der Sprungantwort 157

Zeitkonstante T

Wegen der 1.Ordnung — Gl. (4.3) ~ kann der Parameter 7, entsprechend Bild 4. 4 aus
folgenden Punkten der Ubergangsfunktion bestimmt werden:

I. WT,) =0,632

0. A(1,2Ty) = 0,7

II1. aus Subtangente s(¢,) an der Stelle Z,.

o eng

98| 1271
07 F——=———
0fRp— 2—

htt)

okt Glp)-

{T+p3s) 7+p3s)

e - Bild 4.4

R ~ Auswertung einer Ubergangsfunktion
- 1 eines P-T;-Systems

‘r1|'5 s 0

e

e e i e ——

D1e Variante III ergibt sich aus der Konstruktlon der Subtangente s(t,) an einer be-
liebigen Stelle ¢, der Ubergangsfunktlon h(t) (s. Bild 4.3). Aus der Gleichung fiir die
Tangente an die Ubergangsfunktion im Zeitpunkt ¢ = #o ,

Balt) = h(to) + H(to) (t — t0) o 4.6)
mit v
h(to) =1-= -fo/7'1 N
BN S ' h(t) — b(0)
1. t.o/Tx R = AT RN
M) = o KO = T
und deren Schnittpunkt ¢, mit der Asymptote h(o0) = 1 erhilt man
) =1=1-e oMy lo gmm @
T, . SR S

und daraus fiir die Subtangente ,
s(ty) =t — to = T;. 4.9
Die Benehung von GL (4.8) gllt auch f'ur unnormlerte Ubergangsfunktlonen von P-T}-
und ‘T;-Tp,-Gliedern.
Fiir die Parameterbestimmung des P-Tl-Tm-Systems gilt

Verstdrkung K: nach Gl. (4.5).
Zeitkonstante T : aus der Subtangente an der Stelle to (B11d 4.5).
Vorhaltzeitkonstante Ty, : Aus GL (4 3) erhélt man fiir den Anfangswert

- Ty U : . 4.9)
x(0) uoK T o

1
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Damit kann die Vorhaltzeitkonstante Ty, aus

Toy = Tih (0) = T, 20 @.10)

Uy

bestimmt werden (Bild 4.5).

.y 2

hit) K(1+p 025s) hit)

L] Glpl- (1+p05s) 7

T 7\

E U I SUN N N ) I TURNRUNS NN SN S——
7 2 s 3 T 2 s 3

t

Bild 4.5. Auswertung der Ubergangsfunktionen eines P-Ty-Tp,-Systems

~

_Ki1+p15s)
6lp) (1+p05s)

4.2.1.2. Modellbestimmung von P-T,-T-Systemen
Hat die Ubergangsfunktion k(¢) einen Wendepunkt, so muB eine Approximation durch
eine P-T,-T,-Struktur, n = 2 vorgenommen werden. Die Bestimmung der Parameter

— Verstirkung K (analog zu Abschn.4.1.3)
— Totzeit T, (Bild 4.6)

erfolgt fiir alle Verfahren und Modellstrukturen gleich.

l——-[ /GNendefangenfe

i
|
]
I I
hw :———-—— Wendepulnkf Bild 4.6
|
I
I

Bestimmung der Kenngrd, en

: - der Ubergangsfunktion

hit)

eines P-T,-T,-Systems

i Tu Ta

Im Rahmen dieses Buches sollen zur Struktur- und Parameterermittlung folgende
bewihrte Modellansitze verwendet werden: ,
1. Approximation durch zwei unterschiedliche Zeitkonstanten; s. Gl. (4.11)
2. Approximation durch » gleiche Zeitkonstanten; s. Gl. (4.12)
3. Approximation durch n harmonisch gestaffelte Zeitkonstanten; s. Gl. (4.17).
Mit diesen drei Strukturen kann das Verhalten vieler Systeme hinreichend genau be-
schrieben werden.

Approximation durch zwei unterschiedliche oder » gleiche Zeitkonstanten

Das von Strejc [4.1] entwickelte Verfahren gestattet die Approximation des Systems durch

Modell I Modell 1T
K™ Ke ™™

G(p) = 4.11) G(p) = ——. 4.12) -

(1 + pT) (1 + pT?) (a +pTy
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Die Entscheidung iiber die Wah! der jeweiligen Modellstruktur wird auf der Grundlage
der Koordinaten T, und 4, des Wendepunktes sowie der Werte von z,, T, und T,, die
sich aus der Tangente durch den Wendepunkt gemaB Bild 4.6 ergeben, getroffen.

Danach wird entsprechend den Werten in Tafel 4.1 der in Gl. (4.11) oder in Gl. (4.12)
angegebene Modelltyp gewihlt.

Tafel 4.1

Modelltyp hy o Grenzen der Wendepunktparameter
zur Wahl des Modelltyps

I =0,264 =0,104

it >0,264 >0,104

Die Parameter T, und T, des Modells I werden entsprechend Bild 4.7 aus den Kenn-
groBen h(to,), To,7, To,7,4 Und h(to,7,4) bestimmt.

Nach Untersuchungen von [4.1] ist der Wert k(to,5) = 0,7 (Bild 4.7) nahezu unabhén-
gig vom Verhiltnis 7,/T; und stark abhiéingig von der Summenzeitkonstante. Es gilt:

To.7 = 1,2(T, + T,) mit einem Fehler £ 1,7%. 4.13)
7
o7 ——1__
]
12
hit) | Bild4.7
At 4 | Bestimmung der Kenngrifen t, und h(t,)
a7l4) E=13 L der Ubergangsfunktion eines P-T,-Systems
forre to7 ¢

Auf der anderen Seite ist der Funktionswert A(t,,,,) maximal abhédngig vom Verhiltnis
T,/T,. Mit (4.11) findet man

Ty= — 01 .14
L2(1 + T,/Ty)

Das Verhiltnis T,/T, wird aus Tafel 4.2 entsprechend dem Wert A(to,7/4) erﬁittelt.
Ist das Zeitkonstantenverhiltnis T, /T, groB, wird der Verlauf der Ubergangsfunktion
h(t) fur groBere Zeit fast ausschlieBlich durch die Zeitkonstante T, bestimmt, da der

- Tafel 4.2
h(to,714) LT, Ermittlung des Verhdlnisses T,|T,
0,260 0
0,200 0,1
0,174 0,2
0,150 0,3
0,135 04
0,131 0,5
0,126 0,6
0,125 0,7
0,124 0,8
0,123 0,9
0,123 1
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durch die Zeitkonstante T, beeinfluBte Teilvorgang bereits abgeklungen ist. Dies wird
sofort bei der Betrachtung der Gleichung fiir die Ubergangsfunktion A(t) deutlich. Es
gilt fir diesen Modelltyp:

Ki) =1 — hy() + ho(t) (4.15)
mit
' T, 4T T, ~4T
)=—"2—e M, pt) = —2—e"",
1( ) 1T T2 z( ) 1 — Tz

Firt>(2...57,,d.h im Endberelch der Ubergangsfunktion, ist nur noch der Ein-

flu von A,(z), d.h. der Zeitkonstanten T,, vorhanden. Damit ergibt sich eine zweite
einfache Mdglichkeit der Bestimmung beider Zeitkonstanten in folgenden Schritten:

1. Ermittlung von T, + T, entsprechend Gl. (4.13)
2. Ermittlung von T; aus der Subtangente fiir groBere Zeiten t entsprechend Ab-
schnitt 4.2.1.1.

Liegen die Parameter 7, und A, des Wendepunktes im Wertebereich fiir das Modell 11,
so sind die Parameter » und T’ aus GI. (4.12) zu bestimmen. Fiir den Fall von 7 gleichen
Zeitkonstanten wurde bewiesen, daB der Ordinatenwert 7, von der Ordnungszahl n ab-
hiangt. Damit gilt die Bezichung # = f(z,), die in Tafel 4.3 dargestellt ist.

Tafel 4.3. Kenngroflen der Ubergangsfunktion far P-T,-Systeme

(n gleiche Zeitkonstanten)

n T hy /T - /T T
1 0 0 0 0o 1

2 0,104 0,264 1 0,282 2,718
3 {0218 0,323 2 0,805 3,695
4 0,319 0,353 3 1,425 " 4,463
5 0,410 0,371 4 2,100 5,119
6 0,493 0,384 5 2,811 5,699
7 0,570 0,394 6 3,549 6,226
8 0,642 0,401 7 4,307 6,711

Die Zeitkonstante 7’ wird fur ein gewahltes » entsprechend Tafel 4.3 aus den Kenn-
groBen T, /T, T,,/T' oderT,/T’ (s. Bild 4,6) ermittelt. Die nicht fiir die Bestimmung von n
benutzten Kenngréfen konnen zur Kontrolle bzw. Korrektur verwendet werden. Die
in Tafel 4.3 dargestellten Zusammenhinge sind durch analytische Berechnung aus vor-
gegebenem bekanntem Systemverhalten gewonnen worden [4.1].

Fiir die Ubergangsfunktion A(¢) des Systems von Gl. (4,12) erhilt man den Ausdruck

h(t) = [azo (t/T) jl '-t/T’. ‘ (4.16)

Aus der Wendetangentenkonstruktion erhilt man dann u.a. folgende Bezie_hungeil, die
zahlenmiBig fiir n = 1... 10 in Tafel 4.3 dargestellt sind:

(n—2! en-1
(n— 12

R () LY e <n—1)
TJT' =n—1 (n—l)"‘zl: Z ]

T,)T =

bl
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Da in praktischen Fillen in der Regel das System ungleiche Zeitkonstanten besitzt, liegen
die Werte fiir die KenngréB8en 7, und 4, zwischen den in Tafel 4.3 angegebenen. In diesen
Fallen ist die Ordnung n zu wéhlen, die den Werten 7, bzw. A, am nichsten ist.

1

63— 1
} » Bild 4.8
hit) U’sf ] Bestimmung der Kenngrofen
A (%53_) & 12 der Ubergangsfunktion
2 ! Sfir ein P-T,-System
i + (gestaffelte Zeitkonstanten)

Approximation durch ein Modell mit harmonisch gestaffelten Zeitkonstanten

Kann mit dem Modell von Gl. (4.11) bzw. Gl. (4.12) keine ausreichende Approx1matlon
des Systemverhaltens erreicht werden, ist eine stirkere Staffelung der Zeitkonstanten.des
Systems zu vermuten. Ein Modell, das sich leicht beschreiben 148t und zu einem einfachen
Auswerteverfahren fiihrt, wurde von Radtke [4.2] entwickelt. Das Moedell hat die Form

=K | )
(e 7)
Jj=1 T,

J
Es wurde nachgewiesen, daB bei diessm Modell zwischen der Zeit 79,63 (Bild 4.8) und der

Summenzeitkonstante Ty ein Zusammenhang der Form

to,63 = Tz (1,045 + 0,045) (4.18)
besteht. Mit
e 1
I;= Z T,=T % —
J=1 ]
folgt fiir die Bestimmung der Zeitkonstante T”
T'= _‘1,.—1"0.63 =D(n)lo,63- (419)
1,045 %, —
=1

Fiir die Ermittlung der Ordnungszahl 7 erwies sich der Funktionswert 4(o,¢3/2) der Uber-
gangsfunktion als sehr geeignet (Bild 4.8). In Tafel 4.4 sind die bendtigten Kenngr8en

fiir dieses Modell dargestellt.
In Analogie zu dem von Radtke fiir das Modell mit gestaffelten Zeitkonstanten ent-

wickelten Verfahren wurde von Sponer [4.3] ein Auswerteverfahren zur Bestimmung der
Parameter eines Modells mit # gleichen Zeitkonstanten Gl. (4.12) entwickelt. Es umgeht
die hiufig schwierige Bestimmung des Wendepunktes der Ubergangsfunktion.

Ausgehend von Gl. (4.18) gilt fiir gleich groBe Zeitkonstanten
1 ,
T = 1045 to,63 = D'(n) to,63-

Zur Bestimmung der Ordnung n wird ebenfalls der Funktlonswert h(to 63,2) verwendet,
der in Tafel 4.4 als Funktion von # fiir diesen Modelltyp dargestelt ist.
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n | Modell 1 Modell IT o ;‘;ﬁfg‘:;;ﬁe,,
h(fo,63/2) D(n) h(to,63/2) T D'(m) der Ubergangsfunktion
- - - fir P-T,-Systeme
1 0,392 0,957 0,392 0,957
2 0,291 0,478 0,299 0,638
3 0,224 0,319 0,242 0,522
4 0,176 0,239 0,202 0,459
5 0,139 0,191 0,173 0,419
6 0,112 0,159 0,149 0,391
7 0,089 0,137 0,129 0,368
8 0,072 0,119 0,116 0,352
9 0,058 0,106 0,103 0,338
10 0,047 0,095 0,093 0,326

Weitere sehr umfassend ausgearbeitete Methoden zur Approximation von Ubergangs-
funktionen sind die Zeitprozentmethode von Schwarze [4.4] und die Momentenmethode
von Simoju [4.5]. Ihre praktische Anwendung ist z.Z. nicht mehr sehr groB.

4.2.1.3. Modellbestimmung von I,-T,-7,-Systemen

Fir I,-T,-T.-Systeme sind fiir die folgenden Modelle
Modell T Modell II

)= —B 420 Gp=— @.21)
p(+pTy ’ T :
ol (1 +p—

. : oL L J=1 TJ
von Schwarze [4.4] und Sponer [4.3] Approximationsregeln aus der Sprungantwort ent-
wickelt worden. Die Totzeit T, wird fiir beide Verfahren als erster Parameter wieder ab-
gespalten (Bild 4.9).

Die Approximation des 1,-T,-Systems durch ein Modell mit » gleichen Zeitkonstanten
(Modell I) erfolgt in den Schritten
— Ermittlung von K; = tan &/u, und Ty = nT’ (Bild 4.9), -
— Bestimmung der Ordnung 7 aus x(73)/(K,Tzu,) (Tafel 4.5),
- Bestimmung der Zeitkonstanten T’ = Dy(n) Ty ; Dy(n) aus Tafel 4.5.

x(t)

Bild 4.9
Bestimmung der‘Kenngréﬁen

x(Tg)
‘ der Sprungantwort fir ein I,-T,-T\-System

Fiir die Approximation des Systems mit gesté.ﬂ‘elten Zeitkonstanten (Modell II) wer-
den die gleichen Schritte durchlaufen, wobei fiir die Faktoren Dy(n) und x(T,)/(KIT,uo)
entsprechend Tafel 4.5 andere Werte einzusetzen smd
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B Modell I N " Modell II §‘;,f§;;’;;}e,, :
x(Ty) x(Ty) der Sprungantwort
__TxKnud Dy(n) —T:: Kutg Dy(n) - fiir I-T,-Ti-Systeme
1 0,368 1,000 . 0,368 1,000
2 0,281 0,666 0,271 0,500
3 0,241 . 0,545 0,224 0,333
4 0,218 0,480 0,195 0,250
5 0,202 0,438 0,174 0,200
6 0,190 0,408 0,161 0,167

4.2.1.4. Bmhmmung diskreter Werte. des Freqnenzgangs G (]m)
aus der Ubergangsfunktion

Bei dieser von Unbehauen [4.7] vorgeschlagenen Methode wird die im Bild 4.10 dar-
gestellte Ubergangsfunktion 4(z) durch eine Summe von Geradenstiicken £,(¢) angeni-
hert. Damit gilt fiir die approximierte Ubergangsfunktion A(¢): :

hoy=ho+ 3 k@ ‘ . 42
‘mit B
0 fir ¢t < t;
h(t) =
'i ﬂ (t b ti) fir ¢ 2 t;
Alt) -
htt) At

holt)
hg

1h2'7zn, +hol/T - hatt)
/

N

1]
e (h1‘ho)/w+h7’/7 !
i - '
f] fZ t+ /T](ﬂ .

iz

Bild 4.10. Prinzip der Zerlegung der Ubergangsfunktion h(t)

Die Faktoren b,, die dle Dxﬁ‘erenz der Steigungen zwischen zwei Abschmtten ausdrucken,
werden aus den Gleichungen

b _ {(hl — ho)/T fir i=0 423

T (Aer — 28 + By )T fir i>0

;eist;mmt. Fiir die Ubertragungsfunktion G(p) der angeniiherten Ubergangsfunktion 4(¢)
ilt dann

1 > '
Gp) = hy + p_T:Z:o b e 7T, 4.24)
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Soll der Frequenzgang G (jw,) fir die Frequenz w, ermittelt werden, wird p = jo,
gesetzt, und man erhalt

G (jo)) = ho — —leigo b, sin (iTw;)
"2

—ﬁizob, cos (Tw); I1=1,2,... k. (4.25)
P

Die Genauigkeit der Approximation steigt mit der Anzahl der Stiitzstellen. Zufrieden-
stellende Ergebnisse liefert das Verfahren schon fiir den Bereich 20 < n < 30.

Beziiglich der Modellstruktur kann es auch auf Systeme mit konjugiert komplexen
Polen (Schwingungsglieder) und mit integralem Verhalten angewendet werden. -

4.2.2, Modellbostlmmung anhand von Kenngrifien der Impulsantworten
bzw. der Gewichtsfunktionen

Ist die Aufpragung von Sprungfunktionen auf das System nicht zweckmiBig (z.B. bei
I-Gliedern, Gefahrdung der Lebensfunktion des Systems), wird héufig ein Impuls als
Testsignal verwendet. Das Problem dieses Testsignals liegt in der Realisierungsmdglich-
keit des ,,idealen Impulses*, d.h. Amplitudenwert => co, Impulsbreite = 0. Deshalb wer-
den in den folgenden Abschnitten Verfahren angegeben, die sowohl von den idealen als
auch von den realen Realisierungsméglichkeiten des Impulses ausgehen.

x(t)
x(Tml}———,
1
|
I
xtmi2tt—{ |

1 1 Bild 4.11 i

= } Kenngropen der Impulsantwort

[ (n gleiche Zeitkonstanten)

In 'm t
2

4.2.2.1. Auswertung von Impulsantworten bei idealem Eingangssignal (Dirac-lmpuls)
Fiir den Fall, daB das Emgangss1gna1 als Duac-Impuls angesehen werden kann, wurde
von Werner [4.8] firr den Modellansatz
X .
G(p) = —— (4.26)
(1 + pT)" '

ein einfaches Verfahren zur Bestimmung der Parameter » und 7' entwickelt. Als Grenz-
wert fiir die Impulsbreite AT gilt

AT <0,1T".
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Aus den Kennwerten der Impulsantwort T}, Tn/2, x(T) und x(T,n/2) (Bild 4.11) werden
entsprechend Tafel 4.6 die Parameter des Modells in Gl. (4.26) ermittelt. Die emzelnen
Schritte sind folgende:

— Aus dem Verhéltnis x(T,)/x(T,/2) wird die Ordnung n bestimmt.

— Bei bekannter Ordnung »n folgt aus T,,/T’ die Zeitkonstante 7.

— Aus T'x (Tpn)/uoK folgt bei bekannter Flache des Impulses o, = A = 1 der Verstir-
kungsfaktor K.

Bei Impulsen mit einer Impulsbreite von AT > 0,17’ werden die Kennwerte vom Ver-
hiltnis AT/T' abhidngig. Die Auswertung wird dadurch sehr erschwert.

, Tafel 4.6

M) _ n T T'x(Tw) Kennwerte der Impulsantwort
x (Twl2) Y i uK fiir P-T,-Systeme

g mit n gleichen Zeitkonstanten
1,213 2 1 0,368
1,471 3 2 0,271
1,785 4 3 0,224
2,165 5 4 0,196
2,623 6 5 0,175
3,185 7 6 0,159

4.2.2.2. Auswertung von Impulsantworten unter Beachtung der Impulsbreite
des Eingangssignals

Ist die Impulsbreite AT > 0,17", so ist es notwendig, sie bei der Approximation zu be-
riicksichtigen. Die Methode basiert auf der Approximation durch ein Modell mit » har-
monisch gestaffelten Zeitkonstanten; s. Gl. (4.17) [4.2]. Als Kennwerte eignen sich ent-
sprechend Bild 4.12 die Zeiten AT, T,, und T, = t(x,) sowie die Funktionswerte x,
= X (AT) und x5 =x(T,). Unter Annahme der Modellstruktur ergeben sich die im
Bild 4.13 dargestellten Verliufe fiir Quotienten aus den Kennwerten. Die Bestimmung
der Parameter erfolgt in den Schritten:

— Ermittlung der Kennwerte xo/x, und 7/T,, entsprechend Bild 4.12.

- Ermittlung der Ordnung 7 aus den Kennwerten xo/x, und T/T,, im Bild 4.13a.

— Aus Bild 4.13 b wird mit Hilfe der GrdBen xo/x, und » der Wert fiir T'/AT entnommen
und somit die Zeitkonstante T’ ermittelt.

- Der Verstiarkungsfaktor K wird bestimmt aus der Beziechung

=—=2 mit % = (1 —eTTy, 4.27)

uft)
% Bild4.12
Kenngrifen
der Impulsantwort
(n gestaffelte
Zeitkonstanten)

ar ¢
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Bild 4.13. Verlauf von Quotienten der Kenngrofen aus Bild 4.12 zur Appro)cimattbt_t von Impulsaniworten

a) Diagramm zur Ermittlung der Ordnungszahl »
b) Diagramm zur Bestimmung der Zeitkonstanten T*

4.2.3. Ermittlung von Stiitzstellen der Gewichtsfunktion
aus beliebigen Eingangs- und Ausgangssignalen —
Entfaltong ohne Ausgleicl_:

Die bisher vorgestellten Verfahren sind auf geometrisch einfache Testsignale, die aktiv
auf das System aufgepriigt werden miissen, beschrinkt. Hat das aktiv auf das System
aufgeprigte oder im normalen Betrieb anliegende Testsignal eine beliebige Form, ver-
sagen die bis jetzt vorgestellten Modellbildungsverfahren. Als ein Ausweg bietet sich die
Verwendung des Faltungsintegrals an, das das Ausgangssignal x(¢) iiber eine Integral-
bezichung aus dem Produkt der Gewichtsfunktion g(#) und dem zeitverschobenen Ein-
gangssignal ermittelt. Damit gilt mit u(¢) = 0 fiir < 0

) .
x(t) =I g@u(t —ovdr. (4.28)
. o :
glriult-r) (txnir
/ gltlult-TidT ~ gUTIuf(k-0T]T
T
l/ ~
| ~_ |
o PN Bild 4.14
i I \ Prinzip
| / { i der Approximation .
i A L ! des Faltungsintegrals
{r (+1T T s

DasProblem bestehtin der Aufldsungder Integralgleichung nach g(z) bzw. nachihren Stiitz-
stellenwerten g(z;) bei bekannten Signalen x(z) und u(¢). Im einfachsten Fall kann das Inte-

gral mit Hilfe der Rechteckregel aufgeldst werden. Entsprechend Bild 4.14 gilt fiir Systeme

mit einem Gedichtnis von (r — 1) 7, d.h. g GT") = 0 fiir i = r, fiir das Ausgangssignal
r=1 p(I+1)T

x() = l;o

iT

gD u( —ode. (4.29)
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Verwendet man nur die diskreten Werte der Eingangs- und Ausgangssignale u (k — T")
= u(k) und x (kT) = x(k), so erhilt man als Niherung filr das Ausgangssignal zum
Zeitpunkt ¢ = kT die Faltungssumme

r—1

M)~ T Y. glhulk =) (4.30)

mit

t = kT, T=IT, 1=0,1,...,(r — 1.
In Matrixschreibweise erhilt man fiir j Beobachtungen und die Anfangswerte x(¢) = 0,
u(t) =0firt <0

x(1) ul 0 ...0 £(0)
x(2) =T u(2) {4(1) ...0 g
.;c(j) 1.4(j) Vu(j—l)...u(l) ;r(r—l)
T N —— e’
x U g

Damit ergibt sich als Systembeschreibung
x=TUg. ‘ (4.31)

Die Auflésung von Gl. (4.31) nach dem Vektor der Stiitzstellen g wird als Entfaltung
bezeichnet und ergibt, wenn die Matrix U invertierbar ist,

g= % U-lx. 4.32)

Wird ein bestimmtes Testsignal #(¢) immer verwendet, kann die Matrix U~ einmal be-
rechnet und fiir weitere Untersuchungen abgespeichert werden. ‘

Der Fehler der Approximation hingt wesentlich von der Abtastweite T ab. Sie soll so
gewihlt werden, daB die Gewichtsfunktion g(¢) durch 20 bis 40 Stiitzstellen beschrieben
wird. Nach der Ermittlung der Stiitzstellen kann dann eine Approximation durch ein
parametrisches Modell mit den im Abschnitt 4.2.2 vorgestellten Methoden erfolgen.

Bei dieser Methode ist ’zu beachten, daB das Testsignal u(z) ein fiir die Ermittlung der
Stiitzstellenwerte der Gewichtsfunktion g (/7)) giinstiges Amplitudenspektrum (,,ideal
weiBes Rauschen®) besitzt und daB keine Storung z(¢) auftreten darf. Ist eine nicht zu
vernachlissigende St6rung vorhanden, muB eine Schitzung mit der Methode der Ent-
faltung mit Fehlerausgleich (s. Abschn.6.2) durchgefiihrt werden. '

4.3. Ein-/Ausgangs-Modelle im Frequenzbereich

Die Auswertung von Frequenzgangmessungen liefert, da alle Frequenzbereiche des
Systems im Gegensatz zu den im Abschnitt 4.2 verwendeten Testsignalen mit der gleichen
Energie angeregt werden, Modelle mit hoher Genauigkeit. AuBerdem sind die Verfahren,
die durch ein Korrelationsprinzip den Frequenzgang ermitteln, relativ unempfindlich
gegen StSrungen. Der Nachteil der Verfahren liegt in den langen MeBzeiten im tief-
frequenten Bereich des Systems. Einen Ausweg bilden kombinierte Methoden, z.B. die
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Auswertung von Ubergangsfunktion(fiir die den tieffrequenten Bereich beschreibenden
Parameter) und Frequenzgang (fiir die den hochfrequenten Bereich beschreibenden
Parameter) [1.27, 1.46].

AuBerdem ist zu beachten, daB die Frequenzen ; des periodischen Testmgnals wieder
iiber den ,interessierenden Frequenzbereich“ des Systems verteilt sein miissen, um die
Struktur und die Parameter eines analytischen Frequenzgangmodells mit ausreichender
Genauigkeit zu ermitteln. Gleichzeitig muB bei allen MeBverfahren bedacht werden, daf
der Frequenzgang G (jw) der Quotient der komplexen Amplitude von Ausgangs- zu
sinusférmigem Eingangssignal im stationiren Zustand ist. Das bedeutet, daB bei jeder
neugewadhlten Frequenz o, der Einschwingvorgang zur Auswertung abgewartet werden
mub, was besonders im tiefen Frequenzbereich zu erheblichen MeBzeiten, Kosten oder
Belastungen fiihren kann (Bild 4.15). Der Ausweg aus diesem Problem wurde oben auf-
gezeigt. Fiir die Wahl der Frequenzen des Testsignals hat sich ein konstanter Quotient
benachbarter Frequenzen w;,;/w; bewdhrt, weil dann der interessierende Frequenz-
bereich im Bode-Diagramm durch MeBwerte mit stets gleichem Abstand beschrieben
werden kann. :

X(EN

— — '
/\‘—7\——— Bild 4.15
< £~ Einschwingvorgang
l \~*X./___ /[t des Ausgangssignals x(t)

In den folgenden Abschnitten soll auf einige typische Methoden zur Ermittlung des
Frequenzgangs (Abschn.4.3.1), auf die Approximation des Frequenzgangs durch ein
parametrisches Modell in Form eines Zeitkonstantenmodells (Abschn. 4.3.2) und auf die
Approximation der Ortskurve durch ein Polynommodell (Abschn.4.3.3) niher eingegan-
gen werden. Auf eine groBe Anzahl weiterer Verfahren kann an dieser Stelle nur ver-
wiesen werden [1.37, 1.46].

4.3.1. Methoden zur Aufnahme des Frequenzgangs G (jo)

Die entwickelten Methoden haben das Ziel, die Komponenten des Frequenzgangs G (jw)
in einer der Formen

G (jv) = U@) + j¥ (@) = |G (jw)| e @ | (4.33)
zu ermitteln, Werden Phasenminimumsysteme vorausgesetzt, kann die Messung des
Frequenzgangs auf die Bestimmung von |G (jw)| beschrinkt werden, da aus dem Am-
plitudenfrequenzgang |G (jw)| der Phasenfrequenzgang konstruiert werden kann.
4.3.1.1. Synchronaufzeichnungsverfahren
Aus den synchron entsprechend Bild 4.16 registrierten Eingangs- und Ausgangssignalen

u(t) = Asin (ot + ¢,) und x(¢) = Bsin (0t + @)
kann der Betrag des Frequenzgangs

|G (jw)] = BJA 439
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und der Phasenfrequenzgang

@) = @z — @u = 0 (tx — L) = otp
ermittelt werden. Als giinstiger Frequenzberelch fir diese Synchronaufzelchnung hat

sich 107%s~! < f < 107's~! erwiesen. Problematisch ist die Bestimmung kleiner
Phasenverschiebungen.
Frequenzgenerator
@

urlt)=A-sin wt

Uz(t)=A-coswt
System
X(t)=B-sinwt+¥)
N R D [
T f R | I
ult! I |
t
W N : uplt) x(t) uslt) xit) :
I i, ]
xtth _ty L f..Idf I
B | 1
0 |
~ ' \./ '\f . | I
Y !_ Ry, x(0) R,ﬂ(o_) ]
) w Im (G (jw) ~Re(G(jw)
Bild 4.16. Schema des Synchron- { / j [ d ]
aufzeichnungsverfahrens Bild 4.17. Schema des Komponentenverfahrens

4.3.1.2. Komponentenverfahren

Das Komponentenverfahren hat aufgrund der Maoglichkeit der sehr feinen Unterteilung
eines groBen Frequenzbereichs 10 s~1 < f < 102 s~ und der guten Stérunterdriickung
durch die Anwendung des Korrelationsprinzips die breiteste Anwendung gefunden. Das
Schema dieses Verfahrens ist im Bild 4.17 dargestellt. Der Realteil des Frequenzgangs
wird dabei in dem einen Kanal durch die Multiplikation des Systemausgangssignals
mit dem Eingangssignal, der Imaginirteil in dem anderen Kanal durch die Multlphkatxon
des Ausgangssignals mit dem um 90° verschobenen Testsignal ermittelt.
Der Realteil ergibt sich aus (s. Abschn.3.2.2.2)

T,
Rus(0) = — j ' ABsin ot sin (ot + 9) dt

j [cos ¢ — cos (2wt + @)l dt (4.35)
T oo
und fiir geniigend groBe 7,

. AB A2 .
R.:x(0) = = cse = |G (jw)] cos ¢

R,I,(O) = —[;—2 Re {G (jw)}. . ' (4.36)
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Fiir den Imaginirteil erhilt man anatog

Ty
R,:(0) = %f AB cos ot sin (wt + @) dt
1 0

AB (Tr . .
= — | sinw + sin Qwt + ¢) ds. 4.37)
2T Jo
Fiir grofe Ty wird
A? . . A2 . ’
R.2:(0) = EY |G (je)| sin ¢ = > Im {G (jw)}. (4.38)
Ein Stérsignal z(¢) wird durch das Korrelationsprinzip beseitigt, wenn in der Strung
keine periodischen Komponenten der Testsignalfrequenz enthalten sind. Fiir hinreichend

groBe Mittelungszeiten T} gehen die Anteile der Korrelationsfunktion, die zusétzlich in
den Gin. (4.36) und (4.37) auftreten,

1 (" 1 ([
—f z(f) A sin wt At bzw. ——-f 2(t) A cos wt df,
T 1 1] Tl (]

gegen Null. Bei periodischen Stérsignalen wird der Fehler des Frequenzgangs um so
groBer, je niher Storsignalfrequenz und Testsignalfrequenz zusammenliegen. Weiter-
fiihrende Betrachtungen zu diesem Problem und zum EinfluB einer endlichen Mittelungs-
zeit auf die Genauigkeit der Frequenzgangbestimmung sind in {1.37, 1.46, 4.9] enthalten.

u,(t)

ualt,

YA AN
VARV
' , Bild 4.18

Verlauf von rechteck- und dreieckformigen Test-
signalen uy (t) und u,(t) und Verlauf der Grundwelle

//\\//\\-//\\— : des Ausgangssignals x(t)

x(t)

ﬂ

4.3.1.3. Frequenzgangmessung mit Rechteck- ind Dreieckwellen

Die Ermittlung des Frequenzgangs aus der Analyse des Ausgangssignals bei aufgeprigten
Rechteck- oder Dreieckwellen hat die Vorteile der einfachen Realisierbarkeit und teil-
weise der Erhohung des Stérabstands. So besitzt die Grundwelle des Rechtecksignals
einer Amplitude u, die Amplitude u, - 4/m (s. Abschn.3.1.2), d.h., bei gleicher Aus-
steuerung wird der Stérabstand gegeniiber dem sinusférmigen Testsignal um den Faktor
1,27 verbessert. Bei der Verwendung eines Dreiecksignals einer Amplitude u, besitzt die
Grundwelle die Amplitude u, - 8/w?, d.h., der Stdrabstand wird um den Faktor 0,81

verschlechtert.

4.3.1. Methoden zur Aufnahme des Frequenzgangs G (jo) . 171
Fiir die Rechteckwelle der Amplitude u, (Bild 4.18) gilt fiir die Fourier-Zerlegung
entsprechend Abschnitt 3.1.2, Tafel 3.1, die Bezichung
4 (. 1., 1, , .
u(t) = — uy {sin wt + — sin 3wt + — sin Swz + ...;. (4.39)
T 3 5
Das Ausgangssignal lautet entsprechend

x(t) = iuo {(G (jo)| sin (w? + @(w)) + —?1;— |G (jow)| sin (3wt + ¢ Bw)) + }
™
(4.40)

Die Ermittlung der Amplitude der Grundwelle im Ausgangssignal erfolgt zweckmaBiger-
weise durch eine Fourier-Analyse mit Hilfe der im Abschnitt 3.2.3.4 vorgestellten Algo-
rithmen durch einen Digitalrechner, Vereinfachte Verfahren fiir P-T,-Systeme sind in
[1.40, 4.8] enthalten. '

Werden Testsignale in Form von Dreieckwellen verwendet, so lautet die Fourier-

Zerlegung (s. Tafel 3D

u(t) = Buo sin wt — L sin 3wt + L sin Swt + ... }. (4.41)
2 9 - 25

Fiir das Ausgangssignal gilt damit

'ox() = 8_1120 {IG (jw)] sin (et + tp(w))‘— —;—IG (jw)| sin Bwt + ¢ (3w)) + }
™
(4.42)

Aus GL. (4.42) ist zu erkennen, daB sich gegeniiber der Rechteckwelle der Stérabstand
verschlechtert und daB die dritte Oberwelle um den Faktor 4 stirker gedampft wird,
was die Ermittlung von G (jw) erleichtert. ,

Neben diesen beiden Testsignalarten wurden sog. Mehrfrequenzsignale entworfen,
die in einem MeBvorgang die Frequenzgangbestimmung fiir mehrere Frequenzen gestat-
ten. So enthilt z. B. ein in [1.40, 4.10] vorgestelltes bindres Signal neben der Grundwelle »
die Oberwellen mit den Frequenzen 2w, 4w, 8w, 16 und 32w. Thre Anwendung ist jedoch
auch beschrinkt, weil die Amplituden der Einzelschwingungen des Mehrfrequenzsignals
wesentlich geringer sind als bei den bereits genannten Testsignalen und sich damit der
Storabstand wesentlich verschlechtert.

Durch die Anwendung der in diesem Abschnitt vorgesteliten Methoden erhdlt man
eine diskrete Folge von Frequenzgangwerten. Sie konnen .in der komplexen G (jw)-
Ebene (Ortskurve) oder als Amplituden- und Phasenfrequenzgang (Bode-Diagramm)
[1.2, 3.1] dargestellt werden. Fiir viele Anwendungen ist es zweckmiBig, das in Form
einer Wertefolge bzw. grafisch als Ortskurve oder Frequenzganglinien vorliegende nicht-
parametrische Modell durch ein parametrisches Modell zu approximieren. Bei der Er-
mittlung des durch wenige Parameter zu beschreibenden parametrischen Modells muB3
die Struktur- und Parameterbestimmung geldst werden. Aus diesem Grunde werden in
den folgenden Abschnitten Verfahren zur Approximation des Frequenzgangs. durch
parametrische Modelle in Form des Zeitkonstantenmodells und des Polynommodells
vorgestellt. :
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4.3.2. Approximation von G (jo) (_iurch ein Zeitkonstantenmodell

Aus dem gemessenen Frequenzgang G (jw), der oft als Amplituden- und Phasenfrequenz-
gang aufgetragen wird, sollen die Struktur und die Parameter eines Modells der Form

1:[ ( + pTny) ‘ v
. G -KE )

.;131 (1 + pTy)

bestimmt werden. Dabei wird vom Gesamtfrequenzgang G (jw), vom Amplitudenfre-
quenzgang Ig |G (jw)| oder vom Phasenfrequenzgang ¢ (jw) ausgegangen [4.11, 4.12].
Bei Phasenminimumsystemen sind die Verfahren, die von |G (jw)j ausgehen, wegen ihrer
Einfachheit und Ubersichtlichkeit vorteilhaft. Als Phasenminimumsystem werden solche
Systeme bezeichnet, die den zu dem vorhandenen Amplitudenfrequenzgang mdoglichen
minimalen negativen Phasenfrequenzgang fiir alle Frequenzen haben [1.2]. Sie besitzen
keine Nullstellen in der rechten p-Halbebene, und fiir sie existiert eine eindeutige Zu-
ordnung zwischen Amplituden- und Phasenfrequenzgang. Damit fallen fiir diese Me-
thode alle Systeme mit AllpaB- und Laufzeitverhalten aus der weiteren Betrachtung
heraus.

Deswegen kann die Ermittlung eines parametrischen Modells allein auf der Grundlage
des Amplitudenfrequenzgangs erfolgen. Das Verfahren beruht auf einer Approximation
des in dB iiber lg @ aufgetragenen Amplitudenfrequenzgangs durch Geraden verschie-
dener Neigungen. Es wird davon ausgegangen, daB der Amplitudenfrequenzgang sich
aus einer Summe von Elementarkennlinien mit P-, I-, D-, T;-Tp,- und T3-Verhalten
nach der Vorschrift

121G (jo)| = ';1 Ig1G; (jo)| ; (4.44)

érgibt. Die Kennlinien der Elementarsysteme sind in Tafel 4.7 als Geraden dargestelit.
Fiir die Approximation gilt analog zu Gl. (4.44)

lg16Go)l = 3, 1816 (ol es

Der Amplitudenfrequenzgang [G (jw)] sollte in folgenden Schritten approximiert werden:

1. Darstellung von |G (jw)} als Funktion von Ig w/w*; w* wihlbare Bezugsfrequenz.
2. Approximation von |G (jw)| durch Geraden mit den Neigungen '
e = 318IGGON . e L q o
d1g w/w*
(k* = —1 entspricht der Neigung 20 dB/Dekade).

Andert sich an einer Knickstelle o, die Neigung um +(—)1, so ist eine reelle Nullstelle

(reeller Pol) mit T; = 1/w, anzusetzen. Bei Anderung der Neigung um +(—)2 ist ein
konjugiert-komplexes Nullstellen- (Pol-) Paar vorzusehen. Hierbei ist wq mit der Knick-

frequenz identisch. An einfachen, weiter voneinander entfernten Knickpunkten w; .

soll die Abweichung des asymptotischen Verlaufs (Geradenapproximation) vom exak-
ten Verlauf, d.h. Ig |G (jw)| — 1g |G (jw)|, +(—)3 dB betragen (Bild 4.19).
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. Tafel 4.7
Systemverhalten Approximation Geradenapproximation des Amplituden-
. frequenzgangs einfacher Ubertragungs-
P-Verhalten % funktionen
G(ow)=K

L - -— -

k*=0 [/ lgw/w*

I-Verhalten Bl

GGo) = 1/joT; ®

k= ~1 i gl
D-Verhalten LG_A

G (w) = joTp 0 T

k* = +1 lgeo/w*

Ty-Verhalten ‘el
as /i

G(w) = 1/(1 + joTy) 0 A
k* = —1

Tpy-Verhalten dﬁal

G (o) = (1 + joTp)

k* = +1 - o i lgwlw*

. Konstruktion des Verlaufs der verfeinerten Approximationskurve unter Anwendung
" der Korrekturtafeln aus den Bildern 4.20 und 4.21 zur Beriicksichtigung der von be-

pachbarten Knickstellen herrithrenden Abweichungen nach der Vorschrift

1g|G (jo)| = 1g16 (jw)| + 1g|AG (jo) (4.46)
mit Ig JAG (jw)| als Korrekturwerte entsprechend den Bildern 4.20 und 4.21.
(1+pIpy)
Glpi-K (1+pTy)

20 b= ~ '
dB ] 1
r m Tﬂ
| : ! .
1G(jwl | 7 00 167 02 " Bild4.19 «
oL | Beispiel o
T 16wl einer Frequenzgangapproximation
A ~ / durch ein Zeitkonstantenmodell

N
18 (jew)]
dg — -
-1 ™~
Bild 4.20
1461 ] Korrekturtafel
-3 far die Geradenapproximation
01 02 (005 1 P 0 von Amplitudenfrequenzgingen

fiir Tragheits- und Vorhaltglieder
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4. Vergleich der Amplitudenfrequenzginge Ig |G (jw)| — lg |G(jw)] und ggf. eine Korrek-
tur der Knickfrequenzen und Riicksprung zu Punkt 2.

5. Falls die Genauigkeit der Approximation immer noch nicht ausreichend ist; muff mit
dem Verfahren von Linvill in [4.12] eine weitere Verbesserung versucht werden. -

2
dﬂ \'0'005
7 a1
02
8 )
ZIR\Y
e awl
las1 * 03
0 N Bild 4.21
M S 05 1 i Korrekturtafel
" \\: fiir die Geradenapproximation
10 von Amplitudenfrequenzgingen
8 08 fiir Schwingungsglieder

a1 02 03 0405060810 2 3 L5638

w7b——

Das vorgestellte Verfahren zeichnet sich durch seine einfache Handhabung und durch
eine fiir viele Aufgaben ausreichende Giite beziiglich der Struktur- und Parameterermitt-
lung aus. Sind jedoch héhere Genauigkeitsanforderungen zu erfiillen, sollte auf rechner-
gestiitzte Methoden zuriickgegriffen werden [1.46]. Dabei muB festgestellt werden, daB
die Giite dieses Verfahrens wesentlich durch die Erfahrung und das Geschick des jewei-
ligen Bearbeiters bestimmt wird. Diese Aussage trifft fiir das im folgenden Abschnitt
vorgestellte Verfahren der analytischen Approximation der diskreten Frequenzgangwerte
in der G (jw)-Ebene, d.h. der Ortskurve, nicht zu.

4.3.3. Approximation von G (jo) durch ein Polynommeodell

Die Bestimmung der analytischen Beschreibung G (jw) eines Systems mit konzentrierten
Parametern der Form

G(jo) = K X

- " Gy [U@) + iV @)] @47
. \m <\ Jjo)" [Ulw) + 1V (@
Gor[1+ 5 atey]

erfordert

1. die Bestimmung des Grades n und m (d.h. der Struktur),
2. die Bestimmung der Parameter a;.

Wird das System durch Gl. (4.47) hinreichend genau beschrieben; so kénnen die
Strukturparameter 7 und m aus folgenden Uberlegungen gewonnen werden. Trennt man
die Beschreibung des Frequenzgangs von Gl. (4.47) in die Teilfrequenzginge

G, (jw) = K/(jo)"; m=1,2,..., ' (4.48)

G, (jo) = 1/(1 +‘i a,(jw)‘); i=012,...,
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so ist zu erkennen, daB bei tiefen Frequenzen das Gesamtverhalten durch G; (jw)
bestimmt wird: '
G (jw) = G, (jw) = K/(jw)™.

Im Bild 4.22 ist der Verlauf der Ortskurve fiir m = 0 (P-Glied) bis m = 3 (I;-Glied)
dargestellt. Der zweite Teilfrequenzgang G, (jw) hat den Verlauf von T,-Gliedern. Die
Ortskurve durchlduft, von der recllen Achse beginnend, » Quadranten (Bild 4.23). Ins-
gesamt gilt damit fiir die Strukturparameter
m Anzahl der Quadranten der G (jw)-Ebene, die im Uhrzeigersinn zwischen der posi-

tiven reellen Achse und dem Quadranten liegt, in dem die Ortskurve mit o = 0

beginnt (s. Bild 4.22)
n Anzahl der Quadranten, die die Ortskurve beriihrt (s. Bild 4.23).

Im{Gtjwl] Im [Gljw)]
w
me3

@ K RelG(jwlf et w=0 Re(G(jwlf
m=2 m=0
lo n=2 -
mal n=3
w
Bild 4.22. Ortskurven des Teilfrequenzgangs Bild 4.23. Ortskurven des Teilfrequenzgangs
iw) = o)™ Y n
G, (Jw)' K/(Jw) G, (]w) = 1/(1 + ‘E a; (jw)l)
=}
Im{Gljw)}
@3
N
/ N\ ,
Y B
Wl W, J@y
\ Re {Gljwl}
\ y Bild 4.24
wy :52?";,. Wahl der Interpolationspunkte
\ AN bei dem Verfahren von Szweda
45) @} P-Verhalten
\ w; I-Verhalten

Das System wird dann durch das Modell gut approximiert, wenn keine wesentlichen
Nullstellen im System vorhanden sind [3.1]. Nach der Festlegung der Strukturparameter
m und n des Modells von Gl. (4.47) kénnen die » Parameter a;, i = 0, 1, ..., n ermittelt
werden. Die Bestimmungsgleichungen werden dadurch gefunden, daB bei » diskreten
Frequenzen w; die Amplituden und Phasen des gemessenen Frequenzgangs G (jw) mit
der Approximation G (jw) iibereinstimmen miissen. Zu relativ einfachen Bestimmungs-
gleichungen gelangt man, wenn man nach Szweda [4.13] die Ubereinstimmung der
Phasen bei n Frequenzen w, fordert. Damit sind fiir die Ubereinstimmung zwischen dem
Frequenzgang des Modells G (jw) und dem des Systems G (jo) in » Punkten die Bedin-
gungen » .

(o) —pw)=0; i=12,...,n (4.49)

zu erfiillen.
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Wihlt man als ersten Punkt der; Ortskurve die Frequenz w,, bei der erstmals | U(w)|

= |V(w)|, und als weitere (@, ... w,) die (# — 1) Schnittpunkte mit den Koordinaten-.

achsen, wo entweder U(w) = 0 oder V(w) = 0 sind, so erhilt man ein System von n Glei-
chungen (Bild 4.24).
Fiir n = 7 erhilt man die Bestimmungsgleichungen zu

w3 % AN
R I [
_ 1 w3 s /) \ ws
al—.w—. w w? T @l
(=B -2)(-2)
W3 W5 w7

o L 1 1
y = — 4 4 L
w; o o

1 1 1
a=a(\— +—5 +—7

1 1 1
a, = T+ + 5 (4.50)
W04 Wa0¢ WaW¢
1 1
s =—F— t+t——+
W3ws W37 WsWq
g = 1
6~ T2 2 2
W2r004W¢
1
a; = a4, 3 3 2"
W3WsWq

Zur Bestimmung der Parameter g, werden nur die Frequenzen o, ... o, bendtigt. Fiir
n < 7 sind in den Bestimmungsgleichungen fiir g, alle w, mit i > n unendlich zu setzen.

Die Ermittlung des statischen Verstarkungsfaktors K erfolgt bei der angenommenen
Systemstruktur von GL. (4.47) entsprechend den Beziehungen »

aym=20 .
K = lim G (jo), (4.51)
w0
bm>0

2 2 2 -
K = IG (jo,) JEwT( - ) ( -2 (1 - &)
w3 Wy W
Ermittlung von

o; bei q)(w1)=—m—725-—7

und
o, bei glo)=-m— —(i—1)—; i=23,..,n
2 2
Die praktische Ermittlung der Frequenzen w; (z.B. mit dem Komponentenverfahren)

erfolgt durch Erhohung der Testsignalfrequenz von null bis zu dem Wert, bei dem erst-
malig Real- und Imaginirteil gleich sind (w,), und dann weiter, bis im Wechsel Real-
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und Imaginérteil verschwinden. Die Messung ist zu beenden, wenn kein Schnittpunkt
mit einer der Koordinatenachsen mehr festgestellt werden kann.

Fiir die Approximation des Frequenzgangs durch rationale Ubertragungsfunktionen
beliebiger Struktur unter Verwendung der Methode der kleinsten mittleren Fehler-
quadrate (Regression) sind u.a. von Strobel [1.46] sehr leistungsfahige Verfahren fiir den
Digitalrechner und als Handverfahren entworfen worden. Die Verfahren ermitteln bei
vorgegebener Approximationsgiite automatisch die minimale Parameteranzahl.

4.4, Ermittlang des Zustands/Beobachter
4.4.1. Problemstellung

Entsprechend den Darstellungen im Abschnitt 1.4 soll in den weiteren Betrachtungen
von folgender Zustandsbeschreibung des Systems ausgegangen werden:

q(t) = Ag(t) + Bu(2) 4.52)
x(t) =Cq(t)
mit den Dimensionen der Vektoren und Matrizen

q):n x 1], u(t): [ x 11, x():[m x 1],

A:[n x n], B:[n x 1], C:[m x n].
u qu q(t) x(t)
T 8 J - C 1
! |
N |
N A |
II |be htetes Syst ] I
obachtetes System
‘ = 1 Bild 4.25
Allgemeines Prinzip
-Beobachter der Zustandsbestimmung
durch einen Beobachter

| g

Die Aufgabe besteht nun darin, fiir das durch Gl. (4.52) gegebene System, von dem die
Matrizen A, B und C bekannt sind, eine Vorschrift (Algorithmus) zu entwerfen, die die
Rekonstruktion des Zustandsvektors g(¢) aus dem gemessenen Eingangssignal oder aus
dem gemessenen Eingangs- und Ausgangssignal entsprechend Bild 4.25 gestattet. Fiir
die Ermittlung des Zustands ist ein zweites dynamisches System, der Zustandsbeobachter/
Beobachter, zu entwerfen. Er soll so gestaltet sein, daB nach einer endlichen Einschwing-
zeit der durch den Beobachter ermittelte Zustand 4(¢) mit dem mchtmeﬁbaren Zustand
q(¢) moglichst identisch ist.

Die Bestimmung des Zustands gewinnt immer mehr an Bedeutung, weil u.a. folgende
Aufgaben geldst werden kénnen:

1. Gewinnung von mehr und besserer Information iiber den ProzeB (Bedeutung fiir die
Sensortechnik)
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2. moglicher Verzicht auf eine direkte Messung von ProzeSgréBen in den Fillen, in
denen keine MeBmdéglichkeit besteht, das technische MeBprinzip zu aufwendig gegen-
iiber der rechentechnischen Losung und das Beobachtungsprinzip zuverldssiger ist

3. Erginzung unvollstindiger Messungen :

4. Ermittlung des Zustands fiir die Realisierung des Steuergesetzes bei Konzepten der
Zustandsriickfithrung und Optimalsteuerung.

In den folgenden Abschnitten werden fiir das in Gl. (4.52) dargestellte System die
Konzepte der Beobachtung des Zustands auf der Grundlage der gemessenen Eingangs-
signale u(¢#) mit einem Parallelmodell des Systems und auf der Grundlage der gemessenen
Eingangs- und Ausgangsgr6Ben mit einem erweiterten Systemmodell (Luenberger-
Beobachter) dargelegt. Dabei wird in allen Fillen von der kontinuierlichen Darstellung
ausgegangen und dann zur diskontinuierlichen Betrachtung fibergegangen. Die trivialen
Fille, daB alle ZustandsgréBen direkt meBbar sind oder aus der AusgangsgréBe direkt
durch Bildung von Ableitungen gewonnen werden kénnen, werden hier nicht betrachtet.
AuBlerdem sollen an dieser Stelle nur Beobachter behandelt werden, bei denen die Ord-
nungen zn von System und Beobachter gleich sind (vollstindige Beobachter). Ist die Ord-
nung des Beobachters geringer als die des Systems, wird von reduzierten Beobachtern

gesprochen [3.24, 4.14, 4.15].

4.4.2. Zustandsbeobachtung aus den Eingangsgrofien und einem Systemmodell

Die Beobachtung der Zustéinde erfolgt bei diesem Prinzip durch ein dem System parallel-
geschaltetes Modell unter Verwendung der Eingangssignale u,(¢) (Bild 4.26). Die Zu-
standsgroBen §,(¢) des Modells werden im stationiren Fall die Werte g,(¢) des Systems

annehmen, wenn gilt

A=4 ud B=3B.

ult) System x(t ¥
e i
N {t)
| 8 f I -9
| |
: a | Bild 4.26
I | Zustandsbeobachtung
Beobachter 7 __ _ mittels Parallelmodell

Damit gilt als allgemeine Beobachtergleichung im kontinuierlichen Fall
i) = A2(t) + Bu(2) o T @45))

mit den Anfangsbedingungen g(¢,) = 0.

Fiir diskrete Systeme bzw. diskrete Steuerung kontinuierlicher Systeme erhilt man mit
der Tastperiode 7 und den Vereinbarungen ¢ (kT) = g¢(k) und u (kT) = u(k) die Beob-
achtergleichung in der Form

Gk + 1) = A*§ (k) + B*a(%). (4.54)
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Dabgi gf,lten fur die Zusammenhinge zwischen den Matrizen der zeitdiskreten und der
kontinuierlichen Zustandsraumdarstellung [1.52, 3.2, 3.24, 4.15] '

A* =T
B*=("T"-DA4'B _ (4.55)
D*=D, C*=C.

1Zur numerischen L3sung der Gl. (4.55) benutzt man héufig die folgende Reihenentwick-
ung:

T2 T3 © Ta
A* =T+ AT + A> — + 42—+, = A5 —
21 3y P T (4.56)
die in den Ausdruck
A* =TI+ S4

mit

.
s=T(1+A1+A=—T—, +...>A
21 31

umgeformt werden kann. Damit erhilt man als endgiiltige Bestimmungsgleichungen
A* =14+ SA
- B* = SB. " (4.57)

Gegeniiber Gl. (4.55) wird die Inversion umgangen; aber durch die notwendige endliche
A.nzahl von Gliedern der Reihenentwicklung tritt ein Fehler auf, Eine Abschitzung iiber
die erforderliche Zahl der Glieder der Reihenentwicklung m kann durch die Norm des
Zuwachsterms :

e (4.58)

erfolgen. Die Ermittlung des Zustandsvektors g(r) bzw. g(k) mit dieser Methode hat den
Vorteil, daB ein Differenzieren von Signalen vermieden wird. Als Nachteil muB aber
angesehen werden, daB das Konvergenzverhalten des Fehlers zwischen System- und
Beobachterzustand, d.h. S

30 = ) — 3, | | (459

nur von der Dynamik des beobachteten Systems abhingt. In den meisten Systemen ist
Qas Konvergenzverhalten damit durch Trigheitsverhalten gekennzeichnet. Dieser wesent-
liche Nachteil kann, wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird, durch die Erweiterung des
in Gl. (4.53) verwendeten Modells mit der Ausgangsgleichung

x(t) = Cq (t)

beseitigt werden.
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4.4.3, Zustandsbeobachiung aus qi_en Eingangs- und Ausgangsgrﬁﬁgn -
Luenberger-Beobachter ' o :
Den Ausgangspunkt fiir den von Luenberger [4.16] vorgeschlagenen Zustandsbeobachter

bildet die Erweiterung des Systemmodells von Gl. (4.53) um den mit der Verstirkungs-
matrix K multiplizierten Ausgangsvektor x(¢) zu der Form (Bild 4.27)

20) = A3 (t) + Ba(t) + Kx (t). (4.60)
Das Ziel ist es nun, einen Beobachter so zu entwerfen, daB im stationiren Fall fiir den '
Zustandsfehler '

7(t) = [q@t) — 4] =0 fir #—> ‘ (4.61)

gilt. Mit den Systembeschreibungen von GL (4.52) und der Modellbeschr.eibung von
Gl. (4.60) werden aus der Differenz beider Gleichungen Bedingungen fiir die Wahl der

Matrizen 4, B und K abgeleitet, damit GL. (4.61) erfiillt ist. Es gilt
2(6) — 4) = Aq(®) + Bu(t) — AG (1) — Bu(t) - KCq(¢). (4.62)

System q(t) x(t)

|
——— e

;

git)

Bild 4.27
Zustandsbeobachtung C
aus den gemessenen Eingangs- und Ausgangsgrofen .

e

Durch Erweiterung voﬁ Gl. (4.62) um -_I-AAq @) ergibt sich fiir
a(t) — 4(t) = Ag (1) + Bu () + A [q(¢t) — 3()]
— Ag(t) — Bu(r) - KCq (1)
und durch weitere Umformungen
i) — ) = A [g¢) — IO] + q(©) [4 — 4 — KC]
+ u(t) [B — B]. -

Aus Gl. (4.63) ist zu erseben, daB der Fehler und seine Ableitungen fiir t — oo verschwin-
den, wenn ,

A—-A-EKC=0

(4.63)

~

B-B=0
und damit fir die Matrizen 4, B und K gilt

A=4-KC " v

B=B; (4.64)

K frei wihibar unter Beachtung notwendiger negativer Eigenwerte vond.
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Damit ergibt sich aus Gl. (4.60) die folgende Gleichung fiir den Beobachter:
2(t) = [4 — KC1q(t) + Bu (t) + Kx (t). o (4.65)

Durch weitere Umformungen kann aus Gl. (4.65) die endgiiltige Form der Beschreibung
des Luenberger-Beobachters gefunden werden. Sie lautet: )

() = A7 (*) + Bu(t) + K [x() — £(1)). | (4.66)
Die Struktur dieser Beobachterform ist im Bild 4.28 dargestelit. '

uit) System
———————
I 5
[
I
l
(t)
i B8 p.ae_. a
I
} L Bild 4.28
i Zustandsbeobachtung -
_ LBeobachter _ ___ _ __ _ ____ mit einem Luenberger-Beobachter

In diskreter Form lautet das Beobachtergesetz analog zu Abschnitt 4.4.2 und
Gl (4.66): _
gk + 1) = A*q (k) + B*u (k) + K [x(k) — x(k)] . S (467),
mit ) : S L -
x(k) = C*q (k). ,
Damit besteht der Luenberger-Beobachter aus einem Modell des Systems, das um die
durch die Verstarkungsmatrix K bewertete Differenz zwischen beobachtetern und vorher-
gesagtem Ausgangssignalvektor erweitert wird. Die in den Gln. (4.66) und (4.67) dar-
gestellten Beziehungen entsprechen in Grundstruktur und Verhalten den rekursiven
Schitzalgorithmen (s. Abschn.5.4), Durch die Wahl der Elemente der; Verstirkungs-
matrix K ist bei diesem Beobachtertyp das dynamische Verhalten gut zu beeinflussen.
Um die Wirkung der Elemente der Verstarkermatrix K auf die Konvergenz der Zustands-
bestimmung darzustellen, soll als Ausgangspunkt die Vektordifferentialgleichung des
Zustandsfehlers von Gl. (4.63) mit den Annahmen

A=A4-KC uvad B=-B
betrachtet werden., Damit gilt '

[a®) - 21 = 4 [g(t) — 7). | - 4.69)
Die Losung der Vektordifferentialgleichung l.Ordnung von Gl (4.68) lautet dann
la@) — 3] = ¥ [qtp) — 2] . . S 469y

g(to) Anfangszustand. '
Die ‘Gl. (4.69) zeigt deutlich, daB der Einschwingvorgéng des 'Zli'tandéféhllers g(?)
wesentlich durch die Eigenwerte der Matrix 4 bestimmt wird. - 7
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Fiir ein schnelles Abklingen von e# sind offenbar Eigenwerte von 4 erforderlich, die
moglichst weit links auf der imaginiren Achse liegen miissen (d. h. groBer negativer Real-
teil). Praktisch wird man aber die Eigenwerte nicht zu groB wahlen, weil der Beobachter
dann als nahezu differenzierendes System arbeitet. In- der Regel werden die Eigenwerte
der Matrix 4 so vorgegeben, daB sie links von denen der Matrix 4 liegen. Damit klingt
der Beobachtungsvorgang immer noch schneller ab als die Vorginge im beobachteten
System. Sind die Eigenwerte der Matrix 4 durch diese Uberlegungen festgelegt worden,
mufl man die Verstirkungsmatrix K so bestimmen, daBl die Matrix

A=4-KC

die vorgegebenen Eigenwerte hat. Theoretisch existieren unendlich viele Matrizen K, die
die gleichen Eigenwerte anfweisen. Sie besitzen alle das charakteristische Polynom:

det [pI — A1 = (p — p) (P — P2) ... (P — P0)
bzw.
det[pI — A + KC] = p" + dy_1p" 1 ... + do. ' (4.70)

Die Existenz einer Losung fiir Gl. (4.70) wurde unter der Voraussetzung, daB das System

4(t) = Aq(t), x(t) = Cq(1) @.71)
beobachtbar ist, in [4.17] nachgewiesen.

Dabei soll unter der Beobachtbarkeit die Eigenschaft des Systems charakterisiert wer-

den, daB} aus den gemessenen AusgangsgroBen x(¢) der Zustand g(z) eindeutig ermittelt
werden kann.

Die Festlegung der Elemente der Verstirkungsmatrix K ist besonders iibersichtlich,
wenn die Zustandsglexchungen in die Beobachtungsnormalform [1.2, 4.15, 4. 17] iiber-
gefiihrt werden. Fir ein System mit einem Ein- und Ausgang gilt dann

4(e) = Agq (1) + bu(?)

“4.72)
x(t) = cq (1) ~
mit
0 ... 0 —gq
A= 19
0 ... 1 a,
T= [bO)bl '--bn—1]9 cT = [0’0""’ 1]
4" = [q:(1), ¢:(t), ..., @(D)]
by + byp+ ...+ by pt
G(p) = 0 1P lpn .
a +ap+...+p°
Entsprechend Gl. (4.60) lautet dann die Beobachternormalform:
qt =Aq(t) + bu(t +th
q(t) (® ® @ “n

1) = €4 (1)
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mit
0 ... 0 —dy

j= 0
0 ... 1 —d,_,

= [BOs 51 mees 5..—1]

= [2:(0) ... 3,(1)].
Da die K_oefﬁzieqten d;;i=0,1,...,n — 1, aufgrund der Vorgabe der Eigenwerte fiir die
Matrix 4 durch die Gl. (4.70) bekannt sind, k6nnen die Elemente des Vektors k aus der
Bedingung in Gl. (4.64) einfach ermittelt werden:

A=A — ke . @.74)
und, ausgeschrieben fiir die einzelnen Elemente:
o ... 0 —d 0 ... 0 —a—k
1 . . 1 .
o. - - [=}o"
0 .1 —é,_, 0 ... 1 —a,_,—k,

Aus dem Vergleich beider Matrizen folgt die Bestimmungsvorschrift fiir die Elemente des
Verstarkungsvektors &k zu

do=ao+kl

&"_1 = a,'_l + k -
Somit gilt allgemein
k,=ﬁ,1—a, 15 1.-_—'12 (475)

Damit sind alle Elemente eines Beobachters festgelegt Seine Struktur ist im Bild 4.29
dargestelit.

x(t)
u(tl
bD k1 b1 k2 bn-1 kn
gntt)
— J — [ =/ — [
a) Bt Bn_1(t)
aa 61 an-1
. 1

Bild 4.29. Struktur eines Luenberger-Beobachters fiar 1/ 1-System



Beispiel

Untersuchung des Verhaltens des Luenberger-Beobachters (diskontinuierlich)

Abgetastete Werte des Eingangs- und Ausgangssignals des Systems (Bilda und
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Beispiel Untersuchung des Verhaltens des Luenberger-Beobachters (diskontinuierlich)
4.1 :

Abtastzeit T'= 15,
Beobachtungszeit: 100s.

Gesucht: Verlauf der Zustandsfehler 4 (1), i = 1, 2, in Abh:"mgigkeit von der Lage der Pole des
Beobachters z;p zu denen des Systems z;g in der z-Ebene.

Ergebnis: Siehe Bilder b, ¢, d zu Beispiel 4.1.

1. Verlauf der Eingangs- und AusgangsgréBe des Systems (Bild b),

2. Verlauf der Schitzfehler §,(¢) bei gleicher Lage der Pole des Systems und des Beobachters, d.h.
Z;s = Zyp (Bild ©),

3. Verlauf des Zustandsfehlers §,(r), wenn die Pole des Beobachters links von denen des Systems in der
z-Ebene liegen (Bild d).

Die dargestellten Verliufe der Zustandsfehler §;(¢) zeigen, daB bei gleicher Wahl der Lage der Pole
von System und Beobachter (d.h. Verstirkungsfaktoren k, = 0) die Konvergenz sehr langsam erfolgt.
Je weiter die Lage der Pole des Beobachters von denen des Systems nach links verschoben werden, um so
groBer werden die Verstirkungsfaktoren k; und um so schneller konvergieren die Zustandsfehler zu Null. -
In dem dargestellten Fall tritt bereits beim Einschwingverhalten des Zustandsfehlers §;(¢) ein differen-
zierendes Verhalten auf, Wiirden bei dieser gewdhiten Beobachterstruktur Stérungen auf das System wir-
ken, ist eine Zustandsermittlung nicht mehr moglich,

Im diskontinuierlichen Fall kann der Beobachter in analoger Weise entworfen werden.
Wenn wieder von in die Beobachternormalform ibergefiihrten Zustandsgleichungen aus-
gegangen wird, sind die Elemente des Verstarkungsvektors in Gl. (4.67) aus der Beziehung

k,=ﬁ,~_1—a,_1; i=1,2,...,li .

zu ermitteln. Die Parameter g, sind in diesem Fall durch die diskrete Ubertragungsfunk-
tion

-1 -n
bo + byz71 + ...+ b,_;z . (4.76)

6) = _1
as + a,z + ...z

und die Parameter 4, durch die vorgegebenen Eigenwerte z; in dér charakteristischen
Gleichung des Beobachters — s. Analogie in Gl. (4.70) und Gl. (4.74) — gegeben [3.24]:

det[zZI —A*1 =z —z)(z—2) ...z —z) =do + b1z + ... + 2. 477

In [3.24] ist eine rechentechnisch sehr giinstige Entwurfsstrategie, die auf der Anwendung
spezieller Transformationsmatrizen beruht, enthalten.

Das Verhalten des Luenberger-Beobachters bei der Ermittlung der ZustandsgroBen ist
fur einen einfachen Testfall im Beispiel 4.1 fiir den diskontinuierlichen Fall dargestellt.

Die Bestimmung der Verstirkungsmatrix K bei MehrgroBensystemen ist wesentlich
uniibersichtlicher. Im Rahmen dieses Buches soll auf dieses Problem nicht weiter ein-
gegangen und auf weiterfithrende Literatur hingewiesen werden [1.52, 4.14, 4.15]. Dies gilt
auch fiir das Problem des Entwurfs von Beobachtern reduzierter Ordnung (wenn einige
Zustandsgré8en dlrekt meBbar smd) und fir die Zustandsbeobachtung zeitvarianter
Systeme. o
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Sind die Zustandsgr6Ben durch bekannte Stérgrofen verfalscht, so kann man diesen
EinfluB durch den klassischen Weg einer ,,StdrgroBenaufschaltung® eliminieren. Fiir die
Zustandsgleichung mit Stérung »(¢) gilt dann

4(t) = Aq(t) + Bu(t) + Ev(2). - (4.78)
Durch Addition eines Terms der Grofie
Bu* (1) = —Ev(t)

in Gl. (4.78) bzw. von #*(¢) zum Eingangsvektor #(¢) kann dieser Storeinflul kompensiert
werden. Treten nichtmeBbare Stérungen auf Zustinde und Ausginge auf, versagt das
Beobachterprinzip, und die Zustinde miissen mit einer Schitzvorschrift (Kalman-Bucy-
Filter) ermittelt werden (s. Abschn.6.5).

4.5. Ubungsaufgaben zum Abschnitt 4

Aufgabe 4.1

Gegeben sind die in Tafel 4.8 dargestellten Werte der Sprungantwort eines ungestorten Systems. Bestim-
men Sie die Ubertragungsfunktion durch Approximation mit zwei unterschiedlichen Zeitkonstanten!
Die Sprunghdhe der Testsignale betrigt 4y = 1.

Tafel 4.8
tfs x(t) 1fs () s x(?) Funktionswerte der Sprungantwort
) zu Aufgabe 4.1

2 0 24 397 46 4,91

4 0,16 26 4,15 48 4,93

6 0,54 28 4,30 50 4,95

8 1,02 30 4,43 52 4,97
10 1,52 32 4,54 54 4,98
12 2,00 34 4,62 56 4,99
14 2,44 36 4,70 58 5,00
16 2,84 38 4,76 60 5,00
18 3,19 40 4,81 62 5,00
20 3,49 42 4,85 64 5,00
22 3,75 4 4,88 66 5,00 -
Aufgabe 4.2

Gegeben sind die in Tafel 4.9 dargestellten MeBwerte der Sprungantwort eines gestorten Systems. Die
Sprunghéhe des Testsignals betrigt uo = 1. Ermitteln Sie die Ubertragungsfunktion fiir die Struktur

K
R
b) G(P)=TK—T,~!
()
im} i

Uberpriifen Sie die erhaltenen Modelle an den Stellen #, = 20 s und ¢, = 40 s!
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Tafel 4.9

tfs () 1fs x() ts x(r) Funktionswerte der Sprungantwort
: : ' zu Aufgabe 4.2 :
0 0 30 3,93 60 5,11
2 —-0,43 32 4,04 62 4,71
4 0,16 34 4,30 64 4,93
6 0,44 36 4,35 66 4,86
8 - 1,02 38 4,55 68 4,83
10 0,82 40 4,58 70 4,96
12 1,27 42 4,64 72 4,94
14 1,43 4 4,29 74 5,34
16 1,85 46 4,66 76 . 5,27
18 2,57 48 4,70 78 5,06
20 271 50 4,95 80 4,99
22 2,87 52 4,76 82 4,54
24 3,23 54 4,66 84 5,05
26 3,29 56 4,60 86 5,00
28 3,75 58 4,58 :
Aufgabe 4.3

Gegeben ist in Tafel 4.10 der Kurswinkelverlauf eines Schiffes als Reaktion auf eine Anderung des
Steuerruders um 10°, Bestimmen Sie Struktur und Parameter dieses Systems

a) mit dem Verfahren nach Schwarze;

b) mit dem Verfahren nach Sponer!
Tafel 4.10
s x(r) ts x(1) Funktionswerte der Sprungantwort zu Aufgabe 4.3
0 ©0
2 1,0 12 19,9
4 3,2 14 244
6 6,7 16 28,8
8 11,0 18 33,3
10 15,5 20 37,7
Aufgabe 4.4

Ermitteln Sie aus den in Tafel 4.11 gegebenen Stiitzwerten der Impulsantwort die Parameter der Uber-
tragungsfunktion
K

=Gy

Uberpriifen Sie die Giite des Modells an den Stellen
t=3s,68,9s,125s!

] Tafel 4.11
s x() s (1) Funktionswerte der Impulsantwort zu Aufgabe 4.4
0 0 10 0,11
1 0,12 11 0,08
2 0,30 12 0,06
3 0,385 13 0,05
4 0,405 114 0,03
5 0,375 15 0,02
6 0,315 16 0,015
7 0,25 17 0,010
8 0,195 18 0,007
9 0,15 19 0,005
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Aufgabe 4.5 i

Aus den MeBwerten der Impulsantwort eines gestdrten Systems (s. Tafel 4.12) ist unter Beachtung der

Parameter des realen Eingangsimpulses (AT = 5 s, up = 4) ein Modell mit gestaffelten Zeitkonstanten

zu ermitteln. Vergleichen Sie das Ergebnis mit den wahren Parametern des Systems K = 5, T, = 10s,
2 = 5s!

Tafel 4.12
t/s x(t) tfs x(t) tfs x() Funktionswerte der Impulsantwort
zu Aufgabe 4.5
0 -0,25 22 2,65 44 0,24
2 0,63 24 2,45 46 0,27
4 2,02 26 1,73 48 0,55
6 406 | 28 1,69 50 —-0,27
8 4,54 30 1,19 52 0,23
10 4,59 32 1,02 54 -0,09
12 4,98 34 1,09 56 —0,05
14 4,28 36 1,04 58 0,12
16 3,87 38 0,32 60 —0,09
18 3,80 40 0,56 62 0,26
20 2,88 42 0,51 64 —0,25
Aufgabe 4.6

Ermitteln Sie durch eine Geradenapproximation des Ampﬁmdenfrequenzgmgs die Ubertragungs-
funktion eines Phasenminimumsystems aus den in Tafel 4.13 dargestellten MeBwerten!

Tafel 4.13

ofs~! IGi/dB ofs~t IGl/dB Funktionswerte des Amplitudenfrequenz-
gangs zu Aufgabe 4.6
0,1 40,0 4,0 — 0,5 .
0,14 37,0 5,6 - 50
0,2 34,0 8 — 9,0
10,28 31,0 10 -12,0
0,4 27,0 14 —17,0
0,56 240 20 =225
0,8 20,0 28 —28,0
1,0 17,5 40 —34,0
1,4 13,5 56 —39,5
2,0 8,5 80 —455
2,8 4,0 100 —49,5
Aufgabe 4.7

Bei einer Frequenzgangmessung an einem System, das aus einer Reihenschaltung von I- und/oder P-T,-
Gliedern bestehen kann, wurden folgende Werte ermittelt:

we =0 bei @(wg) =0

wy = 597:10"257 bei Qo) = —45°
@y = 151-10"23"! bei @(wy) = —90°
w3 = 69-10"2s5-1  bei @lo;) = —180°
wy = © bei @wy) = —270°,

Bei der Frequenz w, betrug das Verhiltnis x(¢)/u() = 2,7. Bestxmmen Sie die B&schreﬂ:ung des Frequenz-

gangs nach dem Verfahren von Szweda!

5. Bestimmung des statischen Verhaltens
von gestorten Systemen

5.1. Ausgewihilte Grundlagen der Schitztheorie
5.1.1. Aufgabe der Schiitzmethoden

In den Abschnitten 5 und 6 soll das statische und das dynamische Verhalten von gestor-
ten Systemen ermittelt werden. Entsprechend den Vereinbarungen im Abschnitt 1.4 be-
steht die Aufgabe der Schitzmethoden darin, ein Modell an das System auf der Grund-
lage der gemessenen Eingangs- und AusgangsgréBen und von A-priori-Informationen so
anzupassen, daB eine gewahlte Zielfunktion Q minimal oder maximal wird. Das Grund-
schema der Schitzaufgabe ist im Bild 5.1 dargestellt. Durch die auftretende StSrung

werden die Struktur (f') und die Parameter (§) von Ein-/Ausgangs-Modellen der Form
£ = f(m, 9) R
oder die ZustandsgroBen (@) bei Zustandsmodellen der Form

a0 = A¢ (1) + Bu(r) (5.2)

selbst Zufallsgr8en. Damit ist eine Beschreibung mit den Methoden der mathematischen
Statistik (s. Abschn.2) notwendig. Beschrinken wir die Aufgabe auf die wertmaBige
Ermittlung von r Parametern (Parameterschitzung) fiir ein System mit / Eingingen und
einem Ausgang, so ist der Parametervektor aus n Beobachtungen zu ermitteln. Es gilt

§=8{mQD),...,m(nT); x(AT), ..., x (nT)}. (5.3)

Die Giite der Schatzung hingt damit u.a. von der Anzahl der Beobachtungen, den vor-
handenen A-priori-Informationen und der gewihlten Zielfunktion ab.

Yzt
ult) System + x(t
———

S q
T - ] o Bild 5.1
—— | Sohilz- I S—— Grundschema der Schitzaufgabe
A-priori- methode Schiitzung fir die
Information Parameter & und [oder

Zustiinde q

Es werden deshalb in den folgenden Abschnitten die Grundideen wesentlicher Schitz-
methoden, Kriterien zur Beurteilung der Schitzung, Mdglichkeiten zur Fehlerbildung
zwischen System- und Modellsignalen und die- Grundstrategien zur Minimierung der
Zielfunktion vorgestellt. Alle Ausfilhrungen werden fiir Modelle des statischen System-
verhaltens durchgefiihrt. Eine Erwelterung auf Modelle fir das dynamische Verhalten
erfolgt im Abschnitt 6.
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5.1.2. Grundideen wesentlicher Séhiitzmethoden

Den Ausgangspunkt fiir die Herleitung der wesentlichen Schitzmethoden bilden in

diesem Buch der Umfang an A-priori-Wissen iiber Wahrscheinlichkeitsverteilungen der

Stérungen, der Parameter und der Ausgangsgr6Ben sowie iiber die Kosten/den Verlust,

der durch den Schitzfehler entsteht. Damit stehen als A-priori-Informationen maximal

zur Verfigung:

1. die Kosten- oder Verlustfunktion C (8, s),

2. die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p (x/s),

3. die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p(x),

4, die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p(z) und die Kovarianzmatrix Z = E{zz"}
der Storung.

Als wesentliche Schitzmethoden, die die genannten A-pnon—Informatloncn unterschied-

lich verwenden, sind

- die Bayes-Schitzung,

— die Maximum-Likelihood-Schitzung

- die Markov-Schitzung

— die Regression

entwickelt worden. Es wird im folgenden gezeigt, daB der Umfang der verwendeten

A-priori-Information von der Bayes-Schitzung zur Regression abnimmt und daB alle

Hauptmethoden unter bestimmten Annahmen ineinander iibergefiihrt werden kénnen.

5.1.2.1. Bayes-Schiitzimg

Bei der Bayes-Schétzung wird davon ausgegangen, dal der bedingte Erwartuhgéwert der
Kostenfunktion C (5, s), das Risiko fiir die Wahl von § unter Beriicksichtigung der Beob-
achtungen x, minimal werden soll. Es gilt damit

Exl.! {C (§s S)} = J. c (§’ S)P(x/s) d"x (5-4)

f ... d"x, n-faches Integral,

d'x = dx,, dx,, ..., dx,

Unter Beriicksichtigung der Wahrscheinlichkeit fiir die Werte der Systemparameter p(s)
erhdlt man aus Gl. (5.4) das durchschnittliche Risiko fiir die Schétzsituation zu

R(S) = E, {E,, {C(, 9}} (5.5)
und somit

R() = f f C(S, s)p (x/s) p(s) d"x ds.

Durch Anwendung der Bayes-Regel, die der Methode den Namen gab, kann mlt den
Beziehungen

P(/9)p(s) = p(x, ) = p(52) p(®) IR 7Y
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Gl. (5.5) umgeschrieben werden in

R($) = p(x) f C($ 9)p(s/x) d'sf d x. 5.7

. Beachtet man nun, daB p(x) = 0, kann GI. (5.7) minimiert werden, indem das zweite

Integral bei den beobachteten Werten x = ¢ minimiert wird. Damit gilt als Bestim-
mungsvorschrift

min f C($,5)p(s/e)ds (5.8)
£ r
und als notwendige Bedingung

=0. (5.9)

f=3

ij C(S, 8)p (sle)d's
o5 ),

Fiir einen Parameter s und eine quadratische Kostenfunktion C (§, s) = ¢ (§ — s5)? sind
im Bild 5.2 die Werte des Integrals von Gl. (5.8) dargestellt. Es ist zu sehen, daB das
durchschnittliche Risiko an der Stelle § = s minimal wird. Damit benétigt die Bayes-
Schitzung folgende A-priori-Informationen

— die Kosten-/Risikofunktion C-(3, s)
~ die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p (x/s)
— die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p(s).

pisha

"

JC&s)plsx)ds

m
k2N

£
————
=Y

Bild 5.2
Parameterermittlung mit dem Bayes-Verfahren

"
X

Sgpt. §

5.1.2.2. Maximum-Likelihood-Schitzang

Wird die Kenntnis der Kostenfunktion C (§, s) fallengelassen, so ist grundsitzich der
Parametervektor s so zu wihlen, da8 die bedingte Wahrscheinlichkeit p (s/x) ein Maxi-
mum annimmt. Aus Gl. (5.6) ergibt sich dann

© max p (s/x) = p (x/s) p(s)/p(x). | (5.10)
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Wird nun ferner angenommen, da@ die Verteilung des Parametervektors p(s) nicht be-
kannt ist und durch eine Gleichverteilung p(s) = const ersetzt wird, geht die Aufgabe von
Gl. (5.10) in die Vorschrift :

const
) max p (x, s) (5.11)

max p (s/x) =
tiber. Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion p (x, s) wird nach Einsetzen der Beobach-
tungen fiir x in der Form

x(AN =c¢y,...,x(nT) =¢c, bzw. x =¢
und des zu schitzenden Parametervektors s als Likelihood-Funktion L bezeichnet:

L(cy, ..., cp,8) = L(c, 8). (5.12)

Fiir das Auffinden des Maximums dieser Funktion, d.h. der Bestimmuﬁg des Parameter-
vektors § = s, miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:

d

—L(c,$§ =0

Py, (¢, §) T | (5.13)
oder als logarithmische Funktion

d

— InL(e,§ = 0.

py (c, §)

=3

Dami‘t ben6tigt die Maximum-Likelihood-Schétzung nur die Wahrscheinlichkeitsdichte-
funktion p (x, s) als A-priori-Information.

5.1.2.3. Markov-Schiitzung — ein Spezialfall der verallgemeinerten Regression |

Weran von den m_c")glichen A-priori-Informationen nur noch die Wahrscheinlichkeits-
funkt19n p(2) und die Kovarianzmatrix Z = E {zz"} benutzt, kann eine Schitzvorschrift
abgeleitet werden, die folgende Eigenschaften besitzt :
— Die Schatzung ist erwartungstreu, d.h. E{$} =s.
— Die Schitzung der Parameter erfolgt mit minimaler Varianz.

Wenn angenommen wird, daB der Stérvektor eine n-fache Normalverteilung ist, gilt
analog zu Abschnitt 2.2,2 ' '

P(2) = exp — —;—(zTZ‘lz) | 514

1
(271:)'!/2 IZII/Z X
mit '
E{z} =0, E{zz"} =2
Wird der Logarithmus der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fiir z = x — M§ von
Gl. (5.14) gebildet, erhilt man
Inp(x — M) = — }1n {(2n)" | Z|}
~ e -MYTZ 1 (x - Ms)}. (5.15)
M_is't t.sine allgemeine MeBwertmatrix, die fiir die speziellen Probleme jeweils nachfolgend
prazisiert wird (s. auch Abschn.1.4).
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- Das Maximum aus GI. (5.15) erhilt man entsprechend Gl. (5.13) zu
—(%-(x-—M.i’)TZ'1 x-M)H=0 (5.16)

und mit dem Fehlervektor e zwischen System- und Modellausgang e = (x — M§) zu

—é— e'Z e = 0.
o8
Wenn die Inverse der Matrix MTZ~ 1 M existiert, erhilt man die Vorschrift fir die Mar-

kov-Schatzung aus Gl. (5.16) zu

§=[M"Z- ‘M|~ *M*Z 'x. 1D
Damit ist auch gezeigt, daB die Markov-Schiitzung die Eigenschaften der Maximum-
Likelihood-Schitzung besitzt, wenn die StSrung normal verteilt und ihre Kovarianz-
matrix Z bekannt ist, .

Setzt man fiir die Kovarianzmatrix Z eine allgemeine Wichtungsmatrix W ein, erhilt

man aus den Gln. (5.16) und (5.17) die Schétzvorschrift der verallgemeinerten Regression
u

§=[M"W-M]-* MW 'x. ‘ (5.18)

5.1.2.4. Methode der kleinsten Fehlerquadrate — Regression

Wird davon ausgegangen, da8 die Stdrung z als ,,weiBes Rauschen“ (s. Abschn.3) an-
gesehen werden kann, ergibt sich die Kovarianzmatrix Z zu

"Z=cl | (5.19)

Damit geht die Schitzvorschrift der Markov-Schitzung Gl. (5.17) in die der Regression
iber: .

§=[M"M}"* M'x. - (5.20)

Die Methode der Regression besitzt unter den oben genannten Bedingungen die Eigen-
schaften der Maximum-Likelihood-Schitzung. Ist die Stérung nicht normalverteilt und
korreliert, wird zwar der mittlere Ausgangsfehler minimal, aber die Varianz der Para-
meter ist groBer als bei der Markov-Schitzung (s. Abschn. 5.2.3). .
Damit wurde gezeigt, daB die vier grundlegenden Verfahren der Schitztheorie fiber die
A-priori-Informationen verkniipft werden konnen. Von der Bayes-Schitzung bis zur

Tafel 5.1. Zusammenstellung der grundsatzlichen Schatzmethoden

Methode A-priori- Zielfunktion Ziel
Informationen

Bayes-Schitzung C@E, ® f C($,5)p(slo)d's Minimum
b (xfs) ’
)

Maximum-Likelihood- p(x,8) L, $) Maximum

Schitzung

Markov-Schitzung z e'Z- e Minimum

Regression - eTe Minimum
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Regression nimmt der Umfang an notwendiger A-priori-Information ab. In Tafel 5.1
sind fiir die vier Grundschitzverfahren das verwendete Zielkriterium, die A-priori-In-

formationen und das Ziel der Schitzung in einer Ubersicht dargestellt. Da die Ermittlung

der Kostenfunktion C (§, s) und der mehrdimensionalen Wahrscheinlichkeitsfunktionen
P (x/s) und p(s) selten méglich ist, wird im Rahmen dieses Buches auf die weitere Betrach-
tung der Bayes- und der Maximum-Likelihood-Schitzung verzichtet. Weiterfiilhrende
Darstellungen dieser Schitzverfahren sind in [1.35, 1.36, 1.38, 1.47] enthalten.

5.1.3. Kriterien zor Beurteihmg der Schiitzung

Durch die auftretende Stdrung z(¢) werden die zu schitzenden Parameter § und/oder
ZustandsgréBen § selbst ZufallsgroBen und unterliegen damit den Gesetzen der Statistik.
In diesem Abschnitt sollen die wesentlichsten Kriterien zur Beurteilung der Schétzung
bzw. des Schétzverlaufs vorgestellt werden. Wie bereits im Abschnitt 2 gezeigt, kann das
Verhalten von ZufallsgréBen statisch durch ihre Verteilung oder durch die entsprechen-
den Momente beschrieben werden. :

5.1.3.1. Verwendung von Verteilungen

Die meiste Information iiber die Giite der Schatzung (des Schitzverlaufs) ist in der Ver-
teilung der geschitzten Parameter :

p($,To) bzw. p(§n);
To Beobachtungsintervall
n Anzahl der Beobachtungen
enthalten. Zur Beurteilung der Giite der Schitzung wird die Lage der Verteilung, beson-

ders ihr Schwerpunkt E{§}, betrachtet. :
Wenn der Erwartungswert der Schitzung gleich dem richtigen Parametervektor ist,

spricht man von einer unverschobenen Schdtzung. Dann gilt
E{§} =s. : (5.21)

Ist Gl. (5.21) nicht erfiillt, liegt eine verschobene Schdtzung vor. Fiir den eindimensionalen
Fall sind diese beiden Félle im Bild 5.3 dargestellt.

p(3) pis)
Bild 5.3
I I Wabhrscheinlichkeitsverteilungen
I / I far einen geschétzten Parameter
a) unverschobene Schitzung
| I _ b) verschobene Schitzung
a s § Bl s §

Da die Schitzung in der Regel auch eine Funktion der Beobachtungszeit To/Beob-
achtungsanzahl # ist, muB das Konvergenzverhalten der Verteilungen der geschatzten
Parameter untersucht werden. Eine Schitzung wird asymptotisch unverschoben bezeich-
net, wenn unabhingig von der Beobachtungszeit/Beobachtungsanzahl GI. (5.21) gilt.
Fiir den eindimensionalen Fall ist dieses Verhalten im Bild 5.4a dargestellt. Nahert sich
der Schwerpunkt der Verteilung der geschétzten Parameter mit gréBer werdender Beob-
achtungszeit/Beobachtungsanzahl immer mehr dem wahren Parametervektor, wird der
Schitzverlauf als asymptotisch verschoben bezeichnet. Er ist im Bild 5.4b dargestelit.

5.1.3. Kriterien zur Beurteilung der Schitzung 195

Das Problem der Beurteilung der Giite der Schitzung anhand der Verteilungen der
: geschatzten.Pa.rameter liegt in ihrer Bestimmung und Darstellung. Einfacher und bej
Anna_hme einer Normalverteilung der Parameterschwankungen ausreichend ist die Be-
schreibung der Schitzung durch die Momente. o o
pls) @) C
] P Bild 5.4
Wahrscheinlichkeits-
” verteilungen
» P (i3] [iir einen geschatzten
Py Parameter..
plsing a) asymptotisch
, unverschobene Schitzung
b) asymptotisch verschobene
? Schitzung mit i, < n, < a5

a) b) |
5.1.3.2. Verwendung von Momenten ) .

Zur Beurteilung der Schitzgiite werden das erste normale Moment (d. h. der Efwértungs—
wert E{...}) und das zweite zentrale Moment (d.h. die var {...}) verwendet. =
Eine Schitzung wird als erwartungstreu bezeichnet, wenn fiir jede Beobachtungslinge

(To, n) gilt
E{s} =s.

Konvergiert der Parametervektor § mit Zunahme der Beobachtungslinge (T, n) gegen
den wahren Parametervektor, wird die Schitzung als asymptotisch erwartungstreu
bezeichnet. Es gilt damit » o

lim E{§} = 5. .(5.22)
TgeB— ® : . . :
o8 pl3) '
(=% ]
n endlich 7 . .
© Bild5.5
| Verhalten der Wahrscheinlichkeits-
, \ - . . o verteilung des geschdtzten Parameters
TN — bei einer konsistenten Schitzung
s : s 4 o

Die bis jetzt betrachteten Kriterien enthalten keine Aussage iiber die Varianz der Schit-
zungen. Neben einer guten Ubereinstimmung des mittleren Modellparametervektors mit
dem Systemparametervektor soll die Varianz um den Erwartungswert der Schiatzung
minimal sein. Diese Bedingung erfullt eine konsistente Schitzung. Fiir sie gilt

P({lm [§—35=0)= ‘
(To.n_.w |$ — s ) 1 (5.23)
mit den hinreichenden Bedingungen (Bild 5.5)
lim E{§}=s=s
To:,n > @®
im o*{§} = 0.
Tg,n—+ @
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Soll beurteilt werden, ob durch die Hinzunahme von neuen Daten die Giite der Schit-
zung weiter verbessert wird, muB ein Vergleich der erzielten Kovarianzen fiir den Zeit-
punkt k¥ und k + 1 erfolgen. Eine Schitzung wird als effektiv (wirksam) bezeichnet,
wenn die folgende Gleichung gilt:

cov {§i1} < cov (4} | (5.24)

Mit den auf der Verteilung und den Momenten beruhenden Kriterien kann die Giite der
Schitzung und ihr Verlauf hinreichend beschrieben werden.

Die vorgestellten Kriterien zur Beurteilung der Giite der Schitzung sind vom Stand—
punkt des Entwurfs und der Realisierung von Steuerungsaufgaben nur bedingt zu ver-
wenden. Die Probleme bestehen darin, daB

1. ein System nicht unendlich lange beobachtet werden kann, bevor eine Entscheidung
getroffen wird,

2. die Modelle zur Diagnose, Steuerung und Vorhersage iiberwiegend stark aggregierte
Approximationen der Realitdt sind und deshalb keine ,erwartungstreue Abbildung®
moglich ist, _ _

3. die notwendige Modellgiite wesentlich durch das Steuerkonzept festgelegt wird (z.B.
bendtigen adaptive Steuerkonzepte keine Modelle einer erwartungstreuen Schitzung).

5.1.4. Moglichkeiten zur Fehlerbildung zwischen System- und Modellsignalen

Eine der wesentlichen Grundlagen fiir die Schitzung der Parameter eines Modells ist die
Festlegung des Fehlersignals e(k) zwischen System- und Modellsignalen. Folgende M&g-
lichkeiten existieren:

System

Bild 5.6

Modell
Bildung des Ausgangsfehlers

Ausgangsfehler (Bild 5.6). Der Ausgangsfehler ¢,(k) zum Zeltpunkt kT wird durch die
Gleichung

ey(k) = x(k) — £(k) - (5.29)
festgelegt. Er wird angewendet bei der Schitzung von Parametern statischer Modelle
(Abschnitte 5.2 und 5.3), bei der Bestimmung der Stiitzstellen der Volterra-Reihe
(Abschn.6.2) und bei der Zustandsschitzung (Abschn.6.5). Bei dynamischen parame-

trischen Modellen (z.B. der Differenzengleichung) wird der Fehler e,(k) nichtlinear von
den zu schitzenden Parametern abhingig. Wird als diskrete Ubertragungsfunktion des

Modells _ .
G(z~1) = Bz~ Y/A(z™") ' (5.26)
mit . .

B(Z—l) = [Bo + bzt .+ Bmz""]

Az = [do + 6,271 + ... + G,27"]
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angenommen, erhilt man fiir den Ausgangsfehler im Bildbereich

B(z' n
Az

Diese nichtlineare Abhiingigkeit erschwert die Schitzung der Parameter dieses Modell-
typs. Neben einer iterativen Losung der Schitzaufgabe (s. Abschn.5.3) wird der Weg der
Bildung eines veraligemeinerten Fehlers beschritten.

Eingangsfehler (Bild 5.7). Der Eingangsfehler e,(k) zum k-ten Zeitpunkt entsteht da-
durch, daB das iiber ein inverses Systemmodell gebildete Eingangssignal 4(k) vom redlen
Eingangssignal u(k) entsprechend der Gleichung

Ey(2) = X(2) - UG@).

ea(k) = u(k) — (k) (5.27)

subtrahiert wird. Dieser Fehler wird selten verwendet, weil das inverse Systemmodell in
der Regel ein stark differenzierendes Verhalten aufweisen muB (das bedeutet Stérungs-
verstarkung) und auBerdem auch bei dynamischen parametrischen Modellen der Fehler
nichtlinear mit den Parametern zusammenhéangt.

4 +
l z System X
4 + X
System —— .

& 2
+ ) Modell 7 3O Modell 2

Modell ‘ } &

& 7
Bild 5.7. Bildung des Eingangsfehlers Bild 5.8. Bildung des verallgemeinerten Fehlers
Verallgemeinerte Fehler (Bild 5.8). Aus der Bildungsvorschrift des Ausgangs- und Ein-
gangsfehlers kann der verallgemeinerte Fehler abgeleitet werden, wenn das Systemmodell
M in die Teilmodelle M, und M, aufgetrennt werden kann, Der verallgemeinerte Fehler
es(k) ergibt sich dann aus

es(k) = 4'(k) — £ (k) ] (.29)
mit , 7 _ . P
4(k) = f(My, uk)), ~%(k) = f(M;, x(k)). » _
Diese Fehlerart ist besonders bei der Schitzung von dynamlschen parametnschen Mo-

dellen (Differenzengleichung) vorteilbaft, weil die Fehlergleichung linear von den zu
schitzenden Parametern abhingt. Es gilt im Bildbereich fiir Gl. (5.28)

Ex2) = B(z~Y) U(z) — Az~ ") X(2). o G. 29)

Auf weitere Probleme der Anwendung dieser auch als Glelchungsfehler bezelchneten

Fehlerart wird im Abschnitt 6.3 eingegangen.
Auf die Indizierung des Fehlers wird in den folgenden Abschmtten verzichtet, da iiber-
wiegend der Ausgangsfehler verwendet wird.
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5.1.5. Grundstrategien zur Minimierung der Zielfunktion

Das Problem der Schitzung der Parameter auf der Grundlage der beobachteten Ein-
gangs- und AusgangsgréBen, der A-priori-Information und der gewidhlten Zielfunktion
ist eine Optimierungsaufgabe. Es sind mit Hilfe eines Schitzverfahrens die Parameter
des Modells so zu bestimmen, daB ein minimales Risiko oder eine maximale Wahrschein-
lichkeit oder ein minimaler mittlerer quadratischer Fehler erzielt wird. Damit sind prin-
zipiell alle Methoden der mathematischen Optimierung anwendbar, die in [5.6 bis 5.19]
ausfiihrlich. .dargestellt sind. Im Rahmen dieses Buches wird nur auf Optimierungs-
methoden eingegangen, die fiir die'L&sung der Schitzaufgabe verwendet werden.

Generell vereinfacht sich die Optlmlerungsaufgabe_ durch die quadratische Form der
Zielfunktion beim Verfahren der Regression und der verallgemeinerten Regression. Die
optimale Losung ist bei linearen Fehlergleichungen ein analytischer Ausdruck in Form
der Schitzvorschrift. Die Aufgabe besteht dann in der Anwendung einer giinstigen nu-
merischen Losungsvariante fiir die Schatzvorschrift (s.’Abschn.’5.1.5.1). Besteht zwischen
dem Fehler und den zu schiatzenden Parametern ein nichtlinearer Zusammenhang, miis-
sen die optimalen Parameter durch eine iterative Losung mittels Suchverfahren bestimmt
werden. Dies ist auch erforderlich, wenn die Losung der Zielfunktion unter der Beachtung
von Gleichungs- oder Ungleichungsbeschrinkungen ermittelt werden muf (s. Ab-
schnitt 5.1.5.2).

Die bis jetzt genannten Wege zur Ermittlung der Parameter gehen davon aus, daBl aus
einem Datenblock mit n Beobachtungen die Losung direkt oder durch-eine Iteration
gefunden wird. In viclen Fallen stehen aber laufend neue Informationen zur Verfiigung,
die zur weiteren Verbesserung des Modells benutzt werden kdnnen. Die Schitzverfahren,
die in der Lage sind, die Zielfunktion durch Verarbeitung neuer Informationen iiber die
Eingangs- und ‘Ausgangsgrd8en zu mmxmleren werden als rekuxswe Verfahren bezeich-
net (s. Abschn. 5.1.5.3).

5.1.5.1. Direkte Losung der Schiitzaufgabe

Die dn'ekte L&sung der Schatzaufgabe erfolgt anhand der Glelchung
% _o O (530)
o

in einem Schritt aufgrund von n Beobachtungen. Das allgememé Schema dieser Ver-
fahren ist im Bild 5.9 dargestellt. Fiir die Methode der Regression ergibt sich ausGl. (5 30)
so die direkte analytische Lésung zu (s. Abschn. 5.2.2)

8§ =[M"M}~* M"x. : (5 31
Als numerische Lésungsverfahren der Gl. (5.31) haben smh u.a. die i in Tafel 5.2 genann-
ten bewiahrt.

U +
System A—

L Schitzverfahren . —l

u Bild5.9
4 Modell o> Struktur der direkten und der iterativen Schatzmethoden

B

v

=
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Tafel 5.2. Zusammenstellung von Losungen der direkten Schatzmethoden

Numerisches Verfahren Losungsgleichung far § Name des Verfahrens
Matrizeninversion : — Gauf
— direkt §=[M"M]"* M*x Gaup-Banachiewicz
— Zerlegung in [5.1, 5.2, 5.3]
Dreieckmatrizen o ’ — Cholesky-Zerlegung
Auflssung linearer M™™s = M*x — Gaup-Jordan [5.1, 5.2]
Gleichungssysteme — Cholesky-Zerlegung
) [5.4, 5.5, 5.6]
Transformationen — Householder [5.7]
‘- orthonormal MM=I
mTm; ... 0
- orthogonal M™ = ;
0...m*Tm*
m} i-te Spalte der orthogonali-
sierten MeBwertmatrix M*

5.1.5.2. Tterative Lisung der Schiitzaufgabe

Eine iterative L&sung der Schatzaufgabe auf der Grundlage der n Beobachtungen wird
erforderlich, wenn die zu schiitzenden Parameter nichtlinear in die Fehlergleichung ein-
gehen oder wenn Beschrinkungen in der Zielfunktion beriicksichtigt werden miissen.

Tafel 5. 3. Zusammenstellung von iterativen Schdtzverfahren

Verfahrens- Losungsgleichung fiir § Name des Verfahrens/
gruppe | Literatur
§i+1 = § 4 AgtHt
Gradientenfreie As+1 = (i) AS Powell [5.8, 5.9]
Verfahren 0 < Rosenbrock [5.10]
> ; Fibo i [5.11
oli) = { = } far Q(i)={=}g(i—l);1_ nacel [5.11]
: < 0 >
A$ vorgegebener Vektor
Gradientenverfahren | A#*+1 = —y (i + D R (i + 1) VQ(); steilster Abstieg
. . . [5.9, 5.11]
ﬁg) Smc.h"mgm : Newton [5.9, 5.12]
VQ () Gradient zum i-ten Schritt ‘ fs’eg’"";"l'ﬁ@"-“’"
¢ Marquardt-Levenberg
[5.13, 5.14, 5.15)
Powell {5.9, 5.11]
Zufallssuchverfahren AsHl = B+ 1) R(GE + 1) A8 mit Brooks [5.16)
: sy - Rastrigin [5.17]
1) = 0@ .
p(i+1)=‘°mrg('+ ) 200, White [5.18]
1far QG+ 1) < QG) Schwefel [5.19]
A# Zufallsvektor
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Damit ist eine analytische Losung von Gl. (5.30) nicht mehr méglich, und die Schitz-
aufgabe muB mittels Suchverfahren iiber die Bezichung

2 9 (5.32)
as

erfolgen. Das Minimum entsprechend Gl. (5.32) wird bei allen Verfahren durch die
Ermittlung des geschitzten Parametervektors in der (i + 1)-ten Iteration nach der
Beziehung

g+l = gt 4 AgH1 (5.33)

erhalten. Dabei unterscheiden sich die in Tafel 5.3 dargestellten Suchverfahren in der
Ermittlungsvorschrift fiir die Parameterdnderung A§*+* zwischen der i-ten und (i + 1)-ten
Iteration.

5.1.5.3. Rekursive Lisung der Schitzaufgabe

Die rekursive Losung der Schitzaufgabe besteht in der Ermittlung des Minimums der
Zielfunktion entsprechend Gl. (5.22) mittels Korrektur des alten Parametervektors §(k)
zum k-ten Zeitpunkt durch Addition einer Parameterinderung A$ (kK + 1) nach der
Vorschrift

Sk +1)=8Fk) + AS(k + 1). ' (5.34)

Damit ist eine laufende Modellanpassung und -nachfiihrung leicht mdglich, Das Grund-
schema der rekursiven Verfahren ist im Bild 5.10 dargestelit.

‘[ System

Hodell
1 .| Bias10

l Schitzverfatren fir § Struktur der rekursiven Schatzmethoden

Fehler-
bewertung

Erfolgt die Parametereinstellung kontinuierlich, so gilt folgende Parametereinstell-
vorschrift:

§1)= -RV QG 0; (5.35)
y Schrittweitenvektor ’ ’
R’ Richtungsmatrix,
Diese Strategien haben durch die breite Anwendung von digitaler Rechentechnik an
Bedeutung verloren und werden hier nur aus padagogischen Griinden angefiihrt.

In Tafel 5.4 sind einige Verfahren dieser Gruppe vorgestellt, wobei der Zusammenhang
mit der iterativen Losung sichtbar wird. Diese Gruppe von Verfahren ist besonders fiir
den Echtzeitbetrieb, die Verwendung von Mikrorechnern und bei adaptiven Konzepten
geeignet. Die Nachteile der direkten Lésungsmethoden, die in der Inversion und den
jedesmal zu berechnenden Matrizen bei neuen MeBwerten bestehen, entfallen.
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Tafel 5.4. Zusammenstellung von rekursiven Schatzverfahren

Name des Verfahrens/

Verfahrens- Losungsgleichung fur §
. Literatur

gruppe

Sk+1)=8k) + Ak +1)

Rekursive Losung Sk+1D)=k(k+ Dx+ 1) — m"(k+ 1)§K)]| rekursive Regression
der Regression [1.34, 1.38, 1.31]
rekursive verallgemei-
nerte Regression
[1.34, 1.38, 5.20]

Gradientenverfahren | | Osborn [5.26]

— analog () = ~yRVQ @, 1) Rake [5.27]

~ diskret Ak + D)= —pk+ DRk + 1)VQ (k) Relaxation [5.21, 5.22]
steilster Abstieg

[5.9, 5.11]
stochastische Appro-
ximation [1.41, 5.23,
5.24, 5.25]

5.2. Direkte Schitzverfahren

5.2.1. Voraussetzungen

Ausgehend von der im Abschnitt 5.1 formulierten Schétzaufgabe ist auf der Grundlage
der zu den Zeitpunkten k7" gewonnenen MeBwerte der EingangsgroBen

m(k) = [m;(k), my(k), ..., myk)]
und der Ausgangsgrofe
x(k)

sowie einer angenommenen oder a priori bekannten Struktur und einer gewihlten Ziel-
funktion ein Modell in seinen Parametern und seiner Struktur so dem realen ProzeB an-
zupassen, daB die Zielfunktion minimal (maximal) wird. Fiir die Ableitungen in diesem
Abschnitt werden folgende Voraussetzungen gemacht:

~ Die Werte der Signale m,(k) und x(k) sind zelthch unkorreliert, z.B.
E{xk)x(k + D} =0;1#0.

— Die Eingangssignale m,(k) werden fehlerfrei gemessen.

— Zwischen den Eingangssignalen und der Stdrung besteht kein Zusammenhang, d. h.
E {my(k) z(k)} = 0.

— Die StSrung ist stationir mit 4, = 0 und ¢ = const.

— Der Zusammenhang zwischen dem Fehler und den zu schatzenden Parametern ist

linear.

Es wird weiterhin von der ProzeBbeschreibung im Abschnitt 1.4, GI. (1.3), ausge-
gangen und mit dem allgemeinen Eingangssignalvektor m gearbeitet. Diese Vorgehens-
weise wird gewihlt, weil die in.den folgenden Abschnitten abgeleiteten Verfahren als
Grundlage verschiedenster Schatzaufgaben im Rahmen dieses Buches Anwendung finden.
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Bei der Losung der Schiitzaufgabe fiir Modelle des statischen Systemverhaltens haben

besonders Polynommodelle der Form
i

3
+ Z A, + ”Z dyjuuy + 121 aut + ... (5.36)
=1 =

T<J

eine grofe Bedeutung erlangt, weil durch si¢ jeder analytische Zusammenhang durch eine
geeignete Wahl der Ordnung hinreichend genau approximiert werden kann. Im einfach-
sten Fall hat der EingangsgroBenvektor m die Gestalt

m® = [1,u,...,u]. _ (.37

%
In den jeweiligen Anwendungen der Verfahren im Rahmen dieses Buches wird die spe-
zifische Bedeutung des allgemeinen Eingangssignalvektors m und des Parametervektors s
angegeben. .

5.2.2. Direkte Methode der Regression

Die Methode der kIeMten Quadrate (MKQ), die Regression, ist das alteste und zugleich
robusteste Verfahren zur Schitzung der Parameter eines allgemeinen Modells der Form

£(k) = mT(k) § . : (5.38)
m'(k) = [m(k), my(k), ..., my(k)]
T = [§,8,..., 8]
Fiir die Beschreibung des Systems gilt analog fiir eine Beobachtung ‘_
x(k) = m™(k) s + z(k). (5.39)

Zur Schiatzung der unbekannten Parameter s sind n Bebbachtungen (n = 1) erforderlich,
die das folgende Gleichungssystem fisr k = j,j + 1, ..., j + (n — 1) ergeben:" . .

x() = 5.m; (§) + .o+ 5 () + 2(j) -
xG+1 =sm G+ 1) oo FsmU+1) +z(j+1)

xG+n—D=sm(G+n-D+...+smG+tn-1D+z(G+n=-1).
’ (5.40)

In Vektorschreibweise kann Gl. (5.40) geschrieben werden:

x(n) = M(n) s + z(n) ' (5.41)
mit den Komponenten '

xT(n) = [x(j), x(G+ D,...,x(G+n—1)]

2%k = (2N, zG + 1)y...,z(G+n—1)]

8T = [515 525 005 8]

[ml(j)s ceos mi(f) ]
Mn) = |: : ' .
m(G+n-1,....,mG+n-.1)
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Entsprechend Gl. (5.41) gilt fiir die Modellgleichung

) =Mmn)§ (5.42)
und damit als Fehlergleichung
en)=x—- Mn)$. (5.43)

Die Methode der kleinsten Fehlerquadrate beruht nun darauf, daB die Parameter §;
des Modells mit Hilfe des Giitekriteriums

J+n—-1

0= le@l*= ¥ ety - (5.44)

so ermittelt werden, daB das Giitekriterium Q minimal wird (Bild 5.11). Durch Einsetzen
von GI. (5.43) in GL (5.44) erhilt man die Beziechungen

Q = (x(n) — M) )T (x(n) — M(n)$)
Q = x()T x(n) — 25 M(n)" x(n) + §*M (m)T M(n) 5. (5.45)

R f{m,,§)

.
T . d
& {/E/ .
« & Melpunkt Bild 5.11
/ Lésung der Schitzaufgabe fiir ein System
U mit einem Eingang und einem Ausgang

my
Das Minimum des Giitekriteriums Q wird durch Nullsetzen der ersten partiellen Ableitung

%% = —2M(®)" x(r) + 2M ()" M(n) § = 0 (5.46)

_analytisch bestimmt.

‘Wenn die Inverse der Matrix M(n)T M(r) existiert, erhilt man aus Gl. (5.46) als direkte
analytische Lésung die Parameterschatzvorschrift der Regression zu

§ = [M(n)™ M(n)]~* M(n)* x(n). (5.47)
Unter den Annahmen, daB
1. E{mk)z(k +i)} =0 furallei,
2. E{z(k) z(k + i)} =0 fiirallei 0,
3. E{z(k)} =0 fir allek,

‘besitzt das Schitzverfahren die folgenden Eigenschaﬁen:

Erwartungstreue, d.h. E{§} = s

Beweis: .
E{§} = E{[M(n)" M(n)]~* M(n)" x(n)}.

Mit GL (5.41) gilt
E{§} = E{[M(n)" M(n)]~* M(n)™ M(n) s + z(n)}.
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Mit den getroffenen Annahmen gilt somit
E{§} = E{s} = s.

Beste lineare Schitzung, d.h. minimale Parametervarianz
Voraussetzungen: Annahme 1. bis 3.
z(k) normalverteilt
o2 = const
Beweis s. Abschnitt 5.2.4.

Zur Beurteilung der Giite der Schatzung dienen fc;lgende Kriterien:

1. Restquadratsumme
J+n—-1

Se= X Gl - #R)? - G4)
2. Reststreuung
2 Sk .
- 49
Sk A—d+1) ) (5.49)

3. Varianzen der geschitzten Parameter
Aus der Beziehung fiir die Kovarianzmatrix des geschitzten Parametervektors

COV{§} =E{s— (- HT} (5.50)
erhilt man durch Einsetzen von Gl. (5.41) in Gl. (5.47)
COV {8} = E {[M(n)" M(n)]~* M(n)" z(n) z(n)" M(n) [M(m)™ M(m)]~*}.
. Mit der Annahme, daB
E{z(n) 2(n)"} = o’
ist, ergibt sich fiir die Kovarianzmatrix des Parametervektors §
€OV {§} = P(n) o} , - . (551)
mit . _ , : .
o7 = E{z%(n) z(n)}, P(n) = [M"(n) M(n)]"*.
Im einzelnen:
_ die Kovarianzen cov {§,§,} = py,07
die Varianzen  var {§;} = p,,07.

4. Varianzen des geschitzten Ausgangs £
Die Varianz des geschitzten Ausgangs ergibt sich aus

var {£} = E{(x — £?}
= E{l(s — §)T m*]}
= E{m" (s — §)(s — T m}
mit den Beziehungen in GI. (5.51) zu
var {£} = oZmT [M"M] ' m. - v . ' (5.52)
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Beispiel EinfluB der Beobachtungszahl und der Storgrife auf die Parametergiite
5.1 bei der Schiitzung mit der MKQ
Gegeben: Systemgleichung

4
x= X au + z,
=1
=1, -2,4, -10],
Eingangssignale #; = NV (0, 1),
Stérung z = NV (0, ...) (Stdrverhiltnis VeZ/o2 100).

Gesucht: Schitzwerte der Parameter und die Reststrenung.
: n Stor- Parameter

% dl dz dg d.; Jﬁ
10 10 1,268 -2,206 3,930 9,457 3,576
50 1,835 —2,144 3,391 12,256 29,613
100 10 1,045 —2,009 3,961 9,942 1,066
50 1,134 -2,189 4,430 10,547 26,104
500 10 1,027 —-2,013 - 4,017 9,940 1,082
50 1,231 —2,032 4,200 10,445 23,139

Die erzielten Ergebnisse machen deutlich, da8
. 1. die Gilte der Schitzung mit zunehmender Beobachtungszahl zunimmt,
2. die Giite der Schitzung mit wachsender Stérung abnimmt,
3. der Fehler der kleinen Parameter gegenliber den gréBeren Parametern wesentlich
stirker von der Stdrung abhingt.

5. Konfidenzintervall fiir 5, mit dem z-Test (s. Abschn.2.3.4)
Mit dem Freiheitsgrad f=n — ] — 1, der Irrtumswahrscheinlichkeit « und der
Niherung von o2 =~ s ergibt sich fiir das Konfidenzintervall

18 = sil = taj2, /5 VPus.- - (5:53)

6. Hypothesentest: Hy: 5, = 0 (+-Test; 8. Abschn.2.3.3)
Der geschiitzte Parameter §, ist mit der Irrtumswahrscheinlichkeit « statistisch unglelch
null, wenn

8 2 to/2. 18 VPur- (5.54)

Das typische Verhalten der MKQ ist im Beispiel 5.1 beziiglich des Einflusses des Stich-
probenumfangs und der Stéramplitude fiir einen Testfall dargestellt.

- Zur Losung der Schitzgleichung von Gl. (5.47) kommen verschiedene numerische Ver-
fahren zur Anwendung. Ist die in der GL. (5.47) zu invertierende Matrix M(n)™ M(n)
nichtsingulir und symmetrisch, ist die Anwendung des Cholesky-Verfahrens vorteilhaft.
Wenn die zu invertierende Matrix schlecht konditioniert ist, kann die Inversion durch
eine Umstellung der GI. (5.47) in .

M(n)" M(n) $ = M(n)™ x(n) . (5.59)
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umgangen werden. Fiir die Losung dieses Gleichungssystems kénnen dann die GauB-
Elimination, die Zerlegung in Dreiecksmatrizen nach Gauf—Banachiewicz oder die
Spaltenpivotsuche nach Gauf-Jordan zur Anwendung (s. Tafel 5.2) kommen. Die
Methode der Regression liefert unter den eingangs genannten Voraussetzungen gute und
robuste Parameterschitzungen. In den folgenden Abschnitten sollen Methoden vor-
gestellt werden, die unter den Bedingungen einer starken Korrelation zwischen den
EingangsgréBen, der sog. Multikollinearitat oder einer korrelierten Stérung Schitzungen
mit minimalen Varianzen der Parameter erlauben. Es sind dies die Methode der Kamm-
linien- und der verallgemeinerten Regressmn :

5.2.3. Methode der Kammlinienregression

Die Methode der Kammlinienregression (KLR), auch als Ridge;_Regression bezeichnet,
ist von Harl u.rspriinglich zur Interpretation von Giitefeldern entwickelt worden [5.28].
Erst spiter wurde sie zur Parameterschitzung bei korrelierten EmgangsgroBen eingesetzt
[5.24].

minimale”
Kammlinie

Fa(§)=const

1

" Bild 5.12
Giitefeldanalyse mit Hilfe
der Kammlinienregression

Die Methode geht von der Annahme aus, da8 jedes Giitefeld durch eine Kammlinie
gekennzeichnet werden kann, die bei vorgegebenen Radien A2 im Parameterraum die
Punkte minimaler Werte der Giitefunktion Q(s) verbindet (Bild 5.12). Diese Kammlinie
wird als minimale Kammlinie bezeichnet. Die Ermittlung def minimalen Kammlinié
unter der Nebenbedingung konstanter Radien um das Zentrum des Giitefelds der Form

@(§) = h* — §7§ = const . (5.56)
mit :
h=lsl =si+ ... +si _
erfolgt durch eine Erweiterung der quadratischen Giitefunktion. Die in Gl. (5.56) for-
mulierte Nebenbedingung wird iiber den Lagrange-Multiplikator A in der erweiterten
Gtitefunktion

Q6N =06 + g () - ENCR )
beriicksichtigt.
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Wird in Gl. (5.57) fiir
o@F) = (x — MS)T (x — MS)
eingesetzt, erhdlt man fiir
Q@D =(x— M) (x — M) + A (h* — §75). (5.58)

Aus Gl. (5.58) gewinnt man durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen als Aus-
gangsbezichung fiir die Losung der Minimierungsaufgabe:

Q@2 =x"Tx - 2™ x + §TMTMs + Ah? — 257§, : (5.59

Das Minimum der Giitefunktion Q (§, 4) wird wiederum durch die Bildung der partiellen
Ableitungen und anschlieBendes Nullsetzen ermittelt. Mit

06H _,
os

und Gl. (5.59) erhilt man

Eg(g%-ﬂ =2[M™™5 — 2§ — M"x] = 0. (5.60)
s

Wenn die Inverse der Matrix M™M — D(A) mit D(A) = I existiert, kann der Parameter-
vektor nach der Beziehung

§ = [M™™ — D()~* M"x (5.61)

geschatzt werden. Die Vorschrift von Gl. (5.61) wird als Kammilinienregression bezeich-
net. Die minimale Kammlinie ist nach [5.28] durch A-Werte definiert, die kleiner sind als
der minimale Eigenwert der Matrix [MTM]. Da der minimale Eigenwert dieser Matrix
bei Multikollinearitit gegen Null strebt, d. h. A, & 0, sind die A-Werte in Gl. (5.61) von
Null in Richtung negativer Werte, A < 0, zu wahlen. Als giinstig hat sich bei vielen simu-
lierten Testfallen der Bereich

0>1> -1

zur Suche eines zweckmiBigén A-Wertes erwiesen. Die Anwendung der Kammlinien-
regression ist gegeniiber der Regression nur sinnvoll, wenn

— zwei oder mehr EingangsgroBen stark korreliert sind
& (uy) Z 0,85, |

— das System stirker gestort ist (>10%).

Unter diesen Bedingungen wird die Varianz der Parameter durch das Verfahren der
Kammlinienregression stark reduziert. Im Beispiel 5.2 wird dieses Verhalten an ausge-
wihlten Testfillen aufgezeigt.

Ein Problem bleibt das Kriterium zur Beurteilung der Modellgiite, d.h. die Festlegung
eines A-Wertes aus dem Kompromi3 zwischen der Reduzierung der Parametervarianz
und der Erh6hung der Restquadratsumme. Die minimale Restquadratsumme liefert das
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Beispiel Vergleich der Schitzverfahren MKQ und KLR
5.2 bei verschiedener Korrelation von m
Gegeben: Systemgleichung
5
x= X au + z,
i=1
= [31 2) _2’ 1 _4]’
Eingangssignale &, £ NV (0, 1) mit den Korrelationsmatrizen
Fall Uy Uz £ Ug Hs
1 4 1
uz 0,947 1
us 0,024 0,023 1
Uy —0,076 -0,063 0,160 1
us -0,110 —0,201 -0,173 —0,125 1
I Uy 1
uy 0,820 1
us 0,937 0,968 1
Uy 0,960 0,947 0,997 1
us 0,986 0,903 0,982 0,993 1
Stérung z = NV (0, «), 10%
(mit Storverhiltnis + o2/a2 100),
Modellgleichung
5
£ = z d,u,.
io1
Gesucht: Schitzwerte der Parameter a;.
Ergebnis: Fiir n = 200
Testfall dy dz d; dg ds
i | MKQ 3,18 1,75 —2,06 1,11 —4,01
KLR 3,01 1,96 —1,9 1,06 -3,96
@* = -0,5)
i MKQ —60 169 —59 554 268
KLR 3,24 1,15 -0,81 2,68 —3,52
@* = —0,25)

Die vorgelegten Ergebnisse zeigen, daB

1. der Parameterfehler im Testfall I, d.h. bei einer relativ geringen K orrelation zwischen
den Komponenten des MeBwertvektors m (aur u, ist mit u, stark korreliert) der

Methode der KLR nur geringfiigig besser als der der MKQ ist,

2. bei einer starken Korrelation zwischen den Komponenten des MeBwertvektors m
(Testfall IT) das Versagen der MK Q deutlich wird; dagegen die Parameterwerte der

KLR noch in Vorzeichen und Betrag sinnvoll sind.
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Verfahren der Regression, d.h. 1 = 0. Als giinstig hat sich folgende heuristische Vor-

gehensweise bewéhrt [5.30]:

1. Schitzung mittels Regression (4 = 0)

2. Schitzung mittels Kammlinienregression bei verschiedenen 4,

3. Wahl des negativsten 1,-Wertes, bei dem noch kein wesentlicher Anstieg der Rest-
quadratsumme vorliegt (s. Bild 5.13 und Beispiel 5.1).

a'
|
] .
| I | Bild 5.13
| | | | | Prinzipieller Verlauf der Reststreuung
! I l. 1 ] in Abhdngigkeit von den A-Werten
g A -

Der rechentechnische Aufwand jeder einzelnen Schitzung ist bei der Kammlinien-
regression und der Regression nahezu gleich (Tafel 5.5). Zur Suche eines giinstigen Kom-
promisses zwischen Reststrevung und Parametervarianz erh6ht sich der Aufwand linear
mit der Anzahl der gewahlten A-Werte. Weitere Wege zur iterativen Suche giinstiger
A-Werte sind in [5.30] dargestelit.

: Tafel 5.5
Ver- Rechenzeit bestimmt Speicherplatz N Vg:'leich rechentechnischer
fahren durch Parameter direkter Schitzverfahren
MKQ Inversion P+l +m+n
[M™] mit Ix1
KLR Inversion von P+IQ+m+n

[M™] mit I x!

VMKQ . Inversion von _
- Wmitn X n I24+n?+p

- [M™W-1M] +I(1 +n
mit  x /

5.2.4. Direkte Methode der verallgemeinerten Regression/Markov-Schiitzung
Die verallgemeinerte Methode der kleinsten Quadrate (VMK Q) geht von einer Zielfunktion
Q=cWle - (5.62)

aus, bei der der Fehlervektor durch eine Wichtungsmatrix W-! beeinflufit wird. Die
Wichtung des Fehlers wird z.B. bei korrelierten Stérungen z oder bei der Schitzung zeit-
varianter Systeme angewendet. Analog zur MKQ gxlt fiir die VMKQ die Fehlerglelchung
(5.43) und damit

0 = (x — M§)T W1 (x — M3). (5.63)
Uber die Glelchung
Q0 =X"W-'x — 2MWx + SMTWIMS . (5.6
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erhilt man das Minimum von Q aus der Bezichung
—%%— = —2M"W-1x + 2M"W~1M§ = 0. ' (5.65)

Wenn die Inverse der Matrix M™ W~ 1M existiert, gilt fiir die Schatzvorschrift der VMKQ
§=[M"W-M]"* MW 'x. (5.66)

Das Schitzverfahren der VMKQ besitzt folgende Eigenschaften:

— Die Schitzung ist erwartungstreu unter Beachtungder Bedingungen vonAbschnitt 5.2.1.
— Die Parametervarianzen sind minimal, da

cov {$vmxo} = E {[M"W-'M]~* MTW~-'z"2W~'M [M"W~'M]~'} ' (5.6T)
und somit

cov {Symxa} = coV {Suxa}

gilt.

Das Hauptproblem der Methode besteht in der Festlegung der Elemente der Wichtungs-
matrix W und ihrer Inversion. Die Dimension der Wichtungsmatrix ist n x n bei n
Beobachtungen. Eine der leistungsfahigsten Methoden zur Festlegung der Wichtungs-
matrix W ist die Verwendung der Kovarianzmatrix Z der St6rung (s. Abschn.5.1.2.3).
Die mit dieser Festlegung erhaltene Schitzvorschrift wird als Markov-Schitzung be-
zeichnet und lautet:

§=[M"ZM]"* M"Z 'x. (5.68)
Diese Schitzung besitzt auch bei korrelierten Stérungen die fiir die VMKQ angegebenen
Eigenschaften. ‘

Da die Kovarianzmatrix Z der Stérung eine doppelt symmetrische Matrix ist, ist durch

eine Transformation der MeBwerte eine Riickfiihrung auf die Regression mdglich. Die -

Lisung erfolgt in den Schritten [1.31, 5.31]:
1. Cholesky-Zerlegung von Z in
Z = R"R,
2. Einsetzen der Zerlegung in Gl. (5.68)
§ = [MT(R'R)-! M]~* M" (R'R)~'x,
3. Transformation der MeBwerte
TM=RYM - ' (5.69)
F=RY)x,
4. Einsetzen der transformierten MeBwerte
§ = [MTM)-t M3, SR -~ (5.70)

Somit ist rechentechnisch immer der gleiche Modul der Regression verwendbar. Da die
Storung selten meBbar ist und hiufig auch A-priori-Informationen iiber die Kovarianz-
matrix fehlen, wurde neben Schatzverfahren eine Strategie erfolgreich erprobt, die die
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Beispiel Vergleich der Schiitzverfabren MKQ und der Markov-Schiitzong
5.3 bei verschiedenen Stéramplituden
Gegeben: Systemgleichung
5
x= X au+ z,
i=1
at =1, -2,3,8,10],
Eingangssignale u; = NV (0, 1),
Stérung z = NV (0,...),
f 1
RzzIt}
5
Q 10 20 i
e
s
Modellgleichung £ = X diu;.
. i=1
Gesucht: Schitzwerte der Parameter g;.
Ergebnis: Firn =90
‘ Storung a4 4, ds ds ds
%
25 MKQ . 1,42 -1,75 291 8,05 9,92
Markov-Schiitzun; 1,01 -2,01 2,99 - 8,02 9,98
50 MKQ 1,78 —~1,55 2,84 8,li 9,80
Markov-Schitzung 1,03 -1,99 2,98 802 - 9,9
100 | MKQ , 2,58 - —-1,11 2,73 8,23 9,62
Markov-Schitzung 1,05 -1,96 295 8,03 9,95
150 | MKQ 342  —064 261 831 9,50
Markov-Schitzung 1,15 . —193 293 8,03 9,92

Die dargestellten Ergebnisse zeigen, daB

- die kleinsten Parameter mit dem groBten relativen Fehler geschitzt werden,
— die Uberlegenheit der Markov-Schitzung gegeniiber der MKQ bei stirkeren Sto-
rungen noch zunimmt, .
— erst bei einer relativ starken Korrelation der Stérung die Uberlegenheit der Markov-
Schiatzung merklich wird, '
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Kovarianzmatrix der Stérung durch.die des Fehlers anndhert. Damit gilt die Annahme
Z~ E=E{ee"}. (5.7D)

Die Kovarianzmatrix des Fehlers kann durch eine zweistufige Schitzstrategie entspre-
chend dem im Bild 5.14 dargesteliten Schema gewonnen und verwendet werden. Die erste
Stufe besteht in einer MKQ-Schitzung. Aus dem Fehlervektor wird eine erste Schitzung

der Kovarianzmatrix des Fehlers vorgenommen. In der

:’ MKD zweiten Stufe wird dann die Markov-Schitzung durch-
gefiibrt, und iiber den neugebildeten Fehlervektor erfolgt in
Sua r Iterationen ecine weitere Anpassung, bis Abbruchschranken

fiir die Parameterwerte und/oder Parametervarianzen er-
reicht sind. Weiterfiihrende Untersuchungen sind in [5.31]
enthalten.

Fehlerbildung @
Schatzung von Z

zy

Markov-Schiitzung

Bild 5.14
Sch der zweistufigen Markov—Schatz‘ung

Im Vergleich zur MK Q liefert die Markov-Schatzung wesentlich bessere Schitzergeb-
nisse fiir den Parametervektor, d.h. eine geringere Parametervarianz, wenn

1. die Stérung stark korreliert ist, d.h. die Korrelationstiefe groBer als 57 bis 107 ist,

2. eine groBe Storamplitude (> 10 %, bezogen auf die AusgangsgréBe x) vorhanden ist,

3. die aus der Stichprobe ermittelte oder fiir die Stichprobe geltende Schitzung der Ko-
varianzmatrix der Stérung verwendet wird.

Die. Reststreuung der Markov-Schitzung erhoht sich dagegen im Vergleich zur Re-
gression. Diese' Aussagen werden deutlich sichtbar im Beispiel 5.3.

Die Rechenzeit und der Speicherplatz werden bei der MKQ durch die Dimension der
Matrizen M und [M™M]~! dominierend bestimmt. Bei der Markov-Schitzung steigt mit
wachsender Beobachtungszahl n der Rechenaufwand zusatzlich enorm an, da die Ko-
varianzmatrix Z als eine n x n-Matnx zu invertieren ist (Tafel 5.5).

5.3. Iterative Schiitzverfahren
5.3.1. Aligemeine Grundstruktur

Ist der Zusammenhang zwischen dem Schitzfehler und den Parametern des Modells
nichtlinear, so ist eine analytische LSsung der Schitzaufgabe durch Nullsetzen der Ab-
leitung der Giitefunktion direkt in einem Schritt nicht mehr mdglich. Einen Ausweg bil-
den iterative Schitzverfahren der Grundstruktur (s. Abschn.5.1.5.2)

$tl = ¢ + Agt+1 ' i (572

Von den verschiedenen mdoglichen Varianten der

- gradientenfreien Verfahren

~ Gradientenverfahren (einschlieBlich der Benutzung der zweiten Ableitungen)
— Zufalissuchverfahren
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und ihren Kombinationen (s. Tafel 5.3) sollen im Rahmen. dieses Buches nur die Gra-
dientenverfahren nach Newton-Raphson [5.9, 5.11] und nach Marquardt—Levenberg
[5.13, 5.14, 5.15] vorgestellt werden. Sie haben im Rahmen der Parameterschitzung die
breiteste Verwendung gefunden, besonders bei der Schitzung der Koeffizienten der
Differenzengleichung nach der Maximum-Likelihood-Methode (s. Abschn. 6).

5.3.2. Newton—Raphson-Verfdhren
Beim Newton— Raphson-Verfahren wird der Gradient der_Giitéfunktion _
VoW =do@es N )
an der Stelle i des Parametervektors des Modells in eine Taylor-Reihe der Form | |
VO @le+a0 = VQ @lg=ge + a—ag VO () =g G+ — 89 + ... | (5.74)
entwickelt. Wird in Gl. (5.74)
o VO@lprar=0

gesetzt und die Reihenentwicklung nach dem zweiten Glied abgebrochen, erhidlt man
nach einer einfachen Umstellung die iterative Schatzvorschrift fir die Newton—Raphson-
Verfahren zu

_ 1 - . : : N .
1 =g — [’f: vo (§)Tls=ﬂ] VO Dlg=g- - (5.75)
§ . ] _
Die partieilen Ableitungen ergeben sich zu »
Q) 3QE %0
aQ (§) _ a.?l aZQ (j,‘) _ 631.631 aﬂl.a.?,
" = . » aT : Co
o8 0 % o3 #060) #0® |
"85, 28,08, " 08,08, |
Mit der Giitefunktion

J+n—1

06) =% Y ek

erhilt man fiir die ersten und zweiten Ableitungen folgende Ausdriicke:

a§' k=J '

LD 75 0 2B 679

320 (%) =’+"'1 de (k) de (k) +”"“ 9%e (k)
85,08, =1 08, 63, = 83,08,
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Die Realisierung der Schatzvorschrift'in Gl. (5.75) erfolgt mit diesen Glexchungen in fol-
genden Schritten:

1. Wahl giinstiger Startparameterwerte §°.

2. Berechnung der ersten und zweiten Ableltungen mit den Werten der Beobachtungen
eky;k=j,....] +n—1.

3. Ermittlung des neuen Parametervektors §'** nach Gl. (5.75).

4. Test, ab ein vorgegebenes Abbruchkriterium erfiillt ist.

5. Wenn Abbruchkriterium nicht erfiillt ist, Wiederholung ab Schritt 2.

Fiir dieses Verfahren muf vorausgesetzt werden, daf die Giitefunktion Q($) in jedem
Punkt § e S(S e R’) stetige partielle Ableitungen 2.Ordnung besitzt. Da i.allg. nicht
sichergestellt ist, daB §*+! € S, wird der Algorithmus von Gl. (5.75) zur Sicherung der
Konvergenz um einen Dimpfungsfaktor 8! (5* > 0) in der Form

g1 =gt _ g [% vo (f)"_l_,___,;]—l VO (§)]4os ‘ | .77

erweitert. Wenn der Faktor ' geniigend klein gewahlt wird, ist nach [5.32] gesichert, daB
der neue Parametervektor §*+* € S ist. Damit ist die K onvergenz garantiert. Der Rechen-
aufwand des Verfahrens ist durch die Bildung und Inversion der Matrix der zweiten Ab-
leitungen, d.h. der Hesse-Matrix, relativ hoch. Fiir stirker gestdrte Systeme ist dieses
Verfahren ungeeignet.

5.3.3. Levenberg—-Marquard-Verfahren

Um die Konvergenz unabhingig von den Startwerten $§° und der GroBe der Stérung zu
sichern, wurde von Levenberg—Marquard [5.13, 5.33] der erweiterte Algorithmus von
Gl. (5.78) entworfen. Er geht davon aus, daB die Suche des Minimums der Giitefunktion
unter der Nebenbedingung konstanter Radien A2 der Anderung des Parametervektors
von Iteration zu Iteration erfolgt.

Das heiBt, es gilt

Af = §'** —~ §' und AST A§ = A® = const.

Die Beriicksichtigung der Nebenbedingung in Form einer Gleichungsbeschrinkung er-
folgt analog zu Abschnitt 5.2.3 iiber den Lagrange-Multiplikator 4. Die iterative Schitz-
vorschrift, die man iiber eine Reihe weiterer Ableitungen erhalt (s. [5.13, 5.14]), hat fol-
gende Gestalt: S

girl =gt _ [—a% VO (5) lsegs — 1)(;1)]—]l VO (&)yms (578)

Da fiir alle 4 < 0 die zu invertierende Matrix positiv definit ist, ist damit auch fiir jeden
Punkt § € S die Konvergenz des Verfahrens gesichert. Durch eine geeignete Wahl des
Faktors 4, der als ein Ma8 fiir die Schrittweite angesehen werden kann, ist das Konver-
genzverhalten des Verfahrens gut zu steuern. Im Beispiel 5.4 ist fiir die Schitzung eines
gestorten nichtlinearen Systems das Konvergenzverhalten des Newton—Raphson-Ver-
fahrens mit dem des Levenberg—Marquard-Verfahrens verglichen worden.
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Beispiel Untersuchung des Konvergenzverhaltens des Newton - Raphson-Verfahrens
54 mit dem Levenberg —Marquard-Verfahren
Gegeben: Systemgleichung

x = luy + e*0302,

Eingangssignale NV (0, 1), unkorreliert,
Storsignal z = NV (0; 1,4),
Modellgleichung £ = dyu; + €242,
Startparametervektor 4(0) = 0,
Abbruchgrenze ¢ = 104,

Gesucht: Schﬂtzverlaﬁf fiir die Parameter d; und 4,.
Ergebnis: Siehe Bild zu Beispiel 5.4.

Gz

+ Newton -Raphson ~ Verfahren
o Levenberg - Marquord - Verfahren

1 1 Il ! ] 3

0 2 & 6. &8 W R o 2 &t _6_ 8 © ©
Iterationen Iterationen

a) b}

" Die Schitzverldufe fiir die Parameter 4, und 4, zeigen, daB bei einer geeigneten Wahl von 4 die Kon-
vergenz des Levenberg—Marquard-Verfahrens gegeniliber dem Newton—Raphson-Verfahren besser ist.
Beide Verfahren liefern gute Schiitzergebnisse. Wird die Stéramplitude noch groBer, konvergiert das
Newton—Raphson-Verfahren nicht mehr,

5.4. Indirekte/rekursive Schiitzverfahren

5.4.1. Allgemeiner Ansatz

Die rekursiven Algorithmen haben besonders durch die Anwendung von Mikro- und
ProzeBrechnern an Bedeutung gewonnen, weil sie einen geringen Speicherplatz benétigen,
die Rechenzeit in einem Schritt gering ist und weil sie fiir die On-line-Datenverarbeitung
und Steuerung sehr gut geeignet sind. AuBerdem kdnnen sie durch geeignete Wahl der
Korrekturfaktoren mit ,,Lerneigenschaften* ausgeriistet werden, die eine aktuellé Para-
meter- und Zustandsschitzung zeitvarianter Systeme gestatten.

Sie beruhen darauf, daB die Zielfunktion Q schrittweise aufgrund neuer Beobachtungen
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zum Minimum gefiihrt wird. Die Vielfalt der entwickelten Verfahren kann durch die
Grundstrukturen (s. Abschn.5.1.5.3)

- fiir kontinuierliche Parameterschitzung

$(t) = —yR'VQ @, D) (5.79)

~ fiir diskontinuierliche Parameterschitzung
§(k +1) = $k) tkk+1) [x(k+ 1) —m® & + 1)$k)] (5.80)

neuer alter
Parameter- = Parameter- + Korrektur- . % Vorhersage-

vektor vektor vektor fehler

beschrieben werden (s. Tafel 5.4).

Entsprechend der fiblichen Schreibweise kennzeichnen die in den runden Klammern
stehenden Argumente wieder den Zeitpunkt der Abtastung.

In den folgenden Abschnitten sollen die Grundideen wesentlicher Verfahren hergeleitet
und das Konvergenzverhalten der Schitzung untersucht und verglichen werden. Dabei
werden Verfahren ausgewihlt, die sich bei einer Vielzah! von Modelltypen und in der
Praxis bewdhrt haben. Bei der Ableitung der Algorithmen wird von den Gradienten-
verfahren ausgegangen und gezeigt, daB auch die rekursiven Varianten der MKQ und
ger VMKQ durch die in Gl. (5.80) angegebene Grundstruktur beschrieben werden

Onnen,

5.4.2. Gradientenmethoden

§.4.2.1. Allgemeine Grundstrukturen

Die Verfahren dieser Gruppe beruhen darauf, daB die Parameteranpassung und -nach-
filhrung durch die laufende Korrektur eines zeitlich zuriickliegenden Parameterwerts mit
Hilfe der Bewertung des Gradienten in Betrag und Richtung erfolgt (s. Tafel 5.4 und
Abschn.5.1.5.3). Im Rahmen dieses Buches werden nur Verfahren vorgestellt, die auf
eine Richtungskorrektur des Gradienten verzichten, d. h., es gilt immer R = I, Weiterhin
wird fiir die Schrittweitenmatrix I” gesetzt:

y1 0... 0
0’ :
I'=yl= ) : :
b4 : ol (5.81)
0 ...0 y )
Werden die Schrittweiten y, fiir alle Parameter gleich groB gewihlt, gilt
I =yl (5.82)

Damit erhélt man fiir die Einstellvorschriften der Gradientenverfahren im
a) kontinuierlichen Fall

A =-T'vo@, o, . . (5.83)
b) diskontinuierlichen Fall '
§(k+ 1) = §() — T'(k + 1) VO G, k). (5.84)
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Die kontinuierliche Ermittlung der Parameter erfolgt iiber eine Integration von Gl. (5.83),
d.h. iiber die Vorschrift ' .

§t) = —T f‘ VO (§,7)dr. . (5.85)

Im Bild 5.15 ist das Konzept der kontinuierlichen Parameterermittlung nach Gl. (5.85)
fir einen Parameter dargestellt. Es ist zu sehen, daB das Minimum der Zielfunktion Q
und damit der richtige Parameter § = s gefunden wird, indem die Parameterinderung
entgegen der Richtung des Gradienten VQ und mit einer Schrittweite y erfolgt. Ferner
wird sichtbar, daB die Konvergenzgeschwindigkeit bei diesen Verfahren mit der Abnahme
des Gradienten auch abnimmt. Das bedeutet, da8 theoretisch erst fiir # - co das Mini-
mum erreicht wird. : o

& \30(5)
a(s)T S —— ‘\\U(s)-cmst

PN
&5 sw /fy 7 /)//I /
s
$lkp—="_7" /
~__~—" 7

N -

e —

$ . 55 %

Bild 5.15. Schema der kontinuierlichen Bild 5.16. Schema der diskontinuierlichern
Paramgterermittlung Parameterermittlung

Die diskontinuierliche Parameterermittlung erfolgt direkt nach der Vorschrift in
Gl. (5.84). Fiir die Ermittlung von zwei Parametern ist die Vorgehensweise im Bild 5.16
dargestelit. Typisch ist auch in diesem Fall, daB die Parameteranpassung, d.h. die Suche
des Minimums im Giitefeld, von einem Startparametervektor ausgehend, entgegen der
Richtung des Gradienten mit einer bestimmten Schrittweite erfolgt. Fiir die Ableitung der
rekursiven Schitzverfahren und ihre einheitliche Darstellung ist es zweckmiBig, in
Gl. (5.84) den Gradienten VQ (8, k) fiir eine vorgegebene Zielfunktion und eine Fehler-

gleichung analytisch zu berechnen.
Wird als Zielfunktion
Q@S i) = e ()?; i=k .. ,k+n - ' , (5.86)
und als Fehlergleichung der Ausgangsfehler im (k + 1)-ten Schritt
ek +D=x®k+1)—m@ +DT8EK) (5.87)
verwendet, erhilt man fiir den Gradienten der Zie]funktion den Ausdruck
VOB K) = —m(k+ D¥[x(k + 1) — mE + DT SE)]. (5.88)

Unter der Annahme, daB die Schrittweiten in allen Richtungen des Gradienten gleich
gewdhlt werden, d.h. y;(k+ D=y, (k+ D =...=p(k + 1) =9k + 1), kann
mit Gl (5.88) die Grundstruktur von Gl. (5.84) in die Beziehung

§h+D) =50 +yk+DmE+ DixGk +1) —mk + DTSK)] (5.89
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als allgemeine Form der hier dargestellten Gradientenverfahren iibergefiihrt werden. Der

Zusammenhang zum Ansatz aller rekursiven Schitzverfahren — s. Gl. (5.80)
gegeben, wenn

yEk+DmE+1)=kk+1)

o (5.90)
gesetzt wird.

Die in der Literatur vorgestellten reinen Gradientenverfahren unterscheiden sich dann

nur noch in der Wahl der Schrittweite ¢ (k¢ + 1). Aus diesem Grund werden in den wei-
teren Abschnitten typische Vertreter fiir die Wahl der Schrittweite vorgestellt

5.4.2.2. Methode der Illelaxation

Die Methode der Relaxation (REL) wurde zur L5sung determinierter Gleichungssysteme
entwickelt [1.36, 5.21]. Bei Vorliegen einer quadratischen Zjelfunktion Q gilt fiir die Kon-
vergenz des Verfahrens folgende Bedingung fiir den Korrekturfaktor y (k + 1)

0,<y(k+1)<-f—.

(5.91)
. .
Dabeiist 4, der gr6Bte Eigenwert der Matrix M* = mm™ und c eine wihlbare K onstante.

Mit der Abschitzung '

M S llmE+ Dm™(k+ D] < lmE + DI? (5.92

und
¢ ¢
O<yk+)< ——M—Mm— < —
II k+DI* 4

folgt die Schatzgleichung fiir das Verfahren der Relaxation

Sk +1) =8k) + ————mk + D) [xk + 1) — m™ (k + 1) 3%)).
lm& + D)2

(5.93)
Die Konstante ¢ liegt nach Schwarz [5.5] fiir bestimmte Eigenschaften der Matrix M*

im Bereich 0 < ¢ < 2. Nach Untersuchungen in [1.31] ist die Wahl im Bereich 0,9 < ¢
< 1 fiir viele Aufgaben der Identifikation ausreichend

. Bild5.17

Prinzipieller Verlauf der Schrittweiten y(k)
bei verschiedenen Gradientenverfahren
k

ky

Wenn die Streuung der Eingangssignalwerte konstant ist, ist der Mittelwert (k) auch
konstant (Bild 5.17). Dadurch ist das Konvergenzverhalten bei ungestorten bzw. gering
gestorten Systemen gut. Die Parameterwerte sind bereits nach 5/ bis 10/ Beobachtungen
praktisch konvergiert. Fiir gestdrte Systeme (z = 10 %, bezogen auf die Ausgangsgr6Be)
ist das Verfahren ungeeignet. In den Belsplelen 5. 5 und 5.6 sind diese Aussagen fir
einen Testfall dargestellt.

— ist dann
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Beispiel Vergleich des Konvergenzverhaltens von rekursiven Schiitzverfahren
5.5 ungestortes System
Gegeben Systemgleichung

5
x = z a;lly
i=1
a’ =[1,2, -3, —10, 20],
Eingangssignale 4; = NV (0, 1),
Modellgleichung £ = E duy,
i=1
Startparametervektor 4(0) = 0.
Gesucht: Verlauf des Modellparameterfehlers
lla — dg)l i
=————=— gals Funktionvon k =1, ...,
fla — @)t
Ergebnis: 1. Parameterwerte bei k = 20
Verfa.hren d]_ dz dg 4, d5
RR 1,00 2,00 —3,00 -10,00 20,00
STA 0,66 0,17 0,67 —10,93 19,29
¢ REL ’ 1,44 1,75 -1,91 — 8,94 19,33
2. Verlauf des Modellfeblers G.
AN
A
1\
1\
1\
‘.‘ \
ol A \\
\ S
P ————
G i
i
\
g |\
i
]
\
|‘REL
RR |
W W 0 2w
K —e
Die darg&steﬂfen Ergébm'sse zeigen, daB
1. das Konvergenzverhalten des Verfahrens der rekursiven Regression (RR) allen anderen Verfahren
iiberlegen ist,

2. das Konvergenzverhalten der Methode der Relaxation (REL) schlechter ist als das der rekursiven
Regression, aber wesentlich besser als das der stochastischen Approximation (STA)
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Beispiel Vergleich des Konvergenzﬁrhaltens von rekursiven Schiitzverfahren ~
5.6 gestirtes System

Gegeben: Systemgleichung

s
x= X au + z,
i=1

a® = (1,2, -3, ~10,20],
Eingangssignale #; = NV (0, 1),
Stérung z = NV (0, x); 20%,

5
Modellgleichung £ = X 4.,
=1

Startparametervektor 4(0) = 0.

Gesucht: Verlauf des Modellparameterfehlers G als Funktion von &k = 1,2, ..., 7.
Ergebnis: 1. Parameterwerte k = 200 - ’
Verfahren a1 ﬂz ﬂg d4 dS
REL 437 444 —086 = —1125 24,08
STA 0,14 1,31 —-1,48 -10,81 22,12
KOMB/REL-STA |
ky = 20 0,19 2,34 -3,15 -10,32 20,64
RR 1,18 1,98 —-2,82 -10,90 22,07

2. Verlauf des Modellfehlers G.
Siche Bild zu Beispiel 5.6.

150 300

Die Ergebnisse zeigen, da

1. das Verfahren der Relaxation (REL) filr gestrte Systeme ungeeignet ist, :

2. die Met_.hoden der rekursiven Regression (RR) und der Kombination Relaxation — stochastische
Approximation (REL/STA) konvergieren,

3. das Verfahren der stochastischen Approximation (STA) langsam, aber sicher konvergiert.
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Ferner ist das Verfahren der Relaxation bei ungestorten und gering gestdrten Systemen
in der Lage, zeitvariante Parameter nachzufiihren. Ein typischer Schatzverlauf ist im
Bild 5.18 dargestellt. Bei tieffrequenten Anderungen der Parameter erreicht das Verfah-
ren fast die Giite der gewichteten rekursiven Regression.

Der rechentechnische Aufwand ist im Vergleich zu den direkten Verfahren und der
Methode der rekursiven Regression sehr gering.

25
Bild 5.18

Konvergenzverhalten

verschiedener Gradientenverfahren

bei der Schdtzung zeitvarianter Parameter

z=0%,
at = [4,(k), 2, ~3, —10,a5(®)],

s
2= X du, a0) =0
1=1

5r

5.4.2.3. Methode der stochastischen Approximation

Die Methoden der stochastischen Approximation (STA) zihlen zu den rekursiven Schatz-
verfahren und beruhen auf den Arbeiten von Robbins—Monro [5.23] und Kiefer— Wolfo-
witz [5.24]. Sie stellen die Anwendung einfacher Gradientenverfahren zur Bestimmung
‘des Extremums einer Zielfunktion unter Verwendung der Gln. (5.84) und (5.86) dar. Da-
mit erhlt man als Grundgleichungen fiir die Verfahren der stochastischen Approxima-

tion
Sk + D=5+ T+ mk+ ) [xE+1)—m@E&+ DTIR] (599

und bei gleicher Schrittweite y (k + 1) fiir alle Parameter
§k+1)=8)k)+yk+DmE + D[xk +A1) —mk + DTiK)]. (5.95

‘Untersuchungen in [5.23, 5.24] haben ergeben, da8 der in Gl. (5.94) dargestellte Algo-
rithmus der stochastischen Approximation trotz stochastischer Stérungen im Sinne des
mittleren quadratischen Fehlers konvergiert, wenn die Schrittweite p(k) folgende Eigen-
schaften besitzt:

y(k)* < - (5.96)

™Ms
=
Ko

il

8
Ms

1

k=1 k

(Dvoretsky-Theorem [5.21]).
Eine allgemeine Berechnungsvorschrift fiir (k) lautet:

k) = ——1 5.97)
(k) C. 1 e G
mit |
621, G20, C;>0, 0=C,=1)2.
Zumeist wird die if_x_Gl. (5.97) auch enthaltene einfachste Form ben‘uizt:
S . .
k) = —.
v(k) k
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Das Konvergenzverhalten der stochastischen Approximation ist sechr langsam, aber auch
bei gestérten Systemen sicher (s. Beispiele 5.5 und 5.6). Die Ursache ist im Verlauf der
Schrittweite y(k) alsFunktion derbereits verarbeiteten Datenmenge zu sehen (s. Bild 5.17).
Durch die Abnahme von y(k) mit Zunahme der Beobachtungsanzahl verliert der Algo-
rithmus die Fahigkeit, Parameterinderungen des Systems zu erkennen und das Modell
anzupassen. Daher ist das Verfahren fur die Parameterschétzung zeitvarianter Systeme
ungeeignet. Fiir einen Testfall ist dieses Verhalten im Bild 5.18 dargestellt.

5.4.2.4. Kombinierte Methode der Relaxation und der stochastischen Approximation

Aus der Analyse des Konvergenzverhaltens der Methode der Relaxation und der der
stochastischen Approximation ist zu erkennen, daB eine Kombination beider Verfahren
fir die Parameterschitzung zeitinvarianter Systeme sinnvoll ist. Dabei wird folgende
Strategie als kombinierte Methode vorgeschlagen [1.31]:

1. Beginn der Schéitzung mit der Relaxation, d.h. (k) = const,
2. Umschalten auf die Methode der stochastischen Approximation nach 2/ bis 4/ Beob-
achtungen.

Damit erhdlt man den im Bild 5.17 dargesteliten Verlauf der Schrittweite p(k). Als
Schatzvorschrift gilt fiir die Kombination ‘

Sk+D)=8R)+y k+DmEk +D[xtk+1)—mk + 1)T5] (5.98)

mit '

- ¢

v k+1) = { Im@ + D>

afk+1 -k, fir k>k,;

k 2k

k, Umschaltpunkt.

Die Schitzung konvergiert im Verhéltnis zur normalen stochastischen Approximation
bei kleiner und mittlerer Stérung (z < 50 %) wesentlich schoeller und erreicht in vielen
Fillen die Modellgiite der rekursiven Regression (s. Beispiel 5.6). Fiir starke Stérungen
(z > 100 %) wird der giinstige Umschaltpunkt kleiner und die Giiteverbesserung gegen-
iiber der STA gering. o

Insgesamt kann eingeschitzt werden, daB die Methode der Relaxation und der sto-
chastischen Approximation sowie ihre Kombination nur dann angewendet werden soll-
ten, wenn nicht geniigend Rechenzeit und Speicherplatz fiir das leistungsstirkere Ver-
fahren der rekursiven Regression zur Verfiigung stehen.

5.4.3. Methode der rekursiven Regression

5.4.3.1. Ungewichtete rekursive Regression-

Die rekursive Methode der Minimierung der kleinsten Quadrate oder die rekursive
Regression (RR) ist eines der leistungsstiarksten indirekten Parameterschitzverfahren.
Thre Ableitung geht von der Schitzgleichung der Regression Gl. (5.47) aus. Es wird an-
genommen, daB der Parametervektor § aus k Beobachtungen geschétzt wurde.

Damit gilt entsprechend Gl. (5.47) fiir die Schitzvorschrift zum k-ten Zeitpunkt

§(k) = [M(K)T M(K)]~* M(k) x(k). (5.99)
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Steht eine (¥ + 1)-te Beobachtung, d.h. m (k¥ + 1) und x (k + 1), zur Verbesserung der
Schitzung zur Verfiigung, kann von Gl. (5.99) ausgehend fiir die Schatzvorschrift ge-
schrieben werden:

. _ T M) -
§k+1) = [[M(k) mk + 1)] [———MT n 1)]]

x [M(O)Tm (k + 1] [‘;J—(?ﬁ] (5.100)

Fiir die Matrix P (k + 1) gilt dann analog
Pk+1)=[Mk+DTME + 1]
= [ME)TME) + mk + Dm™ (k + D}
Pk+1D)=[PK)*+mk +1Dm"(k+ D}
Unter Anwendung des Inversionslemmas fiir Matrizen
[4 + BCB"]"* = A~' — A™*B[C~' + B"™A~'B]"* B"4™1
kann GIl. (5.100) umgeformt werden in

Pk+1)=Pk) —k(k + 1)m™ (k + 1) Pk) (5.101)
mit

k(k+D=PEK)mk + 1)1 + m"(k + 1) P(k) m(k + D]~
Damit steht eine Vorschrift zur rekursiven Berechnung der Prizisionsmatrix P(k) zur
Verfiigung, die die rechentechnisch aufwendige Inversion in Gl. (5.99) umgeht. Es gilt
damit fiir Gl. (5.100)

Sk+1D)=Pk+ 1) [METxk) + mk + 1) x & + 1)] (5.102)
und mit den eingesetzten Beziehungen von Gl. (5.101)
§Sk+1)=Pk —PEKYmKk+ D[l + m"(k + 1) Pk)ym(k + 1)}~1
X mT (k + 1) P(k) [M(K)T x(k) + m(k + 1) x(k + 1)]. (5.103)
Durch Ausmultiplizieren und einige Umformungen erhilt man aus Gl. (5.103)
§k + 1) = §k)
—PEMmEk+D[l +m"k+1D)PEK)mk + D]
x m(k + 1) $(k) '
+Pk)ymEk + ) x(k + 1)
—PEKYmK + 1)1 +mT Kk + 1) Pk)m(k + 1)}~
xm'(k+ 1DPEK)mE + 1) xk + 1). (5.104)
Durch Ausklammern der Ausdriicke
PE)mk + Dx(k+1) und {1 + m™(k + 1) PK)m(k + D]
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aus den letzten beiden Ausdriicken von Gl. (5.104) geht die Bestimmungsvorschrift fiir
die Parameter in den Ausdruck

§(k + 1) = (k)
— PE)mk + 1)1 + m® (k + 1) P(k) m(k + D]t mk + 1) §(k)
+PEOmE+Dxk+ D[ +m*(k + DPE mE + 1]t (5.105)

iiber. Mit den Vereinbarungen in GL (5.101) kann dieser Zusammenhang in die rekursive
Schitzvorschrift — rekursive Regression — umgeschrieben werden:

Sk +1) =50k + k(k + 1) [x(k + 1) — m™ (k + 1) §(K)]. (5.106)

Damit ergibt sich der neue Parametervektor § (¢ + 1) des Modells aus dem alten Para-
metervektor §(k) plus der mit einem Bewertungsvektor k (k¢ + 1) multiplizierten Diffe-
renz x (k + 1) — £(k + 1) von aktuellem und vorhergesagtem Ausgangssignalwert.
Die Schitzvorschrift der rekursiven Regression ist besonders fiir On-line-Aufgaben
geeignet, da die anfallenden Beobachtungen sofort verarbeitet werden kénnen und die
rechentechnisch sehr aufwendige Inversion der Matrix M(k)T M{(k) entfallt. Diesem Vor-
teil steht als Nachteil die Wahl geeigneter Startwerte fiir den Parametervektor §(0) und
der Prazisionsmatrix P(0) gegeniiber, die die Konvergenzgeschwindigkeit der Schatzung
becinflussen. Bei Systemen mit zeitvariantem Verhalten konvergiert die Schitzung sicher,
wenn
det (M(k)™ M(k)) = det (P(k)~1) > 0. (5.107)

Liegen keine A-priori-Informationen iiber den ProzeB vor, so ist es am zweckmaBigsten,

daB auch die gesamte Information in der Matrix [M(k)T M(k)] null ist. Das bedeutet,
daB alle Elemente dieser Matrix, nimlich

mymy, ; rnj=12,...1,

i~

i
zu null werden. Als Startmatrix P(0) wiirde sich damit ergeben
0..07*
PO) = [MO*MO)]t = [:"- | . (5.108)
0...0]

Dieser Grenzfall ist nicht zu realisieren. Eine ausreichende Niherung ist gegeben, wenn
als Startmatrix

- PO)=cl (5.109)

mit einem hinreichend groBen Wert fiir ¢ gewihlt wird. Umfangreiche Untersuchungen
haben ergeben [1.31], daB bei einer Wahl des Faktors ¢ im Bereich

10'° < ¢ < 10%°

das Konvergenzverhalten im ungestérten Fall unabhingig vom Startparametervektor
§(0) und bei / Parametern nach / Schritten die Schitzung konvergiert ist (s. Beispiel 5.6).
Bei gestérten Systemen ist je nach der Stirke der Stdrung der Faktor ¢ im Bereich

1< c=g10°
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zu wiihlen. Dies gilt auch fiir Rechner mit einer geringen Genauigkeit. Bei dieser Gestal-
tung der Startbedingungen fiir die rekursive Regression ist das Verfahren in der Lage, die
Modellparameter sicher an die Systemparameter anzupassen. Auch im gestdrten Fall ist
die rekursive Regression als eines der leistungsfahigsten Verfahren einzustufen (s. Bei-
spiel 5.6). '

Insgesamt ist damit fiir die rekursive Regression im Vergleich zur Relaxation und sto-

- chastischen Approximation folgende Wertung zu geben:

— wesentlich besseres Konvergenzverhalten,
— wesentlich hoherer rechentechnischer Aufwand je Datengruppe.

5.4.3.2. Gewichtete rekursive Regression

Eine laufende Nachfiihrung von Modellparametern 3, bei zeitvariantem Systemverhalten
ist mit der in GI. (5.106) angegebenen Schétzvorschrift der rekursiven Regression nicht
mdglich, da der Algorithmus mit Zunahme der verarbeiteten Daterigruppen die Fahig-
keit der Modellanpassung verliert (Bild 5.19). Die Ursache liegt im Verhalten der Ele-
mente der Matrix P(k), die mit wachsender Datenanzahl gegen Null streben. Ihr prin-
zipieller Verlauf ist im Bild 5.20 dargestellt. Damit werden auch die Elemente des Bewer-
tungsvektors k (k + 1) zu null, und eine Korrektur des Parametervektors in GL (5.106)
ist selbst bei einer erkannten Abweichung nicht mehr mdglich.

=Y

Bild 5.20. Verlauf der Elemente

Bild 5.19. Parameternachfithrung der ungewichteten . : r Elemes
rekursiven Regression der Matrix P in Abhangigkeit

z =07, aT = [a,(k), 2, —3, — 10, a5(K)},

von den verarbeiteten Datengruppen
a(0) = 0, P0) = 10131 :

Es besteht also die Auf; gébe, das Absinken der Werte der Hauptdiagonalen der Matrix
P(k) zu verhindern. Als mdgliche Losungswege bieten sich an

a) Division der Matrix P(k) durch einen Wert ¢ 0 < ¢ < 1) in jedem Schritt,
Pk = = P®), (5.110)
¢

b) Addition einer Korrekturmatrix P* zur Matrix P(k) in jedem Schritt,

P*(k) = P(k) + P*, - (5.111)
mit
p¥...0
P* = [ I ]; pii > 0.
0 <. Pu

15 Wernstedt



226 5. Bestimmung des statischen Verhaltens von gestiorten Systemen
Beispiel Einflufl der Andenmgsgoséhmndlgkelt des Parameters auf den Folgefehler
5.7
Gegeben: Systemgleichung
5
~ 0 x= X au
i=1

a” = [1,2, —3,a%,20]

@t = —30(1 - 2-10-% k),

Eingangssignale ; = NV (0, 1),

Modellgleichung £ = Z auy,
=1

Wichtungsparameter ¢2 = 0,95,

Startparametervektor 4(0) = 0.

Gesacht: Schatzverlauf fir den zeitvarianten Parameter 4.
Ergebnis: Siehe Bild zu Beispiel 5.7.
4
-10
a, ,'04
-2
- J
% 60

Der Schitzverlauf zeigt, daB bei einer konstanten Wichtung mit der Zunahme der Anderungsgeschwin-
digkeit der Folgefehler zunimmt. Damit wird sichtbar, daB im ungestérten Fall die Vergassensrate Zu-
nehmen muB, wenn die Anderungsgeschwindigkeit der Parameter wachst. ,
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Damit erhdlt man aus den Gln. (5.101) und (5.106) fiir den Algorithmus der gewichteten
rekursiven Regression die Bezichungen ,
§k+1)=8k)+k*(k+ D[xk+1) — m™(k + 1)5k)]
EE+D)=P)mk + D[l + m™(k + 1) P*E) mk + D]-?

P = —PU),  P*0) = PG) + P*
[

P(k) = P*(k — 1) — P*(k — D) m(k) [1 + m™(k) P* (k — 1) m(k)]~*
X mTP*(k —1). (5112
Die Korrektur der Matrix P(k) nach den angegebenen Strategien bedeutet, daB die am
weitesten zuriickliegenden Daten mit dem kleinsten Gewicht in die Schitzung ¢ingehen
sollen. Fiir die Vorgehensweise in Gl. (5.110) soll dies kurz aufgezeigt werden. Multipli-
ziert man in jedem Tastschritt die MeBwertmatrix M(k) mit der Konstanten c, so erhilt
man die gewichtete Matrix M*(k):

c"mu ees C*m”

M) = |- : ) . 5.113)
czmu_l ces czm"‘_l ( . )
cmyg ere CMyyg

Damit gilt fiir die Matrix P*(k):
P*E) = [MB)T M B = — P(9). (.114)
C

Die Wichtung der Datensétze kann durch sehr viele Formen vorgenommen werden [1.34,

1.31, 5.34]. Praktisch bewadhrt haben sich aufgrund der einfachen Realisierbarkeit und
der hohen Leistungsfahigkeit die exponentielle, die blockweise und die gezielte Wichtung.

o<1 pii=0
g e - e e = —
g Bild 5.21
Verlauf der Daten w:chtung

 bei einer _exponenttellen Wtchtimg

ki k

Exponentielle Wichtung. Wird der Wichtungsparameter ¢ im Bereich 0 < ¢ < 1 bzw.
werden die Werte pf; > 0 gewdhlt und in allen k Schritten konstant gehalten, ergibt sich
der im Bild 5.21 dargestellte prinzipielle Verlauf fiir die Datenwichtung, Als Grenzwert
ist der ungewichtete Fall (d.h. ¢ = 1 oder p}; = 0) eingetragen. Je kleiner der Wert.von ¢
und je groBer die Werte p¥; sind, um so gréBer ist das ,,Vergessen“ der weiter zuriicklie-
genden Daten und um so gréBer ist die Fahigkeit, Anderungen der Systemparameter zu
erkennen und diesen zu folgen (s. Beispiel 5.7). Auf der anderen Seite nimmt die Fahig-
keit, Storungen herauszumitteln, bei dieser Gestaltung der Wichtungsfaktoren ab, Nimmt
die Wichtung der zuriickliegenden Daten zu stark ab, kann der Algorithmus der rekur-
siven Regression instabil werden, weil zuwenig Datensitze zur Lésung des Gleichungs-
systems vorhanden sind. Die exponentielle Wichtung ist immer dann anzuwenden, wenn
sich die Systemparameter laufend dndern oder der Zeitpunkt des Beginns der Anderung
nicht bekannt ist.
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Blockweise Wichtung. Eine blockweise Wichtung wird dadurch erreicht, daB fiir die
Wichtungsparameter in GI. (5.110) und in Gl. (5.111) gesetzt wird (Bild 5.22)

{’o fir k<k

2) c= )

1 fur k2 ki, ' (5.115)
0 fir k + k,

b * = :

) Pis {1015...106 fir k= k.

In Gl. (5.115) bedeutet k, den Zeitpunkt einer einmaligen Parameterinderung oder der
letzten zyklischen Aktualisierung des Modells. Der prinzipielle Verlauf der Datenwich-
tung ist im. Bild 5.22 dargestellt. Ihre Anwendung ist dann sinavoll, wenn eine Modell-
anpassung zyklisch in gréBeren Abstinden erfolgen oder nach Uberschrelten von Tole-
ranzbindern des Fehlers ausgelost. Werden soll.

“0r

.- Wichtung

k K

Bild 5.22. Verlauf der Datenwichtung
bei einer blockweisen Wichtung

Bild 5.23 »
Parameterverlauf der Schitzung
mit der gezielten Wichtung
z=0%, - a"' = [a}, a3, as,-—lo —20],

@0) = o, =1+ 0,3%k, 3 = 2 — 0,04k,
a‘=—-3—03k P0) = 10”1
P =10, p3, =01, pi;=1, pi =p3s=0 ’ 3

Gezielte Wichtung. Die Datenwichtung entsprechend Gl. (5.111) erméglicht eine sehr
einfache und selektive Wahl der. Wichtung und damit des Vergessens, entsprechend der
Anderung jedes einzelnen Parameters. Uber die Beziehung der Kovarianzmatrix fiir die
Parameter von Gl. (5.51) existiert eine feste Zuordnung der Elemente p¥, und der Varianz
der Parameter. Sind einige Parameter nicht zeitvariant, sind die Wichtungswerte p§; null
zu setzen, da dann die Gesamtvarianz minimal wird. Fiir die zeitvarianten Parameter
sind. die Wichtungsparameter p% in Gl. (5.111) gezielt entsprechend der Anderungs-
geschwindigkeit zu wahlen, wobei fiir hohe Anderungsgeschwmdxgkelten groBere Werte
fiir die Elemente pJ; zu nehmen sind.

Dabei ist nach [1.31] der Wertebereich von 102 < p,, < 102 in den meisten Fallen
ausreichend. Bild 5.23 zeigt aber auch, daB eine gewisse Unempfindlichkeit bei der Wahl
der Wichtungsparameter besteht.

Dagegen wirken sich die gezielte und die ungezielte Wichtung enorm auf den Modell-
fehler aus. Im Beispiel 5.8 sind sowohl der Modellfehler G als-auch die Parameterwerte
der zeitinvarianten Parameter in Abhingigkeit von der Wichtungsart dargestellt. Deut-
lich ist die Uberlegenheit der gezielten Wichtung in beiden Darstellungen zu erkennen.
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Beispiel " EinfluB einer gezielten und ungezielfen Wichtung auf die Modéligiite
5.8 S
Gegeben: Systemgleichung

5
x=X au + z,
i=1

= [a:y 2: _3, _10, a;]!
al =1 + 0,25sin k/10, a3 = 20 + 5sin k/10,
Eingangssignale u; = NV (0, 1),
Storung z 2 NV (0, a), 109;,
Modeligleichung £ = Z d,u;,

Startparameter §(0) = 0 P(0) = 10151

Gesucht: EmﬂuB der Wichtungsmatnx p* auf den Modellfehler und die Pa.mmeterwerte
Ergebnis: 1. Modellfehler '
0 102 102
0 102 . ]
Pt 0 102 ]
0 .10 .0
0 ‘ 102 102
Modell- | 2,2-10-  75-10-2 9-10-3
. fehler G
2. Parameterwerte bei k = 40
102 ' 102
102 0
P ’ 102 0
102 0
10? 10?
4, 1,77 1,99
4 —2,76 — 3,00
das —-9,77 —-10,00

Die Ergebnisse zeigen, da.B die Modellgiite durch eine gezielte W:chtung wesentlich verbasert werden
kann. Dies gilt bmndm fir die Giite der zeitinvarianten Parameter.

5.4.4. Methode der rekursiven verallgemeinerten Regression

Die im Abschnitt 5.2.4 vorgestellte Methode der verallgemeinerten Regression und ihres
Spezialfalls, der Markov-Schitzung, sind fiir eine Echtzeitparameterschitzung unge-
eignet. Deshalb soll in diesem Abschnitt ein Weg zur rekursiven Lasungder Schatzaufgabe
vorgestellt werden. Den Ausgangspunkt ¢ der rekursiven Vanante der Verfahren blIdet d1e
Schatzvorschrift

'§=[MTW"1M]'1M"W‘1x, . . E (5.116)
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die unter der Annahme, daB die Matrix W eine doppelt symmetrische Gestalt be51tzt
durch eine Cholesky-Zerlegung der Art

W = R™R
in die Form
§ = [MTM]! MT% G.117)

iibergefiihrt werden kann; s. Abschnitt 5.2.4, Gln. (5.68) bis (5.70). Aus GL (5.117) kann
in Analogie zur Ableitung des Verfahrens der rekursiven Regression (s. Abschn.5.3.3)
die rekursive Form der verallgemeinerten Regression hergeleitet werden. Als Ergebnis
erhilt man fiir die Schatzvorschrift folgende Beziehungen:.

$+1) =5 + ke + 1 [x (k + - i (k + DT ()] (5.118)
k(k+1)—P’(k)m(k+l)[l+ﬁ(k+1)P’(k)tﬁ(k+1)]' o
Pk +1)=Pk —kG+)mk+ )T PE.

Der rekursive Algorithmus ist in der Lage, das Modell dem System anzupassen und bei
zusatzlicher entsprechender Wichtung der Daten durch eine der im Abschnitt 5.3.3.2
dargestellten Formen auch nachzufiihren. Rechentechnisch hat er gegeniiber der direk-
ten Methode wesentliche Vorteile, weil eine Inversion entfillt. Problematisch bleibt die
Ermittlung und die hohe Dimension der Wichtungsmatrix #.

Wird davon ausgegangen, daB die Wichtungsmatrix W durch die Kovarianzmatrix
der Stérung Z ersetzt wird (Markov-Schitzung), kann eine sehr giinstige Strategie zur
Ermittlung der Wichtungsmatrix gefunden werden [1.31, 5.31]. Wie bereits im Ab-
schnitt 5.2.4 vorgestellt, ist es zweckmaBig, die hiufig unbekannte Kovarianzmatrix der
Stérung Z durch die des Fehlers Ezu approximieren. Der Fehler e steht bei den rekursiven
Verfahren — s. Gl. (5.118) - in jedem Schritt zu Verfiigung. Die Kovarianzmatrix des
Fehlers hat dann folgende Gestalt:

[ e(0) .. u(k)] :
E= (5.119)
R.(K) ... n(O) '

Die Elemente der Kovarianzmatrix werden ebenfalls rekursiv nach folgenden Beziehun-
gen berechnet: '

Schritt 1
Rioyii(D =R i) +ek+Dek+1—-4i); i=0,1,...,k. (5120
Schritt 2

Rec. k+ l(i) =

{

Rze,k+1(i) k + 1
Rirrs® k+1—i

(5.121)

Als sehr erschwereﬁd fiir dén Echtzeitbetrieb bléibt nach wie vor die mit der Datenanzahl

zunehmende Dimension der Kovarianzmatrix E des Fehlers, Wird davon ausgegangen, °

daB die Stérung z keine periodischen Komponenten und keinen Gleichanteil enthilt,
werden die Elemente der Kovarianzmatrix R, (i) fir eine endliche Verschiebung iy,
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gegen Null streben, d.h. R,.(in.;) = 0. Dann geht die Matrix E in eine Bandmatrix der
Form

Ree®) ... Redima) O ...
: - .. 0
E=| Rolim)-.. R.0) voo R,o(inax)
0 M :
0 (0 Relimd o Ra®

iiber. Damit ist die Moglichkeit gegeben, die A-priori-Information in einer Fehlerkova-
rianzmatrix E der Dimension (inay + 1) (fnax + 1) anstelle der Matrix Z der Dimension
(k x k) ndherungsweise zu erfassen. Der Aufbau der angendherten Kovarianzmatrix
und die Einschrinkung auf die Dimension der Korrelationstiefe i, filhren aufgrund der
Symmetrie der Matrix zu einfachen Prozeduren bei der Berechnung der fiir die Trans-
formation bendtigten Matrix (R~ !)". Da die Transformationsmatrix auch die Dimension
(7max + 1) hat, werden zur Realisierung der Transformation — s. Gl (5.69) — des k-ten
MeBwertsatzes von m und x auBer der Transformationsmatrix noch die i,,,, zuriickliegen-
den Datensatze von x und m bendtigt. Sie miissen in einem MeBwertpuffer gespeichert
werden. Er arbeitet folgendermaBen:

1. Der alteste MefBwertsatz im Puffer wird durch den néchstiltesten iiberspeichert.
2. Alle iibrigen MeBwertsatze riicken nach.
3. Der Puffer wird mit dem jiingsten MeBwertsatz aufgefiillt.

Diese’ Stufen wiederholen sich in jedem Schritt. Die Berechnung des k-ten transfor-
mierten MeBwertsatzes erfolgt entsprechend Gl. (5.69) durch die Multiplikation der
(imax + 1)-ten Zeile von (R~*)™ mit den Spalten des MeBwertpuffers. Damit gilt allgemein
mit ipg; + 1 =j

ria My—joa oee My—y ixk-.!

PR r21 T2z : : it

k) : )] =|. .7 : : i . (5.122)
: : ‘. mk—1,1---mk—1,x§xk-1
rJ]_ rlz...rjj m,‘,l ...mk,, ka

Mit Gl. (5.122) wird deutlich, daB zur Realisierung der erforderlichen Transformation
nur noch i, zuriickliegende MeBwerte anstelle der stiindig wachsenden MeBwertzahl k&
benétigt werden. AuBerdem ist zur Transformation von der Matrix (R~ )T nur die letzte
Zeile erforderlich. Diese mit der Naherung der Kovarianzmatrix erzielten Vorteile ge-
statten den effektiven Einsatz der rekursiven verallgemeinerten Regression [1.31, 5.31].

Da vor allem in der Startphase durch groBe Parameterabweichungen des Modells von
denen des Systems auch der Fehler stark von der St6rung z abweicht, ist es giinstig, durch
eine Vorsuche mit-der Regression oder der rekursiven Regression iiber k = i,,, Beob-
achtungen ein Startmodell fir die Parameter und die Kovarianzmatrix des Fehlers zu
ermitteln. Danach erfolgt die Parameterschitzung nur mit der rekursiven verallgemei-
nerten Regression.

Das generelle Verhalten dieser Schatzmethode entspricht der rekursiven Regression.
Beziiglich ihres Einsatzes gelten die im Abschnitt 5.2.4 zum Vergleich Regression—
verallgemeinerte Regression getroffenen Aussagen.

Im Bild 5.24 ist der Schatzverlauf einiger Parameter fiir die rekursive Regression und
fiir die rekursive verallgemeinerte Regression eines gestSrten Systems dargestellt. Nach
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relativ wenigen Beobachtungen ist die Schitzung der rekursiven verallgemeinerten Re-
gression schon gut konvergiert; dagegen liegen noch relativ groBe Parameterfehler beim
Verfahren der rekursiven Regression vor. Die gleiche Aussage kann fiir die Parameter-
schitzung zeitvarianter Systeme getroffen werden (Bild 5.25).

~ ~
ok - —~ _ - e —— — ﬁ*
\ T !
\
\ Rzttt 5 |
\ Bild 5.24
4 101 ‘L : . ) Schatzverlauf der Verfahren
e 0 (4 ?i 30 rekursive Regression (-~ ~)
~— - und rekursive verallgemeinerte
< — 4 Regression (——)
N at = [-3,1,5,20],
- e —_ é . z= 60%, stark korreliert,
7= = . ¢ a0) =0
g // 200 400
k—

Bild 5.25
Verlauf der Parameterschitzung
der gewichteten rekursiven Regression (——-)
und der gewichteten verallgemeinerten
Regression (—)

aT = [1,2(1 + 0,005K)],

z = 60%, stark korreliert,

a0 =0, p3,=10°

5.5. Methoden der optimalen Versuchsplanung

5.5.1. Zielstellung und ausgewiihite Grundlagen

Die Methoden der optimalen Versuchsplanung [1.39, 1.42, 1.43, 1.48, 5.35 bis 5.42] zur
Parameterschitzung statischer Systeme dienen dem Ziel, durch eine geeignete Wahl der
EingangsgrdBen (Vorzeichen, Amplituden) die Giite der Schitzung weiter zu verbessern.
Gleichzeitig soll durch die gezielte Planung der Experimente der Beobachtungs- und
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Bearbeitungsaufwand minimiert werden. Als Optimalitidtskriterien kommen somit in
Frage

1. ein maximal nutzbarer Informationsgewinn,

2. eine moglichst geringe Anzahl von Experimenten,

3. eine statistische Unabhéangigkeit der Parameterschitzungen,
4, ein geringer rechentechnischer Aufwand.

Es wird nun davon ausgegangen, daB als Parameterschatzverfahren die MKQ (s. Ab-
schnitt 5.2) verwendet wird. Dieses Verfahren liefert unter bestimmten Bedingungen
optimale Schitzungen fir die Parameter. Wie bereits gezeigt wurde, hingt die zu er-
reichende Prézision der Schitzung wesentlich von der Wahl der EingangsgroBen ab.
Entsprechend den Betrachtungen im Abschnitt 5.2 ist der Zusammenhang zwischen der
Modellgiite und den Werten der EingangsgréBen durch die Beziehungen

COV {5} = [M™M]~1 o} (5.123)
und
var {£} = o’m™ [M"M] ' m (5.124)

unmittelbar gegeben. Der Entwurf optimaler Werte der EingangsgréBen erfolgt durch
Ausnutzung einer der beiden Bezichungen u.a. mit dem Ziel, die Varianzen/K ovarianzen
der Parameter und/oder Varianzen des geschafzten Ausgangs zu minimieren. Um das
Problem des Entwurfs optimaler Versuchspline 16sen zu kdnnen, wird die Struktur des
Systems als bekannt vorausgesetzt. Im allgemeinen wird das System hinreichend durch
ein Polynom vom Grade d approximiert in der Form

] -1 i
X = do + Z &gul + Z Z éu“guj .
=1 i1=1 y=1+1

.. 4. (5.125)

M~

+ ¥ Guut + ...+

i= =1

-

In Vektorschreibweise und bei Verwendung der aligemeinen Systembeschreibung gilt
somit

% =m"s
mit
T 1 2 d
mT = [l,uy,...,u,uu...u,...uj
aT _ 1A A a a
§ = [a03a19--'sdl, alz---all,"-sdll...l]'

Von praktischer Bedeutung sind dabei folgende Strukturannahmen fiir das Modell:
a) Polynome 1.Ordnung

£ =m"$ (5.126)
mit

mT = [lsu13u2:---sul]

. §T = [&0: &1362’ seey al]'

b) Polynom 2.Ordnung

£ =m's
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mit
=[l,u u uu 2
s Uy ey 1425 o5 Up— Uy “1:- - U]
= [do, dy,..., 8 8y5, ..., 4 101811, ..., dy).

Ansatze hdherer Ordnung werden selten benétigt und daher im Rahmen dieses Buches
nicht weiter behandelt.

Bevor auf die Erstellung von Versuchsplinen fur die in den Gln. (5.125) und (5. 126)
genannten Systemstrukturen eingegangen wird, _soll auf einige Grundbegnﬁ'e der Ver-
suchsplanung hingewiesen werden.

Unter einem Versuch wird im folgenden die Gewinnung eines Wertes der Ausgangs-
groBe x in einem vorgegebenen Versuchspunkt u, bezeichnet. Alle Punkte u;;i = 1, 2,

.» n, in denen Versuche realisiert werden kbnnen, werden zum Versuchsbereich ¥ zu-
sammengefaBt Die Gesamtheit aller zu realisierenden Versuche wird als ‘Versuchsplan
bezeichnet.

Y

Versuchsplan Iy

Un[ ——Prognose- ‘Bild 5.26
/ bereich H " Versuchsplangebiete
. far zwei Eingangsgrafen -
. - ’ " @ Versuche fir u; und u,
- @ Arbeitspunkt
Yo U

Im Bild 5.26 ist fiir zwei EingangsgroBen ein méglicher Versuchsbereich dargestellt.
Eine Auswahl von 7 voneinander verschiedenen Punkten u, , ,, ..., 4, aus dem Bereich
V, in denen je ein Versuch durchgefiihrt werden soll, nennt man einen konkreten Ver-
suchsplan ¥, vom Umfang » (s. Bild 5.26). Um die mit einem konkreten Versuchsplan
Va zu erzielende Parametergiite zu beschreiben, wurde in Anlehnung an die fur normal-
verteilte AusgangsgroBen x geltende Fishersche Informationsmatrix :

= o2 (M"M) : (5.127)
fir die Schitzung § der Begriff der Informationsmatrix des konkreten Versuchsplans Va
eingefiihrt:

J(V,) = — MTM. : (5.128)
n

Damit gilt fir die Kovarianzmatrix der Pa.rémeter -s. Gl (5.123) -
2
cov {5} = Z yw)-1. (5.129)
n . '

Insgesamt wird deutlich, da die fiir die Beurteilung der Giite des konkreten Versuchs-
plans verwendeten Beziehungen der Gln. (5.123), (5.124) und (5.129) nur von den MeB-
punkten u,, #,, ..., u,, d.h. vom konkreten Versuchsplan V., abhingen. Jede Opti-
mierung der Genamgkelt setzt damit voraus, daB eine Méglichkeit geschaffen wird, die
Matrizen M™M oder ihre Inversen fiir verschiedene Versuchspline m1temander Zu ver-
gleichen.
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Die Méglichkeit ist durch die Verwendung von Funktionalen gegeben, mit denen die
Matrix M™M auf die reelle Achse abgebildet wird. Bei n Versuchen des Planes ist die
Informationsmatrix J(¥,) proportional zur Matrix M™M. Die Optimierung muB sich
damit iiber alle konkreten Versuchspliane ¥, erstrecken. Die Menge der Plidne wird mit
{V.} gekennzeichnet. Durch die Beziehung von J(¥,)~! mit der Kovarianzmatrix
COV {5} entsprechend Gl. (5.129) ergeben sich auch gute Mdglichkeiten fiir eine Inter-
pretation der Optlmahtatskntenen

Aus der Vielzahl der in der Literatur [1. 39 1.42, 1.43) vorgeschlagenen und unter-
suchten Kriterien werden im Rahmen dleses Buches wegen ihrer Praxisrelevanz folgende
ausgewihlt:

1. D-0ptimalit§'t
Ein konkreter Versuchsplan V¥ heiBt D-optimal, wenn die Bezichung
min det (J(V,)"1) = det (J(F)~1) (5.130)
Vas(Va) .

erfiillt ist. Ist der Ausgangsvektor x normalverteilt, wird damit auch das Volumen des

Streuungsellipsoids der Parameterschitzung § minimiert [1.42).

2. A-Optimalitit
Ein konkreter Plan V* heiBt A-optimal, wenn gilt
min Sp J(V,)~! = Sp J(vH-t ' - (5.132)
Vae(Vy)
D1e Elemente der Hauptdxagona.len von J(V,)~! sind bis auf einen konstanten Faktor
die Va.nanzen der Schitzungen. Der A-optimale Versuchsplan minimiert die mittlere
Varianz der Parameterschédtzungen [1.42]. ;

34

Bild 5.27
. Streuungsellipsoid fir die Schatzung
—» von zwei Parametern
(3

Da die Spur auch gleich der Summe der Halbachsenlingen des Streuungsellipsoids ist,
wird durch -dieses Kriterium [1.42, 1.48] auch die mittlere Halbachsenlinge des Streu-
ungsellipsoids der Parameterschitzungen § minimiert (Bild 5.27). Die genannten Krite-
rien beziehen sich auf die Schitzung des Parametervektors s und sind daher unabhingig
vom vorgegebenen Prognosebereich H (Bereich, der alle # enthilt, fiir die Schitzwerte £
bzw. § betrachtet werden sollen; s. Bild 5.27).

Wird die AusgangsgrdBe x betrachtet, spielt der Bereich H eine Rolle. Damit gelangt
man zum Begriff der G-Optimalitit,

3. G-Optimalitiit
Ein konkreter Versuchsplan V¥ heiBt G-optimal, wenn gilt {1.42]
min max m™J(V,)"1m = max mII(VH 1m (5.133)

V.e{V,} meH
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Ein G-optimaler Versuchsplan minimiert den maximalen Wert der Varianzfunktion des
geschétzten Ausgangs, d.h. var {£} im Bereich H. .

Aus der Literatur (s. z.B. [1.39, 1.42;1.43]) sind eine Reihe weiterer Optimalitétskri-
terien fiir den Entwurf von konkreten Versuchsplanen bekannt die jedoch hier nicht
niher betrachtet werden sollen.

Die Menge aller mbglichen Versuchspline mit einem Umfang »n ist hiufig von sehr
uniibersichtlicher und komplizierter Struktur. Deshalb werden aus praktischen Griinden
nur gewisse Teilmengen der méglichen Versuchspldne mit einfacherer Struktur verwendet.
Die Auswahl erreicht man, indem man von den Plénen zusétzliche Eigenschaften fordert.
Diese sind die Orthogonalitit und die Drehbarkeit.

Orthogonalitiit. Ein konkreter Versuchsplan V, soll orthogonal genannt werden, wenn
seine Informationsmatrix J(V,) eine Diagonalmatrix ist. Die Zeilen von MT sind dann
paarweise orthogonale Vektoren. Die Schitzungen nach Gl. (5.47) sind fiir die einzelnen
Koeffizienten des gewdhiten Ansatzes unkorreliert.

Drehbarkeit. Ein konkreter Versuchsplan ¥, fiir einen zum Koordinatenursprung sym-
metrischen Versuchsbereich ¥ soll drehbar genannt werden, wenn die Varianzfunktion
var {£} der Schitzung fiir x nur vom Abstand ¢ = |u| des Punktes # vom Ursprung ab-
hiangt, d.h. es gilt [1.41]:

var {£} = o’m™ [M™M]~' m = h(o). (5134

Die Realisierung der beiden genannten Eigenschaften fithrt zu sehr praktlkablen Ver-
suchsplinen. Die Giite der Parameterschiitzung wird nicht verandert.

Der allgemeine Entwurf der Versuchspline nach diesen Kriterien ist sehr aufwendig
und der Spezialliteratur zu entnehmen (z.B. [1.42, 1.48, 5.36, 5.38, 5.43]). Im Rahmen
dieses Buches wird nur der Entwurf von Versuchsplinen fiir Polynomansitze k-ter
Ordoung, die auf den Arbeiten von Box und Hunter [5.44] beruhen, dargestellt.: '

Im folgenden Abschnitt werden deshalb orthogonale und drehbare Versuchspline
vorgestellt, die das Systemverhalten durch Polynomansitze 1. und 2.Ordnung — siche
Gln. (5.125) und (5.126) — annihern, weitere zusétzliche praktische Forderungen erfiillen
und beziiglich eines oder mehrerer Kriterien (D-, A-, G-) optimal sind. Diese Versuchs-
plidne werden als Mehrfaktorplane bezeichnet.

5.5.2. Mehrfaktorpline fiir lineare Modelle

5.5.2.1. Allgemeine Betrachtungen

Im Abschnitt 5.5.1 wurde ein wahres Modell vorausgesetzt. Bei einer praktlschen Auf-
gabenstellung ist aber in den meisten Fallen die wahre Systemstruktur unbekannt. Daraus
folgt, daB fiir diesen Fall nicht mehr die Aussage des GauB-Markov-Theorems gilt, die
MKQ sei die beste lineare erwartungstreue Schitzung. Es wird deshalb auch keine Opti-
mierung der bisher betrachteten Kriterien durch den Versuchsplan mehr gefordert. Man
versucht dagegen praktisch motivierte Forderungen an die verwendeten Versuchsplane
zu erfillen.
Wesentliche Forderungen sind [1.42, 5.44]:

1. Der Versuchsplan soll eine Schitzung des Modells — s. Gln. (5.125) und (5.126) — mit
einer ausreichenden Genauigkeit im Prognosebereich H erlauben. .

2. Die Giite der gefundenen Beschreibung soll tiber einen Test.nachpriifbar sein. Ist das
Modell nicht dem System adiquat, wird der Grad des Polynoms um 1 erhdht.
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3. Jeder Versuchsplan soll bereits den Kern eines Versuchsplans fiir ein Modell nachst-
héherer Ordnung bilden.

4. Die Anzahl der Versuchspunkte soll méglichst klein sein.

5. Die Versuchspline sollen teilbar sein (Blockbildung), ohne dal wesentliche Eigen-
schaften verlorengehen.

Es besteht nun die Aufgabe, fiir das in Gl. (5.126) angenommene Modell einen /-dimen-

sionalen Versuchsplan der Ordnung d zu entwerfen. Fiir den Entwurf wird angenommen,

daB Versuchs- und Prognosebereich iibereinstimmen sollen.

Da das allgemeinste Polynom d-ten Grades ( dd) Koeffizienten besitzt, muB ein
I-dimensionaler Versuchsplan der Ordnung d wenigstens (l ; d) Versuchspunkte ent-

halten, um Jeden Koeffizienten schitzen zu konnen. Gleichzeitig muB jede einzelne
EingangsgroBe — im weiteren entsprechend -dem Sprachgebrauch der Theorie der opti-
malen Versuchsplanung mit dem Begriff ,,Faktor* bezeichnet — im konkreten Versuchs-
plan ¥, wenigstens d + 1 verschiedene Werte (Stufen/Niveaus) annehmen, um aus dem
Plan die Koeffizienten eines Polynoms d-ten Grades ermitteln zu k6nnen.

Da stets / = 2 EinfluBgréBen (Faktoren) betrachtet werden, wird in der Literatur von
Mehrfaktorplinen gesprochen.

In einem derartigen Versuchsplan nehmen damit die / stetig verdnderlichen Faktoren
nur o, 3 i = 1, ..., I, verschiedene feste Stufen an, die noch geeignet zu wihlen sind. Durch
die Festlegung der Niveaus wird der Versuchsbereich diskretisiert.

Ein Versuchsplan der alle mdglichen oder einen nach bestimmten Regeln festgelegten
Teil (. Abschn. 5.5.2.2) aller méglichen Kombinationen der endlich vielen Niveaus jedes
Faktoss (/ = 2) enthilt, wird als faktorieller Versuchsplan bezeichnet [1.42]. L

Bei einem Strukturansatz vom Grade d in allen ! Variablen muB stets a, =d+ 1;
i=1,..., ], gewahit werden. Wird fiir alle EingangsgroBen/Faktoren eine gleiche An-
zahl von Niveaus verwendet, ist der Versuchsplan symmetrisch. Unsymmetrische Ver-
suchspline mit verschiedener Niveauanzahl fiir die einzelne EingangsgroBe werden ver-
wendet, wenn a priori bekannt ist, daB der Strukturansatz nicht fiir aile EmgangsgroBen

gleich gewdhlt zu werden braucht.

5.5.2.2. Vollistindige Faktorpline

Wird das statische Verhalten des Systems durch ein Polynom 1.Ordnung - Gl (5.126) -
hinreichend beschrieben, ist die Wahl von zwei Stufen fiir jede EinfluBgroBe/Faktor

hinreichend. Damit gilt oy = 2;i = 1,2, ..., L
Fiir die weiteren Betrachtungen werden dxe Aussteuerungen der Eingangssignale/

Faktoren um den Arbeitspunkt durch die Bezichung

= L0 (5.135)
|y — ol

normiert. Unter Beachtung dieser Normierung auf die Aussteuerung um den Arbeits-
punkt wird in den weiteren Ausfithrungen die vereinfachte Schreibweise u; = uin bei-

behalten.
Als Versuchsbereich entsteht damit ein /-dimensionaler Wiirfel der Art

V:i-1su,21; i=1,..,010. (5.136)
Fiir / = 2 und ! = 3 ist der Versuchsbereich im Bild 5.28 dargestellt
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Da die Varianz der zu schitzenden Parameter fiir die Niveaus 41 minimal wird [l 42,
5.44], werden diese bei allen Plinen verwendet.

Die Versuchspunkte mit den Niveaus +1 und —1 entsprechen der maximal gew#hlten
Aussteuerung und erzwingen somit die groSte Parameterempfindlichkeit und den gréBten
Storabstand. Damit sind die Versuchspunkte die Eckpunkte des I-dimensionalen Wiirfels ¥
(Bild 5.28). In den weiteren Betrachtungen werden die Niveaus +1 und —1 symbolisch
haufig mit + und — bezeichnet. _ ,

uk

b4 A"
- A1
{ ——+-|- I
! [.2 i : 1 : 1'3
-1 ’ +7 U I . g I Uy
| | { T -3 Bild528 -
N I | 7 Vollstindige Faktorpline
—_—

/ firl=2undl= 3
% o '

Ein volistandiger faktorieller Versuchsplan des Typs 2! — im weiteren durch den Aus-
druck VFV2! abgekiirzt — enthilt somit 2' Kombinationen der beiden Niveaus der
! EinfluBgr6Ben/Faktoren. Dabei wird die Basis des Exponenualauédrucks durch die
Niveauanzahl «, und der Exponent durch die Anzahl der Faktoren 1 festgelegt Som1t
ergibt sich die gesamte Versuchsanzahlnzun = 2!, = =

An Beispielen soll nun im weiteren der Entwurf vollstandlger faktoneller Versuchsplane
aufgezeigt werden.

Tafel 5.6

;’It:rsuchs- b 2 i VoIIstandzger Faktorplan vom Typ 22

W N
++++
+ 1+ 1
++ 11
+ 11+

Ausga.ngspunkt soll der Versuchsplan fiir zwei unabhéingige EmﬂuBgroBen/Faktoren
(! = 2) sein. In Tafel 5.6 ist der VFV22 in einer fiir die Auswertung giinstigen Form dar-
gestellt. Dabei bilden die zweite und dritte Spalte den zu fealisierenden Versuchsplan V.
Es ist zu erkennen, daB neben den Koeffizienten des Arbeitspunktes (d,) und der EinfluB-
grofen (4,, 4,) immer der EinfluB der Wechselwirkung der Faktoren u, und u, durch
den Koeffizienten d,, ermittelt werden kann. Damit ist folgende Modellstriktur mog-
lich:
X = dotty + &lul + dzuz + a‘uuluz, Up = l - . (5 137)

Wird ein Versuchsplan fiir zwei unabhingige EmﬂuBgroBen (I = 3) entworfen und rea-
lisiert, kann folgendes Modell ermittelt werden:. .

£ = dottg + dlul + du, + Asus + @y u,u;
+ @yaugus + Gy3uus + ipststiatiy. = ' ¢ (5.138)
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In Tafel 5.7 ist der entworfene VFV 23 dargestellt, der sich als Erweiterung des VFV 22
durch eine dritte EinfluBgréBe mit den Niveaus 4+ und — ergibt.

Analog zu diesem Vorgehen werden fiir eine beliebige Anzahl von EinfluBgréBen/
F aktoren die VFV 2! entworfen und realisiert.

] ; Tafel 5.7
Versuchs- | g wy w2 w3 wgly,  UgMa | Haks  HyHaly Vollstindiger Faktorplan
Nr. vom Typ 23

00 ~3 O\ WA Ja N
++++++++
A+
R N
A+ 00
+ 1l ++1 1+
+ 1+ 41+
4L+
L+

Aufgrund der Elgenschaften der VFV2! vereinfacht sich die Schatzvorschrift der
Regression — s. Abschnitt 5.2, G1. (5.47) — wesentlich, und die Giitewerte fiir die Para-
meterstreuungen werden optimal. Da die VFV2! orthogonale Versuchspline sind, wird
die Matrix M™M eine Diagonalmatrix, deren Diagonalelemente den Wert n (d. h. der
Versuchsanzahl) besitzen. Damit ergibt s1ch fir die in der MKQ bendtigte Matnx

[MTM]-! = 1 (5.139)
" . A .

Unter Verwendung der Schitzvorschrift fiir die MKQ - s. GL (5.47) - folgt damit fir
die Schatzvorschrift der Parameter

§=1 Mrx S (5.140)

n

und fiir die Giitewerte der Parameter

var{.?,}=-—1—a,z'; i=12..m
. (5.141)

cov{s, 8§} =0; i%j, iji=12,.

Damit wird deutlich, daB die Methode der Versﬁchsplanung garantiert, daB die Schatzimg
der Parameter des Modells unkorreliert ist. Als Probleme der. vollstandlgen faktonellen
VersuchSplane sind zu nennen:

1. Die enorme Zunahme der Versuchsanzahl bei einer groBer werdenden Anzahl von
EinfluBgréBen/Faktoren (z.B. I = 6, d.h. 64 Versuche; I = 10, d.h. 1024 Versuche).
Einen praktikablen Ausweg stellt der Entwurf von unvollstandlgen Faktorplinen dar,

- die im Abschnitt 5.2.2.3 betrachtet werden. -~ - .-

2. Die haufig fiber zu groBe Zeitraume auf eines der belden Niveaus (+1, —1) zu halten-
den EinfluBgréBen bei Einhaltung der normalen Reihenfolge bedingen systematische

.Fehler oder gefahrden das System. Der Ausweg besteht in éiner zufilhgen Gestaltung
der Versuchsreihenfolge (der',;Randomisierung®).. : .
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3. Die konsequente Fortfiihrung des Konstruktionsprinzips flir VFV2! fiir System-
modelle d-ten Grades (d = 2) fiihrt zu Plinen, die alle méglichen (d + 1)*-Kombina-
tionen der (4 + 1) Niveaus der ! EinfluBgré8en/Faktoren enthalten. Ein vollstindiger
Versuchsplan fiir ein Modell 2. Grades (d = 2) wire somit vom Typ 3. Diese Pliné
werden aufgrund der sehr hohen Versuchsanzahl und ihrer ungiinstigen statistischen
Eigenschaften nicht verwendet. Mégliche Entwurfsstrategien fiir diesen Modelltyp,
die die genannten Nachteile nicht besitzen, werden im Abschnitt 5.5.3 vorgestellt.

5.5.2.3. Teilfaktorpline

Wie bereits im Abschnitt 5.5.2. 2 gezeigt wurde, nimmt mit der Zunahme der Anzahl der
EinfluBgroBen/Faktoren die Anzahl der Versuche nach dem Gesetz n = 2} ebenfalls
enorm zu. Der vollstindige Versuchsplan ist erforderlich, wenn alle 2! Parameter (d. h.
das Absolutglied a,, die Parameter der einzelnen EinfluBgréBen a,;i =1, 2, ..., [und
die Parameter aller Wechselwirkungen) ermittelt werden miissen. Dies ist in der Praxis
selten der Fall. Auf der Grundlage von A-priori-Wissen wird deshalb immer davon aus-
gegangen, daB alle oder einige Wechselwirkungen nicht existieren. Damit wird es még-
lich, die Anzahl der notwendjgen Versuche durch die Verwendung sog. teilweiser fak-
torieller Versuchspline - im weiteren mit TFV bezeichnet - wesentlich zu reduzieren.
Gleichzeitig sollen die TFV so gestaltet werden, daB die sehr guten statistischen Eloen-
schaften der VFV nicht verlorengehen

Tafel 5.8

Xrersuchs- Uo Wy Uz W3 (= uuz) Teilfaktorplan vom Typ 231
T

1 + - - +

2 + o+ - -

3 + - + -

4 + o+ 4+ o+

Um das Grundprinzip des Entwurfs von TFV zu zeigen, soll von dem Beispiel in
Gl. (5.138), d. h. von / = 3 EinfluBgréBen, ausgegangen werden. Es sei a priori bekannt,
daB alle Wechselwirkungen nicht existieren. Dann reduziert sich die Modellgleichung von
Gl. (5.138) auf den Ausdruck

£= douo + ﬁlul + ﬁzuz + dsug. (5.142)

Bei Verwendung des VFV23 wiirden die vier Parameter von Gl. (5.142) aus acht Ver-
suchen ermittelt werden. Der Entwurf teilweiser faktorieller Versuchsplane ‘geht nun
davon aus, dafl in VFV mit einer geringeren Anzahl von EinfluBgréBen die Planungs-
niveaus der Wechselwirkungen fiir weitere EinfluBgr68en zu verwenden sind. In dem hier
gewidhliten Beispiel setzt man in einem VFV22 fiir die Wechselwirkung »,u, die unab-
héngige EinfluBgréBe #, ein. Der damit entstehende Versuchsplan fiir die Parameter des
Modells ist, aufbauend auf den VFV22 (s. Tafel 5.6), in Tafel 5.8 dargestellt. Es ist zu
erkennen, daB die Schatzung der Parameter ebenfalls entsprechend Gl. (5.140) erfolgen
kann und daB sich die statistischen Giitewerte bezogen auf die Versuchsanzahl nicht ver-
andern. Dagegen hat sich die Anzahl der Versuche bei diesem einfachen Beispiel bereits
um die Halfte verringert. Als allgemeine Bildungsvorschrift fiir Teilfaktorpline TFV2!-»
gilt folgendes:

Zur Konstruktion eines TFV2'~? wird von dem (! — p) EinfluBgrdBen entsprechenden
VFV2!-? ausgegangen. Dieser Plan wird durch p Spalten fiir p zusitzliche EinfluBgroBen

WAV A WN -
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erginzt. Die zugefiigten Spalten werden aus den elementweise gewonnenen Produkten
von mindestens zwei und maximal (/ — p) Spalten des VFV gebildet. Hiufig wird die
Einfiihrung des Begriffs ,,Generator vorgenommen, der angibt, welche der méglichen
Produkte fiir die p Spalten des TFV2'~7 verwendet wurden (in Tafel 5.8 wird das Pro-
dukt u, u, als Generator verwendet). :

Tafel 5.9

Versuchs- ug =1 »  Teilfaktorplan vom Typ 2+-1
Nr. Ug Uy Uz U3  Uglp UglUs  Ually  UpRalg ¢

b o— o + + _

+ + - - - - + 4+

+ - + - - 4+ - +

+ + + - + - - -

+ - - + + - - 4+

+ + - + - + - -

+ - 4+ + - - + =

+ + + + + o+ o+ O+

Durch die Wahl verschiedener Generatoren fiir die zusétzlichen EinfluBgréBen kén-
nen verschiedene Varianten von TFV mit gleichen Eigenschaften entworfen werden. In
Tafel 5.9 ist dies fiir ein TFV24-1, der auf ein VFV23 aufbaut, dargestellt. Es ist zu
sehen, daB aus dem VFV23 mit den Generatoren

usuy

Ujus
C U=
UrUs

U urls

vier TFV24-! entworfen werden kénnen. Wie die VFV sind auch die TFV fiir lineare
Modelle und Versuchsplangebiete in der Form des Hyperwiirfels mit den Versuchspunk-
ten -1 D~, A- und G-optimal und gestatten somit die Schitzung der Parameter mit maxi-
mal moglicher Genauigkeit.

Als Problem bleibt bei den TFV der Einflu von nicht beachteten Wechselwukungen
auf die geschatzten Parameter der EinfluBgrofen. Betrachtet man die MeBwertmatrix
des TFV23-1 in Tafel 5.8, so kann man feststellen, daB »; und u,u, identisch sind. Das
bedeutet, daB dieser Plan nur die gemeinsame (vermengte) Schitzung von 4, und 4,
ermdglicht. Der geschitzte Parameter 43 des TFV23~! ergibt sich damit zu

d; - dg + a]_z.

Hieraus ist zu ersehen, daB der Parameter der EinfluBgréBe u, nur im Fall der verschwin-
denden Wechselwirkung u;u, richtig geschéatzt werden kann. Um das sog. Vermengungs-
gesetz anzugeben, das den Zusammenhang der Parameter der EinfluBgroBen mit denen
der Wechselwirkungen beschreibt, wurde in der Theorie der Versuchsplanung [1.42] der
Begriff der definierenden Beziehung eingefiihrt. Sie ergibt sich aus den Produkten der
Elemente der Matrix M, die die Elemente der ersten Spalte ergeben. Die Elemente der
ersten Spalte sind immer 1 (Planung fiir #,) und werden symbolisch mit 7 bezeichnet.
Damit gilt fiir die definierende Beziehung des TFV23-1

I = Ujluy. B (5.143)
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Aus der Gl. (5.143) ergeben sich durch Muttiplikation mit den EinfluBgréBen u;; i = 1,
2, 3, und bei Beachtung, daB u{ = 1 ist, folgende Vermengungen:

Uy = Uyu;, U, = uyus, Us = Uju,.
Fiir die vermengten Schitzwerte der Parameter gilt damit fiir den TFV23-1:
do — do + dy23, @y — d; + dys
a — d, + d,4, 43— 43 + 4;,. (5.1449)

Um die Wechselwirkungen erkennen und Kkorrigieren zu kénnen, wird ein alternativer
TFV23~1 mit der definierenden Bezichung

I= —uuu;
realisiert, der folgende vermengte Schitzwerte liefert:
do — do — 8123, ay —d, - 833
&= by — dy3, 6. Gy — sy (5.145)

Damit kdnnen aus beiden TFV23~! die unvermengten Parameter der EinfluBgr6Ben
nach der Vorschrift

al
a, + 4

a‘i=————-——; i=03152,3,
2
und die der Wechselwirkungen nach der Vorschrift
al all al All
P _ Go—a g a3 — a3
123 = 7> 12—
2 2
S S T
13 = ———, dz3 =
2 2

ermittelt werden. Entsprechend dieser Strategie wird auch bei Versuchsplinen mit vier
und mehr EinfluBgréBen vorgegangen [1.42, 1.48, 5.39].

Von besonderem praktischem Interesse sind Versuchspldne, bei denen alle Wechsel-
wirkungen der EinfluBgréBen vernachlissigt und die Planungsniveaus durch neue Ein-
fluBgroBen belegt werden. Diese Versuchspline, die als gesittigte Pline bezeichnet werden,
ermoéglichen die Schitzung der Parameter aus #n = I 4 1 Versuchen. So ist es z.B. mdg-
lich, auf der Grundlage der VFV23 mit acht Versuchen die Parameter von siebeén Ein-
fluBgroBen/Faktoren zu schitzen (Tafel 5.10). Der VFV27 wiirde dagegen 128 Versuche

Tafel 5.10. Gesattigter Teilfaktorplan fiir | = 7

Versuchs- | 4o = wn w2 uzs ug(=wup) us(= wus) u(= uzu3) uz (= uguzus)
Nr. )

O~ WN -
+H+++++
FlH 4+ +
++ 10 ++ 0
+H++0 00

b ++ 11+
+1+ 10+ 1+

|

FIL 0+ ++1

1+

P s
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umfassen. Auf der Grundlage theoretischer Untersuchungen ist es Plackett und Burman
[5.46] gelungen, fiir den Entwurf der geséttigten orthogonalen Versuchspline eine ein-
fach zu realisierende Strategie zu entwerfen, wenn die Anzahl der Versuche 7 ein Viel-
faches von 4 ist.

In jhren Arbeiten sind Pline von n = 4 bis n = 100 (auBer 92) angegeben, die nach
einer einfachen Vorschrift aus den in Tafel 5.11 angegebenen ersten Zeilen konstrujert
werden konnen.

Tafel 5.11. Die erste Zeile der gesdttigten Versuchspléine fiir den Entwurf nach Plackett—-Burman
fiir n = 8 bis n = 84 Versuche

n 1. Zeile

8 [+ + 4+ — 4+ ——

12 |+ +—+++=-=--+ -

16 [++4++—+=—++——+———

20 |++—-——-F+F+++-F—F+ - === +,+ -

2 | +++++ -+ -+ + - —F++ -+ —F ==~

2 |-——-—-4+-F+-+++ -+t ——-=F+++++ =+ + -+ - =+

6 |- +-+++---—+++++-—F+++-——-F+—-—~—+ -+ -+ +
___+_

M4 |++—-——-+-—+-——+++-F+++F+F+——=—F -+t +t=-== ==
+—-= =+ + -+ -+ +

$8 A+ +++ -+ttt A+ —F—F—F At -+ -+ - -
-+~ - == - - == _

0 |++~-+++-—F+—-—F+—-——-+-——F+++—-F++++—-—F+++++ -
e S e I I I S A A

68 |[++—-——-4+ -4+ -——-++—-—=-=F++++—-F-F++++++-—-+ —

’ ——t -ttt -t F - === = + -+ ==+ ++-—+++
+ -+ + -

2 [+++++++—-—F+++ -+ - —F++—-F+++—-—-—-++ -+ -+ +
~—+ -+ +++F+ -+ttt -ttt —F ==ttt ==t - -
+ 4+ =+ ===+ -

0 |+++-—++—-——++++ -+ —-——-F—F+FFF -+t ===
it R I R i e I
I kS R i e

4 |++-++-——F-—F++++ -+ +—=——F+—F+ -+ +++++
+ -+ ——F++F -ttt - —F -ttt — = - = - + -+
-+ 4+ + -+ Ft—=-= =+ -+ - =+ =

Die Versuchsmatrix M wird aus den in Tafel 5.11 angegebenen Zeilen nach folgender
Vorschrift aufgebaut:

Ausgehend von der gewihlten ersten Zeile wird die zweite Zeile durch Verschieben
aller Elemente um eine Stelle nach rechts und Einsetzen des letzten Elements der ersten
Zeile an die erste Stelle gewonnen. Diese Vorgehensweise wird bis zur (n — 1)-ten Zeile
zyklisch wiederholt. Die Versuchsplanmatrix M wird komplettiert, indem noch

1. eine n-te Zeile mit negativen Niveaus,
2. eine erste Spalte mit positiven Niveaus
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Tafel 5.12. Gesdttigter Versuchsplan fir | = 11

Versuchs- | 4 uy uy us ug . us ug uy ug .. U ujo uyy
Nr.

1 + + T+ - o+ o+ o+ - - =+ -
2 1T+ - 4+ + = + + + - - - +
3 + + - + + - 4+ + + - - -
4 + - + -+ o+ -+ o+ o+ - -
5 + - - + - + 4+ - 4+ + 4+ -
6 + - - - + - 4+ + - + 4+ +
7 + + - - - 4+ - + + - 4+ +
8 + + + - - - 4+ - 4+ o+ = +
9 + 4+ + + - - - + - + 4+ -
10 + - + + o+ - - - o+ = 4+ +
11 + 4+ - 4+ + o+ - - - o+ - +
12 + - - - - - - - - — -

hinzugefiigt wird. In Tafel 5.12 ist diese Entwurfsstrategie fiir einen geséttigten Plan mit
{ = 11 EinfluBgrdBen dargestellt.

Bei der Realisierung aller vorgestellten Versuchspline ist es zweckmiBig, in den n
Versuchspunkten u* jeweils & Versuche (# = 2, 3, ...) zu realisieren, um aus den erhal-
tenen Ausgangsgrofen und den geschitzten Parametern Schitzwerte fir die Streuung
der Storung o? und die Reststreuung o3 zu erhalten.

Beide GroBen dienen als Ausgangspunkte fiir den Test auf Adiquatheit der gewihlten
Modellstruktur. Ist die Reststreuung groB gegeniiber der Streuung der Stérung, kann
davon ausgegangen werden, daB die gewahlte Modellstruktur nicht richtig ist.

Den Schitzwert fiir die Streuung der Stdrung erhélt man aus den in den n Punkten des
Versuchsplans zusitzlich durchgeﬁihrten Versuchen aus der Beziehung

— - 1
52 = x¥ — xH)? mit x*=—Y xY. : 5.14
(0—1) 12112( ) 9 =Zx (5.146)
Als Schitzwert fiir die Reststreuung o wird der Ausdruck
n
5p = R Y (x*— £ mit #=m'"a (5.147)
n—I1—-11i=1

angesehen; s. auch Gl. (5.47).
Fiir den Vergleich der Reststreuung mit der Streuung der Stérung wird der F-Test

(s. Abschn.2.3.3) in der Form
s .
=2 _ (5.148)

mit den Freiheitsgraden
fi=n-1-1, L=n{B-1) -
verwendet. Ist der in Gl. (5.148) berechnétg Wert kleiner als der fiir ein gewdhltes Signi-
fikanzniveau aus Tafel A5 entnommene Wert F,, f;, f;, wird davon ausgegangen, daB
die gewdhite Modellstruktur der vorhandenen Systemstruktur mit einer Wahrscheinlich-
keitvon P = 1 — « entspricht. Wird die Hypothese verworfen, ist z. B. von einer Modell-
struktur 1.Grades zu der 2. Grades iiberzugehen und der Test zu wiederholen. -
Im Beispiel 5.9 ist die Vorgehensweise fiir verschiedene Modellansitze da.rgestellt
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Beispiel Ermittiung und Test von Modellen 1. und 2. Ordoung
59 auf der Grundlage optimaler Versuchspline
Gegeben: Systemgleichung
X = Qo + ajuy + axu + ayauzus
+ayu? + azauj + z,
ap =2, ag=a=a,=1, a;; = az; =0,5,
Storung z = NV (0, ...).
Gesucht: Die Struktur und die Parameter des Systems auf der Grundlage der Methoden der
optiimalen Versuchsplanung.
Ergebnis: Schritt 1
— Modellannahme

2= do + dllll + dzuz
— Entwurf und Realisierung eines Versuchsplans vom Typ 22

‘ub us uy xi
+1 -1 -1 2,05
+1 +1 -1 1,95
+1 -1  +1 2,025
+1 +1 +1 5,975

— Schiitzung der Parameter nach Gl. (5.140)

= [3; 0,9625; 10],
- Test auf Adaquatheit der gewdhlten Modellstruktur (F-Test).

1. Die Berechnung der Reststreuung nach GL (5.146) ergibt $2=41.
2. Die Berechnung der Streuung der Stérung auf der Grund]age eines zweiten Ver-
suchs (# = 2) in jedem Versuchspunkt : .

Uo uy u; x! x2
+1 -1 -1 2,025 1,975
+1 +1 -1 1,95 1,98
+1 -1 " +1 2,05 2,02
+1 +1 +1 5975 6,025

entsprechend Gl. (5.145) erglbt den Wert
s2 =8,5-10"%.

. Die U'berprufung der Adiquatheit des Modellansatzes erfolgt mit der Hypothse

Hy: 0% = o2 filr dle Freiheitsgrade
L=n@—=1)=
und den Tafelwert fi'n' ein Risiko von 59,

F, TroSma =

=171

fa=n—I-1=1

(s. Anhang Tafel A4) Aus dem Verglelch des berechneten F Wertes entsprechend
Gl. (5.147)

F.—.

0,00085

4,1

= 4823,5

mit dem Tafelwert Fry 10,0 Witd crslchtllch dabB die Hypothese mit 95 %/iger Sicher-
heit abzulehnen ist. Damit ist der gewﬁ.hlte Ansatz zu verwerfen und die Modell-
ordoung zu erhohcn

. Fortsetzung von Beup:el 59s. S 246
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Beispiel Ermittlung und Test von Modellen 1. und 2, Ordnung
59 auf der Grundlage optimaler Versuchspline

Schritt 2 (s. Abschn. 5.5.3)

— Neue Modellannahme
X = do + dyuy + dz“z + 4yauylUy + duuf + tizz“g

— Entwurf und Realisierung eines orthogonal zentral zusammengesetzten Versuchs-
plans 2.Ordnung (Planungskern vom Typ 22)

Uy u u - wuy, 4 uZ x

+1 -1 -1 +1 +1-f +1-f 2,05
+1 +1 -1 =1 +1-~f +1-f 1,95
+1 -1 +1 -1 +1-f +1-f 2,025
+1 41 41 41 +1~f H1—f |5975
+1 +a 0 0 e i 0—-f 3,53
+1 —a 0 0 oat-f 0-f |14
+1 0 +a 0 0—-f oar—f |346
+1 0 —0 0 0-f a2 — f 1,54
+1 0 0 0 o-Ff o—r |20s

mita =1 aus GL (5.154)
f= 0,66 aus Gl. (5.152)
— Berechnung der Parameter des Modellansatzes mit Gl. (5.140) und Gl. (5.155) fir
dy mit dem Ergebnis
aT = [2,02; 0,985; 0,986; 1,0125; 0,485; 0,485] .
— Erneuter Test auf Adiquatheit der Modellstruktur mit dem F-Test
1. Die Berechnung der Reststreuung ergibt
§2=3,2-10"3,
2. Die Uberpriifung der Hypothese Hy: 02 = o2 fiir die Freiheitsgrade
fr=n(®—1)=13 (s.Schritt1)
fg =n—-1—-1=3
und den Tafelwert fiir ein Risiko von 59
Fpotra = 6,59
(s. Anhang Tafel A4). Fir den berechneten F-Wert erhiilt man

Da in diesem Fall F < Fy, ;,,q ist, wird die Hypothese angenommen. Dies bedeutet, daB kein Unter-
schied zwischen der Reststreuung und der Streuung der Storung mit 95 %iger Sicherheit existiert. Damit
ist die gewdhlte Modellstruktur der des Systems adiquat.

5.5.3. Mehrfaktorpliine fiir nichtlineare Modelle 2. Ordnung

5.5.3.1. Problemstellung

Ist die Beschreibung des statischen Verhaltens eines Systems durch ein Polynom
1.Ordnung — s. Gl. (5.126) — nicht hinreichend, muB eine Beschreibung mit einem Poly-
nom héherer Ordnung versucht werden. Von praktischer Bedeutung und in sehr vielen
Fillen ausreichend ist dic Verwendung von Polynomen 2. Ordnung - s. GI. (5.126). Auf
diesen Modelltyp beschriinken sich die weiteren Betrachtungen. Bei einem Modell 2. Ord-
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nung sind mindestens drei Versuchspunkte fiir jede der / unabhéngigen EingangsgréBen
erforderlich. Das bedeutet mindestens n = 3! Versuchspunkte. Im Bild 5.29 ist fiir eine
EingangsgriBeu; die Aussteuerungum den Arbeitspunktdargestellt. Wird eine Normierung
entsprechend Gl. (5.135) vorgenommen, erhélt man als normierte Versuchspunkte die
Werte —1, 0, + 1. Fiir zwei EingangsgroBen wird die Aussteuerung entsprechend diesen
normierten Werten im Bild 5.30 gezeigt.

X 7 3
I
! |
I g —& 4
i -7 +1 %
| L !
i ol d
Ug-aly U UYpraly Y
Bild 5.29. Aussteuerung einer nichtlinearen Bild 5.30. Versuchsplan des Typs 3*

Kennlinie um den Arbeitspunkt

® Versuche um den Arbeitspunkt
® Arbeitspunkt = Nullpunktversuch

Wird ein Versuchsplan nach diesen Prinzipien entworfen, erhilt man z.B. fiir den
Modellansatz

A a a P a a 2 P 2 A 2
£ =4g + duy + dous + Gauy + Gy,u7 + dyauz + d3als (5.149)

den in Tafel 5.13 angegebenen Versuchsplan. Eine Berechnung der Matrix M™M fiir
diesen Plan ergibt

M™ # cI. ' ' (5.150)

Aus der nichtdiagonalen Matrix von Gl. (5.150) folgt, daB ein derartig gestalteter Ver-
suchsplan folgende Eigenschaften hat:

— keine unabhéngige Schitzung der Parameter (d.h. keine Orthogonalitit)
— Varianz der Parameter nicht unabhingig von der Lage des Planes (d. h, keine Drehbar-
keit des Planes).

Die genannten Nachteile dieser Entwurfsstrategie werden dadurch beseitigt, daB Ver-
suchsplane entworfen werden, die orthogonal (orthogonale zentrale Versuchspline) bzw.
drehbar (drehbare zentrale Versuchspline) sind. Diese erlauben unabhingige Parameter-
schiitzungen mit einer von der Lage des Versuchsplans unabhingigen minimalen Varianz
der Parameter.

Tafel 5.13
Versuchs- Ug iy u; u u w3 W ‘Versuchsplan vom Typ 3*
Nr. Jiir das Modell von Gl. (5.149)
1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 1 0 1 1 0
3 1 1 1 -1 1 1 1
s 1 0 1.1 0 1
25 i -1 -1 i i i 1
26 1 -1 -1 0 1 1 0
27 1 -1 -1 -1 1 1 1
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5.5.3.2. Orthogonale zentrale Versuchspline

Wie im Abschnitt 5.5.3.1 gezeigt wurde, liefern Versuchspldne vom Typ n = 3° nicht die
.gewiinschten statistischen Eigenschaften. Deshalb wurden Pline entworfen, die fiir jede
EinfluBgro8e finf Versuchspunkte vorsehen, mit denen die Bedingung der Orfhogonali—
tt eingehalten werden kann [5.44, 5.45, 5.47]. Der Versuchsplan wird aus folgenden
Teilen zusammengesetzt:

* ein Planungskern vom Typ 2' (2!-?)
« 2! Sternpunktversuche
* no Nullpunktversuche (2, = 1).

Damit ergibt sich die Gesamtversuchszahl zu » = 2' + 2+1, Im Bild 5.31 ist die Lage
der einzelnen Komponenten des Planes und des Gesamtplans fiir zwei EinfluBgrofen
dargestellt. ‘

Medlpunkt - -
Plonungskern : mﬁ”é’;e %r”s??‘/ﬁ”
- s~ XN
/ \
i - \
t —® *— ¥
| ' ! /
\
/
— ’
4
ty
+r——f— Bild 5.31
i I Entwurf von zusammengesetzten
| | o zentralen Versuchspldnen
T | % @ Versuche des Planungskerns
| 1 ® Nullpunktversuche
S N § X Sternpunktversuche

Die angestrebte Orthogonalitit wird fiber die Normierung aller quadratischen Gré-
Benu?;i=1,2,..., 7 nach der Vorschrift : C

: Un=u —f - L | (5.151)
mit . ,

und durch die Festlegung der Niveaus +o erzwungen. Fiir den in Gl. (5.149) angegebenen
Ansatz ergibt sich damit der in Tafel 5.14 dargestellte zusammengesetzte Versuchsplan.
Es ist ersichtlich, daB bei Verwendung von Planungskernen vom Typ 2! der Wert fiir die
GrdBe f allgemein aus der Beziehung

_ 2V 4247
28 4+ 20 + 1

bestimmbear ist. Der Wert fiir das Planungsniveau kann aus der Forderung abgeleitet
werden, daB fir orthogonale Versuchspline die Summe der Produkte der Elemente

(5.152)
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Tafel 5.14. Zusammengesetzter Versuchsplan mit einem Planungskem vom Typ 2
Siar das Modell von Gl. (5.149) :

Versuchs- | g uy i ) . Wiy ‘

Nr. _

1 1 1 -1 1—f 1-f Planungskern

2 1 1 -1 1—f 1-=-f '

3 1 -1 1 1-f 1-f

4 1 -1 -1 1-f 1-f

5 1 « 0 a2 —~f O0—f  Sternpunktversuche
6 1 —a 0 a?—f 0—f

7 1 ) « 0=f ot~ f"

8 1 0 - 0—-f az.~ f.

9 1 0o 0 0—f ° 0:—f  Nullpunktversuch

zweier Spalten der quadrierten GroBen u, undz,fN null sein muB:

_leu?N,,;z:N,,éo. o e o - (5.153)

*Aus G1. (5.153) erhilt man damxt den Ausdruck (s. atich Tafel'5.14)

2(1 — f)? - 2Af0* —f) + 12 = 0.

Durch Einsetzen von Gl. (5.152) und einige Umformungen erhilt man fiir einen Plan
vom Typ 2! das Planungsniveau der Sternpunktversuche zu ~

*= \/% V2'@ + 21+ 1) - 21].  (5.154)

Ist der Planungskern vom Typ 2!~?, so ist in Gl. (5.154) der Typ 2' durch 2°~? zu ersetzen.
In Tafel 5.15 sind die Planungsniveauwerte als Funktion der Anzahl der FingangsgréBen
entsprechend Gl. (5.154) fiir Versuchsplanungskerne vom Typ 2* und 2*-? angegeben. Es
ist bei der orthogonalen zentralen Versuchsplanung zu beachten, daB sich durch die
Normierung der quadratischen GroBen der richtige Schitzwert fiir den Parameter des
Arbeitspunktes aus der Bezichung
. o= Gy — gt} — dyotiy — ... ' (5.155)
ergibt; 5. Gl (5.151). Die Erstellung und Auswertung dieser Versuchspliine sind im Bei-
spiel 5.9 (s. Abschn.5.5:2.3) dargestelit. _ , .I

Die vorgestellten zusammengesetzten Pline sind orthogonal; die Varianz der geschétz-
ten Parameter ist aber noch abhingig von der Lage des Planes.

Typ 2! 22 2 2* 2 28 27 28 :“flf l, ii:we Qs &
der Sternpunktversuche
« 1,00 1,215 1414 1,596 1,761 1,909 2,045 firorthogonale zusammen-
Typ 27 51 o1 1 o1 gesetzte Versuchspline
« 1,547 1,724 1,885 2,029
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5.5.3.3. Drehbare zentrale Versuchspis’ine

Durch das notwendige Hinzufiigen der Sternpunktversuche zu den Versuchsplinen vom
Typ 2! oder 2!~ geht die Drehbarkeit des normalen zusammengesetzten Planes verloren.
Untersuchungen von Box und Hunter [5.44] haben ergeben, daB durch eine geeignete
Wahl des Niveaus +« die Eigenschaft der Drehbarkeit auch bei zusammengesetzten
Plinen erreicht werden kann. Wenn der Gesamtplan wieder aus

* dem Planungskern vom Typ 2 (2'-?)
+ den 2/ Sternpunktversuchen
* n, Nullpunktversuchen; u#, = f(I)

besteht, kann aus Bedingungen fiir die Drehbarkeit [1.39, 1.42, 1.43, 5.39] das Niveau
der Sternpunktversuche nach Vorschrift

x =2 bei Kern vom Typ 2!
(5.156)
& =3/2""7  bei Kern vom Typ 2!-° : .

bestimmt werden. Die Anzahl der Nullpunktversuche n, wird am besten dadurch be-
stimmt, daB die Determinante der Informationsmatrix G1. (5.128) maximiert wird [1.39].
In Tafel 5.16 sind fiir drehbare zusammengesetzte Versuchspline die Planungsniveaus
und die Anzahl der Nullpunktversuche angegeben. Fiir das in Gl. (1.49) gewahlte Modell

Tafel 5.16

Typ 2! 22 2? 24 28 28 7 28 Planungsniveaus o
- der Sternpunktversuche
o« 1,414 1,682 2,00 2378 2,828 3364 4,00 fiir drehbare orthogonale
zusammengesetzte
ny 8 9 12 17 24 35 52 Versuchsplane
Typ 21-» 25—1 26-1 27—1 28-1
3 2,00 2,378 2,828 3,364
o 10 15 2 33
Tafel 5.17
Versuchs- | up uy Uz ui uj Drehbarer orthogonaler
Nr. Versuchsplan fiir ein Modell
mit zwei Eingangsgrofen
1 1 1 1 1 1 (GL.(5.149))
2 1 1 -1 1 1
3 1 -1 1 1 1
4 1 -1 -1 1 1
5 1 1,414 0 1,999 0
6 1 ~1,414 0 1,999 0
7 1 0 1,414 0 1,999
8 1 0 —-1,414 0 1,999
9 1 0 0 0 0
10 1 0 0 0 0
i6 i 0 0 0 0
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ist in Tafel 5.17 der entsprechende Versuchsplan dieser Strategie dargestellt (s. auch
Tafel 5.14). '

" Ist die Zahl der EinfluBgroBen / hoch, wichst die Anzahl der Versuche stark gegeniiber
der Anzahl der zu schitzenden Parameter an. Wird auf die exakte Einhaltung der Bedin-
gungen fiir die Orthogonalitit und die Drehbarkeit verzichtet, kénnen nach Hartley
[5.48] Versuchspline entworfen werden, die bei einer wesentlich geringeren Versuchs-
anzahl fiir viele Aufgaben der Praxis noch hinreichend genaue Modelle liefern.

5.5.3.4. Vereinfachte zentrale Versuchspline

Von Hartley [5.48] wurde auf dem Grundprinzip des Entwurfs zentral zusammengesetzter
Plane untersucht, welche Typen von Teilfaktorplinen TFV2*~? noch ausreichend sind,
um eine nichtsingulire Matrix M fiir die Versuchsplanung 2.Ordnung zu erhaiten. Es
gelang ihm, Pline auf der Basis von TFV2!-? als Kernversuche zu entwerfen, die unter
der Bedingung, daB von den Wechselwirkungen nur die paarweisen Benehungen beachtet
werden (u,u;; i # j), die Ermittlung der Parameter

ﬁm disdil; i= 1’2’---31

au; i,j= 1,'...,1, l’#j

" gestatten. Damit wird als allgemeines Systemmodell das in Gl. (5.126) angenommene

Polynom 2. Ordnung verwendet. Die allgemeine Struktur dieser zusammengesetzten zen-
tralen Pline ist in Tafel 5.18 dargestelit. Neben den iiblichen 2/ Sternpunktversuchen wird
in den Plinen von Hartley nur ein Nullpunktversuch (n, = 1) verwendet. Fiir den Ent-
wurf der Pline, deren Planungskern 2!-? so gewihit werden muB, daB alle paarweisen
Wechselwirkungen unverfalscht geschatzt werden kénnen, ergeben sich fiir die Anzahl /
der EinfluBgréBen die in Tafel 5.19 angegebenen TFV als Kern des zusammengesetzten

Tafel 5.18. Allgemeine Form der Versuchsplanmatrix M fiir zusammengesetzte Pline

Versuchsplankomponenten 4o 4y ... Uy ' ul...u? Wylty ... Uyl
1

Planungskern 1 1...1 1...1 1...1

Typ 2!-» : l —! l 1 1 -1 ...1

Sternpunktversuche 1 x ...0 «2...0 0..0

2 1 - ...0 *2...0 0 0

0 0

Nullpunktversuch 1 0 ...0 0..0 0 ...0
Tafel 5.19

g':;rln d(?}'nc 3 4 3 6 7 8 Versuchsplankerne fiir

! grolen vereinfachte zusammen-
gesetzte Pline nach Hartley

Versuchsplantyp| 23! 24-1 2°-1 26-2 27-2 8-z

2i-r

Versuchsanzahl | 11 17 27 29 47 81

n
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Versuchsplans. Fiir drei EinfluBgréBen ist der zu realisierende zentrale zusammengesetzte
Plan 2.Ordnung nach Hartley in Tafel 5.20 entworfen worden. Aus dem Plan wird die
MeBwertmatrix M entsprechend der Modellstruktur von Gl. (5.126) entworfen. Fiir die
Wahl des Planungsniveaus der 2/ Sternpunktversuche gibt es keine allgemeine Fest-
legung Weit verbreitet ist die Bercchnung der Werte aus Gl. (5.154) oder Gl. (5. 156)

- Tafel 5.20
Versuchs- | up  u; L 4y Zusammengesetzter zentraler
Nr. Versuchsplan far drei Emﬂuﬂgroﬂen
1 1 1 1 1 . mach Hartley
2 1 1 -1 -1
3 1 ~1 , 1 =1
4 1 -1 ’ -1 1
5 1 1,147 0 0
6 1 -1147 0 0
7 1 0 1,147 0
8 1 0o —1147 0
9 1 0 0 1,147
10 1 0 0 —1,147
11 1 0 0 0

Werden TFV verwendet, die nicht auf die Zweierpotenz aufbauen (sie werden nicht-
regulire TFV genannt), kann die Anzahl der Versuche noch weiter gesenkt werden, ohne
daB wesentliche Giiteverluste auftreten [5. 49].

Insgesamt wird durch diese Versuchsplanstrategien die Anzahl der Expenmente vor
-allem bei vielen EinfluBgréBen stark reduziert (z.B. fiir / = 6 von 45 auf 29, fir/ = 7 von
79 auf 47).

5.6. Ubungsaufgaben zum Abschnitt 5

Aufgabe 5.1

An einem System im stationiren Zustand wurden die in Tafel 5.21 dargestellten Werte der Eingangs-
und der AusgangsgroBe gemessen. Schitzen Sie mit dem Verfahren der Regression die Parameter 4;
folgender Modellansiitze: .

a) R = do + 4 16

b) £ =do + dyu + dyu?! _

Ermitteln Sie fiir die Modellansitze die Restquadratsumme, die signifikanten Parameter und die Kon-
fidenzintervalle fiir die Parameter mit einer Sicherheit von 95 %! Interpretneren Sie das Gmamtetgebms
wenn Sie davon ausgehen, daB die Systemgleichung
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Aufgabe 5.2 . :
Auf ein System wirken zwei Emgangsgroﬂen Zur Ermlttlung des Modellansatzes
X = Gyuy + Gauz + d_a,u,

wurden die in Tafel 5.22 dargesteliten Werte der beiden EingangsgréSen und der AusgangsgroBe ge-
messen. Schitzen Sie die Parameter des Modells, und ermitteln Sie ihre Varianzen!

Tafel 5.22

Nr. u Uz x Mepwerte zu Aufgabe 5.2
1 1 2 16,2

2 3 1 10,5

3 2 1 8,0

4 1 2 15,5

5 . 3 l 9;9

6 3 2 199

Aufgabe 5.3

An einem System wurden im stationdren Zustand
a) durch Beobachtung der Eingangs- und Ausgangsgrdﬁen die in Tafel 5.23 dargestellten Werte,
b) durch die Realisierung eines volistindigen Versuchsplans die in Tafel 5.24 dargmtellten Werte ge-
wonnen!
Berechnen Sie die Schiitzwerte flir die Parameter sowie die Varianzen und Kovananzzn der Parameter
fiir den Fall, daB die Streuung der Stérung o2 = 1 jst!
Als Regressionsmodelt wird gewahit

£ = d]_ll]_ + dzuz.

. Tafel 5.23
Nr. M 42 x Mefwerte zu Aufgabe 5.3a
1 -1,5 -2 -9,7
2 -0,5 0 -0,1
3 0,5 0 2,0
4 1,5 2 78
Tafel 5.24 )
Nr. ¥y 2 x Mepwerte zu Aufgabe 5.3b
1 -1 -1 -4
2 1 -1 -2
3 -1 1 0
4 1 1 6
Aufgabe 5.4

Gegeben sind die in Tafel 5.25 dargestellten Ergebnisse eines realisierten aktiven Experiments.
a) Bestimmen Sie die Werte und die Varianzen der Parameter folgenden Modellansatzes:

2= do + dﬂl]_ + azuz!

Tafel 5.25. Mefwerte zu Aufgabe 5.4

=14+4u+z
ist!
Tafel 5.21

Nr. o * Mepwerte zu Aufgabe 5.1
1 - 1,33 6,475

2 -0,32 -0,990

3 —0,60 -1,705

4 1,18 6,500

5 -1,09 -~3,415

6 -0,49 —0,840

Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8
uy 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
u, 1 1 -1 -1 1 1. -1 -1
x 13,6 51 -35 17,5 .99 123 -93 69
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b) Ermitieln Sie durch Anwendung des F-Tests, ob das Modell dem System mit einer Sicherheit von 959,
dquivalent ist!
Zur Ermittlung der Streuung der Storung wurden die in Tafel 5.26 gegebenen Nullpunktversuche rea-
lisiert.

Tafel 5.26
- bl N * Mepwerte der Nullpunktversuche
1 ‘1,6 7 ~13 zu Aufgabe 5.4
2 —~49 8 9,5
3 4,5 9 52
4 =715 10 -3, ‘
3 =21 1 —40
6 23 12 31
Aufgabe 5.5

Fiir eine Gewidichshaussteuerung wird ein Modell benétigt, das den Zusammenhang zwischen der Innen-
temperatur des Gewiéchshauses (x), der Stellung der Liiftungsklappen (4,), der Ventilstellung der Steh—
wandheizung («#;) und dem Zustand der Heizliifter (u3) im stationdren Zustand beschreibt. '

Zy diesem Zweck wurde der in Tafel 5.27 angegebene Versuchsplan realisiert. D

Tafel 5.27. MeBwerte zu Aufgabe 5.5

Nr. Stellung Betrieb Betrieb : Luft-
Liftungs- Stehwand- Heizliifter temperatur
klappen heizung °C

1 + - + 20,32

2 + - - 18,60

3 + + + 22,04

4 + + - 19,20

5 - - + 24,60

6 - - - 20,45

7 - + + 26,59

8 - + - 23,64

Die Planungsniveaus bedeuten
+ maximaler Offnungswinkel der Liftungsklappen,
Ventil zur Dampfversorgung der Stehwandheizung voll geoﬁnet
Heizliifter in Betrieb;
— Liiftungsklappen geschlossen,
Heizungsventil geschlossen,
Heizliifter auBer Betrieb.
Schiitzen Sie die Parameter eines linearen Modells ohne und mit den Wechselwirkungen u, 4, und u, u,!

]
B
i

#
3

6. Bestimmung des dynamischen Verhaltens
gestorter Systeme

6.1. Zielstellung

Wie bereits im Abschnitt 1 gezeigt wurde, ist die Ermittlung von Modellen dynamischer
Systeme zur Losung vieler Aufgaben bei der Diagnose, Uberwachung, Steverung und/
oder Vorhersage von Mengen- und Qualititsparametern in technischen und nichttech-
nischen Prozessen erforderlich. In diesem Abschnitt sollen in Ergénzung der vorgestellten
Verfahren zur Modellbestimmung (s. Abschn.4) Identifikationsmethoden betrachtet
werden, die eine Ermittlung dynamlscher Modelle bei folgenden Systemeigenschaften
gestatten:

1. Das System kann gestort sein.

2. Das Systemverhalten kann zeitvariant sein,

3. Das Systemverhalten ist linear, oder es kann durch einfache nichtlineare Strukturen
beschrieben werden.

4. Das System ist ein Eingr6Bensystem oder ein MehrgréBensystem mit p-kanonischer
Struktur.

- 5. Das System besitzt konzentrierte Parameter.

Als Ein-/Ausgangs-Modelle werden das nichtparametrische Volterra-Reihen-Modell
(Abschn.6.2) und das parametrische Differenzengleichungsmodell (Abschn.6.3) ver-
wendet. Im Abschnitt 6.5 wird auf die Schatzung des Zustands mit Hilfe der sog. Kalman-
Filter eingegangen. Die zweckmiBige Wahl des Modells hingt wesentlich von der spé-
teren Verwendung und dem konkreten praktischen Einsatzfall ab. Eine allgemeine Richt-
linie zur Modellauswahl kann nicht gegeben werden. Zur Ableitung der Schitzverfahren
fiir die genannten Modelle werden in diesem Abschnitt aus folgenden Gesichtspunkten
diskrete Beschreibungen fiir die kontinuierlichen Systeme bevorzugt:

1. Die notwendige rechentechnische Verarbeitung der gemessenen Elngangs- und Aus-
gangssignale erfolgt diskontinuierlich.

2. Der Reglerentwurf und die Simulationsverfahren verwenden haufig Modelle in dis-
“kreter Beschreibung.

3. Die Parameterschitzverfahren sind in diskreter Form einfacher und effektiver zu rea-
lisieren.

Aus diesen Griinden werden in den nachfolgenden Abschnitten die Signale {iberwie-
gend als abgetastete Signale betrachtet. Bei der Darstellung der Schitzverfahren wird
ferner immer davon ausgegangen, daB das dynamische Modell des Systems in die all-
gemeine Struktur (s. Abschn.1)

£ =m'$ (6.1)

iibergefiihrt wird, um dadurch die Anwendung einiger bereits im Abschnitt 5 fiir die
Parameterschitzung statischer Modelle hergeleiteter Schitzmethoden zu erméglichen.
Neben der Wahl der Modellbeschreibung und des Schatzverfahrens hat die Gestaltung
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der Eingangssignale, d.h. der.Entwurf optimaler i i . : i
I : , d.h. der I ptimaler Testsignale, eine groBe Bedeutung bei
d:er Idephﬁkatron dynamischer Systeme. Auf dieses Problem wird im Abschm't%( 6.4
niher eingegangen. '
.Auf einige weitere Probleme der Schatzung dynamischer Systeme wird im Abschnitt 6.6
hingewiesen. )

6.2.  Schiitzung der Stiitzstellen der Kerne der Volterra-Reihe
6.2.1. Systembeschreibung durch die Volterra-Reihe ‘

Bei der Besgh:eib.ung des Ein-/Ausgangs-Verhaltens ein:eering‘riiBénsystems durch eine
Voolterra-Relh:e wird davon ausgegangen, daB die ungestdrte Ausgangsgréfe des Systems
x°(t) zum Zeitpunkt t = kT durch folgenden Zusammenhang charakterisiert ist: .. -

X (kT) = f{u (T, u (k= 1)T), ...; u (k — n) TP} 62)

Wird nun nach einem Vorschlag von Voltérra [6 i] Gl (6.2) in eine Ta r-Reihe um den
. . (6. ylor-Reihe um den

Pukt u(kT) = u((k — 1) T) =...=u (k-n1)= 0 entwickelt, erhalt man'mit der

verkiirzten Schreibweise x (kT) = x(k) usw.. [1.46]: .

XOk) % f(0) + {u'(k)'%'lr tulk—n—FO }

) Ou(k —ny
Lo 30) . 9(0)
+ ® L L wmyue - 1) — O
2 {" iy Ok D = T
) 2 _ o O0) L '
: 2k — ) —970)
tu k=n au_z(kf— m)} +-... | . (6.3)

Wenn fiir f(0) = f(0, 0, ..., 0) = 0 gesetzt wird, gilt fiir G (6.3
20) = {eu®) + ...+ cuk —m} -
+ {coots® (k) + cou(B)u(k — 1) + ... +ewm (k—n)} ... (64)
und in Summenform o - '

o) = ¥

i=0

cu k-1 + ‘; ,go i u (I:c —Duk~H+..
Ersetzt man die Parameter
a=g@nT
‘ Cy = g(iT,jT)Tz-
und fihrt zur Verbesserung der Systembeschreibung die Grenziibergings T -» 0 und
n - o in Gl. (6.4) durch, gilt fiir das ungestérte Systemausgangssignal x°(z) N

X9(e) = f " g u e — v dr,
R 0

-‘+f f gL T)u(t ;‘zl)u(t - ) >d11.d12'+,...v‘ G &6.5)
oodode o T e . e e
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Die in Gl1. (6.5) dargestellte Beziechung wird als Volterra-Reihe bezeichnet. Die Zeitfunk-
tionen g(z,), g (%1, 72), ... nennt man Kerne der Volterra-Reihe. Sie stellen eine nichtpara-
metrische Beschreibung eines nichtlinearen dynamischen Systems dar.

=TTy 7
i ern 1 0rdnung I
{ gt |
1 |
|
{ Kern 2.0rdnung |
alt) I oxw
I 9wl |
|
[ I Bild61 :
] . { Beschreibung eines dynamischen Systems
ot - " durch eine Volterra-Reihe

Die Gesamtbeschreibung des Systems durch eine Volterra-Reihe besteht damit aus der
Parallelanordnung eines linearen Teilsystems und nichtlinearer Teilsysteme beliebiger
Ordnung (Bild 6.1). Jedes der Teilsysteme ist durch einen Kern der entsprechenden
Ordnung gekennzeichnet. Die Schitzaufgabe besteht darin, Stiitzstellenwerte der Kerne
bzw. Parameter sog. Basisfunktionen aus dem gemessenen Eingangs- und Ausgangssignal
u(t) und x(¢) zu ermitteln. Da die Beschreibung der Kerne durch Basisfunktionen keine
praktische Bedeutung erlangt hat, wird sie nicht behandelt; der Leser sei auf die Literatur
verwiesen [6.2, 6.3, 6.4]. Dem Vorteil der Allgemeingiiltigkeit der Beschreibung steht der
Nachteil der groBen Anzahl der zu ermittelnden Stiitzstellenwerte der Kerne gegeniiber.
Aus diesem Grund wird die Volterra-Reihe von Gl (6.5) hiufig nach dem quadratischen
Glied (2.0rdnung) abgebrochen. Die Volterra-Reihe findet bevorzugt Anwendung bei
der Losung von Vorhersageproblemen und bei der Erstellung dynamischer Verhaltens-
modelle in der Medizin, Biologie, Okologie und Wasserwirtschaft. Weitere Vorteile der
Beschreibung sind in der fehlenden Strukturbestimmung und der guten Anwendbarkeit
von Methoden der optimalen Versuchsplanung zu sehen. v '

Als Sonderfall ist in Gl. (6.5) die lineare Systembeschreibung, das Faltungsintegral,
enthalten. Fiir das gestdrte System gilt dann -

T
x(t) = f gD u(t —vdr + z(t). : ' (6.6)
1]
Der Kern 1.0Ordnung, die Gewichtsfunktion g(z), wird durch eine Auswahl ihrer Ordi-
naten (Stiitzstellenwerte)
gG@T); i=01,....m 6.7

beschrieben. Die Schitzung der Stiitzstellenwerte® setzt voraus, da3 der Ausgang des
Systems x(7) mit einer Abtastzeit T zu diskreten Zeitpunkten gemessen wird und das Ein-

. gangssignal »(¢) im Zeitintervall T konstant sowie fiir ¢ < O gleich-null ist. Aus Gl. (6.6)

folgt analog zu den Betrachtungen im Abschnitt 4.2.3 und in Anlehnung an die in
[1.37, 3.1, 3.2] gewihlte Schreibweise:

o U+DT _
x(k)y = 3 u(k —j) - g(z) dv '+ z(k). : . (6.8)

Jj=0 C JIT
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Setzt man in Gl. (6.8).als Naherung:

DT ' )
J. g@)dr=g(GI)T

JT

ein, ergibt sich mit g (T) = g(;)
x(k) = T,;o gD ulk - j) + z(%). ; 6.9

In Gl (6.9) ist die Zahl der Eingangswerte, die den Ausgang x(k) beeinflussen, nich¢
konstant.

Beschrankt man sich jedoch auf Systeme mit Ausgleich, fir die g(z) ~ 0 bei 7 > T,
(T, Ubergangszeit des Systems), und -wahlt eine Beobachtungszeit T = (m + 1) T
~ T,, so fiihrt ein Austausch der oberen Summationsgrenze in Gl. (6.9) von k — 1
auf m zur Beziechung

x(k) = 'Tjgo g(,-) uk — j) + z(k). ‘ © (6.10)

Wiahlt man als Beschreibung des Systems-eine Volterra-Reihe 2. Ordnung - s. Gl. (6.5) -,
werden die Kerne g(z,) und g (z,, 7;) durch eine Auswahl ihrer Ordinaten

g (T), g (iT, jT);

gekennzeichnet. . . _
Unter den bereits fiir das Faltungsintegral formulierten Bedingungen folgt aus Gl. (6.5)
somit - : :

Lj=0,1,2,...,m (6.11)

m J+1)T .
xk) =Y utk—j . g@dr
J=0 Jr -

G+1)T (+1)T

+ io:i ulk —puk - N I g(z1, 72) dvy dv, + 2(k).

JT . JIT
(6.12)
Setzt man in GL. (6.12) fiir

J+1)T ’
f g@)dr =g (JT) T,
, J

T

(J+1)T pi+1)T
g, )dr dr, = ¢ (T, jT) T_z
JT JT

;:in, ergibt sich die Beziehung ‘
=T 3, sDul-)+T* T T gGiutk —Put -+ 0.
S (6.13)

Eine Vereinfachung der bisher abgeleiteten Modelle ist dadurch méglich, daB das nicht-
lineare dynamische Gesamtsystem als Reihenschaltung eines nichtlinearen statischen und
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eines linearen dynamischen Ubertragungsglieds dargestelit wird. Die Beschreibung des
nichtlinearen Teilsystems erfolgt dabei gewShnlich in Form eines Polynoms der Ordnung p

xn (k) = Z Tt *), : L - . (6.149)
=0
wahrend das lineare Teilsystem durch die Gewichtsfunktion g(z) dargestellt 'wird. Tn

Abhingigkeit von der Reihenfolge der beiden Teilsysteme uqterscheidet man das Wiener-
Modell und das Hammerstein-Modell. T :

e — 1 I T e ] i1
- : - ] 1 i
w | LI e Y ) ) ) a Lt “’)> o LI SO

e — e

Bild 6.3. Struktﬁr des )’Iémerstein-Modells

Bild 6.2. Struktur des Wiener-Modells
{ Gewichtsfwtktiqmodell )

{ Gewkhtsﬁmktionsnmdell ) _

Das Wiener-Modell hat die im Bild 6.2 dargestellte Struktur. Daraus resultiert ein
Zusammenhang zwischen Eingangs- und Ausgangssignal in der Form

14 T 1
xXD= Y n (‘[ gDu(t -7 d'z) + 2(2). S (6.15)
1=0 0
Unter den bereits fiir das Faltungsintegral angegebenen Dislq'etisierungsbédipgungen

ergibt sich aus GL. (6.15) - - :

m J+1)T

xk) = ¥ n {Eo ul=n| ) qr} + ().

Setzt man wiederum fiir

T

J+1)T o
f gdr=g(I)T
J

ein, ergibt sich

x(k) = Y n{TZ g uk —ﬁ} + z(k). Y (6.16)
1=0 J=0 .
Béscliriinkt man sich auf Nichtlinearititen 2. Oi-dﬁmi'g, gélangf man aus Gl. (6.16) zu
x(k) = ro +Vr;TJZ° 16)) uk - J) \
+ r,T? i i gD gNuk —uk -j) + étk). 6.17)
i=0J=i o : _ )

Das Hammerstein-Modell hat die im Bild 6.3 dargestellte Struktur. Daraus ergibt sich
fiir den Zusammenhang zwischen dem Eingangs- und Ausgangssignal " -

x(t) = Zp:rxfﬂt)[y(t-—f)]'dt+2@). o (6.18)
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Unter den fiir alle bisher behandelten Modelle festgelegten Bedmgungen erglbt sich aus
Gl (6.18) .

x(k) =

J+1)T

IR

“Mq

g(r)dr + z(k). (6.19)

JT
Setzt man in Gl. (6.19) die Beziehung
J+1)T o
r gx)dr =g(DT
JT

ein, ergibt sich fiir das abgetastete Ausgangssignal’

. - }-4 .
x(k) = .Z‘o r,TJZ:o t (k ~ ) g() + z(k). (6.20)
Beschrinkt man sich auf Nichtlinearititen 2. Ordnung, gelangt man aus Gl. (6.20) zu

306 = 1T T ¢0) + 1T 3, ulk = ) 50)

+ rsz;o u? (k —j) g(j) + z(k). - (6.21)

Damit sind die wesentlichen Beschreibungsformen von Systemen durch Volterra-Reihen
vorgestellt. Sie zeichnen sich alle dadurch aus, daB die zu ermittelnden Kennwerte, d.h.
die Stiitzstellen der Kerne, linear mit dem Ausgangssignal zusammenhéingen. Dadurch
ist die Anwendung der im Abschnitt 5 vorgestellten Schatzverfahren der Regression mog-
lich und in vielen Fillen ausreichend.

6.2.2. Schiitzung der Stiitzstellenwerte der Gewichtsfunktion

6.2.2.1. Entfaltung mit Aunsgleich bei linearen Systemen

Fiir lineare dynamische EingréBensysteme wurde im Abschnitt 6.2.1 aus dem Faltungs-
integral eine Beschreibung des Ein-/Ausgangs-Verhaltens bei Verwendung der Stiitzwerte
der Gewichtsfunktion entsprechend Gl. (6.9) abgeleitet:

MW =T T eDu-Hr®. 6.2

GL. (6.22) liBt sich in eine vektorielle Form iiberfiihren, die die Anwendung des Regres-
sionsverfahrens erleichtert. Zum k-ten Zeitpunkt gilt
x(k) = Tm™ (k) s + z(k) (6.23)
mit : :
m'(k) = [uk), u(k — 1), ...,u(k — m)]
= [2(0), 8(1), ..., g(m)].
Fiir n(n = m + 1) Beobachtungen erhilt man

o) = TMs + 200 (6.2

o

6.2.2. Schétzung der Stiitzstellenwerte der Gewichtsfunktion 26_1

xT(k) = [x(k), x k + 1), ..., x (k + n)]

u(k) etk —m) .
w10 |
uk+n..uk+n-—m

Weist die Stérung z(¢) die Eigenschaften des normalverteilten ,,weiBien Rauschens“ auf
(s. Abschn. 5.2.2), liefert die Methode der kleinsten Quadrate eine erwartungstreue line-
are Schitzung fiir die Stiitzstellen der Gewichtsfunktion der Form

- % [MTM]~! MTx - . (6.25)
mit
§* = [0), £1), ..., &(m)].
Die Schitzung des Ausgangs ergibf sich zu
2(k) = Tm™ (k) §. : (6.26)

Die Ermittlung statistischer Giitewerte fiir die Stiitzwerte der Gewichtsfunktion erfolgt
analog zu den Gleichungen im Abschnitt 5.2.2,

Neben der Methode der Regression wurden zur Schitzung der Stiitzwerte der Gewichts-
funktion die rekursive Regression [1.31] und die stochastische Approximation [6.5, 6.6]
verwendet. Da die Systemstruktur von Gl. (6.23) der des statischen Falles sehr dhnlich
ist, zeigen auch die rekursiven Schitzverfahren die gleichen Konvergenzergebnisse, wie
im Abschnitt 5.4.3 erldutert. Als rekursives Schitzverfahren hat sich die rekursive Re-
gression fur zeitvariante und zeitinvariante Systeme als das leistungsstirkste erwiesen
[1.31].

Im Beispiel 6.1 ist die Ermittlung der Werte der zeitdiskreten Gewichtsfunktion eines
gestorten linearen Systems mittels Regressionsverfahren dargestellt.

6.2.2.2. Korrelationsverfahren

Zur Beschreibung des statistischen Zusammenhangs zwischen dem Ausgangssignal x(¢)
und dem Eingangssignal u(z) eines gestSrten linearen dynamischen Systems kann die
Kreuzkorrelationsfunktion verwendet werden. Es gilt entsprechend Abschnitt 3

R.() = lim —— f ") x (t + ) dr. (6.27)
T2 2T J _ ¢

Beriicksichtigt man in dieser Gleichung, daB der Zusammenhang zwischen Eingangs- und
Ausgangssignal durch das Faltungsintegral entsprechend Gl. (6.28)

x() = f ) g@) u(t — 7)dv + 2() ' (6.28)
. .

bestimmt ist, ergibt sich unter der Voraussetzung, daB das Storsignal z(¢) nicht mit dem
Eingangssignal u(¢) korreliert ist, die Bezichung zwischen der Gewichtsfunktion und der
Kreuzkorrelationsfunktion in der bekannten Form (s. Abschn.3.2.4) zu

R.(¥) = f wg(t)R,,,(‘r ~ f)dr. o (6.29)
]



Beispiel Parameterschiitzung eines linearen Gewnchtﬂunkhonsmodells
6.1 ‘mittels der Regression '
Gegeben: Systembeschreibung
s -
G(p) = . g(@) = [e~t/10 _ e~1[51g-1
A+ 1090 +5-59 baw. g(r) = e eTTIs™
Abtastzeit T = 43, .
Testsignal: Folge aus Plackett—Burman-Pla.n (m+ 1 ="11, Amplitude +1,
) G@samtlange 321,
L Storung NV'(O a2); hochfrequent Storverha.ltms\/az/o'2 =0,13.
Gesucht: Schatzwerte fidr dle Stutmtellen der Gew:chtsfunktlon und dle Ratstreuung 5.
Aus den MeBwerten des Emgangs- und Ausgangssngnals (Blld a und b)

Ergebnis:

o
img iy
ap b - - .‘
RN

.5 L
wurden folgende Stiitzstellenwerte gachﬁtzt:
i 0 1 2 3 4 5.
g@) 0,22099 0,24743  0,21048 0,16113 " 0,11701  0,08249
&) 0,2502  0,2467 0,1873  0,1427 0,242  0,1085
i 6 7 8 . 9 .- 10
g@) 0,05711 0,03910 0,02658 0,01793° 0,01213
£0) 0,0568 0,0346 0,0002 0,0454 - 0,0412

Ratstreuung sg = 0,1105,
‘Ein Verglelch der exakten und geschatzten Stiitzstellen zelgt, daf das Modell relativ
gut ermittelt wird (Bild c).

®F = echfe Werte
N o Schdfzwerte
\
02*_, . ‘\
!
g N N
g(kr)mvl K ‘ '\T o
' ~,
. el
0 10 20 30 %]

£) KT —=
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Unter den bereits fiir das Faltungsintegral im Abschnitt 6.2.1 verwendeten Diskreti-
sierungsbedingungen folgt aus Gl. (6.29) fiir den diskreten Fall ’

Rl = ngmRu.(m R I (630)

Beschrankt man sich auch hier auf Systcme mit Ausgleich, so daB fiir alle j > m gilt
£ (jT) = 0, kann als obere Grenze fiir die Summation m eingesetzt werden.
Nimmt die Verschicbung m verschiedene Werte an, so erhilt man das Gleichungs-

system

R, = TR,s (631)
mit '

RII = [Rux(o)s ceey Rux(m)]

‘Rllll(o) .. ‘Rllll(m)
Ro(m) ... Ru(0)

T = [g‘(O), ceny g(m)]

Wéﬁn die Inverse der Matrix R,, existiert, kann aus Gl. (6.31). folgender Schétzalgorith-
mus unter Verwendung der empirisch ermittelten Korrelationsfunktionen R und R
fiir die' Werte an den Stiitzstellen abgeleltet werden: . :

a_ 1 -1

s = T [le] Rux . (6'32)
mit

= [8(0), ..., g(m)].

Das Problem des Korrelationsverfahrens hegt in der Ermlttlung der Korrelationsfunk-
tionen mit ausreichender Genamgkelt [1.37, 3.3, 4.9]. Werden die Kon'elatlonsfunktlonen
aus gemessenen abgetasteten Werten des Eingangs- und Ausgangssignals gewonnen, sind
die Schétzergebnisse von Gl. (6.32) mit denen von Gl. (6.25) identisch.

6.2.3. Schiitzung der -Stiitzsteilenwerte der Kerne der Volterra-Reihe 2. Ordnung

6.2.3.1. Schiitzung bei Hammerstein-Struktur des Systems

Fiir Systeme mit Hammerstein-Struktur wurde im Abschnitt 6.2.1 >e1'n Modell zur Be-
schreibung des Ein-/Ausgangs-Verhaltens bei Darstellung der Gew1chtsfunktxon durch
Stiitzstellen entsprechend Gl. (6.21) abgeleitet:

x(k) = r°T,;o gU) + rlTJ;o u(k —j)eQ)

+ rle_i u? (k — j) gU) + z(k). - (633)

Gl. (6.33) 14Bt sich ebenfalls in eine vektorielle Form iiberfithren. Zum Zeitpunkt & gilt
Xk =TmT (k) s + 2(k) - (639
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mit .
m* =1 uk),....,ulk —m):uk),..., v (k - m)
sT = [g°:8"(0), ..., g'(m) : g2(0), ..., g%(m)].

Die einzelnen Komponenten des Parametervektors s haben dabei folgende Bedeutung:

£ =10 3 50)
g'\) =reg () (6.35)
g*() = rag (j). )
Fiir #n Beobachtungen erhilt man das Gleichungssystem
x(k) = TMs + z(k) (6.36)

mit
xT(k) = [x(k), x (k + 1), ..., x (k + n)]
1 uk) wou(k—m) u?(k) ot k4+n -
M= [ : : : : ]
1 utk+n)...utk+n—m wE+n..u2k+n—m

Die Schitzung fiir den unbekannten Vektor der Stiitzstellen ergibt sich nach der Methode
der kleinsten Quadrate zu ’

§= 1? [M™)*M'x . 6.37)
mit

5T = [£° 8%(0), ..., g'(m), g%(0), ..., g2(m)].
Wie aus GI. (6.37) zu schen ist, gelingt es fiir diese Modelldarstellung nicht, mit Hilfe der
Regression eine getrennte Schitzung fiir die Parameter der beiden Teilsysteme zu erhal-
ten. Eine Auftrennung ist jedoch zur Deutung vieler untersuchter praktischer Phino-
mene sinnvoll und méglich, wenn vorausgesetzt wird, daB das lineare dynamische Teil-
system einen Verstirkungsfaktor von X = 1 besitzt. Eine Schétzung fiir die K oeffizien-
ten des Polynoms der Nichtlinearitit ist dann durch folgende Beziechungen gegeben:

m m .
1. Aus g°T = ryT Y g()mitK=T Y g() =1 folgt
j=o Jj=o
ro = g°T. ' ‘ _ " (6.38)

2A5T ¥ g'() =T 3 g()mitk = T 3 £() = 1 folgt
=0 J=0 Jj=0
H=T 3 ). ' (6.39)
J=o
AT Y () =KTS gmitK=T 3 g(j) =1 folgt
J=0 J=0 J=0

n=T T g0, B C (6.40)

Beispiel
6.2

Parameterschiitzung der Kerne der Volterra-Reihe 2. Ordnung
(Hammerstein-Struktur) mittels Regression

Gegeben:

Gesucht:

Ergebnis:

Systembeschreibung
— lineares dynamisches Teilsystem

1
P = T, 1090 7259

- nichtlineares statisches Teilsystem
P(w) = ry + riu + ryu®
mit r, = —1,0, ry =20, r, =0,5.
Testsignal: Folge aus einem zentral zusammengesetzten Versuchsplan 2.Ordnung
(Kern: Plackett—Burman-Plan fiir m + 1 = 11, Amplituden +1, +a& = +3,464,
Gesamtlinge 657T).
Abtastzeit T = 4 s,
Stérung NV (0, 02); hochfrequent,
Storverhiltnis v o202, = 0,15.
~ Schiitzwerte fiir die Stiitzstellen der Volterra-Kerne 1. und 2. Ordnung_ ] .
- Stiitzstellen des linearen dynamischen Teilsystems und Parameter der Nichtlinearitiit
- Reststreuung s3. C

Aus den MeBwerten des Eingangs- und Ausgangssignals (Bild a und b)

bzw. g(‘r) = 0’2 [e—rllo - e-tl&] s=1

¥r a
0100 n :
Ry NN
-85 "
21 b f\ o
A ,
xrma _\/v\—\/"] \\,}'\iﬁo
Ak

wurden folgende Stiitzstellenwerte fiir die Volterra-Kerne 1. und 2. Ordnung geschitzt:

i 2@ £'@0) £23() £2()

0 0,08840 0,09614 0,02210 .  0,02146
1 0,09897  0,09764. 0,02474 0,02561
2 0,08419  0,08335 0,02105 0,02234
3 0,06445  0,06521 0,01611 0,01574
4 0,04680  0,04582 0,01170 0,01784
5 0,03300 0,03682 0,00825 0,01084
6 0,02284  0,0193S 0,00571 0,00720
7 0,01564  0,01182 0,00391 0,00498
8 0,01063  0,00306 0,00266 0,00571
9 0,00717  0,01627 0,00179 0,00170
10 0,00485  0,00958 0,00121 0,004 52




266 6. Bestimmung des dynamischen V_er[zézlknly gestorter Systeme
Beispiel Parameterschiitzung der K"eme der Volterra-Reihe 2.Ordoung
6.2 (Hammerstein-Struktur) mittels Regression
Fir den’ Arbeitspunkt g = ~1,0 wurde als Schitzwert $° = —1,0988 erhalten.

Daraus ergeben sich als Schatzwerte fur die Koefﬁnenten der statischen Nichtlinearitit
o = —1,0988, 7y = 1,94269, Fy = 0 5518
und fiir die Stitzstellen der Gewichtsfunktion des linearen dynamischen Teilsystems

i o 1 2 3 4 5

g 0,0442  0,0495 0,0421 00,0322 .0,0234 10,0165
ga) 0,0495 0,003 0,0429 0,033¢ 0,236 .0,0190

i 6 7 8 9 10

g6 |00114 00078 00053 0003 00024
£G) |00103 00061 00016 00084 00049

Kern 1. Ordnung

N " x. echfe Werfe
! AN o Schdtzwerte

0 X s 40
¢l KT —= o == Original
—— Moael!
aosi- Kern 2.0rdnung ' 1 al
.m- . Al
gn |/
' 001 N, . ’ 1 1 : I 1
T ‘ ¥ 2 Y S A
-3 e
: 1 4“9-1- N
0 W, 24 30 s W et
d KT — )]

Die Reststreuung ist 52 = 0,0115. Ein Vergleich der Modelle mit dem Original-
system (Bild c bis €) zeigt, daB sowohl die Parameter des statischen Teilsystems als
auch die Stiitzstellen beider Volterra-Kerne relativ gut ermittelt werden.
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Fiir.die normierten Werte der Stiitzstellen der Gewichtsfunktion gilt

1¢ 7 2( 5
g=59 b g=E9) (6.41)
Ty r2 :

Die abgeleiteten Parameter r; erlauben die Darstellung der statlschen Nlchtlmeantat
eines dynamischen Systems durch ein Polynom der Form P

y=ro+ ru+ ral. ' ' (6.42)

Wie aus Gl. (6.35) zu entnehmen ist, stellen die fiir das Hammerstein-Modell zu schat-
zenden Stiitzstellen g°, g'(j) und g2(j) Produkte der Koeffizienten der statischen Nicht-
linearitit r, und der Abtastwerte der Gewichtsfunktion des linearen Teilmodells g(j) dar.
Die Gesamtzahl der zu schitzenden Parameter betrigt dadurch N=p(m + 1) + 1,
obwohl ‘das Systemverhalten ‘nur durch (m + 1) Stiitzstellen und p nichtlineare Koeffi-
zienten bestimmt wird. Eine getrennte Schitzung der Parameter des nichtlinearen sta-
tischen Teilsystems und der Stiitzstellenwerte der Gewichtsfunktion und damit eine
Parameterreduktion sind durch eine zweistufige iterative Gestaltung der Regresswn még-
lich. Die Methode ist in den Arbeiten [6.7, 6.8] dargestellt. Thre Anwendung ist bei einer
hohen Ordnung p der Nichtlinearitit sinnvoll.

Die Ermittlung der Parameter eines Hammerstein-Modells fiir ein gestortes System
unter Verwendung de_r= Methode der Regression ist im Beispiel 6.2 demonstriert. .

6. 2 3. 2 Schiitzung bei Wiener-Struktur des Systems

Fiir Systeme mit Wiener-Struktur wurde im Abschnitt 6. 2 1 ein Modell zur Beschrelbung
des Ein-/Ausgangs-Verhaltens bei Darstellung der Gew1chtsfunktlon durch Stiitzstellen
entsprechend Gl. (6.17) abgeleitet:

x®) =ro + 1T 3 g)utk ~J)
+ r,T? 2 2 50 g(j) u (k ~uk —j) + z(k).. (6.43)
i=0 J=1 o .
Gl (6 43) 1st ebenfalls in eine vektonelle Form iiberfiihrbar. Zum Zeltpunkt k gilt
} x(k) = T*m" (k) s + z(k) S B ' (6 44)
mit ’

m' =1, u(k); e uk —m), k), uk),uk —1),...,u2 % — m), -
I I it

1 fiir den Teilvektor I
T* ={T fiir den Teilvektor IT
T2 fiir den Teilvektor III

= [go’ gl(o), ceey gl(m), gz (0, 0), gz (0, 1), vy gz (m! m)]'
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Die einzelnen Komponenten des Parametervektors s haben dabei folgende Bedeutung:
g =ro . :
g'y) =rg() (6.45)
£ (,J) = r.g () g()).
Fiir » Beobachtungen erhilt man
x(k) = T*Ms + z(k)

(6.46)

xT(k) = [x(k), x (k + 1), ..., x (k + m)] v

[ wle=m w6 uRuk -1 ...uz(k'—m) ]
lu(k +n).. u(k+n—-m) uz(k+n) u(k+n) uk +n—1).. uz(k+ﬁ—m)

m
1 fiir die Teilmatrix I
"T* = {T fir die Teilmatrix II
T2 fiir die Teilmatrix ITI.
Die Scha'itzung fur den unbekannten Vektor der Stiitzstellenwerte ergibt sich nach der
Methode der kleinsten Quadrate zu
s=Lomooan R ()
mit o . .
§T = [£°, 8'(0), ..., §'(m), £ (0, 0), £ (0, 1), ..., £* (m, m)].

Die Gln. (6.46) und (6.47) sind in gleicher Weise fiir die Schitzung des Volterra-Reihen-
Modells 2.0rdnung giiltig, da eine vektorielle Darstellung der Gl. (6.13) genau den
Gln. (6.44) bzw. (6.46) entspricht — mit verinderter Bedeutung der g (i, /).

Wie fiir das Hammerstein-Modell gelingt es entsprechend Gl. (6.45) auch fiir das
Wiener-Modell nicht, eine getrennte Schitzung fiir die Parameter der beiden Teilsysteme
zu erhalten. Eine nachtriigliche Auftrennung ist jedoch ebenfalls moghch wenn wiederum
davon ausgegangen wird, daB das lineare dynamische Teilsystem einen Verstirkungs-
faktor von K = 1 besitzt. Aus dieser Bedingung und den Bezichungen in Gl. (6.45) folgt
fir die dann giiltigen normierten Koeffizienten r}:

1. ro = g°. ’ ' (6.48)
2. Aus }

TY &) =nT ¥ g3
J=0 J=0
folgt mit

Tjg:o g =1 o ’ ‘ (6.49)

rn=T J;o g'y.
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3. Aus
T* Y g*(Jj) =raT* ), g'G)?
J=0 J=0
folgt mit
g() = g'Niry
m m 2 m
Seon [Zeo) Leon
= T2 .50 j=0 .

rp=r? — (6.50)
30 PR
Fiir die normierten Werte der Stiitzstellen der Gewichtsfunktion ergibt sich
g() = g*O)ir1. _ 6.51)

Die im Abschnitt 6.2.3.1 genannte Methode der zweistufigen Regression zur sofortigen
getrennten Ermittlung der Parameter der beiden Teilsysteme ist auf das Wiener-Modell
nicht anwendbar, da eine geschlossene vektorielle Darstellung des Modellausgangs in
einer fiir das Verfahren erforderlichen Form nicht mdglich ist [6.3]. .

6.2.4. Schiitzung der Stutzstellen der Gewichtsfunktionen in MehrgrﬁBensystemen

Wird eine p-kanomsche Struktur des MehrgroBensystems angenommen, kann die Schat-
zung der Stiitzstellen der Gew1chtsfunktlonen der I Teilsysteme, die auf den i-ten Aus-
gang wirken, in Analogle zu Gl (6 20) erfolgen auf der Basis der Beziehung

x(k) =T Z Z ga(j) us (k = J) + zi(k); (6.52)

&) Jte Stiitzstelle der Gewichtsfunktion g,,(v) fur die Texlstrecke zmschen dem &-ten Emgang
und dem /ten Ausgang
(mg; + 1) Anzahl der Stiitzstellen fiir die Gewichtsfunktion g(7).

GL. (6.52) ist ebenfalls in eine vektorielle Form iiberfihrbar. Zum Zeltpunkt k gilt
x(k) = Tm; (k) s, + zi(k) ‘ (6.53)
mit o :
m-ir(k) = [uy(k) ... uy (k — '_nu) suy(k)...up (b —my): ..
ety (k) ..oy (B — myy))
s = [£140) ... g14(m1)) : 8240) ... gzi(mzi)
o1 8u(0) ---~gt:§mx:)]-
Fiir n Beobachtungen erhilt man
o) = TMs + 7). 659
xi(k) = [x(k), x; (k + 1), ..., %, (k + n)] _
. uy (k) oty (K —myy) ; k) i k — my)
M, =|: s N
yk+n...uyk+n—my)i..juyk+n). u,(k+n—m,,)
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Mit der Methode der kleinsten Quadrate ergibt s1ch d1e Schitzung der Stiitzstellen der
Gewichtsfunktionen zu

8 =

[MTM]-1 MTx, - (6.55)

N|=-

= [£:40) ... §1u(myy) .. gli(o) gu(mu)]-

Damit wurde eine Zerlegung des MehrgréBensystems mit / Eingiingen und m Ausgangen
in m Teilsysteme mit ! Eingingen vorgenommen (s. Bilder6.32 und 6.33).

Bisher wurde davon ausgegangen, daB fiir alle Teilstrecken die gleiche Abtastzeit T
verwendet werden kann. Im Abschnitt 6.6.4 werden verschiedene Strategien zur Wahl der
Abtastzeit T vorgestellt.

' Fiir MehrgroBensysteme p-kanonischer Struktur wird zunachst ausgehend von diesen
Strategien, eine giinstige Abtastzeit T, fiir jede Teilstrecke bestimmt. Durch Festlegung
einer ‘entsprechenden -Stiitzstellenzahl (mg, + 1) fiir jede Teilstrecke sollte zur Verein-
fachung der Versuchsdurchfithrung und der Auswertung: versucht werden, eine gemein-
same Abtastzeit fiir alle Teilstrecken festzulegen. Dann gilt .

T= Ts,, #=1,. oy

Unterschelden sich die Abtastzeiten fiir dle emzelnen Teilstrecken T,, wesenthch ﬁlhrt
die Verwendung einer gemeinsamen Abtastzeit T zu einer ungiinstigen Anzahl von Stiitz-
stellen fiir die Gewichtsfunktionen der Teilstrecken. (Einzelne Teilstrecken haben eine
zu niedrige Stiitzstellenzahl; andernfalls wird die Gesamtanzahl der Stlitzstellen fiir alle
Teilstrecken sehr hoch.)

In einem solchen Fall muB von der Verwendung unterschxedhcher Abtastzeiten fiir die
cmzelnen Teilstrecken ausgegangen werden.

‘In-den Gln.'(6.54) und (6.55) ist dann die skalare 'GréBe T durch eme Dlagonalmatnx

T, der Form » »
Tli ‘ . .
) : .‘... ' }mli + 1
Ty, o
TZi‘ ] ‘ o
= C | ym + 1 SO
T, = T, B (6.56)
Ty,
v‘m“,_*_ 1
. Ty Sl .l

7z ersetzen. Als Schatzvorschrift fiir die Stiitzstellen der Gewwhtsfunktlonen fur den z-ten
Ausgang gilt dann .

§ = I [MIM)™ Mix,. S A (6.57)
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6.3.  Schiitzung der Koeffizienten der Differenzengleichung

6.3.1. Systembeschreibungen und Fehlergleichungen
6.3.1.1. Lineare EingroBensysteme

Eine weitere allgemeine Beschreibung des dynanﬁéchen Verhaltens eines diskreten Systems
erfolgt durch die Differenzengleichung [1.34 bis 1.53, 3.2]. Fiir ein lineares z¢itinvariantes
ungestortes EingréBensystem m-ter Ordnung ist sie gegeben durch

xX°k) +ax° (k-1 + ... + @ x* (k — m) .
= bou (k) + byu(k — 1) + ... + by (k — m). C(6.58)

: Z(z}
1 +
B Bild 6.4

Alz7)
vel z xe X Struktur eines Eingroflensystems

Dabei bedeuten x°(k) die zum Zeitpunkt kT abgetasteten'Werte des ungestorten Aus-

gangssignals und u(k) die abgetasteten Werte des Eingangssignals (Bild 6.4). Der Signal-
wert x°(k) ergibt sich aus Gl. (6.58) rekursiv zu

.x"(k) + i ax®(k—i) = ‘io bu(k —i). (6.59)

In Vektorschreibweise ergibt sich aus Gl. (6.58)
x%k) = m°T(k) s (6.60)
mit .
m°T(k) =[xk —-1)...=x°Ck —m):uk),uk —1)...uk — m)]
[al cQy . bo: bl m]

Fur Systeme mit dominierendem Tragheltsverhalten (. h mchtsprungf'ahjge Systeme)
ist der Koeffizient b, = 0. Deshalb wird in vielen Arbeiten als MeBwertvektor

mTk) = [-x° Gk —1)... —x°(k —m)iuk —1)...u(k -~ m)]
und als Parametervektor '
=[ay...0n:b1...5a]

verwendet.
Mit der Anwendung des Verschiebungssatzes der z-Transformation in der Form

Z{uk - i)} =z"'Z {u(k)} = z"'U(z)
‘folgt aus Gl. (6.59) ' o _
X°@) [+ azt + ... -i;a,-,,'.z"“] U@ [bo + byz! +...bz"1].  (6.61)
Wird fiir | R |
1+ az7! + .. + auz™"] = AE™Y)
o + byz' + ... + bpz™™] = Bz
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gesetzt, erhilt man fiir die AusgangsgroBe:

Bz™YH .
X° : (6.62
@ = ) U(2). )
Fiir das am Ausgang gestorte System gilt mit

X(@) = X°@) + Z(z) (6.63)

und mit der Beschreibung des ungestérten Ausgangs X°(z) ‘
B(z- 1) 6.64
X = =) U@z) + Z(2). . v (6.64)

Wird Gl. (6.64) analog zu den Gln. (6.59) und (6.60) in eine parameterlineare Form um-
geformt, gilt

AZ"Y)X(2) = Bz~Y) U(z) + A(z™Y) Z(2) (6.65)
W) =-Y axtk—i)+ 3 batk-i)+ 3 azk - i).
=1 i=0 i=0
Als Systembeschreibung im Zeitbereich erhdlt man damit in Vektorschreibweise fiir

Gl. (6.65)
x(k) = m"k) s + n*(k) (6.66)
mit o .
n*(k) = z"(k) a,
= [z(k), ..., z (k — m)]
= [ao, A1y ey a,,,].

Aus Gl. (6.66) ist zu ersehen, daB selbst bei unkorrelierter Stérung z(k) durch das Nenner-
polynom A(z-?) eine korrelierte Stérung N*(z) = Z(z) A(z™!) entsteht. -

[T -~ -1 F(@)
| .
Wz Fe sl At l
O, 1
2z
+ Bild6.5
- . Erwelterte Struktur eines Emgraﬂen:ystem
Uizl Blz /A" T

Da aber eine Korrelatlon zw1schen der Storung n*(k) und dem MeBwertvektor m(k)
zu nicht erwartungstreuen Schitzungen fiihrt (s. Abschn. 6.3.2 und [1.44, 1.47]), wurde
von Astrom [1.38] die Systembeschreibung um ein Filter F(z) fiir die Stdrung erweitert.
Dieses Filter hat die Aufgabe, die korrelierte Stérung n*(k) in ein ,,weiBles Rauschsignal®
" v*(k) umzuwandeln. Dadurch wird wieder eine erwartungstreue Schitzung der Parameter
méglich. Die Struktur der erweiterten Systembeschreibung ist im Bild 6.5 dargestelit.
Damit gilt entsprechend Gl. (6.64)

B(z‘ 1

X(z) =222
@ =

U() + F@) V*(z) R (11

iR
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Fiir F(z) wird i.allg. folgender Ansatz gewihlt:

1 *
Fz) = T F¥(2) (6.68)
mit

F*(z) = C(z~Y)/D(z™")
Czh =l +ecz7t + ... + 27"
Dz Y)=[1+dz*+..+dz""]

Neben der Erweiterung der Beschreibung des Systems durch das Stérfilter F(z) spielt die
Art der Fehlergleichung bei diesem Modelltyp eine wichtige Rolle. Wird der Ausgangs-
oder der Eingangsfehler verwendet (s. Abschn. 5.1.4), erhalt man Fehlergleichungen, in
die ein Teil der Parameter nichtlinear eingeht. Es gilt fiir den Ausgangsfehler

E(2) = X@) - X(2) = X() - BEZ'I; v
und fiir den Eingangsfehler
Az
E(2) = U(z) — U(z) = U(z) - "——) X(2).

Die Parameterschétzung fiir diese Fehler ist nur iterativ méglich (s. Abschn. 5.3). Einen
Ausweg bildet die Anwendung des verallgememetten Fehlers (Gleichungsfehler). Fiir ihn
gilt die Vorschrift

¢ Ef2) = X'(z) - U'2) = Az"*) X(2) — Bz~Y) U(2).

! Ziz)
Ulz) + X(D.
< System | —

[

! N

1 1 o H

! Bz Atz ; Bild 6.6

L e N Bildungsschema des Gleichungsfehlers
£ )

Im Bild 6.6 ist das Schema dieser Fehlerbildung angegeben. Die Umwandlung des korre-
lierten Fehlers e (k) — im folgenden mit e(k) bezeichnet — in einen unkorrelierten Fehler
&(k) kann entweder iiber Filter fiir die Signale u(k) und x(k) (Bild 6.7.a) oder fiir den
Fehler (Bild 6.7b) erfolgen. Damit gilt mit der Beziehung Gl. (6.68)

EQ2) = F*2) e(2) (6.69)
fiir den Gleichungsfehler
A(z-1) X(2) — B(z™Y) U(2) = F*z) &(2) (6.70)
und fiir das vollstindige Modell des Systems von Gl. (6.64)
B .
X(@) = T U@z) + A( 5 ——— F*(2) &(2). 6.71)

18 Wernstedt
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Uiz) xa@ un ¢ | X
A i S QU

] ¥

| Bz~ Az

1 I

| |

f >O= |

| gz | Bild67

| | Bildungsmdglichkeiten

| 7 |  des unkorrelierten Fehlers

! %) | a) durch Filterung der Signale (k) und x(k)
e _# ———__  b) durch Filterung des Gleichungsfehlers

e(2)

Das durch Gl. (6.71) beschriebene Modell wird auch als ARMAX-Modell (autoregressive
moving average with exogenous variable) bezeichnet. In der Praxis wird diese Modell-
form am hiufigsten verwendet. Als Sonderfalle konnen aus diesem Modell die in Tafel 6.1
angegebenen Zuordnungen von Schitzverfahren zur entsprechenden Filteriibertragungs-
funktion gebildet werden.

Tafel 6.1. Schitzverfahren und ihre Formfilter F*(2)

Schitzverfahren F*(2) " Literatur

Regression 1 [1.34, 1.38, 1.44, 1.45, 1.47]
Methode der Hilfsvariablen 1 [6.14, 6.15]
Verallgemeinerte Regression ﬁ  16.16, 6.17]
Maximum-Likelihood-Schitzung C(z™Y) [1.38, 6.19]

Um fiir das in GI. (6.71) dargestellte allgemeine Modell eine Beschreibung zur Parameter-
schitzung mit den im Abschnitt 5 bereits abgeleiteten Verfahren zu erhalten, fiihrt man
eine Riicktransformation in den Zeitbereich durch. Damit erhilt man die Differenzen-
gleichung : :

m m . :
xk) + Y, dix(k — i) — y buk — i) = e(k) (6.72)
i=1 i=0
mit -
ek)=—Y dek —i) +ek) + Y cek ~i).
i=1 . i=1 - ]
In Vektorschreibweise ergibt sich fiir den k-ten Zeitpunkt die Beziehung

x(k) = m(k) § + &(k), . (6.73)
wobei
mik)=[-xtk—-1...-xk—-—m):uk)...uk— m):

—etk—1)...—etk—n:etk—1)...e(k —n)]
ein MeBwertvektor und

T = [dy.. G  Bo Bty byt dy. dl]

4

|
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der Parametervektor ist. Schwierigkeiten bereitet in dieser Beschreibung die Ermittlung
der Signalwerte & (k — i). Je nach Wahl der Ubertragungsfunktion des Filters F(z)
konnen durch Gl (6.73) verschiedene Modellstrukturen realisiert werden (s. Ab-
schnitte 6.3.2 bis 6.3.5).

 6.3.1.2. Einfache nichtlineare Eingrifiensysteme

Neben den Beschreibungen des nichtlinearen dynamischen Verhaltens durch das nicht-
parametrische Volterra-Reihen-Modell (s. Abschn.6.2) finden einfache nichtlineare
Modelle, die aus einer Kombination eines linearen dynamischen Systems: (mit L bezeich-
net) und eines nichtlinearen statischen Systems (mit NL bezeichnet) bestehen, €ine breite
Anwendung. Dabei wird im folgenden davon ausgegangen, daB das nichtlineare statische
Teilsystem durch folgende Gleichung hinreichend genau beschrieben wird:

xn(k) = ,éo r e (K). o - (6.74)

Hammerstein-Modell

Wird entsprechend Bild 6.8 davon ausgegangen, daB sich die Nichtlinearitat vor dem
linearen dynamischen Teil befindet, wird diese Struktur Hammerstein-Modell genannt.
Entsprechend der Beschreibung des linearen dynamischen Teilsystems von Gl. (6.58) gilt

xXok) = — i ax®(k —i) + :’Z":o by k —i).

’r‘“ ____________ ": z(k) Bild 6.8
Struktur
—t ——t{C——
ulk) | M yw L XM | x(k)  des Hammerstein-Modells
| S J ( Differenzengleichungsmodell)

Das fiktive Zwischensignal y(k) lautet bei Verwendung von Gl. (6.74)
P
wk) = JZO rt (k). (6.75)

Damit ergibt sich fiir die Beschreibung des Systems mit der Struktur eines Hammerstein
Modells

m ) m [4 w -
Xk =Y ax®k—i)+ Y b Y rad (k —i). , - . :(6.76)
i=1 i=0 Jj=0 ] B ) ’
Wird der konstante Anteil der Signalfolge x(k), der durch den Ausdruck
Foo = Ig Z b;
i=0 _ .
gegeben ist, in Gl. (6.76) getrennt dargestellt, erhalt man mit der Vereinbarung b,r; = b,

m 4 m
x0(k) = roo — ‘Z ax®(k - 1) + ,Z Y btk —i). (6.77)
=1 =1 i=0

Damit gilt in Vektorschreibweise

x0(k) = m'(k) s ) ' ’ " 6.78)
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mit . . : L
m'(k) =1, —x°(k - 1)... —x° (k - m_) u(k) utk —m):
' T urk) ... uP (k — m)] '
= [Foo:@s...m:bsg...0n:

wetbpg oo byl
In Gl. (6.78) wird sehr gut sichtbar, dafl das nichtlineare Hammerstein-Modell als Spezial-
fall das lineare Systemverhalten mit enthélt. :

Tritt eine Storung z(k) auf, ist analog der Vorgehenswelse im linearen Fall die Beschrei-
bung um ein Storfilter zu erweitern und in der Berechnungsvorschrift fiir den Gleichungs-
fehler - s.-Gl. (6.72) — der entsprechende Ansatz aus Gl. (6.77) einzusetzen. Die Ordnung
der statischen Nichtlinearitat wird hiufig auf p = 2 beschriinkt. Da die Fehlergleichungen
bei diesem nichtlinearen Modell auch parameterlinear sind, treten bei der Schitzung
keine prinzipiellen neuen Probleme auf (s. Abschn.6.3.5).

Eine Trennung der gemeinsam geschitzten Parameter 5,7, = b,, der statischen und
dynamischen Teilsysteme ist unter der Annahme, daB der Verstirkungsfaktor des linearen
dynamischen Teilsystems K; = 1 ist, mSglich. Mit Hilfe des Zusammenhangs

konnen die Parameter aus folgenden Beziechungen ermittelt werden:

Bu ,;o. BU
?J = e—— = ™
! 1+ IZI é,
R - . (6.80)
?0 — 00 — 00
Y6 1+ 34
i=0 =1
B' = B‘J/?J.

Die Trennung der Parameter ist bei rein integralem oder differentiellem Verhalten nicht
moglich, da die Verstirkung gegen Unendlich bzw. gegen Null strebt.

Wiener-Modell

Die Struktur eines Wiener-Modells ist im.Bild 6.9 dargestellt. Die Beschreibung ist da-
durch gekennzeichnet, daB das statische nichtlineare Teilsystem nach dem linearen dyna-
* mischen Teilsystem angeordnet ist. Fiir die Beschreibung gelten mit den bereits getrof-

_fenen Vereinbarungen

W) = — Z ay(k—i)+ Z bu(k — i)
(6.81)

e —— 7 1 zth
| . oy Bild6.9

utkd | | L yik) N X% | xtk}  Struktur des Wiener-Modells
L J

( Differenzengleichungsmodell)
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Fiir die Gesamtbeschreibung ergibt sich damit

x%k) = zn: ry [— Yayk-i)+ i bu(k — i)]l.
=0 =0 :

Diese Beziehung kann wieder in eine Vektorbeziehung der Form

x0(k) = m"(k) s

' umgeschrieben werden, wobei der MeBwertvektor b:(k) abgetastete Signalwerte des Ein-

gangs- und des Zwischensignals in.linearer und potenzierter Form, Wechselwirkungen
zu gleichen und unterschiedlichen Zeitpunkten und zeitlich verschobene Wechselwirkun-
gen der Signale selbst enthélt, Die Anzahl der zu ermitteldden Parameter ist dadurch
gegeniiber dem Hammerstein-Modell sehr groB. AuBerdem erfordert die Eliminierung
des fiktiven Zwischensignals y(k), die nur im Fall einer eindeutig umkehrbaren Kennlinie
des statischen Teilsystems moglich ist, eine iterative Ldsungsstrategie [6.9, 6.10, 6.11].
Aus diesen Griinden ist die Anwendung dieser Beschreibung in der Praxis nicht so hiufig.

In den nichsten Abschnitten werden einige wesentliche Schitzverfahren unter Beach-
tung folgender Voraussetzungen niher betrachtet:

- — Die abgetasteten Signalwerte der Einginge u(k) sind ungestort.

- Die Storung z(k) greift additiv ein, und fiir den Erwartungswert gilt
E{z(k)} = 0.

— Die Ordnung m und die Totzeit T, = dT des Systems sind bekannt.
— Die Werte der EingangsgriBen und der Stérung sind unkorreliert, d.h., es gilt

E {z(k) u(k)} = 0. | .

6.3.2. Methoden der Regression

6.3.2.1. Direkte Methode der Regression

Bei der Herleitung der direkten Méthode dér Regression fiir die Parameterschitzung der
linearen Differenzengleichung wird von der Fehlergleichung entsprechend Gl. (6.71)
unter der Annahme, daB-die Fllterubertragungsfunktlon F*(z) = 1 ist, ausgegangen.
Damit gilt 4

&(z) = A(z=Y) X(2) + Bz"Y) U(2). - v - (6.82)

Dies bedeutet, daB das Fehlersignal e(k) = e(k) und damit ein ,,weiBe'siRau'schsignal“ ist.

- Fiir den k-ten Beobachtungszeitpunkt erhilt man fir Gl. (6.82) im Zeitbereich

&(k) = x(k) — m'(k)§

m ) =[xk —1)... —xk—m) ulk~1)...uk — m)]
=lay...a,: by...b,].

Bei Verwendung der bekannten Zielfunktion fiir die Methode der Regression,

mit

J+n-1

Q=2e®ye(k)= Y &(h), ‘ (6.83)
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der MeBwertmatrix M(n) fir n Beobachtungen,

M(n)

[-—-x(j— 1) —x(_] m) u(_] 1) ...u(j—m) ]

—x(G—-1+n-=1).. —x(_] m+n—1) u(]—l+n—1) u(j—'m+n—1)
und des gemessenen Ausgangssignalvektors x(k) fiir » Beobachtungen, :
xT(@) = [x(), x G+ 1), ., x(f + 1 = 1)],
ergibt sich analog zu den Ableitungen im Abschnitt 5.2.2 die Regfeséionsvorschrift zu
§= M) MO M) ). | (6.84)

Die Elgenschaften der Schitzvorschrift und die zu verwendenden numerischen Losungs-
verfahren entsprechen den im Abschnitt 5.2.2 angegebenen.

Schwierigkeiten bei der Inversion der Matrix [M™(n) M(n)] treten nur auf, wenn sich
das Eingangssignal von Tastpunkt zu Tastpunkt zu gering indert und dadurch das System
nicht ausreichend erregt wird. Einen Ausweg -bilden auch hier die Methoden der aktiven
Versuchsplanung (s. Abschn.6.4).

Ein generelles Problem der Schitzung der Parameter der Dxﬂ‘erenzenglelchung mit der
Methode der Regression stellt die Erwartungstreue dar. Unter den oben angenommenen
Voraussetzungen gilt fiir die Schitzung ,

E{g—s=0, | (6:85)

d.h. Erwartungstreue. Allgemein ist dies aber nicht der Fall. Entsprechend den Betrach-~
tungen im Abschnitt 5.2.2 gilt fiir die Erwartungstreue bei Schitzung der Koeffizienten
der linearen Differenzengleichung fiir eine hinreichend groBe Anzahl von Abtastwerten
u(k) und x(k) mit k = j, ..., j +n — 1 bei Verwendung von (6.84) und (6.65)

. E{§} = E{[M"(n) M(n)]~* M"(n) [M(r) s + n*(n)]} | (6.86)
Durch weitere Umformungen erhélt man den fiir die Betrachtungen giinstigen Ausdrqck
E{§ — s} = E {[M(:) MT0)]"*} E {M"(r) n*(n)}. 6.87)

Da der erste Term in Gl. (6.87) nicht null werden kann, :ist Gl. (6. 85) nur zu erfullen,
wenn der Ausdruck : )

E{M*"mn*m)} = 0 ' (689

ist. Werden die einzelnen MeBwerte in die GI. (6.88) eingesetzt, erhilt man
- Ty e

u(j) cu(n=1 Q)

;J(j—m)...z.l(j—m+n—‘l)
xG—=1) cox(-1+n-1)

E{M'(n) n*(n)} = E (6.89)

g_-;t(j—m)...a'c(i—nz+ﬁ—1)_ _n*(j+n.—'l)
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Aus Gl. (6.89) ist zu entnehmen, daB der obere Teil des Vektors Elemente mit dem Wert
null ergibt, da die Stdrungswerte z(k) und damit auch #*(k) mit den Werten der Eingangs-
groBen u(k) laut Voraussetzung unkorreliert sein sollen. Im unteren Teil des Vektors
kommen Ausdriicke der Form

E{x(j—-Dr*(D}=E {x Gg-—-1 [z(j) + ii az(j— i)]} (6.90)

vor. Wird in Gl. (6.90) fiir die abgetastete gestorte AusgangsgrdBe x(k) = x°(k) + z(k)
entsprechend Gl. (6.62) gesetzt, erhalt man

B =00 = E{I0 G -0 + 20 - 01[:0) + F, az -]}
' (6.91)

Der Erwartungswert der Beziehung in Gl. (6.91) wird null und damit die Schiatzung
erwartungstreu, wenn

— die abgetasteten Stérungswerte z(k) null sind oder
- bei vorhandener Storung z(k) die abgetasteten Stdrungswerte unkorreliert sind (,, wei-

Bes Rauschen®) und die durch die Beschreibung verursachte Korrelation durch eine

Filterung mit F(z) = 1/4(z™?) beseitigt wird, d h. der Gleichungsfehler ¢(k) unkorre-

liert ist.

Sind die abgetasteten Signalwerte der Stc")rung z(k) korreliert, liefert die Methode
der Regression verschobene Schitzungen. Einen Ausweg, unter diesen Bedingungen un-
verschobene Schitzungen zu erhalten, besteht in der Verwendung erweiterter System-
modelle (s. Abschnitte 6.3.4 und 6.3.5) und der Verwendung von sog. ,Hilfsvariablen*
(s. Abschn. 6.3.3).

Ein weiteres Problem besteht in der Ermittlung der Kovarianzmatrix

COV{s} =E{(f - s)(§ — 57} : (6.92)

fiir diesen Modelltyp. Analog zu den Betrachtungen im Abschnitt 5.2.2 gilt fiir Gl. (6.92)
COV {8} = E{[M"(n) M(n)]~* M™(n) n*(n) n*"(n) M(n) [M"(n) M(n)]~'}.

(6.93)

Da in der MeBwertmatrix M(n) neben den ungestorten Signalwerten u(k) auch gestorte
Signalwerte x(k) enthalten sind, ist, selbst wenn

E {n*(n) n*"(n)} = o2l (6.94)

gilt, eine Vereinfachung analog zu Gl. (5.31) nicht mehr méglich. In den Arbeiten
[6.12, 6.13] wurde aus GI. (6.93) eine Abschitzung der Form

COV {5} ~ o2 [MT(n) M(n)]"* (6.95)

vorgeschlagen. Thre Aussagekraft ist aber aufgrund der vorgenommenen Vereinfachung
in vielen Fillen nicht ausreichend (s. Abschn.6.4).

Aus GL. (6.95) wird auch ersichtlich, daB eine Filterung des Ausgangssignals zur Besei-
tigung des Einflusses der St6rung immer sinnvoll ist und die Giite der Schitzung ver-
bessert. Ist die Storung tieffrequent (hochfrequent), wird in einer sog. ,Vorfilterung®
durch einen Hochpa8 (TiefpaB) (s. Abschn. 3.4) ihr EinfluB reduziert. Diese Vorﬁlterung



Beispiel Parameterschiitzung eines linearen Differenzengleichingsmodells
6.3 mittels der Regression

Gegeben: Systembeschreibung
5

6@ = (A+p-10s)(1 +p-55)
Mit T = 2 folgt
Glx) = 0,1642'1-+ 0,134z-2 .
1 — 1,489z-1 + 0,548z-2
Testsignal: PRBS-Folge (Linge 15T, Amplitude +2,5, Gesamtlinge 607),
Stérung NV (0, 02); hochfrequent, . Stdrverhaltnis vo?/oZ, = 0,16.

Gesucht: Schatzwerte der Koeffizienten der diskreten Ubertragungsfunktion und die Rest-
streuung s3.

Ergebnis: Aus den MeBwerten des Emgangs- und Ausga.ngssngna]s wurden folgende Parameter
“geschitzt:
i a; 4, b 5,
1 —1,489 -—1,108 0,164 0,162
2 0,548 0,162 0,134 0,216

Die Reststreuung ist s3 = 0,264,
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Das Schitzergebnis zeigt, daB besonders bei den Parametern 4, bei Anwendung der Methode der Re-
gression ein relativ groBer Parameterfehler auftritt. Er ist bedingt durch die Linge der Stichprobe und die
durch die Storung verursachte Nichterwartungstreue der Schitzung bei diesem Verfahren, Dagegen ist
“die. R:etstre:hung 52 relativ klein, was auch am Verlauf der Differenz zwischen System- und Modellaus-
rang deutlich wird.
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-der Ausgangssignalwerte sollte sowohl bei der Verwendung direkter als auch bei den

rekursiven Schitzmethoden erfolgen. Das allgemeine Schema ist im Bild 6.10 dargestelt.
Dije Schitzung der Koeffizienten eines linearen Differenzengleichungsmodells mittels
Regression ist im Beispiel 6.3 dargestellt.

Bild 6.10
Schatzvorschrift Schema einer Parameterschdtzung
mit Vorfilterung des Ausgangssignals

6.3.2.2. Rekursive Methode der Regression
Wie bereits bei der Schitzung der Parameter fiir statische Modelle im Abschnitt 5.4.3

‘besprochen, hat die direkte Methode der Regression einige entscheidende Nachteile:

— Der Speicheraufwand fiir die gemessenen n MeBwertpaare u(k) und x(k) ist hoch.
— Bei neuen MeBwerten muB die Gl. (6.84) jeweils erneut vollstindig gelost werden.
— Der Rechenaufwand zur Inversion der Matrix [MTM] ist hoch.

— Die Eignung fiir die Parameterschiitzung zeitvarianter Systeme ist schlecht.

Diese und andere Nachteile konnen durch eine rekursive Losung des Schétzproblems
beseitigt werden. Von den verschiedenen rekursiven Schitzverfahren wird fiir die
Schiatzung der Koeffizienten der Differenzengleichung die Methode der rekursiven Re-
gression betrachtet, weil sie sich bereits bei der Erstellung statischer Modelle gegeniiber
der Relaxation und der stochastischen Approximation als iiberlegen gezeigt hat. Da die

. ausfiihrliche Herleittng des Verfahrens bereits im Abschnitt 5.4.3 erfolgte, wird an dieser

Stelle nur noch auf die fiir dieses Modell typischen Probleme eingegangen. Beziiglich der
Schreibweise kennzeichnen entsprechend der internationalen Verfahrensweise bei den
rekursiven Schitzverfahren die in den runden Klammern stehendén Argumente den Zeit-
punkt k der Abtastung und nicht, wie bisher verwendet, die Anzahl der Beobachtungen.

‘Wie bereits im Abschnitt 5.4.3 ausgefiihrt, besteht der Grundgedanke der rekursiven
Regression darin, daB durch eine neue Beobachtlmg zum -(k + 1)-ten Zeitpunkt die
MeBwertsitze

m®(k + 1) = [—x(k)... —xk—m+ l)Eu(k)...u(k —m+ 1)] und
S x4+ 1) o

fur die Verbesserung der Parameterschitzung zur Verfligung stehen.
Anuf der Basis der Schatzgleichung von Gl. (6.84) zum k-ten Zeitpunkt

(k) = [M"(n) M(K)]~* M (k) x(k)’ N (6.96)
mit
,F(-k) = [4,(K) ... 8u(K) : by (K) ... ...(k)]
xT(k) = [x (k — I)... x(k)]
mT (k — 1)]

M"(k) [
m'(k)
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erhilt man unter Einbeziehung der neuen: Information zum (k + 1)-ten Zeltpunkt ent-
sprechend Gl. (6. 96)

§h+1)=[M(k+ )Mk +'l)]'1MT(k+1)x(k+'l) 6.97)
mit

STk + 1) =[d(k+1)...dnk + 1) b,k +1)... 0, (k + 1)]

Tk +1)=[xk=1) ... x(k) x (k + 1)]

o= [ 255 )

w4 1) = [=xK) ... —x(k —m + 1) Su(k)...u(k — m + 1)].

Mit diesen fiir das Modell der Differenzengleichung getroffenen Vereinbarungen kann
analog zu den Ableitungen im Abschnitt 5.4.3 die Schitzvorschrift der rekursiven Re-
gression hergeleitet werden. Entsprechend den Gln. (5.82), (5.78) und der im Ab-
schnitt 5.4.3 dargestellten Losungsmethode lautet die rekursive Schitzvorschrift der
Regression N

§(k + 1) =800 + k(k + 1) [x (k + 1) — m™ (k + 1) $R)} (6.98)
mit : |
k(k+1) = PE)ym(k + 1) [1 + mT (k + 1) P() m(k + 1)]~*
P(k + 1) = P() ~ k(k + ) m™ (k + 1) P(K)

P(k) = [M"(k) M(k)]~*.

Damit wird wiederum deutlich, daB sich der neue geschitzte Parametervektor § (k + 1)
aus dem alten Schatzwert §(k) und. der - Addition des bewerteten sog. ,,Pradiktions-
fehlers e (k + 1) ergibt. Der Pradiktionsfehler e (k + 1), der sich aus

ek + 1) = [x(k+1) — m™ (k + 1) §(k)] N 6.99)

berechnet, stellt den Vergleich des abgetasteten Ausgangssignals zum (k + 1)-ten Zeit-
punkt mit dessen Vorherberechnung auf der Grundlage des alten Parametervektors dar.

Wie bereits im Abschnitt 5.4.3 ausfiibrlich-dargelegt; steht dem Vorteil der fehlenden
Inversion bei der rekursiven Regression der Nachteil der geeigneten Wahl der Start-
parameter §(0) und P(0) gegeniiber. Grundsétzlich bestehen wiederum die Mglichkeiten :

- Abschitzung aus einer Schitzung mit Hilfe der direkten Regressxon aus wenigen
MeBwertsitzen,

- Vorgabe von Startwerten -aus der theoretxschen ProzeBanalyse oder vorhergegangenen
Schétzungen, :

~ Wahl der Startparameter der Matnx P entsprechend GL (5 109)
a) bei geringer Stérung: P(0) = cI,  101° < ¢ < 10'5;
b) bei gréBerer Stdrung: P(0) = cf, 10® £ ¢ < 108, :
Dann ist die Konvergenz der Para.meterschatzung relativ unabhanglg vom Start-
parametervektor $(0), der deshalb haufig $(0) = 0 gesetzt wird. :

Sollen die Parameter eines zeitvarianten Systems aktuell ermittelt werden, sind in die
Schitzvorschrift der rekursiven Regression von Gl. (6.98) entsprechend der' Vorgehens-
weise im Abschnitt 5.4.3.2 die Matrizen P(k) durch die gewichteten Matrizen P*(k), die
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entsprechend den Gln. (5.110) und (5.111) berechnet werden, zu ersetzen. Die Wichtungs-
art und die GréBe der Vergessensrate sind entsprechend den Empfehlungen im Ab-
schnitt 5.4.3.2 zu wihlen. '

Insgesamt kann eingeschitzt werden, daB die Methode der rekursiven Regression dann
angewendet werden sollte, wenn

— das System gering gestort ist oder
- die Voraussetzungen fiir eine erwartungstreue Schatzung mit Hilfe eines Regressions-

verfahrens gegeben sind oder
— auf eine erwartungstreue Schitzung verzichtet werden kann, z.B. bei der Realisierung

adaptiver Steuerungskonzepte.

6.3.3. Methoden der Hilfsvariablen

6.3.3.1. Direkte Methode der Hilfsvariablen

Wie bereits im Abschnitt 6.3.2 gezeigt wurde, ist mit der Methode der Regression bei
einem korrelierten Gleichungsfehler keine erwartungstreue Schitzung der Parameter der
Differenzengleichung méglich. Um die Vorteile der Regression zu nutzen und gleichzeitig
eine erwartungstreue Schatzung zu erzwingen, wurde die Methode der Hilfsvariablen
(instramentellen Variablen) entwickelt [1.49, 6.14, 6.15].

Diese Methode beruht auf der Verwendung der Fehlergleichung fiir den korrelierten
Fall in der Form - s. Gl. (6.68) —

E@z) = A(z~") X(z) — B(z™") U(2) (6.100)
und in' Vektorschreibweise fiir » Beobachtungen
e(n) = x(n) — M"(n) §. (6.101)

Die unter Verwendung des Giitekriteriums Q = eT(k) e(k) analog zu Abschnitt 6.3.2
ableitbare Schiitzgleichung fiir die Parameter

§ = [M(n) M(n)]~* M(n) x(n) (6.102)

liefert bekanntlich keine erwartungstreuen Schitzungen. Damit nun bei Verwendung der
in Gl. (6.101) angegebenen Beschreibung die Erwartungstreue erzwungen wird, ersetzt
man in GI.(6.102) die MeBwertmatrix M™(n) durch die Hilfsvariablenmatrix H™().
Die Matrix HT(n) ist dann eme Hllfsvanablenmatnx wenn sie folgende Bedmgungen
erfullt: ,
 E{H'mem} =0 (6.103)

E {H‘r (n) M(n)} positiv definit.

Setzt man die Matrix der Hilfsvariablen in die Schatzgleichung der Regresslon von
Gl. (6.102) ein, ergibt sich die Schitzvorschrift der Methode der Hilfsvariablen zu

' § = [H'(n) M(m)]~* H'(n) x(n). T (6.104)

Es ist leicht zu zeigen, daB unter den in Gl. (6.103) angegebenenBedingungen fiir die
Wahl der Hilfsvariablenmatrix H™(n) die Schatzung auch bei einem korrelierten Glei-
chungsfehler e(n) erwartun gstreu 1st Analog zuden Betrachtungen im Abschmtt 6. 3 2 gllt

E{§ - s} = E{[H() M(n)] 1} E {H(r) e(n)} . (6109)
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und unter Beachtung der Gl. (6.103) :
E{s—s}=0. '

Dem Vorteil der geringen Anzahl der zu ermittelnden Parametér und der giinstigen nu-
merischen Lésung von Gl. (6.104) steht das schwierige Problem der Wah! der Elemente
der Matrix der Hilfsvariablen gegentiber. Allgemein sollten zur Erfiillung der Bedingun-
gen (6.103) die Elemente der Hilfsvariablenmatrix so gewihlt werden, daB sie-stark mit
den ungestSrten Signalwerten in der Matrix M und nicht mit den Werten der Stérung z
korrelieren. Da in der MeBwertmatrix M die Signalwerte der EingangsgroBe bereits un-
gestort sind, besteht das Problem der Wahl der Elemente der Matrix der Hilfsvariablen
vor allem in der Festlegung bzw. dem Ersatz der Signalwerte des gestérten Ausgangs.
Folgende Varianten wurden fiir dieses Problem vorgeschlagen:

Variante 1: Verwendung verschobener Eingangssignale -
Fiir den Vektor der Hilfsvariablen ergibt sich dann
Bk =[-utk~r—1)...=uk—r— m) u(k D...ulk— m)]

: : +(6:106)
Variante 2: Verwendung verschobener Ausgangssignale .

Bei dieser Variante wird der Vektor der Hilfsvariablen durch die Verwendung von um p
Tastpunkte in die Vergangenheit verschobenen Ausgangss1gnalen gebildet, Damit gllt

) =[-xtk-p-1)...—=xtk -p — m) u(k )...u(k. m)]A.

_ (6.107)
Als Intervall fiir die Verschiebung ist m < p < 3m sinnvoll.
Ulz) - X(z)
Bz ——?j— Atz

4

Ez)

| Hitfsmodelt %@ Sehitzvarschrift

Byt A, | - § Bild6.11
Schema der Methode der Hilfsvariablen
bei Verwendung eines Hilfsmodells .

Variante 3: VefWendung geschitzter Werte des Ausgahgssignals eines Hilfsmodells
Mit den geschitzten Werten #5 (k — 1) der AusgangsgrdBe eines Hilfsmodells (Bild 6.11)
erhilt man a '

BTK) = [~Za(k —1)... ~Zg(k —m):utk —1)...utk —m)].  (6.108)
Die Werte %5 (k — i) werden nach der Vorschrift » o " - :
Ru(k) = mT(k) S : , o (6.109)
mit
m'(k) = [-%qk-1).. —xﬂ k—m:uk-1D..utk—-—m)].
S$i=1[8in...dun bin... bunl o

ermittelt. Der Parametervektor des Hilfsmodells §y sollte bei Anwendung der rekursiven
Schatzvorschrift (s. Abschn.6.3.3.2) aus dem geschatzten Parametervektor § durch eine

Beispiel
6.4

Parameterschiitzung eines linearen Differenzengleichungsmodells
mit der Methode der Hilfsvariablen :

Gegeben:

Gesucht:

Ergebnis:

Systembachreibimg
5

Gp) = A+p-10s)(A +p-59)°

Mit T = 2 s folgt
0,164z~1 + 0,134z~2

G6) = {14897 1 0,542
Testsignal: PRBS-Folge (Linge 157, Amplitude +2,5, Gesamtlinge 607),
Storung NV (0, 03); hochirequent,
Storverhaltnis ~/o%/oZs 0?/oZ, = 0,16.

hitzwerte der Koeffizienten der diskreten Ubertragungsfunktion und die Rest-
streuung s3.

Aus den MeBwerten des Eingangs- und Ausgangssignals wurden die folgenden Para-
meter im angegebenen Iterationsschritt geschitzt:

Iterations- 4, da b, 5, s2
schritt
1 -1,11 0,162 0,162 0,216 0,264
5 -1,20 0,255 0,162 0,203 0,270
10 -1,28 0,333 0,163 0,191 0,283
15 -1,33 0,382 0,163 0,184 0,295
20 -1,36 0,413 0,164 0,180 0,304
ir o

SR A
= (UL I T

-3

t—b

L)

xity

Ixlt)-%t

t—h

-

Fortsstzung van Reisniel £.4 a. §. 286
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Beispiel Parameterschatzung eines finearen Dlﬂ‘erenzenglelchungsmodells
6.4 mit der Methode der Hilfsvariablen

Das Ergebnis zeigt, daB der Parameterfehler bei der Methode der Hilfsvariablen von Iterationsschritt
zu Iterationsschritt kleiner wird. Die Ergebnisse im ersten Iterationsschritt sind mit denen der direkten
Regression (s. Beispiel 6.3) identisch. Gleichzeitig wird deutlich, daB mit sich verbessernder Parameter~+
treue die Reststreuung der Schitzung zunimmt. Dies ist auch am Verlauf der Differenz zwischen Modell-
und Systemausgang zu schen. Damit ist das Verhalten der Methode der Hilfsvariablen gegeniiber der
Regression unter Beweis gestellt. Der durch die notwendigen Iterationen erhdhte Rechenaufwand der
Methode der Hilfsvariablen kann durch die Anwendung der rekursiven Vana.nte wesentlich reduziert
werden.

Filterung (s. Abschn.3.4.4.2) der Form

Suk + 1) =( —0)8u®) + Gk + 1 | (6.110)
mit
0,0l Sa <01

gewonnen werden, um starke Schwankungen des Parametervektors‘ zu Beginn der
Schitzung zu vermeiden. Damit erhilt man bei dieser Variante eine Hilfsvariablenmatrix
H{(n) folgender Form fir k = j, ..., j + n — 1 Beobachtungen:

H(n) =
)] o =2 (j—m) gu(j—l) . ou(j—m

: : e : :
(G -1+n-1..=Zg(-m+n-Dju(G-1+n-D...u(j—m+n-1)
(6.111)
Die Parameterschitzung erfolgt iterativ in Stufen

- Schitzung des Parametervektors § aus n Beobachtungén mit der Regression Gl. (6.84),

— Ermittlung der Hilfsvariablenmatrix H(r) nach Gl. (6.109),

- Schitzung des Parametervektors § aus n Beobachtungen mit der Methode der Hilfs-
variablen Gl. (6.104), :

— Test, ob d1e Parameteriinderung von Iteration zu Iteration A§ < Toleranzschranke
erfiillt ist; wenn nicht, werden erneut die letzten drei Stufen durchlaufen.

Diese Iteration ist immer erforderlich, weil zu Beginn der Schatzung die Storung fiber
die geschitzten Parameter § die Hilfsvariablen beeinflut. Damit sind die Hilfsvariablen
mit dem Stérsignal und somit auch mit dem Fehlersignal korreliert. Dies hat zur Folge,
daB die erste Beziehung von Gl. (6.103) zu Beginn der Schitzung nicht erfiillt ist.

Von den drei vorgestellten Varianten hat sich die dritte in der Praxis aufgrund ibrer
Leistungsfahigkeit durchgesetzt. Die direkte Methode der Hilfsvariablen ist bei vorliegen-
den korrelierten Gleichungsfehlern eines der leistungsstirksten Parameterschitzverfah-
ren, das erwartungstreue Schitzungen absichert bei einem gegeniiber der Regression ge-
ring erh6hten Aufwand an Rechenzeit und Speicherplatz. '

Im Beispiel 6.4 ist die Schitzung der Koeffizienten eines Differenzengleichungsmodells
2.0Ordnung mittels der direkten Methode der Hilfsvariablen dargestellt.
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6.3.3.2. Rekursive Methode der Hilfsvariablen

Aus den im Abschnitt 6.3.2.2 genannten Griinden und durch analoge Ableitungen kann
man aus der Schitzvorschrift der direkten Methode der Hilfsvariablen die rekursive
Form der Hilfsvariablenschitzung gewinnen. Entsprechend den Vereinbarungen und
Schétzgleicliungen fiir die rekursive Regression von Gl. (6.98) ergibt sich mit Ersatz des
MeBwertvektors m™ (k + 1) durch den Vektor der Hilfsvariablen AT (k + 1) in der Form

Rk +D)=[-%4gk)... —Zgk —m+ 1 :uk)...u(k—m+1)] (6112)
die rekursive Form der Hilfsvariablenschitzung zu

S+ =3k +k(k+Dixtk +1) — m™(k + 1) $(K)] C(6.113)
mit .
k(k+1)=PE kK + D1 + m® (k + 1) P() A7 (k + D]

Pk +1) = Pk) — k(k + 1) m™ (k + 1) P(k).

Fiir die Wahl der die K onvergenzgeschwindigkeit der Schatzung beeinflussenden Start-
werte §(0) und P(0) gelten die fir die rekursive Regression getroffenen Aussagen. Das
gleiche gilt auch fiir die Gestaltung der Wichtungsfaktoren bei der Schitzung zeitvarian-
ter Systeme.

Neben der Wahl der Startwerte fiir § und P wird die Konvergenzvon der Wahl der Hilfs-
variablen bestimmt. In Gl. (6.112) wurden bereits als Hilfsvariablenwerte die aus einem
Hilfsmodell entsprechend GI. (6.109) berechneten ungestrten Ausgangssignalwerte
Ry (k — i) verwendet (s. Bild 6.11). Sie stellen angenaherte optimale Hilfsvariablen dar
[1.45). Zu Beginn der Schitzung ist es giinstig, im Bereich k = 2m den MeBwertvektor
m* (k + 1) anstelle des Vektors der Hllfsvanablen AT (k + 1) zu setzen, d.h., die Me-
thode der Regression zu verwenden. Danach wird mit dem dann vorhegenden Schitz-
wert fiir den Parametervektor der Hilfsvariablenvektor ermittelt und die Schatzung mit
der rekursiven Methode der Hilfsvariablen fortgesetzt. Wird dieser Hinweis nicht be-
achtet, kann es zu instabilen Schitzungen kommen.

AuBerdem ist es vorteilhaft, den geschitzten Parametervektor §(k) entsprechend
Gl. (6.110) tieffrequent zu filtern, um den EinfluB der Storung z(k) auf die Hilfsvariablen
Xy(k) zu verringern. Diese Filterung reduziert auch die Korrelation zwischen den Hilf's-
variablen und dem Gleichungsfehler. Sie wirkt dhnlich wie der Vorschlag, eine Totzeit
um d Tastpunkte zwischen dem geschitzten Parametervektor $(k) und dem des Hilfs-
modells §; (k — d) vorzusehen {1.51]. Theoretisch muB zur Erlangung der Erwartungs-
treue die Totzeit gleich der Korrelationstiefe des Fehlers bzw. der Stérung gewdhlt
werden. Da das digitale TiefpaBfilter in den meisten Fillen bereits zur Beseitigung der
Korrelation ausreicht, hat sich dieser in [1.52] unterbreitete Vorschlag praktisch nicht
durchgesetzt. ' ' ' ' ' '

Insgesamt kann eingeschitzt werden, daB die rekursive Methode der Hilfsvariablen-
schitzung gegeniiber der rekursiven Regression immer dann angewendet werden sollte,
wenn der Gleichungsfehler korreliert ist und erwartungstreue Schitzungen gefordert

" werden. Der rechentechnisch geringe Mehraufwand besteht in der Berechnung der Hilfs-

variablen aus dem Hilfsmodell entsprechend Gl. (6.109). Gegeniiber der direkten Methode
der Hilfsvariablen besitzt die rekursive neben den rechentechnischen Vorteilen die Eig-
nung zum On-line-Betrieb und zur Parameterschitzung zeitvarianter Systeme.
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6.3.4. Weitere Parameterschiitzverfahren

Neben der Methode der Regression und der Hilfsvariablen sind die ,,verallgemeinerte
Regression“ und die ,Maximum-Likelihood-Schitzung® von besonderer Bedeutung.
Beide Methoden versuchen, eine erwartungstreue Schitzung durch eine Filterung des
korrelierten Fehlers bzw. durch Verwendung eines erweiterten Modellansatzes zu er-
reichen.

6.3.4.1. Methode der verallgemeinerten Regression

Bei der Ableitung der verallgemeinerten Regression wird von der Fehlergleichim g fir den
korrelierten Gleichungsfehler

E@z) = Az"Y) X(2) — B(z~Y) U(2) 6.114)
ausgegangen. Der korrelierte Fehler E(z) soll iiber ein Filter

£*@) = 1/D(z-1) '
in den unkorrelierten Fehler e(z) umgewandelt werden (Bild 6.12). Damit gilt
«2) = dz-Y) ) — Bz O(2) | : - (6.115)

mit
X = x(z by
U(2) = U@z) BzY).

Mit den gefilterten Werten %(k) und #i(k) kann dann wieder eine Regression durchgefiihrt
werden. Das Problem ist die Ermittlung des Filters £*(z). Bevor auf die Bestimmung
eines geeigneten Filters eingegangen weérden soll, werden die grundsitzlichen Beziehun-
gen der verallgemeinerten Regression, basierend auf den Ableitungen im Abschnitt 5.2.4,
niher betrachtet. ' ’

lU(z) l X(z)

1 Dz bz

der Eingangs- und Ausgangsgrofen

itz ¥
Bild6.12 ;
Btz = I Az Schema der Parameterschitzung bei der Filterung .
I &)

Als Giitekriterium wird die bekannte Beziehung
Q0 =e'(k) W-e(k); ' (6.116)
W-! Bewertungsmatrix, Filtermatrix,

verwendet, wobei die Bewertungsmatrix so zu wahlen ist, daB der korrelierte Fehler e(k)
in den unkorrelierten Fehler e(k)_umgeformt wird. Damit gilt

0 = €T(k) W-1e" (k) = &"(k) e(k). , _ . 6.117)
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Mit den im Abschnitt 6.3.1 angegebenen System-, Modell- und Fehlergleichungen ergibt
sich als Schatzvorschrift fiir » Beobachtungen (s. Abschn.5.2.4)

§ = [MT(n) WM )]~ M*(n) W-x (). ' (6.118)
Wenn die Bewertungsmatrix #~! in das Produkt zweier Dreieckmatrizen F* und F
wW- =F'F
zerlegt werden kann, erhalt man aus Gl. (6.118)

§ = [M"(n) M(n)]~* M (%) 2(n) (6.119)
mit
M(n) = FM(n), %(n) = Fx(n).

Gleichung (6.119) entspricht formal dem Algorithmus der Regression, nur daB gefilterte
MeBwerte verwendet werden; s. Gl. (6.84). Da auBer den Systemparametern auch noch
die Parameter des Filters bestimmt werden miissen, erfolgt die Schatzung im Wechsel
von System- und Filterparametern in mehreren Schritten mit der sog. Mehrschritt-
methode, weil die Elemente der Wichtungsmatrix #~* (damit auch der Matrix F) in der
Regel nicht a priori bekannt sind [6.7, 6.16]. Die Bewertungsmatrix F in Gl. (6.119) stellt
cin Filter dar, das die Werte der Eingangs- und Ausgangssignale so transformiert, da
aus dem korrelierten Gleichungsfehler e(k) der unkorrelierte Gleichungsfehler e(k) ent-
steht. Von den vielen Moglichkeiten zur Wahl der Filteriibertragungsfunktion wird ent-
sprechend Gl (6.115) :

¢ F@2 1

o=y = (6.120)

fiir das Verfahren der verallgemeinerten Regression gewdhlt. Die Schitzung der K oeffi-
zienten a; und b, des Systems und der Koeffizienten d4; des Filters erfolgt in den Schritten
(Bild 6.13):

werallg. Regression
mit Biz7) Start
¥ Regression

elk) ——————

. Parameter-
Autoregression des : :
Sschiitzung des

Fehlers elk) Filters

btzy o ___.

N Parameter~ Bild 6.13
verallg Regression mit e ila 0.
ﬂ{z_1}9_75;931 274 gz ;ﬁ’;;’;“gg 965 Struktur der Mehrschrittmethode bei dem Verfahren
der verallgemeinerten Regression
T 1 ST

Schritt 1. Schitzung der Systemparameter ¢, und b; aus den ungefilterten Eingangs-
und Ausgangssignalwerten, d.h. B(z~1) = 1, fiir Beobachtungen (k =j,j + 1, ...,
J + n — 1). Die Schatzung entspricht der Methode der Regression.

Schritt 2. Ermittlung der Koeffizienten d, des Filters auf der Grundlage des mit den ge-
schitzten Parametern 4; und b, nach Gl. (6.72) berechneten Fehlers e(k). Fiir den Zu-

10 Warnasnds
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sammenhang zwischen dem korrelierten und dem unkorrelierten Gleichﬁngsfehler gilt im
Zeitbereich fiir die k-te Beobachtung

ek) = e(k) + die(k — 1) + ... + de(k — 1. (6.121)
Damit kann aus Gl. (6.121) die Fehlergleichung

k) = e(k) — [~de(k — 1) — ... — de(k —1)]
fiir die k-te Beobachtung und das Gleichungssystem fiir » Beobachtungen in der Form
<) = <) ~[~dieG-1) o —de =1

e(_]+n——1)-e(_]+n——1)—[ Jle(]—l+n—1) —.J,.e(j—r+n—1)]

aufgebaut werden. In Vektorschreibweise erhilt man somit fiir das Gleichungssystem
die Beziehung

e(n) = e(n) — E*"(n)d. (6.122)

Bei Verwendung der Methode der Regression erhalt man als Schitzvorschrift fir die
Parameter d, des Filters aus den Werten des korrelierten Fehlers e(k)

d = [E*"(n) E*(n)]~* E*"(n) e(n) » - (6123)

dr = [JI’JZ"-'dr]
e*(n) = [e(), e+ 1),...,e(j+n—1)]
—e(j—1 —e(]—r) ]

—e(j—1+n-1)... —e(;-—r+n—1)

mit

E*T(n) =

Schritt 3. Filterung der Eingangs- und Ausgangssignalwerte mit den neuen Filterpara-
metern entsprechend den Vorschriften von Gl. (6.115) und Schatzung der Parameter 4,
und b, entsprechend der Beziehung von Gl. (6.119).

Mit diesen neu erhaltenen Schitzungen fiir die Systemparameter wird die Schétzstrate-
gie ab dem zweiten Schritt wiederholt, bis das Fehlerkriterium von Gl. (6.117) ein Mini-
mum hat.

Werden die Eingangs- und Ausgangssignale optimal gefiltert, wird der Gleichungsfehler
in ein ,,weiBes Rauschsignal“ iibergehen, und die Parameterschitzung ist erwartungstreu
(s. Abschn. 6.3.2). Der relativ hohe rechentechnische Aufwand durch die Inversionen in
(6.119) und (6.123) kann wiederum durch eine rekursive Gestaltung der Schatzvorschrif-
ten von (6.119) und (6.123) reduziert werden. Im Gegensatz zur blockweisen Abarbeitung
der MeBwerte wird das Filter in jedem Schritt neu berechnet und so jeder MeBwertsatz
mit den aktuellen Filterparametern nach den Beziechungen

2k = 2T dR),  Ak) = (k) dE) (6.124)
mit

xT(k) = [x(k), x (k — 1), ..., x (k — 1]

(k) = [u(k), u (e — 1), ..o u (k — 1))

&y = [1, dy, ..., d]

sttt
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gefiltert. Die Mehrschrittstrategie bleibt auch bei der rekursiven Version erhalten. Fiir
die Schitzvorschrift der Systemparameter gilt analog zu den Bezichungen im Ab-
schnitt 6.3.3.2

. Sk +1) =3k) + k(k + 1) [x(k + 1) — m" (k + 1) §(k)] (6.125)
™ k(k + ) =PE)m@k+1D[1 + m"(k + DPE) mKk + 1)]"*
Pk + 1) = P(k) — k(k + 1) m™ (k + 1) P(k).
Die Filterparameter d, werden analog nach der Vorschrift
dk+ 1) =d(k) + K (k + 1) [e(k + 1) — (k) (k)] (6.126)

Kk+1)=plkek+ [ +e (k+1)ypk ek + DI
pk+1) =yl —KE+1De k+ 1)y
p(k) = [E*T(k) E*(k)]™*

bestimmt. Die mit den Gln. (6.125) und (6.126) realisierte rekursive Schitzung ist in der
Regel aber nicht immer asymptotisch erwartungstreu [6.18]. Dem Vorteil der fehlenden
Inversion von Matrizen steht die Wahl der Anfangswerte fiir die System- und Fllterpara-
meter sowie der Matrizen P(k) und w(k) als Nachteil gegeniiber.

Insgesamt kann eingeschitzt werden, dafi sich der rechentechnische Aufwand gegenubcr
den Methoden der Regression und der Hilfsvariablen beachtlich erhht und dazu gefiihrt
hat, daB die praktische Anwendung gering ist.

6.3.4.2. Maximum-Likelihood-Methode

Die Methode beruht auf der Maximierung der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion des
unkorrelierten Fehlers (k) unter der Annahme, daB sein Verhalten einer Normalvertei-
lung NV (0, ¢2) entspricht. Fiir n Beobachtungen gilt damit fir die leehhood-Funktlon
(s. Abschn.5.1)"

_ ) . k_ 1 . 1 J+n—1 , : v :
. _p<8(k)/s, "= @n)"? o exp( 207 z, ¢ (k)). e

k=J

Das Maximum der Likelihood-Funktion L _wii'd erzielt, wenn der Ausdru_ck

1 J+n—1

Q—'— Y, (k) . | o ,(:6.128)

minimal wird.

Fiir die weitere Betrachtung ist die Strategie der Umwandlung des korrelierten Fehlers
e(n) in den unkorrelierten: Fehler £(k) festzulegen. Die von Astrém und Bohlin
[1.38, 6.19] vorgeschlagene Methode geht von der Fehlergleichung entsprechend Gl. (6.68)
aus. Der korreherte Fehler E(z) w1rd be1 diéser Methode iiber die Beuehung

E() = é(z-l)e(z) o ' . (6.129)
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in den unkorrelierten Fehler s(z) umgeformt. Damit gilt fiir die Fehlergleichung

Ez"Y e(2) = A(z™Y) X(2) — B(z™Y) U(z) (6.130)
oder
_ A(z™Y _ By 6
@) = Gy X~ g V). 6.131)

Aus Gl. (6.131) ist sofort ersichtlich, daB die Parameter 4; und b,; i = 1, ..., m, linear
und die Parameter é,; i = 1, ..., n, nichtlinear in den Fehler £(k) eingehen. Damit kann
das Giitekriterium von Gl. (6.83) nicht mehr direkt analytisch gelést werden. Eine Mog-
lichkeit besteht in der Anwendung der im Abschnitt 5.3 vorgestellten iterativen Schatz-
verfahren. Wird als Schatzverfahren fiir die Parametervektoren

=[Gy, eees B i Byy ey byt by, ey &3] (6.132)

entsprechend den Ableitungen im Abschnitt 5.3 die Newton-Raphson-Methode ver-
wendet, gilt analog zu Gl. (5.75)

giri=g— [36; vo (S)Tlmt]_Jl VO (B)ls=g- (6.133)

Die erforderlichen ersten und zweiten Ableitungen des- Giitekriteriums werden unter
Beachtung des fiir dieses Modell- geltenden Parametervektors Gl. (6.132) nach den in
Gl. (5.76) angegebenen Beziehungen ermittelt. Die iterative Losung erfolgt ebenfalls nach
der im Abschnitt 5.3.2 angegebenen Strategie.

Die Methode der Maximum-Likelihood-Schitzung zeichnet sich durch eine geringe
Empfindlichkeit gegen Stérungen aus und hat sich im Vergleich zu den anderen vorge-
stellten Verfahren bei korrelierten Fehlern in vielen Testfallen als iiberlegen erwiesen
[1.1, 1.44, 1.45, 6.20]. Nachteilig wirkt sich der erhShte Rechenaufwand aus. Die vorge-
schlagene rekursive Version der Maximum-Likelihood-Schatzung [1.45] hat sich aufgrund
der vielen Ndherungen nicht durchgesetzt.

In der Literatur sind eine Vielzahl weiterer Verfahren entworfen und erprobt worden,
die teilweise unter Beachtung weiterer Voraussetzungen an die auf das System wirkenden
Signale ebenfalls sehr gute und effektive Schitzungen der Parameter der Differenzen-
gleichung gestatten. Genannt seien an dieser Stelle

— Erweiterte Matrizen-Methoden auf der Basis der Gl. (6.73), {1.44, 1.45],

— Tally-Methode [6.21],

~ Prior-Knowledge-Fitting-Methode [6.22],

- zweistufige Schitzungen in Form der Ermittlung des parametrischen Modells aus dem
nichtparametrischen Modell der Gewichtsfunktion [1.44].

Thre Anwendungsbreite ist jedoch gegeniiber den ausfiihrlicher vorgestellten] Verfahren
wesentlich geringer.

6.3.5. Parameterschiitzung einfacher nichtlinearer Systeme

Wie bereits im Abschnitt 6.3.1.2 erldutert, kénnen viele technische und nichttechnische
Prozesse auch in der Umgebung des Arbeitspunktes nicht mehr hinreichend durch lineare
Modelle beschrieben werden. Gegeniiber den im Abschnitt 6.2 vorgestellten nichtpara-
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metrischen Modellen in Form der Volterra-Reihen haben die im Abschnitt 6.3.1.2 ge-
nannten nichtlinearen Differenzengleichungsmodelle folgende Vorteile [6.22]:

- Nichtlineare Differenzengleichungsmodelle kdnnen direkt oder durch eine Approxi-
mation aus einer theoretischen ProzeBanalyse gewonnen werden.

— Die Anzahl der Parameter ist wesentlich geringer als beim Volterra-Reihen-Modell.

— Das Modell ist numerisch leicht zu handhaben.

— Die parametrischen nichtlinearen Modelle sind fiir die Ldsung von Vorhersage- und
Steuerungsaufgaben gut geeignet.

Auf der Basis der im Abschnitt 6.3.1.2 angegebenen Modellstrukturen werden in den
folgenden Abschnitten die direkte, die zweistufige und die iterative Schétzstrategie zur
Ermittlung der Parameter vorgestellt. Bei den Ausfibrungen wird vorwiegend das
Hammerstein-Modell betrachtet, weil es relativ einfache Losungen erméglicht und in der
Praxis die breiteste Anwendung gefunden hat. Die Losungen fiir das Wiener-Modell sind
in der weiterfiihrenden Literatur enthalten [6.9]. .

" 6.3.5.1. Direkte Schiitzstrategien

Als direkte Schitzstrategie soll die Ermittlung aller Parameter der vorgestellten System-
beschreibungen durch eine Schitzgleichung bezeichnet werden. Auf der Grundlage der
im Abschnitt 6.3.1.2 abgeleiteten Beziehungen fiir das Hammerstein-Modell gilt ent-
sprechend GL. (6.78)

) (k) = mT(k) § (6.134)
mit |, : .
mk)=[1:—x(k-1)...—xtk—m):uk)...utk —m):
SuP(k)...u? (k — m)]
= [foo:ds...0n: Bo Bm
ceeibpo . bpml.

Mit diesem umgeformten Modellansatz konnen die fiir die Parameterschitzung linearer
dynamischer Systeme entwickelten Verfahren direkt angewendet werden, weil die zu
schitzenden Parameter linear in die Fehlergleichung eingehen. Als Schitzverfahren kén-
nen die Methode der Regression entsprechend Gl. (6.84), die Methode der Hilfsvaria-
blen entsprechend Gl.(6.104), dieMethode der verallgemeinerten Regression entsprechend
GL.(6.119) und die Maximum-Likelihood-Schiitzung entsprechend Gl. (6.133) verwendet
werden [1.44, 1.49, 6.9, 6.10, 6.11]. Die in den Abschnitten 6.3.2 bis 6.3.4 getroffenen
Einschitzungen zur Leistungsfahigkeit der Verfahren gelten auch fiir diesen Modell-
apsatz.

Im Beispiel 6.5 ist die direkte Schitzung der Parameter eines nichtlinearen dynamischen
Systems mit einer Hammerstein-Struktur und der Methode der Hilfsvariablen darge-
stellt. »

6.3.5.2, Mehrstufige Schiitzstrategien

Die mehrstufigen Schétzstrategien gehen davon aus, daB es durch die Gestaltung der auf
das System aufgepriigten Testsignale méglich ist, die Parameter des linearen dynamischen
Teilsystems und die des nichtlinearen statischen Teilsystems getrennt zu schiitzen.
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Beispiel
6.5

Parameterschiitzumg eines nichtlinearen Differenzengleichungsmodells »
mit der Methode der Hilfsvariablen

Gegeben:

Gesucht:

Systembeschreibung (Hammerstein-Modell)
a) statisches Teilsystem

y=—1+ 2u + 0,542,
b) dynamisches Teilsystem

Go) = . :

1+ p-10s)(1 +p-55)

Mit T = 2 s folgt
0,0328 z-1 + 0,0269 z~-2
OO = T 148977 4 054587

Testsignal: Filinfwertige m-Folge (Linge 247, maximale Amplitude +3, Gesamt-

le"fnge 727),
Stérung NV (0, 62); hochfrequent,

Storverhaltnis o2/o2, = 0,13.

Schitzwerte der Koeffizienten fiir die Beschreibungen des statischen und dynamischen

Teilsystems sowie die Reststreuung sz.

¥r

ol ﬂ_'ﬂ
o (0] TNCTOT AT 0] 1

x(t)

%4

-05

Po

Detty-%et)

-
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Beispiel Parameterschiitzung eines nichtlinearen Differenzengleichungsmodells
6.5 mit der Methode der Hilfsvariablen
Ergebnis: Aus den MeBwerten des Eingangs- und Ausgangssignals wurden folgende Parameter
nach der Auftrennung in die Teilmodelle im jeweiligen Iterationsschritt ermittelt:
Parameter- Iterationsschritt
wert 1 20
Fo —2,787 —4,402
71 1,864 2,060
7y 0,3880 0,527
a4 —1,069 —1,424
4, 0,123 0,464
b, 0,0249 0,0218
b, 0,0291 0,0182
sz 0,063 0,077

Die Ergebnisse der Schitzung zeigen, da8 die Methode der Hilfsvariablen gegeniiber der Regression
(erster Iterationsschritt) den Schatzfehler der meisten Parameter reduziert. Der groBe Fehler des Para-
meters des Arbeitspunktes 7o kann reduziert werden, wenn das Testsignal tiber lingere Perioden den Wert
null hat, Am Verlauf der Differenz zwischen System- und Modellausgang ist wiederum zu erkennen, daB
bereits eine gute Nachbildung des Systemverhaltens erfolgt.

Dig erste Strategie besteht in der Ermittlung der Teilsysteme in folgender Reihenfolge:

Nichtlinearitdit — Linearitit

Diese Vorgehensweise ist fiir das Hammerstein-Modell besonders geeignet. Fiir das
Wiener-Modell mu8 eine eindeutig umkehrbare Kennlinie der Nichtlinearitit voraus-
gesetzt werden. Die Parameterschitzung erfolgt in zwei Stufen:

Stufe 1. Ermittlung der statischen Modellparameter r; aus n Versuchen um den Arbeits-
punkt mittels Regression; s. Gl. (5.47).

Stufe 2. Ermittlung der Modellparameter 4, und b, fiir das lineare dynamische Teil-
system aus den mit dem nichtlinearen Teilmodell aus Stufe 1 berechneten Zwischensigna-
len §(k) und den gemessenen Ausgangssignalen x(k). Als Schitzverfahren kénnen die
Regression — Gl. (6.84) — und die Hilfsvariablenschitzung — Gl. (6.104) ~ verwendet
werden. Die zu verwendenden Systemgleichungen haben folgendes Aussehen:

a) Hammerstein-Modell
x(k) = mTs + n*(k) (6.135)
mit
m'k)=[-xk-1D...—xtk —m): yk)...y (k - m)]
sT=1[ay...a,: by...ba];
b) Wiener-Modell
y(k) = m'(k) s + n*(k) (6.136)
mit’
mk)y=[-yk-1D...—yk —m) u®)...uk — m)]

ST =[ay...qm:bg... 0yl
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Die zweite Strategie ermittelt die Parameter der Teilsysteme in folgender Reihenfolge:

Linearitdt — Nichtlinearitit

Diese Strategie setzt einen linearen Bereich der statischen Kennlinie voraus und ist dann
fiir das Hammerstein- und Wiener-Modell gleichermaBen geelgnet Die Schitzung wird
wieder in zwei Stufen durchgefiihrt:

Stufe 1. Ermittlung der Parameter 4; und b, fiir das dynamische Teilmodell mit einem

Testsignal, das das System nur im linearen Bereich aussteuert. Hierzu werden die Re- .

gression oder die Methode der Hilfsvariablen verwendet.

Stufe 2. Ermittlung der Parameter #, aus den berechneten Zw1schen51gnalwerten y(&)
sowie den Eingangssignalwerten u(k) beim Hammerstein-Modell und den Ausgangs-
signalwerten beim Wiener-Modell mit der Methode der Regression.

Wie umfangreiche Untersuchungen in [6.10] gezeigt haben, sind fiir beide Modellstruk-
turen mit diesen Strategien gute Ergebnisse moglich. Beachtet werden sollte, daB es sinn-
voll ist, die Verstirkung des linearen dynamischen Teilsystems auf 1 zu normieren, da
die Verstirkung des Gesamtsystems den Teilsystemen nicht eindeutig zugeordnet ist.

6.3.5.3. Iterative Schiitzstrategien

Bei den iterativen Schatzstrategien wird davon ausgegangen, daB die Parameter der Teil-
systeme auf der Grundlage von »n beobachteten Werten der Eingangs- und Ausgangs-
groBen u(k) und x(k) abwechselnd geschatzt werden [6.9, 6.10, 6.11]. Das Zwischensignal
y(k) wird in die Schitzung einbezogen, und im Gegensatz zu den zweistufigen Verfahren
sind keine gesonderten Versuche notwendig, wenn die an dem System anliegenden Signal-
werte von u(k) die Amplituden- und Frequenzbereiche des Systems ausreichend aussteuern
bzw. anregen. Die iterative Schitzstrategie hat sich besonders fiir das Hammerstein-
Modell bewdhrt [6.9, 6.11]. Beim Wiener-Modell treten bei Stérungen am Ausgang Pro-
bleme auf [6.10]. Die Strategie wird in zwei Schritten realisiert: )

Schritt 1. Schitzung der Parameter 4, und 5, des linearen dynamischen Teilsystems aus
Ausgangssignalwerten x(k) und den aus den Eingangssignalwerten u(k) und den Para-
metern des nichtlinearen statischen Teilsystems #; berechneten Zwischensignalen j(k):

(k) = ,‘fﬂo P (K). ' (6.137)

Als Startwerte werden die Signalwerte y(k) = u(k) verwendet. Damit ergibt sich als
Schatzvorschrift analog zu Gl. (6.84)

= [Mi(n) My (n)]~* Mi(n) x(n) (6.138)
mit
mk) =[-xtk —1)... —x (k = m): §(k)... $ (k — m)]
§1 =16,...80bo...5,).

Schritt 2. Schitzung der Parameter #; des nichtlinearen statischen Teilsystems auf der
Grundlage der im ersten Schritt ermittelten Parameter des dynamischen Teilsystems. Ent-
sprechend Gl. (6.76) gilt mit den geschétzten Parametern 4; und b, fiir die k-te Beobach-
tung

xk) +&x k-1 = bu k)¢ : : g (6.139)

sl Bl v
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mit
Tk =1)=[xtk—-1)...x(—m)

1 ukk) 13(k) ... u?(k)
v = |1 P : .
1 utk—m) Wk —m)...u*(k —m)

Mit Anwendung der Methode der Regression erhilt man fiir » Beobachtungen die
Schatzvorschrift fiir die Parameter der statischen Nichtlinearitit zu

# = [M3(n) My()]~* M3(n) x,(r) (6.140)
mit
mYK) = [Bo, vy B 2 Bott (K) ... byt (k — m) :
.. b (K) ... b (k — m)]
x3(k) = [x(k) + @x (k - 1)].

Die Schitzergebnisse werden wieder im ersten Schritt eingesetzt und die Iterationen so
lange fortgesetzt, bis Abbruchschranken fiir die Parameteranderungen bzw. fiir das Giite-
kriterium erfiillt sind. .

Die Vorteile der iterativen Schitzstrategie bestehen
— in der geringeren Parameteranzahl
— in der fehlenden Parametertransformation
- in der Méglichkeit der sehr guten Einbindung von A-priori-Informationen.

Probleme bestehen bei der Echtzeitmodellbildung und dem Nachweis der Konvergenz
[6.9, 6.10].

6.4. Entwurf von Testsignalfolgen

6.4.1. Notwendigkeit und Ziele

Wenn es méglich ist, zur Ermittlung des dynamischen Verhaltens eines Systems die
Eingangssignale gezielt zu verindern, muf} die Frage nach dem Entwurf von Testsignal-
folgen beantwortet werden. In der Vergangenheit haben sich zwei grundsatzliche Wege
des Entwurfs herausgebildet.

Der erste Weg geht davon aus, daB fiir ein gewdhltes Modell und ein Schitzverfahren
auf der Grundlage von Optimalititskriterien der Versuchsplanung Testsignalfolgen ent-
worfen werden [6.2, 6.3, 6.4, 6.12, 6.24, 6.25, 6.26].

" Der zweite Weg basiert auf der Uberlegung, daB das Leistungsdichtespektrum des
Testsignals so zu entwerfen ist, daB das Signal den interessierenden Frequenzbereich des
Systems ausreichend anregt. Da dieser Bereich selten bekannt ist, wurden Testsignale
entworfen, die die Eigenschaften eines weien Rauschens gut anndhern und gleichzeitig
einfach zu realisieren sind [1.37, 1.46, 1.47, 6.27 bis 6.29, 3.3, 4.10]. Zu dieser Gruppe von
Signalen gehéren die pseudostochastischen bindren Testsignale (PRBS-Folgen) fiir lineare
dynamische Systeme bzw. die pseudostochastischen mehrwertigen Testsignale (m-Folgen)
fiir nichtlineare dynamische Systeme. Auf ihre Erzeugung und ihrer Anwendung soll nun
zunichst eingegangen werden.
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6.4.2. Pseudostochastische biniire Testsignale

Zu den in der Vergangenheit am hiufigsten angewendeten Testsignalfolgen bei der Iden-
tifikation dynamischer Systeme gehéren die PRBS-Folgen (pseudo-random-binary-
signals). Eine pseudozufillige Bindrfolge ist eine zweiwertige Folge, deren Werte nur zu
bestimmten, Aquidistanten Zeitpunkten wechseln diirfen und die sich nach einer bestimm-
ten Zeit T, = LT (Periodendauer) wiederholen. Dabei bedeuten L Anzahl der Takte je
Periode; T Taktzeit, Abtastintervall.

Sie wurden mit dem Ziel erstelit, diskrete Signale zu erzeugen, die in bestimmten Be-
reichen die Eigenschaften des weiBen Rauschens nachbilden. Sie knnen unter Verwen-
dung eines riickgekoppelten Schieberegisters, das aus NR Stufen mit den Zustinden

Lmod 2-Addition I
T PRS-
E2E Folge Bild 6.14

Grundstruktur eines Schieberegisters
zur Erzeugung von PRBS-Folgen

N
S
-

Taktimpuls

z¥=(0,1); i =1,..., NR, besteht, erzeugt werden. Die Grundstruktur eines solchen
Registers ist im Bild 6.14 dargestellt. Fiir NR Registerstufen erhalt man eine PRBS-
Folge der Periodenlinge L = 2¥® — 1, (Der Zustand ,,Null“ in allen Registerstufen muf
ausgeschlossen werden.)

Tafel 6.2 zeigt eine Auswahl in der Praxis hiufig verwendeter PRBS-Folgen mit den
verwendeten Stufenzahlen NR, den Riickkopplungsfaktoren ¢; und der je Periodendauer
T, auftretenden Anzahl verschiedener Binirkombinationen bzw. der Folgenldnge L.

Tafel 6.2

Stufenzahl Riickkopplungsfaktoren L=2N_1 Bzgxhgwen sur Erzeugung
NR i einiger PRBS-Folgen

2 11 3 mit Schieberegistern

3 1 01 7

4 1001 15

5 01001 3

6 100001 63

7 001 00O0OT1 127

9 0001000O0O0T1 511

Die z.B. mit dem vierstufigen Register bei den angegebenen Riickkopplungen und den
Anfangsbelegungen der Registerstufen 0 1 1 1 erzeugte Folge hat den im Bild 6.15 dar-
gestellten Verlauf.

ult)

l
A L 1 q 1 1 F_T ) L

|

|

Bild6.15
PRBS-Folge
aus einem vierstufigen Schieberegister

L

peLT N

.AL
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Um den arithmetischen Mittelwert niherungsweise zu null zu machen, wurden die zwei
Zyustinde der durch das Schieberegister erzeugten biniren Folge mit + 4 und —A4 an-
genommen. Dann gilt

L

ﬁ =
Fiir den quadratischen Mittelwert folgt
1 L
== % u¥k) = A%, 6.142)
L k=1

Die Autokorrelationsfunktion der Folge ist durch die Beziehung

1 L
Rym) = T Y, u(@)uli +m) (6.143)
i=0

definiert und hat den im Bild 6.16 angegebenen prinzipiellen Verlauf.
Ryl
AZ

Bild 6.16
12934393 7] LT, Autokorrelationsfunktion
_if | _—— _/ ‘\_-_ ml giner PRBS-Folge

Die dargestelite Funktion ist periodisch mit der Periodenlénge L. Es gilt

4% fir m=iL; i=0,12,...

Ru(m) =1 42 (6.144)
—-1— sonst.

Fiir groBe Folgenlingen L wird die Funktion immer besser an die Korrelationsfunktion
des idealen weiBen Rauschens angenihert. Ahnlich verhilt es sich mit dem zur Auto-
korrelationsfunktion im Frequenzbereich dquivalenten Leistungsspektrum. Es ergibt
sich aus der Wiener-Chinschinschen Beziehung (s. Abschn.3.2.3) zu

Su(@) =+ j " R et dr : (6.145)
T )

und nimmt fiir PRBS-Folgen folgende Form an:

Sy = 24 [a(w) FE+D Y sin? (%)a(w - nwo)]; (6.146)

L? n=—ow

&(w) Dirac-Impuls.

Gl. (6.146) beschreibt ein Linienspektrum, wobei die einzelnen Spektrallinien an den

“Stellen @ = nw, = n2x/LT auftreten.
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Der prinzipielle Verlauf des Linienspektrums einer PRBS-Folge ist im Bild 6.17 dar-
gestellt. .

Wird bei gleicher Folgenlinge L die Abtastzeit T verringert, streckt sich das Leistungs-
spektrum in Richtung der w-Achse und erreicht im Grenzfall das Leistungsspektrum des
weiBen Rauschens: S, (w) = S, = const.

‘SUU (w)

_4m Jx
I gz Bild6.17
Z Leistungsdichtespektrum
einer PRBS-Folge

Bei der Identifikation dynamischer Systeme kann folglich-durch Wahl entsprechender
Folgenlingen L und der Abtastintervalle T die PRBS-Folge 'so gestaltet werden, daB ihr
Frequenzspektrum beziiglich der dominierenden Spektralanteile des Systems als weiBes
Rauschen anzusehen ist und dadurch alle interessierenden Frequenzen anndhernd gleich-
miBig angeregt werden. Eine ausfiihrlichere Darstellung des Zusammenhangs zwischen
den Systemeigenschaften und der Wahl der Abtastzeit T ist im Abschnitt 6.4.4 gegeben.

Wird als Modell des linearen dynamischen Systems das Faltungsintegral (bei Darstel-
lung der Gewichtsfunktion durch Stiitzstellen) entsprechend Gl. (6.10) verwendet, ergibt
sich fiir eine PRBS-Folge mit den Eigenschaften entsprechend Gl. (6.144) aus der Schétz-
vorschrift nach Gl. (6.25) die vereinfachte Schitzgleichung (bei m + 1 = L > n und
n > 50) ' ' )

1

A%nT

A
s =

M'x : - (6.147)

sowie als Kennwerte fiir die Giite der Schitzung

P 202
var g0} = (6.148)
2 ' :
cov {&() £()} = A;;'Tz- , (6.149)

Ausgehend von Gl. (6.32) ergibt sich auch fiir das Korrelationsverfahren unter Beriick-
sichtigung der Eigenschaften der Autokorrelationsfunktion fiir. die PRBS-Folge ent-
sprechend Gl. (6.144) eine Vereinfachung der Schitzvorschrift (unter der Voraussetzung
A2 > A?*L): : :

Al, 7 R (6.150)

§=
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6.4.3. Pseudostochastische mehrwertige Testsignale

Ist zur Systembeschreibung ein nichtlineares Modell erforderlich, geniigt es nicht mehr,
das verwendete Testsignal auf zwei Stufen zu variieren. In Abhéngigkeit von der Art der
Nichtlinearitit miissen mindestens d = 3 oder mehr Niveaus verwendet werden. Die
bisher am haufigsten fiir diese Problematik eingesetzten Testsignale sind die mehrwerti-
gen pseudozufalligen Folgen (m-Folgen), deren Werte wie bei den PRBS-Folgen auch
nur zu bestimmten, Aquidistanten Zeitpunkten wechseln knnen und sich nach L Abtast-
schritten wiederholen. Die Festlegung der Wertigkeit der Folgen wird in praktischen
Fillen meist von der Art der einstellbaren EinfluBgroBen bestimmt. Unter diesem Aspekt
stellt die Stufenzahl d = 5 eine sinnvolle obere Schranke dar.

| mod p - Adation

55

* ¥ *. , Grundstruktur eines Schieberegisters
l % I ‘2 l ull.d m-Folge zur Erzeugung mehrwertiger Folgen

Taktimputs

Die mehrwertigen Folgen werden ebenfalls unter Verwendung eines riickgekoppelten
Schieberegisters erzeugt, wobei die einzelnen Riickkopplungen iiber eine mod p-Opera-
tion in die erste Registerstufe eingespeichert werden (p Primzahlen 5, 7, 11, 13,...).
AuBerdem konnen die Riickkopplungsfaktoren ¢; im Unterschied zu PRBS-Folgen von
1 verschiedene Werte annehmen. Die Grundstruktur eines solchen Registers ist im
Bild 6.18 dargestellt.

Fiir NR Registerstufen erhilt man m-Folgen der Periodenlinge L = d™* — |,

Tafel 6.3. Bedingungen zur Erzeugung einiger mehrwertiger Folgen mit Schieberegister

Wertigkeit Stufenzah! Riickkopplungsfaktoren L=g" -1
d NR Cy

3 2 B -1 1 8
3 3 01 -1 26
3 4 0 0 -1 +1 80
3 5 00 0 +1 -1 242
5 2 31 24
5 3 20 1 124
5 3 21 2 124
5 4 20 2 1 624
5 4 20 2 4 624
5 4 21 0 1 624
5 5 20 0 0 3 3124
5 5 20 0 2 0 3124
5 5 20 0 4 2 3124

‘Tafel 6.3 zeigt fiir eine Auswahl von haufig verwendeten drei und fiinfwertigen m2-
Folgen die verwendeten Registerstufen NR, die Riickkopplungsfaktoren ¢, und die
Folgenlinge L. - '
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Die z. B. mit einem dreistufigen Register mit den Riickkopplungsfaktorenc, = 0, 1, —1
erzeugte Dreiwertefolge ist im Bild 6.19 dargestellt.

uft)

1 00 HﬂHF,
oo Uu L UU;

~

m-Folge
aus einem dreistufigen
Register

~]

BeLT

Der Verlauf der Autokorrelationsfunktion kann fiir drei- sowie fiir fiinfwerti ge pseudo-
stochastische Testsignale wie folgt beschrieben werden:

ZdNR

fir m=IiL; i=012,.

— NR
Ralm) = 1247 g m=i-§—; i=1,3,5,.. | (6.151)

0 sonst.

Im Bild 6.20 ist der prinzipielle Verlauf der Autokorrelationsfunktion fiir drei- und fiinf-
wertige pseudostochastische Testsignale dargestellt. Der quadratische Mittelwert ent-
spricht dem Spitzenwert von R,,(0) und ist gleich

ZdNR

=—Z=®

— 2 (6:152)

Der arithmetische Mittelwert ist # = 0. Durch die drei- und fiinfwertigen Folgen wird
die Autokorrelationsfunktion des weiBen Rauschens gut approximiert.

g7
e :
, %— L Bild 6.20
1 2 ;; 4' * - - o Autokorrelationsfunktion
- \[ ~ einer mehrwertigen pseudostochastlschen
- %L l . Testfolge

Fir das Leistungsspektrum dieser pseudostochastischen Folgen ergibt sich

B=—w

NR @© . . :
Su(w) = d Y (1 — e sin? (_1;_;1) 8 (0 — nwo); (6.153)
8(w) Dirac-Tmpuls. ' : '

Gl (6.153) beschreibt ein Linienspektrum, wobei die einzelnen Spektrallinien an den
Stellen @ = nwo = n* 4n/LT auftreten. Der prinzipielle Verlauf des Linienspektrums
drei- und fiinfwertiger Folgen ist im Bild 6.21 dargestellt. Die fiir das Leistungsspektrum
der PRBS-Folgen erlduterten Zusammenhinge (s. Abschn.6.4.2) gelten hier sinngemiB.

Die drei- und fiinfwertigen Pseudozufallsfolgen kénnen zur Parameterschitzung von
nichtlinearen Modellen entsprechend den Gln. (6.33), (6.43) und (6.78) eingesetzt werden,
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wobei allerdings keine die Giite der geschitzten Modelle betreffenden Kriterien optimiert

werden. Bei Verwendung besonderer nichtlinearer Modelldarstellungen ist es fiir die
Korrelationsmethode mdglich, wesentliche Vereinfachungen bei der Messung und Aus-
wertung zu erreichen [6.30].

Siyu () 4gMR
\ a L
Bild 6.21
Letstungsdtchtespektrum
et TN drei- und finfwertiger Pseudozufallsfolgen
_ AT s 4o 2 i
T T 7T T T

6.4.4. Entwurf optimaler Testsignalfolgen
6.4.4.1. Optimale Testsignalfolgen fiir die Gewichtsfunktion

Der Entwurf optimaler Testsignalfolgen fiir die Ermittlung der Stiitzstellen der Gewichts-
funktion béruht auf der Ubertragung optimaler Versuchspline fiir statische Modelle in
den dynamischen Bereich. Da die Beschreibung des Gewichtsfunktionsmodells

% = Tm"§ , . (6.154)

der allgemeinen Systembeschreibung fur statische Systeme entspricht und als Parameter-
schitzverfahren die Methode der Regression verwendet werden kann, haben alle im
Abschnitt 5.2 abgeleiteten Zusammenhdnge zur optimalen Versuchsplanung auch bei
diesem Modell ihre Giiltigkeit. Damit kann der Zusammenhang zwischen der Modell-
giite und den Werten der Eingangssignalfolge ebenfalls durch die Beziehungen

COV {5} = ‘Tl? MTM]- o ~ (6.155)

var {#} = —17 m® [MTM]~* ¢*m (6.156)

ausgedruckt werden. Folglich gelingt es auch im dynamlschen Fall, durch Einfiihrung
der Informatzonsmatrzx

un=—WW] o - (6.157)

Kntenen der D-, A- und G-Optimalitit abzulelten und bei der Erstellung von Tcsts1gna1-
folgen zu nutzen.

Der wesentliche Unterschied zur stattschen Betrachtungswelse besteht h1erbe1 darin,
daB der Versuchsplan ¥, fiir ein dynamisches System aus einer Versuchsfolge gebildet
werden muBl. Die Werte in den einzelnen Spalten des Versuchsplans konnen somit nicht

-mehr unabhingig voneinander festgelegt werden.

Wirkt auf ein dynamisches System mit einer Ubergangszeit von T (m + 1) T eine

‘Eingangsfolge {u(k)} = u(0), u(1), ..., wird das Ausgangssignal x(¢) zu jedem Zeitpunkt
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t =kT; k < m+ 1, entsprechend Gl. (6.10) durch m + 1, dem Zeitpunkt ¢ = kT
vorhergegangener Eingangssignalwerte bestimmt, deren Einfliisse auf x(¢) durch die
Stiitzwerte g(j) gewichtet sind. Diese m + 1 Eingangssignalwerte lassen sich folglich fiir
die verschiedenen Zeitpunkte k7T in einer Tabelle zusammenfassen, die als Versuchsplan
fiir ein dynamisches System aufgefaBt werden kann. Der Ubergang von der zeitlichen
Folge {u(k)} zu einem derartigen Versuchsplan wird durch Tafel 6.4 illustriert. Aus dieser
Darstellung wird ersichtlich, daB die gesamte Information, die den Wert der Ausgangs-
gréBe x(¢) zu jedem Zeitpunkt t = kT beeinfluBt, in einem Versuchsplan mit m 4 1
Spalten enthalten ist. Die erste Zeile besteht aus den ersten m + 1 aufeinander folgenden
Werten der Testfolge. Alle folgenden Zeilen des Planes ergeben sich durch Verschiebung
der Werte der vorhergehenden Zeile um jeweils eine Spalte nach rechts und Hinzufiigen
des aktuellen Wertes von links, woraus eine fiir diese Plane wichtige Eigenschaft resul-
tiert: Sie haben eine sog. ,,Diagonalstruktur®, d.h., alle Werte auf einer beliebigen ab-
steigenden Diagonalen sind gleich.

Tafel 6.4. Darstellung des Zusammenhangs Testfolge —Versuchsplan

Zeitintervall . Stiitzwert ’ : : Ausgang
2(0) 2() o | m=1) | g(m)
©-DT ' 0) o .. |o 0 *(0)
a-2T (1) 0) 0 0 (1)
@-3T "2) u(l) o 0 xQ2)
. <
m=-2—(m-DT| wm—-2) |um—1 |..]|o0 0 x(m — 2)
-1 —mr wm—1) {wm—-2_ | ... |uo) 0 x(m — 1)

[m—(m+1)T ) W — 1) | o | a(D) ) " xm)

Y : : : : :
[(k—l)—kT V k=1 |utk=2 |..|wtk=m |atk=m=1 |xtk—1

Hieraus folgt umgekehrt, daB sich aus einem solchen Versuchsplan eine Versuchsfolge
durch Abarbeitung der ersten Zeile des Planes, von rechts beginnend, und der ersten
Spalte erstellen 1aBt. Diese Besonderheit wird bei der Versuchsplanung fir dynamsche
Systeme ausgenutzt.

Ausgangspunkt fiir die Erstellung entsprechender Versuchsplane smd die im Ab-
schnitt 5.5.2 erliuterten Mehrfaktorpline, die sich in der Praxis am starksten durchgesetzt
haben. Besondere Bedeutung fiir Polynomansitze 1. Grades haben aufgrund ihrer gerin-
gen Versuchsanzahl Pline fiir die Untersuchung von » — 1 unabhiingigen Variablen in
n Versuchen, also gesittigte Versuchspline, gewonnen. Solche Pline werden von Plackert
und Burman [5.46] fir alle durch 4 teilbaren Versuchszahlen n(n = 4 bis n = 100,
auBer 92) angegeben (s. Abschn. 5.5).

Bei der Erstellung dieser Plane wurde von der Forderung nach unkorrelierter Schat-
zung der Koeffizienten sowie maximaler Genauigkeit der Schitzung bei gegebenem Ver-
suchsumfang ausgegangen. Diese Forderungen fiihrten auf orthogonale Matrizen der
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Tafel 6.5
Plackett-Burman-Plan fir n = 8

1. Zeile

Gesamtplan

A
L4 0+ 11+
P40+
Lk |+ + 4+
P4 +++
Pl b4+ 1+
P40+

vi+++1+11

Dimension 4K -4K; K =1, 2, ..., 25, die aus den Elementen 41 und —1 bestehen und
als Hadamard-Matrizen H, bezeichnet werden. Sie erfiillen die Gleichung

I/nH,,HI = I,; (6.158)
I, n-dimensionale Einheitsmatrix

und entsprechen unmittelbar gesittigten Teilfaktorversuchsplinen (TFV) mitn = m + 2
Versuchen. Sie wurden von Plackett und Burman nicht direkt angegeben, sondern in
Form eines Konstruktionsschemas. Danach wird fir n = 8, 16, 20, 24, 32, 36, 44, 48,
60, 68, 72, 80 und 84 eine erste Zeile mit n — 1 (+)- bzw. (—)-Zeichen angegeben. Die
zweite bis (n — 1)-te Zeile wird durch zyklische Vertauschung der ersten Zeile gewon-
nen. Als n-te Zeile wird eine (—)-Zeile verwendet und, wenn der Arbeitspunkt ermittelt
werden soll, als erste Spalte eine (+)-Spalte gesetzt. Als Beispiel wird in Tafel 6.5 ein Plan
fiir n» = 8 angegeben. Dieser Plan hat die Eigenschaften der Drehbarkeit, der minimalen
Varianz fiir die Regressionskoeffizienten sowie der Orthogonalitit und ist gleichzeitig ein
D-, G-; E- und 4-optimaler Plan. AuBerdem besitzt er die fiir dynamische Versuchspline
gewlinschte Diagonalstruktur. Die Erstellung einer optimalen Testfolge aus einem
Plackett—Burman-Plan erfolgt deshalb durch Abarbeitung der ersten Zeile des Plans
von rechts nach links, der zweiten Spalte von oben nach unten (die erste Spalte kann zur
Ermittlung eines Arbeitspunktes benutzt werden) sowie der letzten Zeile von links nach
rechts (die letzte Zeile ordnet sich nicht in die Diagonalstruktur ein). Die aus dem in
Tafel 6.5 enthaltenen Versuchsplan gewonnene Testfolge ist im Bild 6.22 da.rge'stellt
wobei die zur Auswertung benétigten MeBzeltpunkte fiir das Ausgangssignal durch einen
Pfeil gekennzexchnet sind.

ult) 5= {m+1)Ti‘*+*++ '

o LncL..
|| || % : ' Bid6.22

=7

| Testfolge
erste Spalte aus einem Plackett-Burman-Plan
erste Zeile letzte Zeile mitn=2§

Aus Gl. (6.158) folgt, daB3 sich bei Verwendung von Testsignalfolgen aus Plackett—

Burman-Planen die Schitzvorschrift entsprechend Gl. (6.25) vereinfacht zu

. 1
§=-—Mx (6.159)
nT .

AN TIa—.lai s
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bzw. unter Beriicksichtigung des Zusammenhangs zwischen Stiitzstellenzahl m + 1 und
Zahl der Zeilen des Versuchsplans n = (m + 1) + 1 zu

S Y (6.160)
m+2)T
Fiir die Giite der geschitzten Stiitzstellen folgt somit aus Gl. (6.155)
2
COV {§} = —% (6.161)
(m+2)T? }
bzw.
0'2
var = — 6.162
@0} = -5 = (6.162)
und
cov {#(¥) ()} = 0. (6.163)

Ein Vergleich mit den fiir PRBS-Folgen erhaltenen Werten — Gln. (6.148) und (6.149) -
zeigt, daB sich die Varianzen um die Hilfte verringert haben und die Kovarianzen zu null
geworden sind, so daB sich die Modellgiite fiir alle Stiitzstellen wesentlich vérbessert hat.

Analog zur bisher beschriebenen Vorgehensweise kdnnen auch Testsignalfolgen aus
gréBeren Plackett—Burman-Plinen gewonnen werden, wenn eine gr6B8e Anzahl von
Stiitzstellen notwendig ist.

In Tafel 5.11 sind die ersten Zeilen verschledener Plackett-Burman-Plidne angegeben.
Bei vielen praktischen Untersuchungen hat sich jedoch gezeigt, daB zur Identifikation

linearer EingréBensysteme Testsignalfolgen aus Plackett—Burman-Plinen mit n =8 -

bis maximal # = 24 véllig ausreichend sind. Handelt es sich allerdings um Systeme mit
mehreren Eingdngen bzw. um nichtlineare Systeme, k6nnen die hier angefiithrten Pline
mit #» > 24 zur Gewinnung von Testsignalfolgen herangezogen werden (s.auch Ab-
schnitt 6.4.4.2). Der z.B. entsprechend Gl. (6.53) giiltige Modellansatz fiir ein System mit
zwei Eingiingen und zwei Ausgingen kann bei Verwendung eines Plackett—Burman-
Plans mit n = 20 Versuchen folgendermaBen dargestellt werden:

x(k) = T (g0 uy(k) + ... + g9 u, (k — 9) .
+ g;i(O) uz(k) + ... + g24(8) 1273 (k,"' 8)); i= 1, 2. (6.164)

In diesem Fall sind fiir die Stiitzstellen der ersten Gewichtsfunktion 10 Werte, insgesamt
also 19 Werte zu schitzen. Der Plan mit n = 20 Versuchen ist fiir die Schitzung von
n—1=(my; + 1)+ (my + 1) = 19 Werten ausgelegt. Tafel 6.6 stellt diesen Plan in
einer Aufteilung dar, die fiir die Schatzung von 10 + 9 geeignet ist.

GemaiB den in Tafel 6.6 dargestellten Pfeilen werden die Testsignalfolgen fiir die bei-
den Eingdnge gewonnen. Da die Folgen zu einem gemeinsamen Plan gehdren, sind sie
nicht miteinander korreliert und fithren zu unabhingigen Schitzungen der Stiitzstellen
der zwei Gewichtsfunktionen fiir den i-ten Ausgang, wobei gleichzeitig die Kriterien der
D-, 4-und G-Optimalitat erfiillt werden. Bild 6.23 zeigt den Verlauf der beiden Test-
folgen.

Sind die Ubergangszeiten der beiden Strecken nicht etwa gleich groB, wie im Beispiel
angenommen, steht natiirlich eine andere Aufteilung des Versuchsplans offen. Nur die
Gesamtanzahl der aufzuteilenden Stiitzstellen ist durch den Plan festgelegt. In analoger
Weise konnen aus den gréBeren Plinen mit # = 24 bis #n = 84 Versuchen auch fiir Sy-
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Tafel 6.6. Gewinnung von Testsignalfolgen aus einem Plackett—Burman-Plan
mit n = 20 fir ein System mit zwei Eingdngen

+ + - - + + + + - + -+ - = - =+ 4+ =
-+ + - - 4+ + + + - + -+ = - - - + +
+ -+ + - - 4+ + + + -+ - 4+ - - - - 4+
+ + - + + - - 4+ + + + -+ - + - - - -
-+ + - + + - - + + + + -+ -+ - - -
- -+ + - + 4+ - - + + + + - + -+ - -
- - -+ + - 4+ + - - + + + + -+ =+ =
- - - - + 4+ - + + - - 4+ 4+ 4+ 4+ - + - 4
¥ - = - - 4+ 4+ - + 4+ - -+ 4+ + + - + -
-+ - = - — 4+ + - % + - - 4+ + + + - +
+ -+ - - - - 4+ + - + + - - + + + + -
-+ -+ = - = -+ % -+ + - = 4+ + + +
+ -+ -+ - - - - 4+ + -+ + - -+ + +
+ + -+ - + - - - - + + - + + - - + +
+ + + - + - + - = - -+ + -+ 4+ - - +
+ o+ + + -+ -+ - - - -+ 4+ - + + - -
-+ 4+ + + - + - + - - - -+ + - + 4+ -
- -+ + 4+ + -+ - 4+ - - - — 4+ 4+ - + +
+ - - + + + 4+ - + - + - - - - + + - +

1.Eingang u, (kT) 2.Eingang u, (kT)

steme mit / Ausgingen und r Eingingen Folgen erzeugt werden [5.46]. Bei einem un-
giinstigen Signal-Stér-Verhdltnis wird zur Verbesserung der Schitzung eine mehrmalige
Wiederholung der Versuche notwendig. Dann ist es vorteilhaft, entsprechend der Anzahl
der Wiederholungen, den Plan ohne die negativen Zeilen zu realisieren und erst am Ende
die negativen Zeilen anzuschlieBen.

uit) by Ty =lmy 1T

JIRN IR N .
(N ERIR SR

Witk Tp=lmy+ 1T

~|

Bild 6.23
7 » M Optimale Testsignalfolgen
l_ ’—l ’—I ,— aus einem
Lt R E S e pome Plackett-Burman-Plan

_I d I_m‘ » J ﬁ 2 ot mit n = 20 fiir ein System
7 i mit zwei Eingdngen

6.4.4.2, Testsignalfolgen fiir das Volterra-Reihen-Modell 2. Ordnung

Die Regressionsansitze fiir das Volterra-Reihen-Modell entsprechend Gl. (6.13) bzw.
Gl. (6.33) bei Hammerstein-Struktur und Gl. (6.43) bei Wiener-Struktur stellen Poly-
nomansitze 2, Ordnung dar. Zur, Versuchsplanung 2. Ordnung finden vor allem die im
Abschnitt 5.5.3.2 beschriebenen zentral zusammengesetzten Mehrfaktorpline Verwen-
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dung. Auch fiir die im Abschnitt 5.5.3.4 genannten vereinfachten zentralen Versuchspline
nach Hartley ergeben sich beim Vergleich mit D-optimalen Plinen sehr gute Charakte-
ristiken, obwohl bei Ansitzen héherer Ordnung die faktoriellen Versuchspline i.allg.
nicht D- und G-optimal sind. Bei der Untersuchung der Eignung Hartleyscher Plane zur
Gewinnung von Testsignalfolgen fiir das Volterra-Reihen-Modell konnte als wesent-
licher Nachteil festgestellt werden, daB sie die fiir die Gewinnung von Testsignalfolgen
notwendige Diagonalstruktur nicht aufweisen. Eine nachtrigliche Diagonalisierung durch
Einfiigen von Zwischenversuchen fithrt zu einer wesentlichen VergréBerung der Ver-
suchszeit und verringert die Giite der Schitzung. Deshalb wurde die Strategie verfolgt,
durch Erweiterung der Plackett—Burman-Pline mit Sternpunkt- und Nullpunktver-
suchen zentral zusammengesetzte Pldne 2. Ordnung zu erstellen, die zur Gewinnung von
Testsignalfolgen geeignet sind.

Da der Regressionsansatz fiir das Hammerstein-Modell keine Wechselwirkungen des
Eingangssignals enthilt, geniigt auch eine einfachere Versuchsplanungsstrategie als fiir
das Volterra-Reihen- bzw. Wiener-Modell. Deshalb soll eine getrennte Betrachtung fiir
diese beiden Regressionsansétze erfolgen.

Testsignalfolgen fiir das Wiener-Modell

In der im Abschnitt 6.4.4.1 beschriebenen Form sind Plackett—Burman-Plane zur Ver-
wendung fiir Regressionsansitze 2. Ordnung ungeeignet, da sich Wechselwirkungen er-
geben, die untereinander und auch von den Hauptwirkungen linear abhéngig sein kon-
nen. Durch Hinzufiigen von Sternpunktversuchen kdnnte man zwar eine getrennte
Schiitzung der Koeffizienten bei den linearen Gliedern und den Wechselwirkungen: er-

reichen, aber die zwischen den Wechselwirkungen vorhandenen Abhéngigkeiten bleiben.

erhalten. AuBlerdem wiirden sich auch nach Hinzufiigen der Sternpunkte unterbestimmte
Informationsmatrizen I(V,) ergeben, da die Anzahl der Versuchspunkte # von ¥, gerin-
ger ist als die Anzahl der zu schitzenden Koeffizienten:

n<l= (’"; 3). (6.165)

Tafel 6.7. Plackett—-Burman-Plan firn = 16 .

N
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5. 7.
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L+t ++1 1+ 1 ++++®

P+l + 1 ++ 1 0+ 0 1 +++

L+ ++ 1 L+ +4+4+1
P4+ + 1 0+ 0 L ++++1+

L+++ 01+t ++00+100 1+
l++ 0+ 0T ++11+11 1 ++
P+ 1 0+ 10T ++++ 1 +1
P+ 1+ T ++++ 1+ 1+
|||+|||¥+++|+|++
P+t i ++++ 1+ 1 +4+1
P+ bl ++++ 1+ ++ 11
Tt ++++t+ 0 ++00+
Pl ++++ 1+ 10 +4+110+1
-||++++|+|++||+||
‘|+f++|+|++||+|||
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Deshalb miissen zur Schitzung der I Koeffizienten eines Polynomansatzes 2.0rdnung
solche Plackett—~Burman-Pline verwendet werden, die nach Hinzufiigen der Sternpunkt-
versuche und eines Nullpunktversuchs mehr als (m ;' 3) Versuchspunkte enthalten. Da
in diesem Fall die Anzahl der Spalten des Versuchsplans die Anzahl der EinfluBfaktoren
Ubersteigt, besteht gleichzeitig die Moglichkeit, eine Auswahl von aufeinanderfolgenden
Spalten, die auch fiir einen Regressionsansatz 2. Ordnung keine linearen Abhangigkeiten
aufweisen, zu treffen.

Zur Tllustration dieser Entwurfsstrategie soll ein Plan fiir m + 1 = 6 entworfen werden.
Unm alle Koeffizienten schitzen zu kénnen, muB er aus einem Plackett—Burman-Plan mit
nzl= (m +3

= 2
n = 16 Versuchen entsprechend Tafel 6.7 betrachtet werden. Aus dem Plan in Tafel 6.7
werden sechs aufeinanderfolgende Spalten ausgewahit, wobei infolge der Struktur des

) — (2m + 3) = 15 gewonnen werden. Als Beispiel soll ein Plan mit

Tafel 6.8. Versuchsplan fiir m + 1 = 6, erstellt aus einem Plackett— Burman-Plan
mitn= 16

u(k)

®
—~
_

I
—
~—

ulk—2) u(k — 3) utk -4 u(k—5)
C

It t++++1+01++1 1+

r——

ooooooslaooooo:
+
+
oooaoooooéooooo||||,|++++|+|
++ 00+
+
+

'oooc>3,
COCOCROCOSOROOOOO | | | | | I +4+++ 1+ 1 ++1 141

1
COCOROOOCOOROOOOO | | | | | | 4+4++ 141 ++1 1411
[
!

COROCOOCOROOOOO | | | | | | f4+++1+1++11+1 11+

1

CROCCOOROOOOO | | | | | 1444+ 1+ 1 ++1 1 +11 1 ++
e

)
4
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Plans mit jeder beliebigen Spalte begonnen werden kann. Nach Hinzufiigen der Stern-
punktversuche und eines Nullpu.nktversuchs ergibt sich ein Plan 2. Ordnung entsprechend
Tafel 6.8.

Die Zahl der in eckigen Klammern angegebenen notwendigen Zwischenversuche, die
nicht in die Auswertung einbezogen werden, ist relativ gering, Die aus dem in Tafel 6.7
gezeigten Versuchsplan gewonnene Testfolge hat den im Bild 6.24 dargestellten Verlauf.

uft) g
af
7 Bild 6.24
,._l.r _| PN .I.LH,JJL o Testfolge, die aus dem
- L 7% 30 t inTafel 6.7
-1 F T dargestelltenVersuchsplan
aF > abgeleitet wurde

Weitere Versuchspline fiir m + 1 = 7, 8, 9 und 10 EinfluBfaktoren k6nnen aus den
in Tafel 6.9 dargestellten Plackett—Burman-Plinen gewonnen werden. Dabei ist zur Er-
reichung einer maximalen Giite im Sinne des D-Optimalititskriteriums von der in Tafel
6.9 angegebenen Zuordnung zwischen der Zahl der EinfluBfaktoren m + 1 und der Zahl
von Versuchen n des Plackett—Burman-Plans auszugehen.

Tafel 6.9. Besonders geeignete Plackett— Burman-Pline zur Gewinnung
des Kerns fiir einen zentral zusammengesetzten Versuchsplan
2.0rdnung mit m + 1 Einflufgrofen

Zahl der EinfluBfaktoren 6 7 8 9 10
m+1
im Plan 2.0Ordnung

Plackett—-Burman-Plan 20 32 36 44 60
n

Ein ausfiihrlicher Vergleich hat gezeigt, daB die so gewonnenen zentral zusammen-
gesetzten Versuchspline 2.Ordnung eine gute Anndherung an das D-Optimalitatskrite-
rium erreichen [6.3]. Sie haben dhnlich gute statistische Eigenschaften wie die Plane nach
Hartley und sind den bisher hiufig verwendeten mehrstufigen Pseudozufallsfolgen deut-
lich iiberlegen. Insgesamt ergeben sich aus der Verwendung dieser Testsignalfolgen fol-
gende Vorteile [6.3, 6.4]: »

- nahezu unabhingige Schitzung der Parameter durch Quasiorthogonalitit der Infor-
mationsmatrix,
— geringe Parametervarianzen bei n Versuchen, da eine relativ gute Anndherung an das

D-Optimalitatskriterium erreicht wird,

— Bestimmung der Parameter aus relativ wenigen Versuchen durch entsprechende Aus-
wahl des Versuchsplans,
~ geringe Versuchszeit durch die Diagonalstruktur der Versuchspline, die eine einfache

Umwandlung in eine Testsignalfolge ermdglicht,

— einfache Realisierung der Testfolgen durch Verwendung von nur fiinf Niveaus zur

Gestaltung der Testsignale,

— Reproduzierbarkeit der Testfolgen.

e e
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Aufgrund der im Abschnitt 6.2.3.2 beschriebenen formellen Ubereinstimmung der
Regressionsansitze fiir das Wiener-Modell und die Volterra-Reihe treffen die gleichen
Aussagen auch auf die Anwendung der Testsignalfolgen beim Volterra-Reihen-Modell zu.

Testsignalfolgen fiir das Hammerstein-Modell

Nach GL. (6.21) enthilt der Regressionsansatz fiir das Hammerstein-Modell keine Wech-
selwirkungen des Eingangssignals. Fiir den entsprechenden Versuchsplan 2.Ordnung
entfillt somit die Forderung nach unabhingiger Schitzung der Koeffizienten bei den
Wechselwirkungen, da sie in der Matrix M nicht enthalten sind. Deshalb ist es m&glich,
die Pline von Plackett und Burman durch Erginzung mit Sternpunkten und Nullpunkten
unmittelbar in zentral zusammengesetzte Mehrfaktorpline 2.Ordnung iiberzufiihren.
Fiir diese Pline ergibt sich eine Gesamtversuchsanzahl von n = 3m + 5, die gréBer ist
als die Zahl der zu schitzenden Koeffizienten mit / = 2m + 2 und somit zu iiberbestimm-
ten Informationsmatrizen fiihrt.

Ein Beispiel eines aus einem Plackett—~Burman-Plan fiir n = 8 gewonnenen zentral
zusammengesetzten Versuchsplans 2.Ordnung mit m + 1 = 7 EinfluBfaktoren ist in

Tafel 6.10. Zentral zusammengesetzter Plan 2. Ordnung fiir m + 1 = 7 Einflufifaktoren,
gewonnen aus einem Plackett—Burman-Plan fiirn = 8

u(k) uk =1 uk—-2 uwk=3 uk-4) uk-5 ak-6
+ - - + + + -
- + - - + + +
+ - + - - + +
¥ + - + - - +
¥ + + - + - -
- + + + - + -
- - + + + - +
- - - + + + -1
- - - - + + +
- - - - - + +
- - - - - - +]
0 0 - - - - -
0 0 0 - - - -
0 0 0 0 - - -
0 0 0 0 0 - -
0 0 0 0 0 0 —

+a 0 0 0 0 0 0
0 +o 0 0 0 0 0
0 0 +a 0 0 0 0
0 0 0 +o 0 0 0
0 0 0 0 +a 0 0
0 0 0 0 0 +a 0
0 0 0 0 0 0 +o

- 0 0 0 0 0 0
0 —a 0 0 0 0 0
0 0 —a 0 0 0 0
0 0 0 _— 0 0 0
0 0 0 0 —a 0 0
0 0 0 0 0 —a 0
0 0 0 0 0 0 —a

1o 0 0 0 0 0 0
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Tafel 6.10 dargestellt. Die aus diesem Versuchsplan gewonnene Testfolge wird im
Bild 6.25 gezeigt. ’

uft!

a
7. ' , l Bild 6.25
P : ’— AR BN AN S A B S SR N Loy Testfolge, die aus dem

1)71 I Lw ] aaU T inTafel 6.10
i T

dargestellten Versuchsplan
abgeleitet wurde

Weitere Pline mit einer gréBeren Zahl von EinfluBfaktoren kénnen auf analoge Weise
aus den in Tafel 5.11 dargestellten Plackett—Burman-Plinen gewonnen werden. AuBer-
dem koénnen durch entsprechende Aufteilung groBerer Plackett—Burman-Plane Test-
signalfolgen fiir Systeme mit mehreren Eingingen gewonnen werden (s. Abschn. 6.4.4.1),
wobei alle Teilstrecken mit der gleichen Giite geschitzt werden [6.3].

Die aus Versuchsplinen gewonnenen Testfolgen weisen nicht die von den pseudo-
zufalligen Testfolgen erfiillten umfassenden Frequenzeigenschaften auf. Sie zeigen bei
bestimmten Frequenzen Einbriiche im Leistungsspektrum, so daB eine Anniherung an
das weile Rauschen nur mit Einschréinkungen mdglich ist. Ausfiihrliche Untersuchun-
gen haben jedoch gezeigt, daB es offensichtlich sogar besser ist, wenn das System mit
wenigen, aber dominierenden Frequenzen in der Nihe seiner Eigenwerte angeregt wird
als mit einer gleichmiBigen (aber damit amplitudenm#Big geringeren) Anregung iiber
einen relativ groBen Bereich [6.23, 6.25, 6.26]. Wenn die Einbriiche im Leistungsspektrum
nicht in den dominierenden Frequenzbereichen liegen, dann haben die aus Plackett—Bur-
man-Planen gewonnenen Testfolgen auch beziiglich ihrer Frequenzeigenschaften keine
Nachteile. .

6.4.4.3. Testsignalfolgen fiir lineare Differenzengleichungsmodelle

Bisher wurden zur Identifikation von Differenzengleichungsmodellen fast ausschlieBlich
die im Abschnitt 6.4.2 beschriebenen pseudozufilligen Testfolgen (PRBS-Folgen) ver-
wendet. Thr Vorteil besteht in der Erzeugung bestimmter, durch die Autokorrelations-
funktion und das Leistungsdichtespektrum beschreibbarer Signaleigenschaften, die eine
gute Anndherung an das weiBe Rauschen ermdéglichen.

Die im folgenden dargestellte Methode zur Erstellung von Testsignalfolgen geht da-
gegen wieder von der Verwendung optimaler Versuchspline aus. Folgende Hypothese
war dabei Ausgangspunkt zur Entwicklung sog. ,,voreingestellter Testfolgen [6.3]:

Die Erzeugung einer Diagonalstruktur mit optimalen Eigenschaften der Teilmatrix
UT™U von ’

[M™™] = [Ul}ﬂ]  (6.166)

XTUXTX

wirkt sich positiv auf die Beschaffenheit der gesamten Informationsmatrix aus. Eine op-
timale Gestaltung der Teilmatrix U im Sinne der optimalen Versuchsplanung bedeutet
die Erfiillung solcher Kriterien, wie der D-, G-, E- oder A-Optimalitit, bzw. solcher prak-
tisch motivierter Kriterien, wie Drehbarkeit bzw. Orthogonalitit. Bekannte Versuchs-
plane, die diese Kriterien erfiillen, sind die im Abschnitt 5.5.2 beschriebenen vollstindi-
gen faktoriellen Versuchspline vom Typ 2% (VFV2%) bzw. die teilweisen faktoriellen

sl o R [ A R i
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Versuchspline vom Typ 2*-? (TFV2%-?), Zur Umwandlung dieser Versuchspline in
Testsignalfolgen ist es, wie bereits im Abschnitt 6.4.1 beschrieben, notwendig, durch
Umordnung der Zeilen des Plans eine Diagonalstruktur zu schaffen. Die statistischen
Eigenschaften der Pline bleiben dabei unverandert.

Tafel 6.12. Entnahme einer Testfolge aus einem

Tafel 6.11. Vollstandiger faktorieller
diagonalisierten VFV 23

Versuchsplan vom Typ 23

+ + + N

N M u(k — 1) utk —2) ulk — 3)
+ =+ - + +

+ - u(k) wuk=1 . atk-2)
- + - o+

_ I t utk +1) u(k) utk—1)
— - + | = + —_
- — _ ulk +2) uk + 1) u(k)
. - - +

uk + 3) ultk +2) uk +1)

utk +4) u(k + 3) uk +2)
+ —_— -—

u(k + 5) ultk + 4) uk + 3)
+ + -

v-u(k+6) u(k + 5) ulk + 4

Als Ausgangspunkt soll ein VFV 23 verwendet werden, wie er in Tafel 6.11 dargestellt
ist. Tafel 6.12 zeigt den in eine Diagonalstruktur iibergefiihrten VFV2? mit der Teil-
matrix U. Durch Aneinanderreihung mehrerer diagonalisierter Pline entsteht die im
Bild 6.26 dargestelite periodische Testfolge. Die verschiedenen Diagonalisierungsmé&g-
lichkeiten der VFV haben dabei keinen EinfluB auf die Giite der Schitzung.

1

Tp=LT

uft) T
7

Bild 6.26
" Periodische Testfolge aus einem VFV 23

————t—-—t

Zur Gewinnung von Testsignalfolgen mit groBerer Periodenlédnge kdnnen auch Ver-
suchspline mit einer gréBeren Zahl von EinfluBfaktoren herangezogen werden.

Da in der Matrix M auch die zufallsbeeinfluBten zuriickliegenden Ausgangswerte ent-
halten sind, ist es nicht mé&glich, die Giite der Schatzung anhand von Funktionalen der
Informationsmatrix zu beurteilen. Zum Vergleich der ,,voreingestellten* Testfolgen mit
den PRBS-Folgen wurde deshalb in [6.3] die MSE-Matrix (Mean-Square-Error-Matrix)

herangezogen: -

. MSE () = E{(§ — 5) (§ — 9T} = E{[M™M]~! M"n*n*"M [M"M]"*},
o ' : S v (6:167)
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die bei unkorreliertem Fehler n* die Kovarianzmatrix des geschitzten Parametervektors
§ darstellt. Bei korreliertem Fehler n* enthilt sie auBerdem auch den durch die Verschie-
bung hervorgerufenen Anteil der Schitzung, die sog. Biasmatrix (s. Abschn.6.3.1). Aus-
fithrliche Untersuchungen an simulierten Beispielen [6.26] haben gezeigt, daB beziiglich
von Funktionalen, wie der Determinante und der Spur der MSE-Matrix, die Verwendung
- der aus optimalen Versuchsplinen gewonnenen Testsignalfolgen zu &hnlichen Ergeb-
nissen fiihrt wie die Verwendung von PRBS-Folgen. Sie stellen somit eine echte Alter-
native zu den bisher am haufigsten verwendeten PRBS-Folgen dar.

Auf weitere Methoden zur Erstellung von Testsignalfolgen fiir das Differenzen-
gleichungsmodell soll hier nicht niher eingegangen werden, da Vergleiche gezeigt haben,
daB sie zu keiner besseren Schitzgiite fiihren als die PRBS- bzw. voreingestellten Test-
folgen [6.12, 6.3). I

6.4.4.4. Testsignalfolgen fiir nichtlineare Differenzengleichungsmodelle

Auch fir einfache nichtlineare Systeme mit Hammerstein-Struktur (Nichtlinearitét
2.0rdnung) wurden auBer den bereits beschriebenen mehrstufigen pseudozufalligen Test-
folgen eine Reihe anderer Méglichkeiten getestet [6.3, 6.25). Zur Beurteilung der Schitz-
giite wurden dabei die fiir lineare Differenzengleichungsmodelle verwendeten Giite-

kriterien herangezogen. Dabei hat sich gezeigt, daB nur die fiir das Hammerstein-Modell

(bei Stiitzstellenbeschreibung der Volterra-Kerne) aus Plackett—Burman-Plinen abge-
leiteten Testsignalfolgen (s. Abschn.6.4.4.2) dhnlich gute Schitzergebnisse zeigen wie die
PRBS-Folgen. Da jedoch fiir das Hammerstein-Modell eine wesentlich stirkere Para-
meterabhangigkeit der Schitzgiite festzustellen war als fiir lineare Modelle, konnen keine
allgemeingiiltigen Aussagen getroffen werden. Der durchgefiihrte Vergleich verschiedener
Arten von Testfolgen 1i8t jedoch die Aussage zu, daB die fiinfwertigen pseudozufalligen
Folgen beziiglich der erreichbaren Schitzgiite und des zu ihrer Erzeugung notwendigen
Aufwands fiir diese Modellklasse ohne Alternative sind [6.3, 6.25].

6.5. Schiitzung des Zustands/Zustandsfilter

6.5.1. Aufgabe und Voraussetzungen

Die im Abschnitt 4.4 vorgenommenen Betrachtungen wurden unter der Annahme eines
ungestérten Systems durchgefiihrt. Es wurde gezeigt, daB die Beobachter fur die Ermitt-
lung des Zustands gestdrter und zeitvarianter Systeme ungeeignet sind. In den folgenden
Abschnitten soll auf die Ermittlung des Zustandsvektors eines linearen Systems ein-
gegangen werden, das durch Stdrungen auf die Zustands- und AusgangsgréBen gekenn-
zeichnet ist. Wenn die Beobachtung der Zustinde mit statistischen Methoden erfolgt,
wird von einer Filterung gesprochen. Damit stellt die Filterung die Verallgemeinerung
der im Abschnitt 4.4 behandelten Beobachteraufgabe dar. '

In Fortsetzung der Arbeiten von Wiener [6.31] zum Entwurf optimaler Filter hat
Kalman [6.32, 6.33] zur Schitzung der Zustinde linearer Systeme einen rekursiven Filter-
algorithmus in Form eines Differenzengleichungssystems entworfen. Wegen seiner All-
gemeingiiltigkeit und groBen Praxisrelevanz wird in den weiteren Ausfiihrungen nur auf
die zeitdiskrete Betrachtungsweise niher eingegangen [3.24, 4.14]. Der Entwurf von Fil-
tern fiir die kontinuierliche Betrachtungsweise wurde von Kalman und Bucy in [6.33]
vorgestellt und in der Spezialliteratur [4.14] ausfiihrlich betrachtet.
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Bei der Ableitung der Filtergleichungen fiir den Zustandsvektor ¢ w1rd von der Be-
schreibung fiir die zeitdiskreten GroBen im Abschnitt 4.4 ausgegangen (Bild 6.27):

g(k + 1) = A*q (k) + B*u (k) + v(k)
x(k) = C*q (k) + (k).

Ferner wird fiir die Storungen v,(k) auf die ZustandsgrBen und z,(k) auf die Ausgangs-
gréfen angenommen, daB sie folgende Eigenschaften haben:

2) E{o()} =0, E{o(k) o)™} = V(k) (6.169)

mit
v,(k) vy(k ... v1(k) v5(K)
V() =E { [ : ]}
v4(k) 1K) ... va(K) 04(K)

B E{E®} =0, E{zk)- 207} = Z(k)

mit
zy(k) 2,(K) ... z4(K) zn(k)
Zik) = E {[ : ] ;
2n(K) 2,(K) ... Zn(K) Zn(K)

©) E{v)v,(k —D} =0 fur i=1,...,n
E{z(k)z;(k — D} =0 fiur i=1,...,m.

AuBerdem wird vorausgesetzt, daB die Systemmatrizen 4*, B*, C* bekannt sind }md
mindestens » MeBwerte der EingangsgroBen u,(k) und der AusgangsgroBen x,(k) iiber
einen Beobachtungszeitraum vorliegen.

vik) o) zlk
gk~ Zustands- (k;
)
ut [~ e o N gy I TR Beuil - KPPy

(6.168)

! Filter Allgemeine Struktur
| von System
A ' und Filter
!l far die Zustands-
- schdtzung
System t - Fitter | lies 4(k) statt qrk)

Auf der Grundlage der in den Gln. (6.168) und (6.169) gemachten Annahmen und der
vorliegenden Beobachtungen der Eingangs- und Ausgangsgréf8en wird eine Schitzvor-
schrift (ein Filter) gesucht, die den Zustandsfehler

g(k) = q(k) — 2(k) ' ‘ (6.170)

iiber ein Giitekriterium minimiert (s. Bild 6.27). Von der Vielzahl der méglichen Wege zur
Herleitung der Filtergleichungen wird in Anlehnung an [4.14] die Anwendung der Me-
thode der verallgemeinerten Regression gewahit, weil sie die vorhandene A-priori-Ix_lfor-
mation {iber die Storungen beriicksichtigt sowie eine Ableitung in wenigen Schritten
gestattet und weil die Theorie dieser Methode bereits im Abschnitt 5.2.4 vorgestellt
wurde. Weitere Moglichkeiten zur Ableitung der Filtergleichungen sind in [4.14] ent-

halten.
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Das Ziel der folgenden Abschnitte besteht darin, ausgehend von dem Giitekriterium
der verallgemeinerten Regression

Q=¢"W'e (6.171)
und der Schiatzvorschrift
§=[M"W-M]"'M"W'x, (6.172)

die Beziehungen fiir die Schitzung der ZustandsgroBen herzuleiten. Dazu ist es notwen-
dig, die Zustandsbeschreibungen umzuformen in eine Gleichung der Form

x* = M*s + n*. (6.173)

6.5.2. Zustandsschiitzong aus den gemessenen Ausgangsgrifien des Systems

Wird davon ausgegangen, daB auf das System keine EingangsgréB8en u,(k) wirken, gilt
folgende Systembeschreibung:

gk + 1) = A*q (k) + v(k) ' (6.174)
x(k) = C*q (k) + z(k).
Zur Schitzung der ZustandsgréBen stehen damit die abgetasteten Werte der Ausgangs-
groBen x,(k) und als A-priori-Information die Kovarianzmatrizen ¥ der Stérungen auf
die ZustandsgroBen und Z der Stérungen auf die AusgangsgréBen zur Verfiigung.
Bei der Herleitung der Gleichungen fiir die Anwendung der Markov-Schitzung wird

davon ausgegangen, daB zum k-ten Zeitpunkt der geschitzte Zustandsvektor g(k) und
die Kovarianzmatrix des Zustandsfehlers

Py = E {3k 30"} (6.175)

bekannt sind. Aus GI. (6.174) erhélt man den extrapolierten Zustandsvektor ¢* (k¢ + 1)
mit diesen Informationen zu

gt (k + 1) = 4*q (k). (6.176)

Der extrapolierte Zustand enthilt die gesamte alte Information iiber den zu erwartenden
Zustand ¢ (k + 1). Wird in Gl. (6.176) entsprechend Gl. (6.170) die Beziehung fiir den
geschitzten Zustand g(k) eingesetzt, gilt

q* (k + 1) = A*q (k) — 4*q (k). : 6.177)
Bei Verwendung der Beziehungen von GL. (6.174) ergibt sich
¢ k+1)=qk+1)— (4*G &) + v(k)). (6.178)

In Gl (6.178) ist der Extrapolationsfehler
§* (k + 1) = A*q (k) + wk)

enthalten, dessen Kovarianzmatrix Q (k + 1) unter den angenommenen Voraussetzun-
gen fiir die Stdrungen folgende Gestalt hat: ‘ '

QU+ 1) =EF* (K + DPT(k + 1)) = AP @A™ + V().  (6.179)
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Zum (k + 1)-ten Zeitpunkt kommt in Form der Ausgangsgleichung
x(k+D=C*qk+D)+zk+1) (6.180)

ein weiterer Gleichungssatz zur Schitzung der ZustandsgroBen hinzu. Damit gilt mit
Gl. (6.178) folgendes Gleichungssystem:

¢ Ek+D]_[ LT, +1 [:A_*qi’i)_?_”(l‘_).], (6.181
[x(k+1)] [C*]q( PO ey )
x* M* s n*

Die Systembeschreibung ist somit entsprechend der Zielstellung durch

x* = M*s + n* (6.182)
gegeben. Wird als Modellgleichung zum (k + 1)-ten Schritt
£ = M*§ (6.183)

verwendet, ergeben sich mit der Fehlergleichung
e = x* — &*

fiir die Komponenten des Fehlervektors

= [7]

ex=[g*k+)—-qk+D], e=kKxkE+1)-2Ek+D]

. mit °

Die Kovarianzmatrix des Stérungsvektors a* erhilt man aus Gl. (6.181) zu

0 Zk+ 1))

Damit ergibt sich fiir das Giitekriterium der verallgemeinerten Regression entsprechend
Gl. (6.171) fiir diesen Modelltyp

Q0 =e01(k+1)e +e3Z " (k+ 1)e,. (6.185)
Werden die Beziehungen fiir die einzelnen K omponenten der Fehlervektoren in GL. (6.185)

W = E {n*n*T) = [Q e+1) 0 ] (6.184)

eingesetzt, gilt

O=[**k+D=-2¢;+DI"Q 'k +Dg*C+1)— 3¢+ 1)
+[xk+D)-2Gk+DTZ ' (k+ 1) [xk +1) — 2k + 1)]. (6.186)
Durch Ausmultiplizieren und Bildung der partiellen Abl_eitungen '

Q2  _o (6.187)
g+
erhilt man nach einigen Umformungen [4.14] die Vorschrift fur den Kalmanschen Filter-
algorithmus zu

gk +1)= bA*@ k) + Kk + D [xk + 1) — C*4*§ (k)] (6.188)
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mit 3
Kk+D=0F+1DC*¥[Z(k + 1) + C*Q (k + 1) C*T]1
Q(k + 1) = A*P (k) A*" + V(k).

Die Kovarianzmatrix i’(k) des Zustandsfehlers G(%) kann mit den Bezichungen fiir die
Parametervarianzen der verallgemeinerten Regression entsprechend Abschnitt 5.2.4

Pk) = E {§(k) §°(0)} = [M*W - M*]~* (6.189)

und unter Beachtung der Bedeutungen der Matrizen M* —~ s. Gl. (6.182) —und W1 -
s. Gl. (6.184) — rekursiv nach folgender Vorschrift ermittelt werden: .

Qi) O o
B = | iz} [Ci]
0 Z-1(k)
Bk) = [Q-1(k) + C*TZ-1 (k) C*]- 1. (6.190)

Unter Anwendung des Inversionslemmas fiir Matrizen (s. Abschn. 5.4.3) kann G1. (6.190)
wiederum in die rekursive

Bk) = Q(k) — K(k) C*Q (k) (6.191)

tibergefithrt werden. Damit sind alle Gleichungen fiir die LSsung der Schitzaufgabe er-
stellt. Die Struktur des Filters ist im Bild 6.28 dargestelit.

X k)

r ________________ |
Lg%k a0 l
i q &r 9 ¢ * . :
[ !
! I
| e | Bude.2s
| K |  Filter fiir die Zustandsschdtzung aus den Werten
Y 1 der Ausgangsgrifen .

L]

6.5.3. Zustandsschiitzung ans den gemessenen Eingangs-
und Ausgangsgrofien des Systems

In Erweiterung der Betrachtungen im Abschnitt 6.5.2 wird jetzt davon ausgegangen, daB3
MeBwerte der Eingangsgrofen u,(k) zur Losung der Schitzaufgabe zur Verfiigung stehen.
Damit kann die in Gl. (6.168) angegebene Systembeschreibung verwendet werden. Analog
zu den Ableitungen im Abschnitt 6.5.2 erhilt man als rekursive Schitzvorschrift die
Beziehung

ik + 1) = A*j (k) + B*a (k)
+ KK+ 1D[x(k+1)— C*(4*q(k) + B*u ()]  (6.192)
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mit den Berechnungsvorschriften der Matrizen K (k + 1), @ (¥ + 1) und f(k) ent-
sprechend den Beziehungen Gl. (6.188). Die Struktur dieses Filters ist im Bild 6.29 dar-
gestellt. Bei diesem Filter sind die Ausdriicke

A*§ (k) + B*u (k) die extrapolierten Zustinde ¢* (k + 1),
C* [4*q (k) + B*u (k)] die beobachteten extrapolierten Zu-
stinde,

x(k + 1) — C*4*q(k) — C*B*u (k) die Fehler zwischen gemessenen und
vorhergesagten Werten der Ausgangs-
gréBen.

Wie bei allen rekursiven Schitzalgorithmen besteht ein Problem in der Festlegung der
Startwerte g(0) der Zustinde und P(0) der Kovarianzmatrix des Zustandsfehlers.

. |
| I Bild 6.29
} A‘ X | Filter fir die Zustandsschédtzung

aus den Werten
I_ S P __| der Eingangs- und Ausgangsgrofen

Liegen bereits / = n Beobachtungen der AusgangsgroBen vor, kdnnen durch eine
Anwengdung der direkten Regression die  Startwerte ermittelt werden. Wird von der
Systembeschreibung

gk + 1) = A*q (k), x(k) = C*q (k) + z(k) (6.193)

ausgegangen, so kann die Zustandsgleichung fiir / Beobachtungen umgeformt werden in
q(k) =A*"1g(k + 1)

gl +1—1) = 4 Dg(k + 1). (6.194)

Werden die gewonnenen / Gleichungen in die Ausgangsbezichung von Gl. (6.168) ein-
gesetzt, erhalten wir das Gleichungssystem

x(K) =C* gk + 1)+ 2(h)

xk+1—=1)=C*A* Vg (k + 1) + z(k + [ - 1). (6.195)

~ " e\ p— p— \“- .
x M* q z

Fiir den Parametervektor ¢ des Gleichungssystems

x=M*q+:z
ergibt sich die Schatzvorschrift zu

§ = [M*™M*]-1 M*Tx (6.196)
mit .

P = [M*TM*]1,
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Beispiel Untersuchung des Verhalténs des Kalman-Filters

6.6 (diskontinuierlich)

Gegeben: Abgetastete Werte der Eingangs- und Ausgangssignale des Systems gemaB Beispiel 4.1,

Zustandsgleichungen mit -
() = x(t), q(r) = X)),

[ql(r)] - [—0,1 s=1 0,1 s'l] . [q,(t)] + [0 ] ),
G2(t). 0 —0,25~1 q2(0), 0,451

t .
) =11 0] [q‘( )] + 2(6).
q2(2)
Die Storung ist normalverteilt NV (0, ...) und unkorreliert.
51 a
T 0 s -
ufl] t—
5 b i
5r b ]
sl ,
| ot T AR
x{t) - 100
_5 -
gt
21 ¢ & % .
/‘r\ - ;
? A’/ \\
'F S 00
2 -
s " 700
_ t— 3
a1r @ .
:
_ktt)
T A it)
ktt)
0 ,
H 50
t—>

Beispiel Untersuchung des Verhaltens des Kalman-Filters
6.6 (diskontinuierlich)
Abtastzeit T= 15,
Beobachtungszeit Ty = 100s,
Startwerte §7(0) = [—0,353; —0,033],
0,0089 — 0,094
PO) = [ ] :
—0,094 0,991
Gesucht: Verlauf der Zustandsfehler §,(k), i = 1, 2, und der Elemente der Verétérkungsmatrix
Kk + 1).
Ergebnis: 1. Verlauf der Eingangs- und AusgangsgroBe des Systems (Bild a und b),

2. Verlauf der geschitzten ZustandsgréBen §;(k) (Bild ¢),
3. Verlauf der Zustandsschitzfehler §,(k) (Bild d),
4. Verlauf der Elemente der Versté.rkungsmatnx K (k + 1) (Bild e).

Die da.rgatellten Verlaufe der Zustandsfe.hler gi(k) zeigen, da.B die Schitzung schnell konverglert und
beide ZustandsgriBen trotz der Ausgangsstrung gut ermittelt werden konnen. Im Gegensatz zu den
konstanten Elementen der Verstirkungsmatrix beim Beobachter sind diese beim Ka.lma.n-Fxlter eine
Funktion der Beobachtungen.

Die erhaltenen Schitzungen g und P werden als Startvektor g(0) bzw. Startmatrix P(0) in
GL. (6.192) und GI. (6.188) eingesetzt.

Liegen keine Anfangsschatzungen fiir die Startwerte vor, so kénnen analog zur Vor-
gehensweise bei der Methode der rekursiven Regressmn (s. Abschn. 5.4.3) folgende Start-
werte verwendet werden: _

30)=0; PO)=cI mit 10* £ ¢ < 105,

Das Konvergenzverhalten ist bei dieser Wahl der Startwerte gut und weist grundsitzlich
die Eigenschaften der im Abschnitt 5.2 diskutierten Verfahren auf.

Im Beispiel 6.6 ist der Verlauf der Zustandsschitzung fiir ein gestortes T;-System dar-
gestellt. Sehr gut ist das Konvergenzverhalten der Schitzung und die Entwicklung der

Elemente der Verstirkungsmatrix XK (k + 1) zu erkennen. Die entworfenen beiden Va-

rianten der Filter von Gl. (6.188) und GL. (6.192) liefern Zustandsschitzungen mit einer
minimalen mittleren quadratischen Abweichung der AusgangsgréBen und einer minima-
lén Streuung fiir die geschitzten Zustinde. Die Kalman-Filter in der angegebenen Form
passen sich Zustandsinderungen an, solange die Elemente der Verstirkungsmatrix
K (k + 1) nicht konvergiert sind. Um dieses Konvergieren zu vermeiden, kann im Filter-
algorithmus analog zu den Betrachtungen im Abschnitt 5.4.3 eine geeignete konstante
Matrix in jedem Abtastzeitpunkt hinzuaddiert werden. :

Liegen keine A-priori-Informationen iiber die Kovananz:matnzen ¥ und Z vor, kann
die Schatzung des Zustands unter der Annahme, daB die Stdrungen auf die Zustands-
gréBen vy(k) = 0 und die Stérungen auf die Ausgangsgréfen z,(k) statistisch unabhingig
sind, begonnen werden. Die Gleichungen fiir das Ka.lman-Fllter (6.188) und (6 192)
gehen dann in die der rekursiven Regression iiber.

Auf die Behandlung der Zustandsschitzung bei mchtlmearen Systemen, bei korrelier-
ten Storungen und bei einer kontinuierlichen Betrachtungsweise wird an dieser Stelle

Jyerzichtet. Diese Probleme sind in der recht umfangreichen Literatur dargestellt [3.24,

4.14, 6.34].

M1 Waw—aends
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6.6. Ausgewiihite Probleme der Schiitzung dynamischer Systeme

In diesem Abschnitt soll auf einige Probleme der Bildung von Modellen dynamischer
Systeme hingewiesen werden, die bei derLésung von praktischen Aufgaben von Bedeutung
sind. Dies betrifft Fragen der Parameterschitzung in geschlossenen Ketten, der von Mehr-
groBensystemen sowie die Strukturpriifung und die Wahl einer geeigneten Abtastzeit T.

6.6.1. Parameterschiitzung in geschlossenen Ketten

Alle bisher vorgestellten Parameterschitzverfahren sind davon ausgegangen, daB keine
Riickfiihrung zwischen dem Ausgang und dem Eingang des Systems besteht. Viele reale
Prozesse existieren jedoch als riickgekoppelte Systeme. Aus Griinden der Wirtschaftlich-
keit, der Stabilitit oder der Funktionsfahigkeit ist hiufig ein Auftrennen der Riickfiih-
rungen nicht mdglich. Eine Nichtbeachtung fiihrt jedoch in der Regel zu falschen
Modellen fiir das System. Die Ursache liegt darin, da3 durch die Riickfilhrung der ge-
storten AusgangsgroBe (z.B. durch einen Regler auf den Eingang des Systems) die Ein-
gangsgroBe u(z) mit der Stérung z(¢) korreliert ist (Bild 6.30). Damit wird eine wesent-
liche Bedingung fiir die Identifizierbarkeit des Systems verletzt.

R(z) Z(z)
Wz)— — X Ulz) . -
6ol2) —-J)» Gslz) ~—J>—~ﬂz}
Bild 6.30
i L Struktur des geschlossenen Regelkreises

Nach den in den letzten Jahren durchgefiihrten umfangreichen Untersuchungen zu
diesem Problem [1.40, 1.52, 6.10, 6.35 bis 6.49] ist das System u.a. identifizierbar, wenn

1. zwischen den MeBorten des Eingangs- und des Ausgangssignals keine StSrung auftritt,

2. ein zusétzliches Testsignal r(r), das mit der Storung z(¢) unkorreliert ist, auf den Kreis
aufgepriigt werden kann - es kann auch die Fithrungsgrofe w(z) verwendet werden,

3. das Ubertragungsverhalten des Reglers G bekannt ist,

4, zwischen verschiedenen Reglern umgeschaltet werden kann,

5. bestimmte Bedingungen zwischen den Ordnungen der Regelstrecke und des Reglers
eingehalten werden.

Als prinzipielle Vorgehensweisen wurden die sog. indirekten und direkten Methoden
entwickelt,

Bei den indirekten Methoden wird das nichtparametrische oder das parametrische
Modell ermittelt in den Stufen

- Schitzung des Gesamtiibertragungsverhaltens G der geschlossenen Kette
- Berechnung des Systemiibertragungsverhaltens Gs aus G und bekanntem Gg.

AuBer diesen beiden Methoden wurde speziell fiir geschlossene Ketten die sog. ,,Ver-

_ bundprozeBmethode* entworfen [6.38]. Sie wird an dieser Stelle nicht weiter betrachtet.

Unter den oben genannten Bedingungen ergibt sich im Fall einer. zeitdiskreten Be-
trachtungsweise und der im Bild 6.30 dargestellten Struktur die Beziehung

6D a1 | 61
& = T 060 O Tr e 6@ 2 (6197
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Diese Gleichung kann in die Struktur einer offenen Kette entsprechend Bild 6.31 um-
geformt werden, so daB fiir das Verhalten des geschlossenen Kreises beziiglich der Ein-
gangsgroBe R(z) gilt

X(z Gy(z
G =22 ___ GO (6.198)
R(2) - 1+ Gr(2) Gs(z)
1220

I

7+Gy(2) Gylz)
Bild6.31
Umgeformte offene Struktur des Regelkreues

Riz) Gs(2) X2 pon Bild 6.30
7+G216g (2)

Aus der mit einem Schétzverfahren (z.B. mit der rekursiven Hilfsvariablenschitzung)
ermittelten Ubertragungsfunktion G(z) kann dann unter Verwendung der bekannten
Regleriibertragungsfunktion Gg(z) durch Riickrechnung die gesuchte dlskrete Uber-
tragungsfunktion
6= — 9@ (6.199)
1 — Gg(2) G(2)
gewonnen werden.

Dem Vorteil der Anwendbarkeit aller Schatzverfahren, die fiir die offene Kette geeig-
net sind, stehen der numerische Aufwand und Konvergenzprobleme als Nachteile ent-
gegen, [6.36, 6.37].

Die direkten Methoden bestimmen unmittelbar aus den Eingangssignalen w(¢) bzw. r(t)
oder w(t) und dem Ausgangssignal parametrische oder nichtparametrische Modelle.
Als Methoden haben sich u.a. das Korrelationsverfahren [1.40] und die Parameter-
schitzverfahren der Regression, der verallgemeinerten Regression sowie der Hilfs-
variablenschitzung bewahrt [1.52, 6.37]. Beim Korrelationsverfahren werden die beiden
Signale u(?) und x(t) mit dem zusitzlich auf den geschlossenen Kreis aufgeprigten
Signal r(z) bzw. w(t) korreliert. Fiir den Fall r(¢) = 0 und w(t) # 0 gilt

Rwu(r) = f gwy(t) wa (T - t) dt .
_ : (6.200)
Rl®) = f Gunl) Ry (¢ — 1) 1.
0 .
Durch Anwendung der Fourier-Transformation ergeben sich die Leistungsspektren zu
Swu(w) = Gy (jw) Sww(w) :

(6.201)
Six(®) = Gz (j) Syw(®)-
Fiir die Frequenzgange in GL. (6. 201) gilt mit der Struktm‘ von Bild 6.30
qu (J CD) = GR (Jw) -
wa (j 60) = GR (Jw) Gs (]CD)

1 + Gy (jo) Gs (jw)
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Damit ergibt sich der gesuchte Frequenzgang G (jo) aus

H — wa (_](D) — wa (Jw)
Gs o) = CouG0)  Spu(iw) (6.203)

Bei den Parameterschitzverfahren hat sich dhnlich wie bei der Identifikation in der
offenen Kette die Hilfsvariablenschitzung als sehr leistungsfahig erwiesen [6.40]. Auf
ihre Anwendung soll deshalb kurz eingegangen werden. Angenommen wird, da8 fiir die
abgetasteten Signale im Bild 6.30 gilt

rk) # 0, wk) =0, zk)+#0..

Bei der Anwendung dieser Methode zur Schiatzung riickgekoppelter Systeme mu8 ein
Vektor der Hilfsvariablen A(k) aufgebaut werden, bei dem auBer den mit der StSrung
z(k) korrelierten Ausgangssignalwerten x(k) auch die iiber die Riickfilhrung mit der
Storung z(k) korrelierten Eingangssignalwerte u(k) ersetzt werden miissen. Nach einem
Vorschlag in [6.37] werden abgetastete Werte des aufgeprigten Signals r(k) als erster Teil
des Vektors der Hilfsvariablen verwendet. Die fir das Ausgangssignal x(k) eingesetzten
Werte £,4(k) werden in diesem speziellen Fall iiber das Hilfsmodell

2 = B"E’ ; RG)

ermittelt. Damit hat der Vektor der Hilfsvariablen folgendes Aussehen:
k) =[-2qk-D...-Fmtk-m:irtk—-1D..r¢k=-m]. (6.204)

Umfangreiche Untersuchungen in [6.36, 6.37, 6.38] haben gezeigt, daB die direkten den
indirekten Methoden iiberlegen sind. Wenn die genannten Bedingungen an die Iden-
tifizierbarkeit gegeben sind, liefert die Parameterschitzung in offener und geschlossener
Kette nahezu gleichwertige Ergebnisse [6.36, 6.42].

Weiterfiihrende und vertiefende Betrachtungen zu diesem Problem sind in [6.10, 6 36
bis 6.40] zu finden.

6.6.2. Verfahren zur Strukturpriifung

Die Ermittlung der Ordnung des Modells ist, wenn keine A-priori-Informationen aus der
theoretischen ProzeBanalyse vorliegen, eine weitere schwierig zu 16sende Aufgabe. Wie
bereits im Abschnitt 1.3 und in den jeweiligen Abschnitten zur Ermittlung von Signal-
und Systemmodellen erwahnt, geht es darum, die wesentlichen Eigenschaften der Signale
und der Systeme durch Modelle mit einer minimalen Ordnung abzubilden. Zur Ermitt-
lung dieser auch als ,,Modelle optimaler Kompliziertheit“ bezeichneten Signal- oder
Systemmodelle dienen Strukturprifungsverfahren. Aus der Vielfalt der entworfenen
Verfahren werden im Rahmen dieses Buches nur diejenigen kurz vorgestellt, die auf einer.
Bewertung des Ausgangsfehlers oder auf einer Analyse der diskreten Ubertragungsfunk-
tion beruhen. Weiterfithrende Untersuchungen sind [1.50,.1.52, 6.43] zu entnehmen,

Verfahren zur Bewertung des Ausgangsfehlers

Auf der Basis des gemessenen und des geschﬁtztén A‘usgahgssignals x(k) und £(k) wur-
den sehr einfache und effektive Strukturpriifungsverfahren entworfen.
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Signalfehlertest. Beim Signalfehlertest wird entsprechend der Bezichung
e (k, A) = x(k) — % (k, R) (6.205)

fiir die verschiedenen geschatzten Modellordnungen #,; i = 1, 2, ..., figes, durch einen
optischen Vergleich der Signalverldufe (z.B. Ubergangsfunktion, Gewichtsfunktion) die
wahrscheinlichste Modellordnung bestimmt. Dieses Verfahren kann nur bei ungestérten
Systemen angewendet werden.

Fehlerfunktionstest. Beim Fehlerfunktionstest wird die Reststreuung (s. Abschn. 5.2.2)
als Kriterium zur Auswahl der Modellordnung benutzt. Damit gilt

i) = —— 3 [x) — £G AP (6.206)
m—11=1

Die wahrscheinlichste Modellordnung ist vorhanden, wenn die Reststreuung minimal ist.
F-Test. Durch einen Verglelch der - Reststreuung fiir verschiedene Modellordnungen #,
mit der geschitzten Streuung s? — s. Abschnitt 5.5.2, Gln. (5.146) bis (5.148) — kann iiber
den F-Test

Fe Sn(zﬂ) (6.207)
Sz

fiir ein gewéhltes Signifikanzniveau « die wahrscheinlichste Modellordnung fiir Signal-
und Systemmodelle ermittelt werden (s. Abschnitte 3.3.2 und 5.5.2).

Auswahlkriterien bei Aufteilung der Beobachtungen. Diese sehr leistungsfahige und weit-
entwickelte Strategie [1.50, 6.44] beruht darauf, daB die Modellordnung iiber einen Ver-
gleich von geschiitzten Parametern oder Signalen einer Lernfolge und Priiffolge ermittelt
wird. Als Modellauswahlkriterien werden Genauigkeitskriterien und Ubereinstimmungs-
kriterien verwendet. Als Beispiel sei hier das Regularititskriterium fiir eine Lernfolge
des Umfangs k, und eine Priiffolge vom Umfang &k, angegeben. Es lautet nach [1.50]:

ky
A% (ky, i) = 3 [x(k) — % (k, k1, D)) (6.208)
k=1

Es wird wiederum die Modellordnung gewihlt, die einen minimalen Wert des Kriteriums
liefert. Diese Gruppe von Verfahren hat sich besonders bei der Losung von Vorhersage-
problemen und bei geringen Datenmengen bewihrt [1.50, 6.44].

Verfahren zur Beurteilung der geschitzten diskreten Ubertragungsfanktion

Ausgangspunkt der Verfahren zur Strukturermmlung sind Schitzungen der Polynome
A(z~%) und B(z~Y) entsprechend den im Abschnitt 6.3 vorgestellten Verfahren mit
verschiedenen Modellordnungen f = 1,2, ..., fig.,.

Polynomtest. Beim Polynomtest wird untersucht, ob die Polynome A(z-!) und B(z~1)
gemeinsame Wurzeln besitzen. Fiir verschiedene Modellordnungen werden die Pole und
die Nullstellen in der z-Ebene dargestelit. Ist die Ordnung des Modells # zu groB gegen-
iiber der Systemordnung, werden einige Pole annihernd durch Nullstellen kompensiert.
Die Modellordnung wird so weit reduziert, bis keine Pol-Nullstellen-Kompensation
mehr erfolgt [6.43]. Das Verfahren ist sehr leistungsfahig, ist aber gleichzeitig durch sub-
jektive Faktoren der Bewertung geprigt (Nutzung grafischer Mittel). )
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Kombinierter Polynom- und Dominanztest. Der kombinierte Test stellt den Versuch dar,
die Festlegung der Modellordnung durch die zusitzliche Verwendung von Dominanz-
werten der Pole zu objektivieren. Er wird in folgenden Schritten realisiert [1.52, 6.43]:

1. Schitzung eines Modells mit maximal méglicher Ordnung f,,, und Darstellung der
Pole und Nullstellen in der z-Ebene.

2. Anwendung des Polynomtestes fiir Pole, die eindeutig durch Nullstellen kompensiert
werden, d.h. Reduktion der Ordnung auf », .

3. Die Priifung der Dominanz der verbleibenden Pole des Modells

b= F —fo_ o § el

=1 Z — Zg =1 zZ — Zg

(6.209)
mit
og = cf(1 — z,)

erfolgt auf der Grundlage des DominanzmaBes D der Pole. Es wurde in [6.45] gezeigt,
daB der Endwert der Ubergangsfolge des Modells von GL. (6.209)

lim A(K) = 3 Re {xg} (6.210)
k~+ 00 d=1

einen Verstirkungsfaktor beschreibt. Damit konnen die einzelnen Faktoren o, als
Verstarkungsfaktoren der Pole interpretiert werden. Als MaB fiir den EinfluB jedes
Poles erhilt man durch Normierung aus GL (6.210) das DominanzmaB D, zu

D=k 10 n, ' (6.211)

1‘2'1 R{o;} .

Eine weitere Reduktion der Modellordnung kann nun bei vorgegebener Genauigkeit
anhand der D,-Werte erfolgen.

Der kombinierte Polynom- und Dominanztest hat sich bei ungestorten und gestorten
Systemen zur Strukturermittlung von Differenzengleichungsmodellen als sehr leistungs-
fahig erwiesen. : i

6.6.3. Parameterschiitzung linearer MehrgrdBensysteme

Die Erstellung eines Modells fiir ein lineares MehrgréBensystem mit / Eingangsgrofien
u,(k) und m AusgangsgroBen x(k) ist in vielen realen Prozessen erforderlich. Dabei be-
steht die Aufgabe darin, fiir das MehrgroBensystem einen Modellansatz zu finden, der
alle Zusammenh&nge zwischen den Eingangs- und Ausgangssignalen sowie die Kopp-
lungen zwischen den Ausgangssignalen beschreibt. Neben der Beschreibung im Zustands-
raum (s. Abschn.6.5) und durch Gewichtsfunktionsmodelle (s. Abschn.6.2) hat sich die
Verwendung von Ubertragungsfunktionen durchgesetzt. Betrachtet wird an dieser Stelle
die Modellbeschreibung eines linearen zeitdiskreten MehrgrBensystems.
Entsprechend Bild 6.32 gilt fiir das Gesamtmodell des MehrgroSensystems

[21(2)} léu(z) Gu(z)} [U1(z)} .
1 =1: . (6.212)
X.(2) Gni(@) ... Gu(2)) LU2) '
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Die diskrete Ubertragungsfunktion fiir den Zusammenhang zwischen dem i-ten Eingang
und dem j-ten Ausgang lautet dann: .

B,z - bo,j + by gz + ... + B"J!J"z_ " . (6.213)
Az L4 @y, 27t + e Gy iz ™

éji(z) =

Das Gesamtmodell des Systems kann entsprechend der Anzahl der Ausgangssignale in
m unabhingige Teilmodelle mit jeweils r (r < I) Eingangssignalen u,(k) fiir den j-ten
Ausgang aufgespalten werden (Bild 6.33).

B % a—
L?(Z) Gesamt )57(2) [:172 » Teil 22
. modell A . modell \j
Wiz) = X(z) Uhlz)
Bild 6.32. Gesamtmodell eines linearen Bild 6.33. Teilmodell eines linearen
Mehrgréflensystems Mehrgrifensystems

Damit ergibt sich fiir das j-te Teilsystem
Xy(2) = G;u(2) Ups(2) + ... + G4(2) Up(2) + Zy(2)

L (6.214)
BaE) g0
Au(z™Y)

Um eine parameterlineare Fehlergleichung in analoger Form zur Vorgehensweise wie

im Abschnitt 6.3 zu erhalten, werden die in GI. (6.207) vorhandenen unterschiedlichen

Nennerpolynome 4;,(z~*) durch die Bildung eines gemeinsamen Hauptnenners beseitigt.
Dathnit folgt fiir den Hauptnenner

‘ G;(2) =

ANz Y = 11_-1 A =1+atz  +...+db 2™ (6.215)
mit
ny= Y ny.
=1
Durch Einsetzen von Gl. (6.215) in Gl (6.214) erhilt man die Beziehung

Al Y X(2) = Bi(z™Y) Up(@) + ... + Bz~ Upl2) + A7(z™1) Z,(2).
(6.216)
Die erweiterten Zihlerpolynome Bji(z™*) ergeben sich aus

*,—1y _ B;(z_l) A* (2!
Bji(z™h) ———Aﬂ(z"l) 327 6.217)

Aus GIl. (6.216) erhilt man im Zeitbereich die Beschreibung zum k-ten Zeitpunkt
ll_, lj r
Xk = =%l k=) + 3 3 (k= ) + n6) (6.218)
1=1 . 4=0 4=
mit

ml) = 2,9 + 3. altz; (e = D).
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Fir die Parameterschitzung ergibt sich damit als MeBwertvektor m™(k) fir das Jte
Teilsystem .

mi() = [x;(k — 1) .. x; (6 = 1) Sy () ..ty (k=) ¢
e D) oy (K — m))] (6.219)
und als Parametervektor 5]
5; =[—at,... S IEL, NI -
Y T it (6.220)

Mit diesem MeBwert- und Parametervektor kénnen die in den Abschnitten 6.3.2 und
6.3.3 vorgestellten Methoden der Regression und der Hilfsvariablenschitzung angewendet
werden. Gegeniiber der Schitzung von EingréBensystemen treten besonders bei einer
groBen Anzahl von EinfluBgréBen und einer hohen Modellordnung Probleme beziiglich
der bendtigten Rechenzeit und des Speicherplatzes auf. Eine Losung zur Reduzierung
dieses Problems wurde in [1.52] aufgezeigt. Wirken Ausgangssignale des Gesamtsystems
auf das betrachtete j-te Ausgangssignal, so ist die Anzahl der in Gl. (6.212) betrachteten
Eingangssignale des j-ten Teilmodells um maximal m — 1 Signale auf r =/ + m — 1
zu erhéhen.

» 14)6ie Erweiterung des MeBwert- und Parametervektors erfolgt dann in analoger Weise

.46]. -

AbschlieBend sei darauf hingewiesen, daB durch die Bildung dieser Teilmodelle die
statische und die dynamische Wirkung der ausgewihiten Eingangssignale auf das J-te
Ausgangssignal entsprechend dem gewihiten Giitekriterium gut abgebildet werden.
Durch die Bildung des gemeinsamen Hauptnenners ist eine erwartungstreue Schitzung
der Parameter der einzelnen diskreten Ubertragungsfunktionen G '+(2) in der Regel nicht
mdglich [1.31, 6.46]. Auf die Wahl einer geeigneten Abtastzeit bei der Parameterschit-
zung von MehrgrofBensystemen wird im Abschnitt 6.6.4 eingegangen.

6.6.4. Moglichkeiten zur Wahl der Abtastzeit T

Die meisten der vorgestellten Verfahren zur Parameter- und Zustandsschitzung gehen
davon aus, daB die Eingangs- und Ausgangssignale als abgetastete Signale mittels eines
Digitalrechners weiterverarbeitet werden. Haufig haben technische und nichttechnische
Prozesse kontinuierliche Eigenschaften, so daB eine Analog-Digital-Wandlung erfolgen
muB. Die Abtastzeit T muB nun so gewahlt werden, daB durch diese Wandlung kein In-
formationsverlust auftritt.

Theoretisch tritt kein Informationsverlust auf, wenn die Abtastzeit T entsprechend
dem Abtasttheorem von Shannon

T

T< ; (6.221)

wmnx

ey maximale Frequenz des Signals,

gewdhlt wird. In der Regel ist wp,, nicht bekannt.

Um den Informationsverlust klein zu halten, sollte die Abtastzeit T so klein wie mog-
lich gewdhlt werden. Diese Strategie fithrt aber dazu, daB in der MeBwertmatrix M
Spalten linear abhingig werden. Dadurch wird die Matrix [MTM]~* singulr, und eine
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Parameterschatzung ist nicht mehr méglich. Wird auf der anderen Seite die Abtastzeit T
sehr groB gewihit, so wird nur das statische Verhalten abgebildet. In der Praxis hat sich
deshalb die Wahl der Abtastzeit fiir Eingr6Bensysteme nach folgender Strategie bewéhrt:
Schritt 1. Ermittlung oder Abschitzung der Summenzeitkonstante T bzw. der Zeit ¢4 65
einer. aufgenommenen Sprungantwort (s. Abschn. 4.2)

_ Schritt 2. Wahl der Abtastzeit T durch

a) Gewichtsfunktionsmodell [6.24]
T~ (3...5 Tyr

bei r Stiitzstellen von g(¢); 10 = r < 20,
b) Differenzengleichungsmodell [1.44]

T ~ (0,18 ...0,36) T;.

Bei MehrgroBensystemen kann die Tastperiode nach der gleichen Strategie gewonnen
werden, wenn die Teilsysteme ein anndhernd gleiches dynamisches Verhalten aufweisen.
Besitzen die Teilsysteme ein sehr unterschiedliches Zeitverhalten, ist ggf. die Identifika-
tion mit unterschiedlichen Abtastzeiten wiederholt durchzufiihren.

6.7. Ubungsaufgaben zum Abschnitt 6

Aufgabe 6.1

Auf zwei unterschiedliche Systeme wird eine Testfolge u(k), die aus einem Plackett-Burman-Plan fiir
m + 1 = 7 gewonnen wurde, mit einer Abtastzeit von T = 1,3 s aufgeprigt. Die abgetasteten Werte
der Eingangs- und Ausgangssignale sind in Tafel 6.13 dargestellt.

Tafel 6.13. MePwerte fir ein System mit einem Eingang und zwei Ausgingen

k 0 1 2 3 4 5
u(k) +1 +1 +1 -1 +1 -1
x,(k) 0,261 0,592 0,785 0,386 0,238 0,102
x5(k) —0,059 0,428 0,81 1,02 —0,011 0,318
k 6 7 8 9 10 11
u(k) -1 +1 +1 +1 -1 +1
x,(k) —0,279 —0,238 0,152 0,674 0,146 0,164
x5(k) —0,069 —8,70 —0,169 0,814 0,793 -0,046
k 12 13 14 15 16 17

u(k) -1 -1 -1 -1 -1 -1
x,(%) 0,333 —0,273 —0,620 —0,894 —0,732 —1,09
x2(K) 0,476 —0,059 —0,823 -1,017 -0,797 —1,130
k 18 19

u(k) -1 -1

x, (k) —0,993 -1,0

x3(k) -0,991 -1,0
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Die den Systemausgiingen iiberlagerte Storung hat die Standardabweichung o, = 0,1 und den Er-
wartungswert E{z} = 0. LSsen Sie folgende Teilaufgaben: .

a) Stellen Sie die Testfolge und die gemessenen Ausgangswerte als Funktion der Abtastschritte & dar!

b) Wandeln Sie die Testfolge in den zur Schitzung der Stiltzstellen notwendigen Versuchsplan um!

¢©) Kennzeichnen Sie in Ubereinstimmung mit dem Versuchsplan die Abtastzeitpunkte, von denen Werte
der AusgangsgriBen zur Auswertung benétigt werden, und ordnen Sie diese den entsprechenden
Versuchsplanzeilen zu!

d) Berechnen Sie mit Hilfe der Regression die Stiitzstellenvektoren £, und &,!

¢) Berechnen Sie die Varianzen und Kovarianzen von g; und g,!

f) Stellen Sie die geschitzten Stiitzstellen der beiden Gewichtsfunktionen als Funktion der Zeit dar!

g) Bestimmen Sje aus den geschitzten Stiltzstellen die Verstirkungen der beiden Systeme!

Avfgabe 6.2

Gegeben sind die in Tafel 6.14 angegebenen MeBwerte eines Systems mit einem Eingang und einem Aus-
gang. Als Testfolge wurde eine PRBS-Folge mit einer Abtastschrittweite von 7= 5s und der Linge
* L = 7 verwendet. Lisen Sie folgende Tejlaufgaben:

a) Stellen Sie die Testfolge und die gemessenen Ausgangswerte als Funktion der Zeit dar!

b) Berechnen Sie fiir eine Ordnung von m = 1 die Parameter des Dlﬂ‘erenzenglelchtmgsmodells (Ansatz
ohne bo)!

¢) Berechnen Sie mit den Modellparametem fir die gegebene Eingangsfolge die Komponenten dm
geschiitzten Ausgangsvektors %!

d) Bestimmen Sie Restsumme und Reststreuung!

¢) Uberpriifen Sie die Signifikanz der geschitzten Parameter, und ermitteln Sie die Konﬁdenzmtervalle
fiir eine Irrtumswahrscheinlichkeit von & = 5%!

Tafel 6.14. MeBwerte eines Systems mit einem Eingang und einem Ausgang

k 0 1 2 3 4 5 6 7
u(k) +1 +1 -1 +1 -1 -1 +1 0
(k) 0 1,89 323 —013 204  —08  —242 044

Lisungen der Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.1
a) Fiir die Verteilungsfunktion und fiir die Verteilungsdichte ergibt sich

0 . fir x< —2

Ix+4% fir -2=<x<0
F(x) =

Ix+4 fir 0Sx=<2

1 fir x> 2

0 fir x < -2

dF fir -2<x<0

foy= LR 1

dx |31 fir 0<xs2
0 fir x> 2.

b) Der Erwartungswert der stetigen ZufallsgrﬁBe ist

+o
E{X}=J‘ xf(x) dx
-
1 0 2
=—J‘ xdx + — | xdx
-2 0
2 |0 2 |2
=X xr__4 .4
12 |, 6 o 12 6
1
E{X} = —.
(x} =+

¢) Die Wahrscheinlichkeit, daB die ZufallsgroBe sich im Bereich 0 < x < 3 befindet, ist
PO<x=<3)=F3)-F0=1-1%
P < x = 3)=0,6066.

Aufgabe 2.2

a) Fiir die Augenzahlen ergeben sich die in Tafel L1 angegebenen Kombinationen (links:
erster Wiirfel; rechts: zweiter Wiirfel). Aus Tafel L1 ergeben sich die im Bild L 1 dar-
gestellte Verteilung und die im Bild L2 dargestellte Verteilungsfunktion.
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Tafel L 1. Augenzahlen der beiden Wirfel und ihre Wabhrscheinlichkeit

-]
—
(=]
—
-
—
(8]

x 2 3 4 5 6 7 8
} t 1 ] i [P ! i : ] |
11 112 13 1{a 1]s 116 216 316 416 56 6|6
2{1 202 213 204 2is 3ls 45 5|5 65
31 302 3i3  3fa 4le sia 6la
4l1 412 4{3 sl3 63
5{(1 s5i2 {2
611
1 2 '
Py |- X2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
36 3 36 36 36 36 36 36 36 36 36
F(x)
)
7
] ” ”h-, S
2 A 2 4 6 4 U %
X —"
BildL1. Verteilung zu Aufgabe 2.2 Bild L2, Verteilungsfunktion zu Aufgabe 2.2

b) Der Erwartungswert ergibt sich zu

E{X} = ‘Zjl xipy
=3%Q@+32+434+544+6-5+7-6+8-5+9-4
+10-3 +11-2 +12)
E{X} =

c) Die Wahrscheinlichkeit, mit der die summierten Augenzahlen beider Wiirfel im Be-
reich 6 < x < 12 sind, erhilt man aus der Bezichung
P(6<x<12) = P12) - P(6) = 36—3';13-
P(6<x=12) =0,58.

Anfgabe 2.3
Zur Losung der Aufgabe werden folgende Bezichungen verwendet:
Anzahl der Intervalle

n=1+ 3»21gns
n Umfang der Stichprobe;

Mittelwert

.1 &,

X =— Z xllHnnn
n m=1

x%  Klassenmittelwert (Klasse m)
H,,, absolute Hiufigkeit (Klasse m);
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Streuung
p— Z (52 — £ Hums
n—1 m=1
Schiefe
. 1 k .
Y= Z (xz — %) Hop.

(n - 1) 3 m=1

Damit ergibt sich fiir die Klassenanzahl der Verteilungen bei n = 40 Beobachtungen
=1+321lgn=6,13.

Gewihlt wurde die Klassenanzahl n, = 6. Fiir die erste Stichprobe ergeben sich

Xmia = =225,  Xgue = 3,36, Am = ZmxTZaln _ 935

Tafel L2. Zwischenwerte zur Losung der Aufgabe 2.3a

m Xm—1 Xn Hy, x; (% — o? (3 — B3
1 —2.250 —1,315 4 —1,7825 2,832 ~4,767
2 ~1,315 -0,380 1 —0,8475 0,560 —0,419
3 —0,380 0,555 18 0,0875 0,035 : 0,007
4 0,555 1,490 4 1,0225 1,259 1,421
5 1,490 2,425 2 1,9575 4,231 8,704
6 2,425 3,360 1 2,8925 8,925 26,785

Mit de.n in Tafel L2 angegebenen Zwischenwerten erhilt man folgende MaBzahlen:
%= —0,095, s>=1,0402, y =0,6354.

Bei exakter Berechnung lauten die MaBzahlen:

£ = -0,0815, s2=1,178, ¢y =0,74.

Im Bild L3 ist die ermittelte Verteilung der ersten Stichprobe dargestellt. Sie kann dm'ch
eine Normalverteilung angendhert werden.

Hn ) P
'3
A1~ - T 774 [
yd \ , ’
\, .
//, \\\ . 11" al
™\, o
Nl P 0 -
3 2 -1 0 1 2 3 @ o 6 8 p
X— X——e
Bild L 3. Verteilung der ersten Stichprobe Bild L4. Verteilung der zweiten Stichprobe
zu Aufgabe 2.3 zu Aufgabe 2.3

Fiir die zweite Stichprobe ergeben sich
Xain =0,  Xppe =099, Am=0,165. ,,
Mit den in Tafel L3 angegebenen Zwischenwerten erhilt man die MaBzahlen
X = 0,5568, = 0,0830, <y = —0, 3785.

Im Bild L4 ist die ermittelte Verteilung der zweiten Stichprobe dargestellt. Sie kann durch
eine Glelchvertellung angenihert werden.



334 Lésungen der Ubungsaufeaben
Tafel L 3. Zwischenwerte zur Losung der Aufgabe 2.3 b

m X1 Xm H,, x} Gr-%* . -
1 0 0,165 6 0,0825 0,2251 —0,1068

2 0,165 0,330 5 0,2475 0,0957 —-0,0296
3 0,330 0,495 4 0,4125 0,0206 ~-0,0030
4 0,495 0,660 7 0,5775 0- : 0

5 0,660 0,825 9 0,7425 0,0345 ’ 0,0064
6 0,825 0,990 9 1 0.9075 - 0,1230 0,0431

t

Tafel L4. Zwischenwerte zur Losung der Aufgabe 2.3¢

m Xu-1  Xm Hun | X3 Gn - ? xz — °

1 3,000 64,167 21 33,58 35568 —212124,6
2 64,167 125,330 9 94,75 23 3,6
3 125,330 186,500 4 15592 39314 246500,7
4 186,500 " 247,667 3 217,08 153415 1900207,9
5 247,667 308,834 2 278,25 342364 6334782,8
6 308,834 370,000 1 339,42 606148 14923457,0

Fiir die dritte Stichprobe erhilt man
Xmin = 3, Xmax = 370, Am = 61,167.
Mit den in Tafel L4 angegebenen Zwischenwerten erhilt man die MaBzahlen
%=93219, s?=6809,005, y=1,36l.
Die aus der Stichprobe ermitelte empirische Verteilung ist im Bild L5 dargestellt. Die

Verteilung dieser Stichprobe kann durch eine Exponentialverteilung angenihert werden.

BildL5

. ;‘.F‘*r—,.& Verteilung der dritten Stichprobe
, : = zu Aufgabe 2.3
200 300 400

Ko

Aufgabe 2.4
Ausgehend von der Hypothese

Ho: p = po = 8 pm ,
wird mit dem Tafelwert z, = 1,96 aus Tafel A1 der z-Test durchgefiihrt.
Es gilt '
;= X — po \/;= 8,3p.m—8,0p.mm
c 0,632 um

z=5813

it pidatan e d
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und somit fiir den Test z > z,, d.h., die Hypothese wird abgelehnt. Damit unterscheiden
sich. der Stichprobenmittelwert und der Erwartungswert signifikant voneinander. Die
Anlage muB iiberpriift werden.

Aufgabe 2.5
Betrachtet wird die mittlere Differenz zwischen den MeBergebnissen der Gerdte I und II

1
f=—z (X — xm) s n=15
n =1

1
= — (—60) = —4 pm,
15( ) B

S oy — xm — 8 = -_11? 960 = 68,57 (um)?,

n—11=1

2

s

s = 8,28 um..
Die Hypothese lautet: H: y = po = 0.
Fiir die TestgroBe ergibt sich
p=Eo b oo =2 15 = 181
S 8,28 4
Unter Verwendung des Tafelwerts fir die TestgrBe aus Tafel A2 zu

fo,01;14 = 2,98
ergibt sich fiir den z-Test
t] = 1,87 < 15,01;14 = 2,98.
Damit wird die Hypothese angenommen, und der Unterschied in den MeBwerten beider
Gerite kann als zufillig angesehen werden.
Aufgabe 2.6
Die Uberpriifung der Behauptung erfolgt mit dem x2-Test. Fiir die TestgroBe gilt

2 @—Ds?

%%

Aus den Beobachtungen erhilt man fur

1 ox |

F=—) Xy = —240 = 24°C,

n 10

=1

2

L_ 3 (=92 = — 1,52 = 0,168 (0>
n—1 =1 9

s

Mit der Hypothese H: ¢ = o3 = 0,25 (°C)? ergibt sich fiir die Testgré8e

2 _ 9-0,168

= 6,048.
0,25
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Fiir einen Tafelwert 32 o,, 0 = 21,67 aus Tafel A3 ergibt sich fiir den Test x> < 22,04, 9>
d.h., die Hypothese wird angenommen. Damit ist die Behauptung des Herstellers, daB
seine Steuereinrichtung die Sollwerttemperatur von 24 °C mit einer Streuung von ¢
= 0,25 (°C)* garantiert, mit einer Sicherheit von 99 % besttigt.

Aufgabe 2.7 .

Die Hypothese Hy: 01 = ¢} = ¢? wird mit dem F-Test iiberpriift. Zur Durchfiihrung des
Testes werden berechnet )

n
Y x, 5?2 =
=1

Ko, = 544 mg 0,1, $5,» = 0,093 (mg O,/1)2,
%o, = 5,05 mg O,/1, 55,~ = 0,266 (mg O,/1)2. ' L
Fiir die TestgroBe F erhilt man mit den Werten fiir die Streuungen

1 i (xl - i)z,

n—1i=1

|
=
ni

2
F=2%" - 0,266 _ 2,86.
si. 0,003

Der Test ergibt mit einem Tafelwert von Fy o5, 7,4 = 6,09 aus Tafel A4
F =286 < Fo0s.7.6 = 6,09.

Damit wird die Hypothese, daB sich die Streyungen beider MeBwertreihen nur zufallig
unterscheiden, angenommen.

Aufgabe 2.8
Ausgehend von der Beziehung fiir das Konfidenzintervall

gotazsS oy gy TnsS

Vn Vn
folgt mit dem Tafelwert
fo,025;10 = 2,23  (Tafel A2)

und
Yo.025:108 _ 2,23 -3,507 _ 2,358 min—!
V-

das Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert der Herzfrequenz mit einer Sicherheit
von 959,
152,64 min—! < u < 157,35 min~!.

Aufgabe 2.9
Aus der Beziehung

— 152 - 12
n—1s <o? < n-—-1s

2 2
Xar2,r Xi-a2,r
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folgt fir
Xo.05:10 = 30,1,
13.95;19 = 10,1 aus Tafel A3
und den Werten fiir s> und f=m — 1

. 0/\2 . 0/\2
19 L8 (% _ o . 19-18(%°
30,1 10,1

Damit ergibt sich fiir das Konfidenzintervall der Streuung der Bereich

1,136 (%)* < o2 < 3,386 (%)>. |

Aufgabe 2.10

a) Mit der Anzahl der Beobachtungen (n = 40) ergibt sich die-Anzahl der Klassen
n, =1+ 3,21g40 = 6,13. '

Gewihlt wurde n, = 6.
Die Grenzen der Verteilungen und die Klassenbreite ergeben sich fiir X’ zu

Xmia = —1,67, Xmax = 3,43,

Am, = Zmeax — Xmin _ g5
n ‘

Ta}eI L 5. Ergebnisse der Analyse der zweidimensionalen Zufallsgrofe

-1,67  —082 0,03 0,88 1,73 2,58 343
3,63
2 2 3 ;
0 0 0 2/40 2/40 3/40 7/40
1,57 4,90 12,35
2,83
4 3
0 0 0 4/40 3/40 0 7/40
1,86 4,35 v
2,03 :
A 1 2 3
0 140 | 2/40 3/40 0 0 6/40
y -047 | —032 0,43
1,23
5 ]2
0 0 5/40 2/40 0 0 7/40
0,99 0,35
0,43
13 3 1 : -}
0 3/40 3/40 1/40 o - Jo. {7740
4,84 1,67 —0,50
—-0,37
: 2 2 12
2/40 2/40 2/40 0 0 0 6/40
8,81 5,30 1,84
-1,17 - — -
2/40 "6/40 12/40 . 12/40 5/40 3/40
x —>p

22 Wernstedt

337
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und fiir ¥ zu X Damit ist die Ermittlung der Mittelwerte und Streuungen fiir die Zufallsgré8en not-
wendig. Fiir die Mittelwerte gilt unter Verwendung der Zwischenergebnisse in den
Ymin = — 1117’ Ymax = 3’63’ ] Tafeln L6 und L7
k
Am, = Ymex = Yata _ g9 | LE=-1 Y x*H, () = - 36,23
ny ; n m=1 40
Mit diesen Festlegungen ergeben sich die in der Tafel L 5 dargestellten Werte der abso- *=09
luten Verbundhiufigkeit (erste Zahl im Feldinnern der Tafel L5) und der Verbund- o1 x JEH. _ 1 50.80
wahrscheinlichkeit (zweite Zahl im Feldinnern der Tafel L5) Y= ,,; s (m) = 40
5 = 1.2
P(x,y) = =) 7=127
: m X, X, x* H(x,) x*H,(x,) ‘TafFIL6 .

b) Die Randhiufigkeiten werden durch Aufsummieren der Verbundhiufigkeiten fiir i - ad . i ZZM‘:"‘;;Z";’:’ ebnisse
jeweils eine Spalte bzw. Zeile gefunden. Sie sind am Rand unten (P(x)) bzw. rechts am , 1 -1,67 = —082 -1,25 2 - 2,50 des Mittelwerw'i‘;s x
Rand (£(y)) in Tafel L5 eingetragen. Als Verteilung sind sie im Bild L6a und b dar- 2 ~0,82 003 ° —0,39 6 - 2,34 ’
gestelit. Aus der Darstellung kann geschlossen werden, daB die ZufallsgréBe X an- i g,gg ?,gg (1),;5 3 lg’%
nihernd normalverteilt und die Zufallsgr68e ¥ anndhernd gleichverteilt ist. 5 1:73 . 2: 58 v 2:1 P 5 1 0:80

™ 6 2,58 3,43 3,01 3 9,03
5
. Tafel L7
4'% m Ymu Ymo ¥, ,: Hy(ym) y:rHl Om) Zwischenergebnisse
: . zur Berechnung
4% _ 1 . -1,17 -0,37 -0,77 6 - 4,62 des Mittelwertes
_——] 2 -0,37 0,43 0,03 7 0,21
] . 3 0,43 1,23 0,83 7 581
-167 -gf2 Q03 088 1B 258 343 4 1,23 2,03 1,63 6 9,78
) X—— 5 2,03 283 2,42 7 17,01
. 6 2,83 3,64 3,23 7 22,61
Ay .
Tafel L8
4‘65 m X — % (xn — B? Yo —F On - Z?vfiichenergebnisse
zur Berechnung
—io L 1 —2,16 4,67 —2,04 4,16 der Streuungen 52 und s2
4 BALG 2 —1,30 1,69 —1.24 1,54 4
3 —-0,45 0,20 —~0,44 0,1
&t ‘:”1’:“’;’ “”";’4’8" w dufgabe 210 4 0,40 0,16 0,36 on
a) Randverteilung e allsgr
b) Randverteitung fir die Zufallsgroe ¥ 2 ;’fg i’if }:;g A;’gi
77 -Q37 Q43 @23 203 28 363 : : :
b y— :
. Die Streuungen ergeben sich mit Verwendung der Zwischenergebnisse der Tafel L8 zu

¢) Die Berechnung des cinfachen Korrelationskoeffizienten auf der Grundlage der 1 1

Klasseneinteilung erfolgt nach der Beziechung 1.s2 = n Z (X, — B2 Hy(x,) = > 44,83
n — m=1
sy = & 5= 1,15.
SxSy ! . : : 1
~ 2. 33 = Z m — }7)2 Hy(ym) = — 74,18
1 n—1m=1 39

C6V (X Y) = Z Z (xmi - j)(yll.l y)H (xi’yj) o
—1 s=1i=1 ‘ .S‘,2 = 1,90.
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Damit kann der Korrelationskoeffizient unter Verwendung des als dntte Zahl in den
Feldern von Tafel L5 dargestellten Ausdrucks

(xml - i) (ym.i - y) Hl (xh yl)
nach der Bezichung . .
; ; xml—f)(yml y) Hn (xh y})

n 1
¢X,Y) = .
n—1 SxSy
berechnet werden. Es gilt
a 1 47,97
X, Y)=—

39 1,07-1,38

é(X,Y)=083.

Der positive Korrelationskoeffizient bestiitigt die Lage der Verteilung in Tafel L 5.
Aufgabe 2.11

a) Mit den Mittelwerten ¥ = 0 und y = 2,5 sowie den Werten in Tafel L9 ergibt sich
fiir die Kovarianz

-0 -7 =
i=1
- und damit fiir den Korrelationskoeffizienten
¢, 1) =0.
Der entsprechende Zusammenhang fir diesen Wertebereich ist im Bild L 7 emgetragen
Tafel L9
X Y1 X — X -7 =20 — 7 Z‘;{;‘eschenwerte
zur Berechnung
-2 4 -2 1,5 -3 der Aufgabe 2.11a
-1 1 -1 -1, 1,5 ‘
1 1 1 -1,5 -1,5
2 4 2 1,5 3
BildL7
Funktioneller Verlauf y =

zu Aufgabe 2.11

A o 0 o 3 O oS0t i s S PN
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b) Mit den Mittelwerten £ = 0,5 und 7 = 1,5 und den Werten in Tafel L10 ergibt sich
fur .
cov(X, Y) = %—5 = 1,67,
s2 =167, s.=129
s2 = 3,0, s, = 1,73,

1,67 . : o
s, vy = —2T _ _0.75. - '
EX 1) =03 : .

Der diesen Bereich charakterisierende Zusammenhang ist wiederum im Bild L.7 dar-
gestellt.

Tafel L 10. Zwischenwerte zur Berechnung der Aufgabe 2.11b

x » x — 4 =2 n—=-3 . =9 @G-~
-1 1 -1,5 2,25 —05 025 .. 075
0 0 -0,5 0,25 -15 225 0,75
1 1 0,5 025 =05 0,25 -0.25
2 4 1,5 2,25 2,5 6,25 3,75
) 5 . 9 5

Tafgl L 11. Zwischenwerte zur Berechnung der Aufgabe 2.11c-

X Y x— % -2 n-5 -9 G—-DO-P
1 1 —1,5 2,25  —65 42,25 975
2 4 05 0,25 ~3,5 12,25 1,75
3 9 05 - 025 1,5 225 0,75
4 .16 1,5 2,25 8,5 72,25 12,75
. s . 129 25

¢) In diesem Werteberexch liegen die Mittelwerte % = 2,5 und: 7 =7, 5 vor. M]t den in
Tafel L11 dargestellten Werten folgt fir die Gr6Ben i

cov (X, Y)—?25—833

2 =167, s=129
s? =430, s,=6,56,

8,33

5(X,Y) = —2— . =0,984.

e, 1 1,29 - 6,56 .

Auch fir diesen Wertebereich ist der lineare Zusammenhang im Bild L7 eingetragen,
Insgesamt ist zu sehen, daB der Korrelationskoeffizient keine Aussagen iiber einen evtl.
vorhandenen nichtlinearen Zusammenhang erlaubt. Er ist ein MaB fiir den Grad der
Anniherung der MeBwerte an eine Gerade.
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Aunfgabe 2.12 ’ . oL

Der empirisch ermittelte Korrelationskoeffizient ergibt sich aus

tgl @ =-00>: -5

é(Xr Y)=

\/z(x,—f)Zi(yi—y‘)z

Mit den Mittelwerten ¥ = 3 und j = 7 und den in Tafel L12 dargestellten Werten ergibt
sich der Korrelationskoeffizient zu

32 .32

b X, = - =
¢ J28-52 53-7,21
8(X,Y) =084,

Da der berechnete K orrelationskoeffizient groBer als der kntlscbe Korrelatlonskoefﬁzxent
ist, ist er mit 95 9/ statistisch gesichert.

Tafel L 12. Zwischenwerte zur Berechnung der Aufgabe 2.12 ‘

X Y. X —x n—-5 . - D -9 (x; — %)? -
0 3 -3 —4 12 9 16
2 6 -1 -1 1 1 1
1 4 -2 -3 6 4 9
4 11 1 4 .4 1 16
3 7 0 0 0 0 0
5 10 2 3 6 4 9
6 "8 3 1 3 9 1
z o 28 - 52
Aufgabe 2.13

Die Korrelationskoefﬁzienteﬁ werden mit der Hypothese Hy: o (X, Y) = 0 und dem #-Test
auf Signifikanz gepriift. Die Korrelationskoeffizienten sind signifikant, wenn

ist. Die Werte des ersten Teils des Tests sind in Tafel L13 fiir n = 67 und m = 7 ein-
getragen.

Tafel L13. Berechnete Testwerte ¢t far Aufgabe 2.13

uy uy uy U, us ug x
uy -
U 2,97
U3 0,40 026 -
Uy 0,39 1,76 1,037 -
us - 1,88 2,60 - 0,5 - 0,09 - ’
Ug 0,36 1,13 0,61 012 012 . -
X 3,87 8,25 0,60 065 . 312 045 -
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Mit den Tafelwerten fir den #-Test (s. Anhang, Tafel A2)
fo,1;60 = L,67; to,01;60 = 2,66

ergibt sich die in Tafel L 14 dargestellte Matrix der signifikanten Korrelationskoeffizien-
ten. Fiir die Sicherheit von 99 % sind nur noch die unterstrichenen Korrelationskoeffi-
zienten statistisch gesichert.

Tafel L14
uy uz u3 Ug us s x Statistisch gesicherte
» Zusammenhdnge
us 0,358 far Aufgabe 2.13
Uz
us
Uy -=0,221 -
us 0236 —07318
Ug )
x 0,447 -0,729 —0,374
Aufgabe 3.1
Mit der Signalbeschreibung

x(¢) = asin (wo? + @)
folgt fiir die Autokorrelationsfunktion R, (z)

Rex(z) = lim

To
asin (wo! + @) asin(we? + wor + @) dr.
 Pd- ] 2 0

- TO
Unter Verwendung der Bezichung

x+ 6 sin:a_p
2 2

cosx — cos B = —2sin
ergibt sich mit

a+f

= wol + ¢

o =2 (wot + ¢) — p.
Aus dem Zusammenhang

x—8
2

= wol + WeT + @

erhilt man durch Einsetzen der Beziehung fiir & die Vorschrift fiir fzuf = —-wer.
Damit ergibt sich fiir die GroBe «

o =2 (wot + ¢) + wot.
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Mit diesen beiden Beziehungen ergibt sich unter Beachtung, daB cos (— %) = cos w7
ist, fir die Korrelationsfunktion

1 Ty 2
Ry (7) = To_m o7, f - ﬁz_ [cos {2 (wot + @) — woT} — co8 weT] At

. 1 a? To P a (To 2 2 d :
= — COS woT t — —— cos t+ + T) dt
oo 2Ty 2 o f 2 f—ro 2w, @ + o )

-To
. @ 2T, ) 2 To -
= lim — cos w,T - lim < L cos (2wet + 2¢ + woT) dt
Tova 2 2T, T»o 2 2T, -T,

1

~ 0 (Abschatzung),
2
R (7) = _a? COS W,T.

Esist zu sehen, daB die Frequenz und die Amplitude des Signalsin der Korrelationsfunk-
tion enthalten sind. Die Phaseninformation des Signals ist in der Autokorrelationsfunk-
tion nicht enthalten. Der Effektivwert des Signals ergibt sich zu

wa/§=mm

Anfgabe 3.2
Axf der Grundlage der Beziehung

R..(mT) = -1— i x(Mx(i+mT

ergeben sich mit den MeBwerten von Tafel 3 7 fur die Autokorrelationsfunktion folgende
Werte:

R.(0) = s(0+1+4+1+0+1+4+1)=%_—_1,5
Ra)=30+2+240-0+242-0=5=10
Re@=30+140-1-0+1-0~1)=0

R =30+0-2-2-0-0-2-2)=-3=—-10
R.(4) = 0—1—4—1+o-1—4-n__7=_h5
R =30—-2-2+0+0-2-2-0)= 5= -10
Re(® =30~ 1+0+1+0-1-0+1)=0

RD=30+0+2+2+0- o+2+m_§=ha
Im Bild L8 ist der Verlauf der Korrelationsfunktion dargestellt.
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1%\ ‘ /r 1

0 L L / =

R g0 3 5
/nf - < K /'Fnr_.

-1 \ v’ : -1

Bild L 8. Korrelationsfunktion zu Aufgabe 3.2 Bild L9. Korrelationsfunktion zu Aufgabe 3.3

ﬁxx””n_’

Aufgabe 3.3
Mit der Gleichung

Rex (mT) = ;_i;z x(T) x [+ m) T]

ergeben sich fiir die Werte der Korrelationsfunktion des in Tafel 3.8 dargestellten Signals

R..(0) = i(0+1+4+1+0+1+4+1)-———15

Ra() =200 +2-2-0~0+2+2)=%=057

Ro®=30-14+0+1—-0+1)=%=0,67
R.(3)=%0+0-2+2-0=0

RA@-}@—1—4+D—————M

Rel(5)=30—2-2) = —-$=~1,33

R(6) =30 —-1)=—3=-05.

Die Autokorrelationsfunktion ist im Bild L9 dargestellt.

Aufgabe 3.4

Unter Verwendung der Bgrechnungsvorschriﬁ

Rutn) =L ¥ 2D x 16 + mT)
n i=1 . .

und den Signalwerten -von Tafel 3.9 ergeben sich fir die unnormierte und. normierte
Autokorrelationsfunktion
a) ohne Zentnerung

R,,(O)——(4+576+625+576+4+225+l+036+025+036+l+225)

_ 33,24
12

Ret) = 227 = 1,00
2,77

=271

Fiir die welteren Verschiebungen ergeben s1ch die in Tafel L15 angegebenen Werte,
die im Bild L 10 dargestellt sind.
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Tafel L15. Werte der Korrelatiomfunktiotg zu Aufgabe 3.4a

mT 0 1 2 3 4 5 6 17
R (mT) 1 0,97 091 081 072 065 062 065
mT 8 9 10 1 12 13 14

R (mT) 072 081 091 097 1 097 091

13 °\,\‘.\ > o
\\N-A/
| <
t /
&
&0 N :

5 ]
/< ) BildL10

Korrelationsfunktion zu Aufgabe 3.4 - -

7t

b) mit Zentrierung
Fiir £ = 1,5 ergibt sich auf Grundlage der in Tafel L16 angegebenen MeBwerte

R.(0) =Ti-(0,25 + 0,81 +1+0,81+0,25 + 0 + 0,25 + 0,81 + 1 + 0,81 + 0,25 + 0)

6,24

= 227 =0,52 = 42
12 :
0,52
R, (0 =1.
«(0) = 052

Die Werte der Korrelationsfunktion fir die‘Ver'schiebuhge'n m>0 sind ih Tafel L17
angegeben und ebenfalls im Bild L 10 eingetragen. Im Bild L10 w1rd der EmﬂuB des
Mittelwerts auf die Autokorrelationsfunktion sehr deutlich.

Tafel L16. MeBwerte zu Aufgabe 3.4b -

iT 1 2 3 4 5 6 1 8 9 10 1 12

x(@T) 105 09 1. 09 05 O -0 -09 -1 -09 -05 O

Tafel L17. Werte der Korrelationsfunktion zu Aufgabe 3.4b

mT 0 1 2 3 4 56
R (mT) 1 087 05 0 -05 —087 -1
mT 7 g 9 10 nu 12 1B 14
R.mn [ -087 05 o 05 08 1 087 05
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Aufgabe 3.5

Die auf der Grundlage der in Tafel 3.10 dargesteliten MeBwerte durchgefiihrten Rech-
nungen ergeben die in Tafel L 18 angegebenen Werte fiir die Kreuzkorrelationsfunktion
R, (mT). Aus Bild L11 ist zu erkennen, daB das Maximum bei einer Verschiebung von
m = 3 auftritt. Damit wird eine Totzeit von T, = 37T aus der Korrelationsanalyse er-
mittelt.

Tafel L 18. Werte der Kreuzkorrelationsfunktion zu Aufgabe 3.5

mT 0 1 2 3 4 5
R“,, (mT) -0,42 0,13 —DO,Og 1,07 -0,13 0,27
~ 0.0
mT 6 7 8 9
A
{\
i\
a5k {1\ A
YA .
E AN BildL11
% R WAN A . ]
S g Iy VAN 4N ,/ Kreuzkorrelationsfunktion zu Aufgabe 3.5
/ v g ‘\\ll v _
,’ ) ) ml —=
Aufgabe 3.6

a) Aus der Bezichung

Sexl@) = on R.(v)e~¥o dr

ergibt sich mit der vorgegebenen Korrelationsfunktion

o 2
Six(@) = f 32- cos wor e 7 dr.

Wird fiir den Ausdruck
e~ = cos wt — j sin ot

verwendet und beachtet, dal dJe sin-Funktion ungerade ist, erhdlt man fiir das Spek-
trum den Ausdruck

Sax(w) = %—f oS wgT cos T dr.

Dieser Ausdruck kann durch Anwendung des Zusammenhangs

a+ﬂcos¢x—ﬂ
2 2

% [cos & + cos B} = cos
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mit ;

ax+f x—f

@WoT = ,  wr= -
2

[

26001 —_— ﬂ ﬂ

2 ——wo‘r"'ﬂ‘-

& = 0T + 0T = 20T — f,

umgeformt werden in

2 o L
Sew) = aTJ. {cos (wr + we7) + cos (Wer — wT)} dr,

Sex(w) = 2 a_ {cos-r (wo + @) + cos T (we — w)} dr. ‘ :
2t 4 ) _» -~
Mit den Ausdriicken ' '
L7 coswrdr=8w) und sy =1 T @F0 L hhr Dissingute
2% J _» 1 fir w=0

ergibt sich fiir das Leistungsdichtespektrum

:x(w) = [6 (wo + w) + 6(‘00 - w)]

Das Spektrum stellt ein leenspektrum dar und ist im Bxld L12 dargestellt.
Sla)

BildL12
Leistungsdichtespektrum zu Aufgabe 3.6

aC & @

b) Die Leistung ergibt sich aus der Beziehung

P=U%R mit U?= xt).

Unter Verwendung der Parsevalschen Beziehung erhilt man ﬁlr

x2(t) = ?lif S.(w) do

2]

ixz(t)—L-E- [5(wo+w)+8(wo—w)]dw‘
2t 2 J.oo :
- = _ &
x3(t) = —.
®) 2
Danmit ergibt sich die Leistung za . S
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Aufgabe 3.7
a) Es ergeben
X(f) = R0) =9 + 25 =34
7(t) = Ry(0) =9
) = 3.
b) Die Standardabweichung ergibt sich aus
= x%(t) — %(t) = 25
g =35.

¢) Das Autoleistungsdichtespektrum wird in folgenden Schritten ermittelt:

-]

Sp(w) = I ’ R (v)e o dr =2 f R,(v) cos wr dz

- o

Sexw) =2 I © + 25¢7°) cos wr dv
. !

a 'E .
Sex(®) = 18J‘ cos wrd+ 50-[ e *"cos wr dr
] ]

Sex(w) = 1868 (w) + 50 _[ e~ > cos wr dr,

1]

I,

© —se 1 .
I =-1— e"'sinm—'J' (=5) e~ > — sin wr dr,
) )

I

5 - 5 -
L = —e *coswr — -——e ¢ cos wr | dr,
? “Jo )

a
I =J e~ % cos wr dr

4]

1 . 5 ’ . ’
=—-e""smarr—---—e""cosan:———2 é-coswrdr
) o? w

I, (1 + E-) = 1 e~ sin wr — —5—e"" cOs wT
» 2

(0 (/2]
I, = ———— e 5 sinowr — '——-S——e'5' COs WT.
w? 4+ 25 w? + 25

349
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Damit ergibt sich das Autoleistungsspektrum zu

-]
Sew) = 188 (@) + 501,| ,

) o
250
Selw) = 188 (0) + ——.

@ @+ s
Aufgabe 3.8

a) Unter der Annahme, daB die Werte normalverteilt sind und % = 0, ergibt sich mit
einer sta.tlstlschen Sicherheit von 95%;

~ 1,960, < x(t) < 1,960,.

Damit gilt ,
&x - Xmax — ¥mia = 3,36 - (_2’25) = 1,43,
3,92 3,92

82 = 2,04 (exakter Wert: 1,39).

b) Fir n = 40 Beobachtu.ngen ergibt sich entsprechend den Bezwhungen im Ab-

_ schnitt 3.2.3.4 fiir einen Abfall des Spektrums von 80 dB/Dekade ein Faktor k = 2,0.
Um die Nulldurchginge n, ermitteln zu kénnen, miissen die MeBwerte zentriert wer-
den: x,(t) = x(t) — %. Dieses kann man sich sparen-und dafiir die Durchgénge durch
den Mittelwert % zihlen. Mit ¥ = —0,08 (exakter Wert) ergibt sich die Anzahl der
Nulldurchginge zu n, = 17.

Damit erhilt man fir die unterschledhchen Tastpenoden die in Tafel L19 an-
gegebenen Grenzfrequenzen. . v

Tafel L19

Tastzeit T 01s 1s 10s Grenzfrequenzen
zu Aufgabe 3.8b

MeBdauer . :

(1. Wert bei ¢ = 0) 39s 39s 390s

n = no[Ty 4,36 0436  0,0436

o5~ 872 0872 00872

¢) Aus der Beziehung
= R,(0) =02 fir %=0 (zentrierte Werte)
kann mit Hilfe der Parsevalschen Gleichung

_— 1 ©
X2 = ——I Sixw) dw
TJo
bei Niherung des Spektrums durch ein Rechteck aus

= 1
x? = ; Sn(O) g

i

Lésungen der Ubungsaufgaben 351

. i Tafel L20
Tastzeit 0,1s 1s 10s Leistungsspektrumswerte
} zu Aufgabe 3.8¢
Sxx(0) 0,735s 7.35s 73,58

der Gleichanteil S,.(0) aus der Beziehung

Sul0) = 2%

Wy
ermittelt werden, In Tafel 120 sind die Ergebnisse fiir die gewihlten Tastzeiten dar-
gestellt. Der prinzipielle Verlauf der approximierten Spektren ist im Bild L13 dar-
gestellt. Er zeigt, daB bei konstanter Leistung des Signals mit der Zuna.hme der Grenz-
frequenz die Héhe des Spektrums abnimmt.

Sxxl)

F-
BildL13
Prinzipieller Verlauf
der approximierten

|- 1 Spektren zu Aufgabe 3.8
g3 42 = 2
Aufgabe 3.9

a) Die Mittelwertbildung der ersten und vierten Serie erg1bt *, = 3,11, x, = 19,38.
Aus der Differenz beider Mittelwerte ist bereits auf einen Trend zu schlieBen.
Fiir den F-Test gilt .

SR

F= ,
53

. 1 m 2 _ L =

Sy = Yg—-%; X=— x=111
m~—1i=1 m =1

s2 = (3,11 — 11,1)* + (19,38 — 11,1)> = 63,8 + 68,6 = 132,1,

ol Mes+1B g0
mi=1 2
F—%—l-—110<Foos 1ot = 441,



352 Lésungen der Ubungsaufgaben

Damit liegt beziiglich der Stréuung ¢ Stationaritit vor. Fiir den Test auf Gleichheit
der Erwartungswerte der ersten und vierten Serie, d.h. der Uberpriifung der Hypo-
these H: po = puy = Jg, erhilt man mit den Beziehungen im Abschnitt 3.4.2

3,11 — 19,38 A/100-18 _
V116,5-9 +123-9 20

-3,33,

'tl- = 3’33 > to.os; 18 = 2,10.

Damit wird die Hypothese abgelehnt und ein Trend in der ZufallsgréBe mit einer
Sicherheit von 95 9/ bestitigt.
b) Der Parameter 4 der einfachen Trendfunktion

R (kT) = kT -
ergibt sich zu

%o— % 19,38 — 3,11
t4 - tl 308

= 0,545

d=

mit #, =5sund 7z, = 35s.
Der Trendverlauf ist im Bild L 14 eingetragen.

x(kn}
K
ST
20 3
1 i F)
] ©
0 ] =
. {
ol A\ | s Pl ad
M 0 R S RV S 1 =—2ay WA
Pl V v VoV i \‘L ',' \\‘30":\.; $1/ \\",ur——
/] i
-k 1 [ 'I ~d \vl 1 3
Y i
2k : ¥ ——— X
i
U
-30f &

Bild L 14. Verlauf der Signale x (kT),% (kT) und % (kT) zu Aufgabe 3.9
¢) Die Korrektur des Trends erfolgt durch die Beziehung

) = x(t) — ().

Das Ergebnis der Korrektur ist.im Bild L 14 dargestellt.
d) Fiir eine statistische Sicherheit von 99,7 %, ergeben sich die Toleranzgrenzen zu

—30 < x(t) — ¥ < 3o.

Mit ¢ = 7 und ¥ = —0,0975 erhalt man den Bereich —20,9 < x(¢f) < 21,1. Damit er-
geben sich der 17. und 26, trendkorrigierte MeBwert der ZufallsgréBe als Fehlmessung.
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Aufgabe 3,10
a) Als Losungsschema wird der GauB-Algorithmus verwendet:

T x

a = [TTT]"l I
T'Tég = T'x

I* | | T™T ! I'x

GauB-Algorithmus — Riickwértsrekursion @

Damit gilt

-1 1 19 [ 61

1 2 4 11,6

1 3 9 20,4

1 4 16 20,9
1 5 25 41,8 |

L1 6 36d L 562

111 1 1 17[6 21 917 [ 166 ]

[1 23 45 6} 21 91 441 756,3
149162536 Lot aa1 2275 ] | 37827 ).

Die Aufldsung der Gleichungen

1. 64, + 21d, + 914, = 166,

2. 214, + 914, + 4414, = 756,3,
3.914, + 4414, + 22754, = 3782,7

ergibt die Parafneter: 8o = 1,93, 4, = 3,025, 4, = 1,0 s~ 2. Die Signifikanz der Para-
meter wird mit dem #-Test fiir die Hypothese Hy: a; = 0 nach der Vorschrift

18] > t4,r5% VPu

durchgefiihrt.
Fiir die Reststreuung sz{z} erhalt man nach der Beziehung

2 1
Sr

Y [x (kT) — 2D

T I an-145
die in Tafel 121 dargestellten Zwischenwerte. Damit ergibt sich die Reststreuung zu
sz = 0,46.

Die Hauptdiagonalelemente p,; der Matrix P

6 21 917~
P=[I"T|]"* = |21 91 441
91 441 2275

23 Wernatadt
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Tafel L21. Zwischenwerte zu Aufgabe 3.10b ;

kT do 6kT 4, (TP £(T) [x (kT) — % (kT)P?
1 3,02 1 5,95 0,02
2 6,04 4 11,97 0,14
3 1,93 9,06 9 19,99 0,17
4 12,08 16 30,01 0,01
5 15,10 25 42,03 0,05
6 18,12 36 56,05 0,02
20,41

ergeben sich zu

19,57 ...
P=|... 140 .. |.
. 0,03

Damit erhilt man folgende Aussagen aus dem Signifikanztest (Parameter ohne Dimen-
sion):

do = 1,93 < 4,303-0,46 /19,57 = 8,76 nicht signifikant,

d; = 3,02 > 4,303:0,46 /1,40 = 2,34 signifikant,

8, = 1,00 > 4,303 - 0,46 /0,03 = 0,34 signifikant.

Die Matrix T lautet fiir die Abtastzeit T = 0,5 s fiir den gewihlten Modellansatz:

1 0,5 0,25

11 1

11,5 2,25 : .
12 4 ) : :
125 6,25

13 9

Aufgabe 3.11

Entsprechend dem L&sungsschema fiir den GauB-Algorithmus (s. Aufgabe 3.10) erhilt
man mit den Werten von Tafel 3.13 und dem gewahlten Modellansatz fiir die Matrix I

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
I"'=]005 08 1 08 0,5 0 -05 -08 -1 -086 —0,5
108 05 0 —-0,5 -08 -1 —0,86 —0,5 0 05 0,36

und fir die Gleichung
T'74 = T'x

12 0 0 do —0,45
0 5956 0 a,| = 6,00{.
00 59561 La, 3,00

Damit ergeben sich die Schitzwerte der Parameter zu.
d, = —0,037, 4, = 1,007, 4, = 0,503.
Die wahren Parameter waren g, = 0,4, = 1, a, = 0,5.
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Aufgabe 3.12

Im Bild L15a ist der Verlauf der gemessenen und mit einem nichtrekursiven Filter er-
mittelten Signalwerte dargestellt. Deutlich ist die gute Filterung der hochfrequenten
St6érung zu erkennen. Die durch das Filter hervorgerufene Phasenverschiebung ist null.
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Der im Bild L15b dargestellte Verlauf der gefilterten Werte zeigt, daB rekursive Filter
ebenfalls die Stdrung beseitigen, aber eine Phasenverschiebung durch das Filter verur-
sacht wird.

Aufgabe 4.1
Die Verstirkung wird aus der Darstellung im Bild L. 16 bestimmt zu

K=@-=5.
U

Nach dem Verfahren von Strejc werden aus Bild L. 16 bestimmt
to,y = 18,18 =12s(T, + T3,),
T, +T,=151s,
to,77a = 4,53 s,

x(to,74) = 0,63, d.h. h(to,54) = 0,13.

Wil ==~ =~ -—-7(
|

3 ‘ . -
' l xt=)
Xt 2 E
|
Y
1 | BidLI6
Mgl A Sprungantwort
1 nach Tafel 4.8
g 45 0 G 0w 0 s & .
4 t—

Aus Tafel 4.2 wird fiir den Wert 5(t,,7,4) = 0,13 das Zeitkonstantenverhiltnis T,/T,
= 0,5 entnommen. Damit gilt fiir

to,7 _ 18,1s _
1.2 (1 + %) L,2(1 + 0,5

1

10,1s,

T, =

T,=1518 -~ T; = 5,05
und die Ubertragungsfunktion G(p)

5
A+p-1018A +p-50s)

G(p) =
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Anfgabe 4.2 ‘ _

Aus der im Bild L17 dargestellten Sprungantwort werden folgende KenngroBen er-

mittelt:

x() _
ug -

K= 5,

t0.63 = 23,6 S,
o632 = 11,85,

X(to.63/2) = 1,2, d.h. h(t0.63/25 = 1,2/5 = 0,24.

5 ’74‘ —
4 :'/ -

Q364 /

b ¢
b /
g
Xliggs)
7 )' Bild L17
4 Sprungantwort
0 nach Tafel 4.9
_1_‘%1 20 by 17} — 50 5 &

‘a) Anwendung findet das von Sponer entwickelte Verfahren. Aus Tafel 4.4 erhilt man

fiir A(to,63,2) = 0,24 die Ordnung n = 3 und den Faktor D'(n) = 0,319. Damit erhalt
man fir die Zeitkonstante 7':

T =D'(n)ty,63 = 0,319-23,6s = 7,5s.
Fiir das Gesamtmodell gilt somit

5
A+ peT5Y
b) Fiir das Modell mit » gestaffelten Zeitkonstanten wird das Verfahren von Radtke

angewendet, Aus Tafel 4.4 erhdlt man fur h(fo,63,2) = 0,24 die Ordnung n = 3 und
den Faktor D(n) = 0,522. Fiir die Zeitkonstante 7" gilt

G(p)

T = D(n) fo,63 = 0,522 . 23,6 § = 12,3VS.
Das Gesamtmodell lautet dann

5
T A +pr123)A +p 6291 +p-419)

Die Uberpriifung der ermittelten Modelle erfolgt anhand der Ubergangsfunktionen.

G(p)
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Modell a) :

ht)=1— g—!— Y e T
=0 I \T’ ’

£(t) = Sh(t) = 2,5 (x(ty) =2,71),
£(t2) = 5h(t2) = 4,5 (x(ty) = 4,58);
Modell b)

ha) = (1 ~ e™™y,

) =5h(t) =2,6 (x(t) =2,71),
#(t) = 5h(t2) = 4,45 (x(t,) = 4,58).

Aufgabe 4.3
Aus der Darstellung im Bild 118 ergeben sich

Anstieg 1/u,

2.T;=32min und x(Ty) = 2,3°

‘ol
k]
! .
B
=2
§ 45min
=3
14 A .
of e / BildL18
M T Sprungantwort nach Tafel 4.10
‘4 4§ 4 ¥ mn 2

t—»

a) Fiir die Systembeschreibung
o) = — K
p(l +pT)

ergibt sich mit

ATy _ 2,25°

= = 0,32
T:Kwo 3,2 min- 10°+ 0,22 min~%
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aus Tafel 4.5 die Ordnung » = 2. Damit erhdlt man die Zeitkonstante 7’ zu

Ty _ 3,2min

7= 22 220 _ 6 min
n 2
und die ermittelte Ubertragungsfunktion zu
0,22 min—!
G(p)

T p( +p-1,6 min)*
b) Fiir die Systembeschreibung

G(p) = ,.—K'LT
(12T

ergibt sich mit

XTe) _ 0,32

Tz Ko

aus Tafel 4.5 die Ordnung # = 2. Damit erhilt man fiir die Zeitkonstante
T’ = TyD{ (n) = 3,2 min - 0,666 = 2,13 min

und fiir die ermittelte Ubertragungsfunktion

0,22 min~*

p(1 + p-2,13min) (1 + p-1,07 min)

G(p) =

Aufg'ab; 4.4

Aus der im Bild L 19 aufgetragenen Impulsantwort werden die Kennwerte
x(T,) = 0,405 und x(T,/2) = 0,28 .
ermittelt. Damit ergibt sich aus dem Verhaltnis beider Kennwerte
X(T)/x (Tw/2) = 1,446

aus Tafel 4.6 eine Ordnung von n = 3.

0405
i I
azt—— |
bl
aef—fH—1 _
w | 1] A ~
. \ BildL19
| : Impulsantwort
| 1 \
T 7 hoedfs 6 3 7 oy ek TaRl4l

Fiir die Ordnung n = 3 ergibt sich wieder aus Tafel 4.6 das Verhiiltnis 7,,/T’ = 2 und
damit fiir die Zeitkonstante T’ der Wert

T =38s2=19s.
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Der Verstirkungsfaktor X ergibt sich aus dem Tafelwert T"x (7},)/K = 0,271 (mit u,
=4 =1)zn

_ 1,95-0,405

= 2,84,

0,271

Damit lautet die Approximation der Systembeschreibung
2,84

G(p) = ——.

d+p-1,95)3
Die Uberpriifung der Modellgiite erfolgt iiber die Berechnung der Gleichungen
x(t) = XK LT -,

T" (n—1)!

2,84 2 _,
X(t) = —2— — g~ V1%", =d=1.

)= ey 2 o

Fiir die Zeitpunkte ¢; erhilt man folgende Resultate:
tfs 3 6 9 12
x(t)/Modell 0,39 0,30 0,15 0,06
x(t)/Original 0,385 0,315 .0,15 0,06

Die Ubereinstimmung zwischen gemessener und approximierter Impulsantwort kann als
gut bezeichnet werden.

Aufgabe 4.5

Zur Ermittlung der Parameter der Ubertragungsfunktion sind aus der im Bild L20 dar-
gestellten Impulsantwort entsprechend dem Verfahren von Radtke zu ermitteln

X = 2,97 aus Imbulsbreite T=235s,
Too =199 s, X, = 4,98,
Xo/xm = 0,60, AT|Ty = 0,25.

X 8 v

4

R
s

, _
[ % r N —— gemessene Inpulsanivort
p \\ —-~ungestirte Impulsantwert
2t \
| N
3 L\
7 h \ O
i ! \\ BildL 20
Y i 7%{ | Impulsantwort
of ! : SnmeeaeDe nach Tafel 4.12
Af v 2 » 40 0 s 60 v
‘00 .
m e

'K=——— x=(1_e
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Aus Bild 4.13a wird entsprechend den Kennwerten xo/x,, und 7/T,, die Ordnung zu
n = 2 ermittelt. Mit der gewdhiten Ordnung » = 2 und dem Kennwert x,/x,, wird aus
Bild 4.13b das Verhiltnis 7'/AT = 2,2 ermittelt. Damit ergibt sich die Zeitkonstante zy
T =11s. .

Die Verstirkung des Systems ermittelt sich aus

1 xo —T/T')n

U X

Mit den bereits ermittelten Werten erhilt man fiir x = 0,133 und K = 5,58.
Damit lautet die ermittelte Ubertragungsfunktion:

G(p) = 5,58 ]

A+p-11s)(1 +p-55s)

Der Vergleich mit den wahren Parametern zeigt, daB bei stirker gestdrten Systemen bei
einer Auswertung mit den deterministischen Methoden gréBere Parameterfehler auf-
treten. Ist die Stérung hochfrequent, bringt eine Gléattung der aufgenommenen Impuls-
antwort eine Verbesserung der Parameterermittlung.

Aufgabe 4.6

Die Approximation des im Bild L21 dargestellten Frequenzgangs wird mit der Ermitt-
lung der Geraden bei kleinen Frequenzen begonnen. Entsprechend den in Tafel 4.7 dar-
gestellten Elementarfrequenzgingen ergeben sich fiir die Aufgabe folgende Teilfrequenz-

ginge:
a) mit *k* = —1 mit G, (jw) = 1/jw-0,1s, ~ d.h. I-Glied, -
b)mit k*=—1 mit G,(jw)=1/1+jw-1s), d.h T;-Glied,
c) mit k*= +1 mit G;(jo)=( +jo-03s), d.h. Tp-Glied,
d)mit k*= -1 mit G,(jw)=1/1 + jo-0,15), d.h.T;-Glied.
Dabei ist zu beachten, daB durch den relativ geringen Abstand zwischen den Polen und

den Nullstellen eine schrittweise Korrektur des approximierten Frequenzgangs mit den
im Bild 4.20 dargestellten Werten erfolgen muB. Die Vorgehenswelse wird im Bild L21

gezeigt.
0

dB
3dB-Q4d8-26d8

..
~.
~.

2

\_\ ]/75 =7]_

[ ] / -
Iél : 1 e \
JdB-2: ZMdB-ZZdBV JdB-QédB=26d8

2 -
_ \ BildL21

-4 ) » 4 . Amplitudenfrequenzgang
- i nach Tafel 4.13

a1 10 . i} 51 0w -

T4 TWarnetads
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Aus den ermittelten Teilfrequenzgingen ergibt sich folgende Ubertragungsfunktion

des Systems:
) 14+p-03
6(p) = d+p S)

p-0ls+p-1s( +p-015)

Axfgabe 4.7
Fiir die Frequenzgangbeschreibung

G (jo) = K

G [1 +3 @ (jw)']

ergibt sich aus den vorgegebenen MeBwerten fiir die Parameter der Ordnung 1 = 0 und
n = 3. Damit sind nach dem Verfahren von Sweda die Parameter folgenden Modells zu
ermitteln:

G (jo .

(o) = 1+ jwa, — w?a, — jo3a; :
Mit den Bestimmungsgleichungen der Parameter entsprechend Abschnitt 4.3.3 erhalt
man

. K

2 2
k=27, a=-1 L—“’—;’“—’—;l = 14,145,
o, (1 - wz/w3)

ay = 1jo? = 43852, a3 = a;/o} =298

und somit fiir die Beschreibung
G (jo) = — :
1+ jo-14,14s — @?-43,8 8% — jo? -29,8 s* S o
Aunfgabe 5.1
a) Als Losungsschema fiir die Regressxonsglelchung
iIMM]=M'x 4
wird der GauB-Algonthmus verwendet (s. Aufgabe 3. 10) Fiir den Modella.nsatz :
=4y + 4,u
gilt somit unter Verwendung der MeBwerte in Tafel 5.21
M X
—1 1,33] 6,4757
1 -0,32| —-0,990
1 -0,60] —1,705
7 1,181 6,500
1 —1,09} —3,405
L1 —0,49 | —0,840.
1 1 1 1 1 1 ] [ 6 0,01} 6,025
1,33 -0,32 —-0,60 1,18 —1,09 —049 | | 0,01 505} 21,76 |

M - MM M 4

AL DWN -
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Aus den Bestimmungsgleichungen
6d, + 0,014, = 6,025,
0,014, + 5,054, = 21,76
erhilt man als Schatzung fiir die Parameter
8o =10, & =43.

Die Restquadratsumme Sy ergibt sich aus den in Tafel 1.22 dargestellten Zwischenwer-
ten zu

Sz = 0,779.
£ Tafel L22
-— 2
Nr. dolio d"_‘* x x— %) e e
1 572 672 0,060 - Aufgabe 5.1a
1 -1,38 ~0,38 0372
1 -2,58 ~1,58 - . 0,013
1 507 6,07 0,185
1 —4,69 -3,69 0,076
! -2,11 -1,11 0,073

Fiir den Signifikanztest und die Bestimmung der K onfidenzintervalle entsprechend den
Beziehungen im Abschnitt 5.2.2 ist die Ermittlung der Elemente p,, der Matrix P
= [MT™M]~* erforderlich.

Fiir den Modellansatz und die vorhandenen MeBwerte gilt

1 505 —0,01] _[0,168...

T 303(-001 6 | [...0198)
Damit ergeben sich fiir die Parameter 4, nach der Vorschrift .
Idil 2 ta/,.:sn\/.;

mit
by, s = o,025,3 = 3,18 (Tafel A2),
2 1
Sg = —S = —0,779 = 0,26
? n—-1-1 R 3 ,

folgende Aussagen mit einer 95 /,lgen Sicherheit:

1. 4, ist signifikant, da10>318 0,57 4/0,168 = 0,665,
2. dllst81gmﬁkant,da43>318 051\/019 =0,737.

Fiir die Toleranzba.nder erhilt man nach der Bezwhung
|4 — a)] = ¢, ,.:-?;t\/; ‘

fiir die Parameter

ay: 0,335 < a, < 1,665,

a;: 3,56 < a; <5,04.
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b) Die Parameterschéatzung des Modellansatzes
.f = do + ﬁlu + dzuz

erfolgt in analoger Weise. Damit ergibt sich entsprechend der Lésung mit dem GauB-
Algorithmus
.M x

1 1,33 1,769 6,475

-0,32 0,102 —0,990
1 -06 036 —1,705
1 1,18 1,392 6,500
1 -1,09 1,188| -~3,415
.1 —-0,49 024 | —0,34

11 11 1 1 "6 0,01 505! 60257
1,33 -032 -0,6 1,18 -109 -—049 || 001 505 234 | 21,76
1,769 0,102 0,36 1,392 1,188 024 | [ 505 234 6,68 | 1553 |
MT M™™ M'x
Aus den Bestimmungsgleichungen

64y + 0,014, + 5,054, = 6,025,

0,014, + 5,054, + 2,344, = 21,76,
5,054, + 2,344, + 6,684, = 15,53
werden folgende Parameterwerte ermittelt:

8,=074, 4, =417, 4, =03l.

Mit diesen Parameterwerten ergibt sich die Restquadratsumme aus den Zwischenwerten
in Tafel L23 zu

Sz = 0,651.

Tafel L 23. Zwischenwerte zu Aufgabe 5:1b

Nr. Adotip a1y azllz 2 ) (x - 3)2
1 0,74 5,55 0,53 6,82 0,133

2 0,74 -1,33 0,03 ~0,56 0,185

3 0,74 -2,5 0,11 —1,65 © 0,003

4 0,74 4,92 0,42 . 6,09 0,177

5 0,74 —4,55 0,36 —-3,44 0,001

6 0,74 -2,04 0,07 - =123 0,152

Zur Vorbereitung der Signifikanztests und zur Ermittluﬁg der Konfidenzintervalle ist
die Berechnung der Matrixelemente p;; erforderlich. Aus der Matrix '

6 0,01 505
M™™ = |0,01 5,05 2,34
5,05 2,34 6,68

S

e M"mﬂ&!ﬂ
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erhilt man fur die Determinante den Wert D = 40,95 und fiir dic Matrix - .

0,689 ... ...
MM-'=].. 036... |.
: 0,739 »
Damit ergeben sich folgende Aussagen fiir die Signifikanz der Parameter mit einer Sicher-
heit von 959;: ' '

1. 4, ist nicht signifikant, da 0,74 < 4,3 - 0,571 - 0,83 = 2,04,
2. 4, ist signifikant, da 4,17 > 4,3--0,571 - 0,597 = 1,47,
3. 4, ist nicht signifikant, da 0,3 < 4,3 - 0,571 - 0,86 = 2,11.

Die Toleranzbinder ergeben sich zu

ao: —1,30 < a, < 2,78,

a;: 2,70 < a, < 5,64,

a: -1,718 < a, < 2,42.
Ein Vergleich der gewahlten Modellansitze zeigt, daB sich die Restquadratsumme mit
ErhShung der Modellordnung nur gering verbessert. Der Signifikanztest zeigt, daB in

beiden Modellansitzen der lineare Teil signifikant ist. Aus beiden Tatsachen kann ge-
schlossen werden, daB fiir den vorliegenden MeBwertsatz ein Modellansatz der Form

.f = do + dlu
gewihlt werden sollte.

Aufgabe 5.2

Fiir den gewdhlten Modellansatz und die in Tafel 5.22 angegebenen Eingangs- und Aus-
gangssignalwerte ergibt sich fiir das Losungsschema der Regressionsgleichung (s. Auf-
gabe 3.10)

M X

1 2 4} 16,27

3 1 1§ 10,5

2 1 1} 80

1 2 4] 155

31 1§ 9,9

3 2 4 199

132133 [33 1828}168,8‘
211212 18 15 27]131,6
[411414] 282751{234,8_
MT MM M'x

Aus den Bestimmungsgleichungen
334, + 184, + 284; = 168,6,
184, + 154, + 274, = 131,6,
28d, + 274, + 5ld; = 234,8
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ergeben sich die Schitzwerte der Parameter zu -

d; = 2,03, 4, =125, 45 =2,83.

Zur Ermittlung der Varianzen der Parameter nach der Bezichung (s. Abschn. 5.2.2)
var {é{} =5 \/P—u

sind die Reststreuung s2 und die Haﬁptdiagonalelemenfe der Matrix P zu bestimmen.

. " Tafel L24 :

Nr. * * A Zwischenwerte zu Aufgabe 5.2
1 16,2 15,83 0,137 - ’

2 10,5 10,17 0,109

3 8,0 8,14 0,020

4 15,5 15,83 0,109

5 9,9 10,17 0,084

6 19,9 19,89 0,000

~ Die Reststreuung ergibt sich aus den Zwischenrechnungen in Tafel 1.24 fiir die Rest-
q'uadi'atsunimg zu ’ , ' '

2249 _ 00
6-31
Aus der Matrix
33 18 28
M™M= |18 15 27
28 27 51

erhilt man die Diagonalelemente der Matiix analog zu Aufgabe 5.1
0,288 ... ees

P=MM~*=]... 7192 .. |
.. 1,368

Damit ergeben sich folgende Varianzen fiir die Parameter:-
var {4;} = 0,07, var {d,} = 1,65,  var {d;} = 0,31.

Aufgabe 5.3

a) Durch Anwendung des Losungsschemas fiir die Regression erhilt man mit den in
Tafel 5.23 angegebenen Werten und dem gewdhlten Modellansatz analog zu Auf-
gabe 3.10

M Loox
F—1,5 -2 —9,77
-0,5 0i -0,
05 0 2,0
. 1,5 2 7,8

[—1;5 —-0,5 0,5 1,5] s 61 27.3]
-2 0 0 21| 6 8 35
MT M™M  M%
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die Bestimmungsgleichungen fiir die Parameter

54, + 64, = 21,3,

64, + 84, = 35.

Fir die Kovarianzmatrix der Parametér erhilt man nach der Bezichung

Ay 2 . 2 - 2 —1;5
Cov{d} = Po; mit o; =1, P= [_1,5 1,25

. 2 -1,5
Cov {3} = [_1,5 1,25] .
b) Die Parameterschitzung bei der Auswertung des vollstindigen Versuchsplans erfolgt
nach der Bezichung

6=LMT.\7.

n
Danmit folgt fiir die Parameter unter Beachtung von Tafel 5.24
4 =3(@4-2+6=2, 4=%}@+2+6)=3.
Die Kovarianzmatrix fiir die Parameter hat folgendes Aussehen:
0,25 0 ]

Cov {8} = [0 0,25

Bei der Betrachtung der Kovarianzmatrizen der Varianten é) und b) ist deutlich der Vo'r-v
teil einer Versuchsplanung zu erkennen, die sich in einer Unabhéngigkeit der Schitzung
und nfinimalen Parametervarianzen ausdriickt.

Aufgabe 5.4

a) Entsprechend der Regressionsvorschrift fiir die Versuchsplanung und den MeBergeb-
nissen in Tafel 5.25 ergibt sich der Parametervektor 4 zu

13,6
5,1
1 1 1 11 1 1 1 _“132 0,6
da=%|1 -1 1 -11 -1 1 -1 9’9 2,21.
1 1 -1 -11 1 -1 -1 123 9,9
-9,3
| —69
Zur Ermittlung der Varianz der Parameter kann aus den Nu]lpunktversuchén ng die

Streuung der Stérung o2 abgeschitzt werden.
Aus den in Tafel 1.23 dargestellten Zwischenwerten ergibt sich

2 1 <

$2 = ——— Y (x, — ¥)? = 265,7/11 = 24,15.
(no - 1) J=1
Danmit gilt fir die Varianzen der Parameter 4

var{d} = 52 = L2415 = 3,06.
n 8
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b) Verwendet wird der F-Test in der Form
F= s.f/s,2
zur Priifung der Hypothese Hy: o7 = o2.

Benétigt wird die Reststreuung, die aus den in Tafel 1.24 dargestellten Zwischen-
werten nach der Vorschrift

2 1 - 109, 6
Sg = ——— X — %) =—- =274

N n—1—-1 iz & 8 4
ermittelt wird.’
Der Test mit diesen berechneten Streuungen und dem Tafelwert Fq11:0.05 = 3,36
ergibt

F=—"=-"—"""=1,15 < 3,36.

Das bedeutet, daB die Hypothese angenommen wird und der Modellansatz adiquat
ist, da sich beide Streuungen mit einer Sicherheit von 95 7 nur zufallig vonemander
unterscheiden.

Aufgabe 5.5

Fiir den Modellansatz

i’ = do + dlul + dzuz + a‘sus

erhilt man mit den Werten in Tafel 5.27 und der Schatzvorschrift

a= lM"x
n
| 175,44 21,93
i=4 —15,12 —1,89 )
7,50 0,94
11,66 1,46

Analog ergeben sich die geschitzten Parameter fiir den Modellansatz

R =8y + &yuy + du, + dyus + &yuu, + 8,5u4u;

175,44 21,93
—15,12 —1,89
750 | 0,94
d=4 11,66 | 1,46
—2,86 —0,36_
—2,54 —0,32
Aufgabe 6.1

a) Die Testfolge und die gemessenen Ausgangswerte sind im Bild L22 dargestelit.

b) Der aus der Testfolge zur Schitzung der Stiitzstellen erstellte Versuchsplan ist in
Tafel L25 dargestellt.

c) Die Abtastzeitpunkte der AusgangsgroBen, die zur Auswertung benétigt werden, sind
im Bild L22 durch Pfeile gekennzeichnet. Die Zuordnung dieser Werte zu den Ver-
suchsplanzeilen wird in Tafel L25 gezeigt.

S b b S

PR
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A A A t
1 — I
“ = rsl ' — s T
4L i ! | A
i b ¢
wr . .
w0 BT . C ey
Y . B 2
05+ . .
-0r Toe e
T I A '
T o} . ..
xh BT . i
T — 5
Neln k= .
_w- * 3 * . .

Bild L22. Verlauf der Testfolge und der gemessenen Ausgangswerte zu Aufgabe 6.1

Tafel L25. Versuchsplan zur Schatzung der Stitzstellen der Gewichtsfunktionen zu Aufgabe 6.1

wh) u(e—1D uk—2 utk—3) utk—4 uk-5 uk-—6 |xb) x:)

-1 21 +1 -1 +1 +1 +1 —0279 —0,069
+1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 —0,238 —0,870
+1  +1 -1 -1 +1 -1 +1 0,152 - —0,169
+1  +1 +1 -1 -1 +1 -1 0674 0814
-1 +1 +1 +1 -1 ~1 +1 0,146 0,793
+1 -1 +1 +1 +1 -1 -1 0,164 —0,046
-1 +1 -1 +1 +1 +1 -1 0333 0476
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 —1,000 ~—1,000

(s. Abschn.6.4.4) erhdlt man fiir die Stiitzstellen der Gewichtsfunktion des ersten

1
§, = — M'x
81 AT
Systems
[ —1
-1
1 +1
g = -1
8-1,3s +1
+1
| +1

+1 +1
-1 +1
-1 -1
+1 -1
-1 +1
+1 -1
+1 +1

+1 -1 +1
+1 +1 —1
+1 +1 +1
~1 +1 +1
-1 -1 +1
+1 -1 —1
-1. 41 -1

-1 -1
+1 -1
-1 -1
+1 -1
+1 -1
+1 -1

-1 -1

{-0,279

—0,238
0,152
0,674

0,146

0,164
0,333

| —1,000
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0,14927] i
0,2556
0,1402
&= 0,0825 |s~1.
0,0758
0,0988
| —0,0375_ )
Analog ergeben sich die Stiitzstellen der Gewichtsfunktion des zweiten Systems zu
(=1 +1 +1 41 =1 +1 —1 —1T] :g’ggg
-1 -1 41 41 +1 -1 +1- -1 —0’169
T 2 B B B A S A B 0.814
§z=m -1 41 =1 =1 41 +1 41 -1 0.793
+1 =1 41 =1 =1 +1 41 =1 |} o
| +1 +1 =1 41 =1 =1 +1 -1 0,476
| +1 +1 41 =1 +1 =1 -1 —1 | 1,000,
[ —0,01987]
0,1625
0,1273
g = 0,0323 |s~1,
0,0189
0,0323
| —0,0232

€) Die Varianzen der geschitzten Stiitzstellen ergeben sich aus der Beziehung
o 1 . ’
var {§())} = Fpuo': mit p;,; = 1/8

fir das erste System zu

1

W0,12=7,4'10—48—2; i=0,...,6
+ 1,323

var {§({)} =
und fiir das zweite System zu

0,12 =14-10"*s"2; i=0,...,6.

var (£} = ———

Fiir die Kovarianzen ergibt sich
cov{£(), (D} =0; ij=0,..,6, i#],

da der verwendete Versuchsplan orthogonal ist.

f) Die geschitzten Stiitzstellen der Gewichtsfunktionen sind im Bild L 23 dargestellt.

g) Die Verstiarkung entspricht der Fliche, die durch die Gewichtsfunktion eingeschlossen
wird.
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Daraus folgt als allgemeine Vorschrift

R=TY 80

i=0
Fiir das erste System ergibt sich somit
K =135-0,7655"1 = 0,994
und fiir das zweite System

R=35-0335"1=0991.

®
& . 1]
4 ré © % L—zd

t—

BildL23. Gescha't?te Gevwichisfunktionen der Teilstrecken zu Aufgabe 6.2

Aufgabe 6.2

a) Die Testfolge und die gemessenen Ausgangswerte sind im Bild 1.24 dargestelit.
b) Der Regressionsansatz lautet:

k) =buk — 1) — ,x(k — 1).
Die Parameter des Diﬂ'erenzengléichungsmodells ergeben sich aus der Schitzvorschrift
§=[MM]"* M x

1 n- 3. 1 |. 1 . 1 1
1 I I xR 2 ¢ 6 8
1 ). 1 “1r . Y e
ok 2 ' 4 [ P [} 2t . .

Bild L 24. Verlauf der Testfolge und der genfes.renen Ausgangswerte zu Aufgabe 6.2
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mit - s ¢) Die fiir den Signifikanztest benétigten Varianzen der geschatzten Parameter sind
+1 O [ 1,897 ' '
+1 1’89 3,23 . ,] var {Bl} = PIIS: = 0,168 * 17,07 . ].0—3 = 2,87 M 10_3,
-1 323 ~0,13 : | var {d;} = p;a52 = 0,047 - 17,07 - 10~3 = 0,802 - 10~2.
M=[|+1 =013, =x=| 204| . , I . . T i ..
> : - z Mit Hilfe des z-Tests wird gepriift, ob sich die geschitzten Parameter signifikant von
-1 2,04 —0,86 - : null unterscheiden:
-1 —0,86 —2,42 . E
| +1 —2,42 | 0,44 ' - Libil 2 ty, ,Vvar{b}; a=5%, f=m—1—-1=4; t;,,,=2776,
Daraus ergeben sich die Matrizen : 2,003 = 2,776 - 5,36 - 102 = 0,1488.
A _ 7 —-5,07 —1 _ [0,168 0,034 ' i Die geforderte Bedingung ist erfiillt; der Parameter b, ist signifikant.
MM = [—5,07 24,78] » [IMTM] = [0,034 0,047]

II. |dll = t2,5%,4 V var {dl},
0,607 = 2,776 - 2,83 - 10~2 = 0,0786.

10,974 : : A
M'x = [ 4,68 ] : ' : Die geforderte Bedingung ist erfiillt; der Parameter 4, ist ebenfalls signifikant.
- Die Toleranzbénder fiir die geschitzten Parameter ergeben sich aus den Beziehungen

sowie der Vektor ,

Der Parametervektor § ergibt sich dann zu

¢ = MTM] M — [0,168 0,034] [10,974] _ [2,003] | [by — Bl < ta,55, 4 Vvar {B1} = 2,776 - 5,36 - 10-2 = 0,1488;
~ 10,034 0,047 | 4,68 |  0,593]" . 1,854 < b, < 2,152, °

Die geschatzten P. i .

16 geachilzten Parameter sind | la; — di] < ta.595.0 V/¥ar (@} = 2,776 - 2,83 - 10~* = 0,0786;
b, =2003, 4, = —0,593. :

: ~0,672 < a, < —0,514.
c) Der geschatzte Ausgang berechnet sich zu : .

2k =buk — 1) — dx (k- 1) ' ‘
bzw.

(k) = 2,003 (k — 1) + 0,593x (k — 1).
Die aus dieser Gleichung berechneten Werte sind in Tafel L26 enthalten.
d) Die Restsumme Sy ergibt sich aus '

Sg = i (x(k) — 2(k))* = 68,28 - 10,
k=1

Daraus resultiert eine Reststreuung von
Sk _ 68,28 -10-2
n-l—-1 7-2-1

2—-

Sy

=17,07-10-3.

Tafel L26. Schitzung der Ausgangsgrofe und ihrer Varianz der Aufgabe 6.2

uk—-1 xk-1 xk) x(k) — £(k) [x(k) — 2P

+1 0 2,003 ~0,113 1277 10-2

+1 1,89 3,124 0,106 1124-10-3

-1 3,23 0,088 -0,042 1,76 10-2

+1 —-0,13 1,926 0,114 12,99 - 10-3 )
-1 2,04 -0,793 ~0,067 - 449-10-2
-1 —0,36 -2,513 0,093 8,65 103

+1 —242 058 . | -o0128 1638-10°3




Tafel A 1. Ordinatenwerte der normierten Normalverteilung
x* = (X — w)/o; NV (0,1)

x* 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 .0,06 0,07 0,08 0,09

0,0 39894 39892 .39886 39876 39862 39844 39822 39797 39767 39733
0,1 39695 .39654 .39608 39559 39505 39448 39387 .39322 39253  .39181
0,2 39104 .39024 38940 .38853 38762 . .38667 .38568 .38466 38361  .38251
0,3 38139 38023 37903 37780 37654 37524 37391 37255 37115 .36973
0,4 36827 36678 36526 36371 36213  .36053  .35889 .35723 35553  .35381
0,5 35207 35029 34849 34667 34482 34294 34105 33912 33718 (33521
0,6 33322 33121 32918 32713 .32506 32297  .32086 .31874 31659 -.31443
0,7 31225 .31006 30785 30563 30339 30114 ° 29887 .29659 ~ .29431 ° .29200
0,8 28969 28737 28504 28269 28034 27798 27562 .27324 .27086 .26848
0,9 26609 26369 - 26129 .25888 25647 25406 25164 .24923  .24681 24439
1,0 24197 23955 23713 23471 23230 22988 22747 .22506 22265 @ .22025
1,1 21785 21546 21307 21069 20831  .20594  ,20357 .20121 .19886 .19652
1,2 19419 19186 18954 .18724 .18494 18265 18037 .17810 .17585 .17360
1,3 17137 .16915 16694 16474 .16256 .16038 ,15822 .15608 .15395 .15183
1,4 .14937 14764 14556 14350 ° 14146 13943  .13742 13542 .13344 13147
1,5 12952 12758 12566 .12376. .12188  .12051 .11816 .11632  .11450  .11270
1,6 .11092 10915 10741 10567 10396 10226 10059 .09893 09728  .09566
1,7 09405 09246 09089 08933 08780 08628 .08478 .08329 .08183 .08038
1,8 07895 07754 07614 07477 07341 07206 .07074 .06943 06814 .06687
1,9 06562 06438 06316 06195 06077 .05959 .05844 05730 .05613 .05508
2,0 05399 105292 05186 05082 04980 .04879 04780 04682 04586 .04491
2,1 04398 104307 04217 04128 04041 03955 .03871 .03788 .03706 .03626
2,2 03547 03470 03394 03319 03246 .03174 .03103 .03034 02965 .02898
2,3 02833 02768 02705 02643 02582 02522 02463 .02406 02349  .02294
24 02239 02186 02134 02083 02033 .01984 01936 .01889 01842 01797
2,5 01753 01709 01667 01625 01585 .01545 .01506 .01468 .01431 .01394
2,6 01358 01323 01289 01256 01223 01191 .01160 01130 .01100 .01071
2,7 01042 .01014 00987 00961 00935 .00909 .00885 .00361 .00837 .00814
2,8 00792 00770 00748 00727 00707 00687 .00668 .00649 00631 .00613
2,9 00595 00578 00562 00545 00530 .00514 00499 .00485 .00471 .00457
3,0 00443 00327 00238 00172 00123 00087 .00061 00042 .00029 .00020

Anzahl der Irrtumswahrscheinlichkeit o
Freiheitsgrade fir zweiseitige Fragestellung
f 0,10 0,05 0,02 0,01
1 6,31 12,7 31,82 63,7
2 2,92 4,30 6,97 9,92
3 2,35 3,18 4,54 5,84
4 2,13 2,78 3,75 4,60
5 2,01 2,57 3,37 4,03
6 1,94 2,45 3,14 3,71
7 1,89 2,36 3,00 3,50
8 1,86 2,31 2,90 3,36
9 1,83 2,26 2,82 3,25
10 1,81 2,23 2,76 3,17
11 1,80 2,20 2,72 3,11
12 1,78 2,18 2,68 3,05
13 1,77 2,16 2,65 3,01
14 1,76 2,14 2,62 2,98
15 1,75 2,13 2,60 2,95
16 1,75 2,12 2,58 292
17 1,74 2,11 2,57 2,90
18 1,73 2,10 2,55 2,88
19 1,73 2,09 2,54 2,86
20 1,73 2,09 2,53 2,85
21 1,72 2,08 2,52 2,83
22 1,72 2,07 2,51 2,82
23 1,71 2,07 2,50 2,81
24 1,71 2,06 2,49 2,80
25 1,71 2,06 2,49 2,79
30 1,70 2,04 2,46 2,75
60 1,67 2,00 2,39 2,66
120 1,66 1,98 2,36 2,62
0 1,64 1,96 2,33 2,58
0,05 0,025 0,01 0,005

Irrtumswahrscheinlichkeit « fiir einseitige
Fragestellung ‘
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Tafel A2 -
t-Verteilung [t,,  und t3 ,
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Tafel A 3. *-Verteilung [1%e ;] : - ' . R | Tafel A4. F-Verteilung F, z,.7, f0r o = 0,05
Anzahl der Irrtumswahrscheinlichkeit o« : f £ A
Freiheitsgrade ] 1 2 3 |4 5 6 12 24 30 40 w©
S 0,99 0,975 0,95 0,05 0,025 0,01 ] y iors 19905 |2157 | 2246 236,2 Y P 2450 25 1 | 234 i
. 2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,41 19,45 19,46 19,47 19,50
1 0,00016 0,00098 0,0039 38 50 6,6 ] 3 10,13 9,55 9,28 9,12 z,gé :,?2 :’;‘: . g,g'_t, :.g: :.:tli :.:g
i | 4 7,71 694 | .659 6,39 5 3 X A s A X
g g’ﬁg g:gﬁ : g’;g; g’g ;’: li’i ‘ s - 6,61 5,19 5,41 5,19 5,05 4,95 4,68 4,53 4,50 4,46 4,36
4 01297 0484 o1 9z5 111 - 133 ‘6 5,99 s14 | 476 4,53 43 | 428 | 400 3,84 3,81 X4} 3,67
g ? ’ . 7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,57 3,41 3,38 3,34 3,23
5 0,554 0,831 1,15 11,1 12,8 15,1 8 532 | 4,46 4,07 3,84 | 3,69 3,58 3,28 3,12 3,08 3,08 2,93
6 0,872 1,24 1,64 12,6 14,4 16,8 i 9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,07 2,9 2,86 2,82 2,7
7 1,24 1,69 217 . 141 16,0 18,5 \ 10 | 49 | 410 | 371 | 348 | 333 | 32 | 291 | 204 | 270 | 267 } 254
8 1,65 2,18 273 155 17,5 20,1 11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 2,79 2,61 2,57 2,53 2,40
9 z’w 2.70 333 16,9 19.0 21.7 1 12 4,75 3,88 3,49 3,26 3,11 3,00 2,69 2,50 2,46 2,42 2,30
¢ ’ > ’ ] 13 - 4,67 3,80 3,41 3,18 3,02 2,92 2,60 2,42 2,38 2,34 2,21
10 2,56 3,25 3,94 18,3 20,5 23,2 14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,53 2,35 2,31 2,27 2,13
11 3,05 3,82 - 4,57 197 21,9 24,7 : 15 4,51 3,68 3,29 3,06 2,9 | 2,79 2,48 2,29 2,25 2,21 2,07
12 3,57 4,40 523 210 23,3 26,2 1= 16 4,49 3.6 3,24 3,01 2,88 2,74 2,42 2,24 2,20 2,16 2,01
13 411 5,01 -~ . 5,89 224 247 27,7 ] ‘17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,38 2,19 2,15 2,11 1,96
14 4,66 563 6.57 237 26.1 29,1 ., .18 4,41 3,58 3,16 2,93 2,77 2,66 2,34 2,15 2,11 2,07 1,92
> s > 4 > 4 19 4,38 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,31 2,11 - 2,07 2,02 1,88
15 5,23 6,26 7,26 25,0 27,5 30,6 20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,28 2,08 2,04 1,9 | 1,84
16 5,81 691 7,96 26,3 28,8 32,0 21 432 | 341 ] 307 | 284 | 268 | 257 | 225 | 208 | 200 | 19 | 1,81
17 6,41 7,56 8,67 276 30,2 334 22 4,30 3,44 3,08 2,82 2,66 2,55 2,23 2,03 1,98 1,9 | 1,78
18 7,01 8,23 9,39 289 31,5 348 23 4,28 3,42 3,03 2,80 2,64 2,53 g,ig f,gg :: :.:; :;Ig
24 4,26 3,40 3,01 2,78 2,62 2,51 X , K , K
19 7,63 891 - 101 30,1 32,9 36,2 235 4,24 3,38 2,9 2,76 2,60 2,49 2,16 1,96 1,92 1,87 1,71
20 8,26 9,59 109 314 342 37,6 30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,09 1,89 1,84 1,79 1,62
21 8,90 10,3 11,6 327 35,5 385 - 0 400 | 315 | 276 | 252 237 | 228 1.92 1.70 163 1o | 139
22 9,54 11,0 12,3 339 36,8 40,3 120 3,92 3,07 2,68 2,45 2,29 2,17 1,83 1,61 1,55 1,46 1,25
23 102 17 13,1 35,2 38,1 41,6 © 3,84 2,99 2,60 2,37 2,21 2,09 1,75 1,52 1,46 1,35 1,00
24 10,9 12,4 13,8 364 © 394 43,0
25 11,5 13,1 14,6 377 40,6 44,3
30 15,0 16,8 18,5 438 47,0 50,9
40 222 244 26,5 - 5538 59,3 63,7
50 29,7 324 3438 67,5 71,4 76,2
60 37,5 40,5 43,2 79,1 83,3 88,4
70 45,4 438 51,7 90,5 95,0 100,4
80 53,5 57,2 60,4 1019 106,6 1123
] 61,8 65,6 69,1 1131 118,1 124,1
100 70,1 74,2 71,9 1243 129,6 135,8
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Tafel AS. F-Verteilang F, ., fir & = 0,01

f2 f
1 2 3 4 5 6 12 24 30 40 ©

1 4052 4999 5403 5625 5764 5859 6106 6234 6261 6287 6366
2 98,49 99,00 99,17 99,25 99,30 99,33 99,42 99,46 99,47 99,47 99,50
3 34,12 30,81 29,46 28,71 28,24 27,91 27,05 26,60 26,50 26,41 26,12
4 21,20 18,00 16,69 15,98 15,52 15,21 14,37 13,93 {13,84 13,74 13,46
5 16,26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 9,89 9,47 9,38 9,29 9,02
6 13,74 10,92 9,78 9,15 8,75 8,47 1,72 7,31 723 7.14 6,88
17 12,25 | 9,55 8,45 7.85 7,46 7,19 6,47 6,07 5,99 5,91 5,65
8 11,26 8,65 15 7,01 6,63 6,37 5,67 5,28 5,20 5,12 4,86
9 10,56 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,11 4,73 4,65 4,57 4,31
10 10,04 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 471 4,33 4,25 4,17 3,91
11 9,65 7,20 6,22 5,67 5,32 5,07 4,40 4,02 3,94 3,86 3,60
12 9,33 6,93 5,95 5.41 5,06 4,82 4,16 3,78 3,70 3,62 3,36
13 9,07 6,70 5,74 5,20 4,86 4,62 3,96 3,59 3,51 3,43 3,16
14 8,86 6,51 5,36 5,03 4,69 4,46 3,80 3,43 3,35 3,00
15 8,68 6,36 5,42 4,89 4,56 4,32 3,67 3,29 3,21 3,13 2,87
16 8,53 6,23 5,29 4,717 4,44 4,20 3,55 3,18 3,10 3,02 2,75
17 8,40 6,11 5,18 4,67 4,34 4,10 3,45 3,08 3,00 2,92 2,65
18 8,28 6,01 5,09 4,58 4,25 4,01 3,37 3,00 2,92 2,84 2,57
19 8,18 5,93 5,01 4,50 4,17 3,94 3,30 2,92 2,84 2,76 2,49
20 8,10 5,85 494 4,43 4,10 3,87 3,23 | . 2,86 2,78 2,69 2,42
21 8,02 5,78 4,87 4,37 4,04 3,81 3,17 2,80 2,72 2,36
22 7.94 5,72 4,82 4,31 3,99 3,76 3,12 2,75 2,67 2,58 2,31
23 7,88 5,66 4,76 4,26 3,94 3,71 3,07 2,70 2,62 2,54 2,26
24 7,82 5,61 4,72 4,22 3,90 3,67 3,03 2,66 2,58 2,49 2,21
25 7,77 5,57 4,68 4,18 3,86 3,63 2,99 2,62 2,54 2,45 2,17
30 7,56 5,39 4,51 4,02 3,70 3,47 2,84 2,47 2,38 2,30 2,01
60 7,08 4,98 4,13 3,65 3,34 3,12 2,50 2,12 2,03 1,94 1,60
120 6,85 4,79 3,95 3,48 3,17 2,96 2,34 1,95 1,86 1,76 1,38
-] 6,64 4,60 3,78 3,32 3,02 2,80 2,18 1,79 1,70 1,59 1,00

Tafel A6. Kritische Korrelationskoeffizienten

Freiheitsgrad 10% 5% 1% 0,1%
1 0,988 0,997 1,000 1,000

2 0,900 0,950 0,990 0,999

3 0,805 0,878 0,959 0,991

4 0,729 0,811 0,917 0,974

s 0,669 0,754 0,875 0,951

6 0,621 0,707 0,834 0,925

7 0,581 0,666 0,798 0,898

8 0,549 0,632 0,765 0,872

9 0,521 0,602 0,735 0,847
10 0,497 0,576 0,708 0,823
1 0,476 0,553 0,684 0,801
12 0457 0,532 0,661 0,780
13 0,441 0,514 0,641 0,760
14 0,426 0,497 0,623 0,742
15 0,412 0,482 0,606 0,725
16 0,400 0,468 0,590 0,709
17 0,389 0,456 0,575 0,693
18 0,379 0,444 0,561 0,679
19 0,369 0,433 0,549 0,665
20 0,360 0,423 0,537 0,652
21 0,352 0,413 0,526 0,640
2 0,344 0,404 0,515 0,629
23 0,337 0,396 0,505 0,618
24 0,330 0,388 0,496 0,607
25 0,323 0,381 0,487 0,597
30 ° 0,296 - 0,349 0,449 0,554
35 0,275 0,325 0,418 0,519
40 0,257 0,304 0,393 0,489
.45 0,243 0,288 0,372 0,465
50 0,231 0,273 0,354 0,443
60 0,211 0,250 0,325 0,408
70 0,195 0,232 0,302 0,380
80 0,183 0,217 0,283 0,357
9% 0,172 0,205 0,267 0,338
100 0,164 0,195 0,254 0,321
150 0,134 0,159 0,208 0,264
200 0,116 0,138 0,181 0,230
250 0,104 0,124 0,162 0,206
300 0,095 0,113 0,148 0,188
350 0,088 0,105 0,137 0,175
400 0,082 0,098 0,128 0,164
450 0,077 0,092 0,121 . 0,154
500 0,073 0,088 0,115 0,146
600 0,067 0,080 0,105 0,134
700 0,062 0,074 0,097 0,124
800 0,058 0,069 0,091 0,116
.900 0,055 0,065 0,086 0,109
0,052 0,062 0,081 0,104

Anhang

379



Literaturverzeichnis -

Abschnitt 1

[1.1] Wiener, N.: Kybernetik, Diisseldorf, Wien: ECON-Verlag 1963

{1.2]1 Reinisch, K.: Kybernetische Grundlagen und Beschreibung kontmulerhcher Systeme. Berlin:
VEB Verlag Technik 1974

[1.3] Wernstedt, J.: Methoden und Erfahrungen zur ProzeBsteuerung und Entscheldungsﬁndung durch
den Menschen auf der Grundlage von Beratun§-/Expertensystemen messen, steuern, regeln 28
(1985) 7, S.295-298

[1.4] Proc. der IFAC-Symposien ,Identification and System Parameter Estimation®. Prag 1967/1970,
Den Haag 1973, Tbilissi 1976, Darmstadt 1979, Washington 1982, York 1985, Peking 1988 f

[1.5} Astrom, K.J.; Eykhoff, P.: Systemidentifikation ~ a survey. Automatic 7 (1971) S.123/162

[1.6] Bergmann, S.,u.a.: PROFIS - ein ProzeBfihrungssystem zur Herstellung integrierter Schaltkreise.
30.Internat. Wiss, Koll. der TH Ilmenau 1985

[1.7]1 Sichardt, A.; Trippler, D.: Entwicklung und Aufbau eines Prozeffilhrungssystems zur Herstellung
integrierter Schaltkrelse (PROFIS) fiir die Mengensteuerung einer Zelle im VEB MME. Diss. A,
TH Ilmenau 1986 ,

[1.8] Schmidt, M.; Puta, H.; Reinisch, K.: Constnbutlon to the optimization of the plant growth fac-
tors in the greenhouse and in the open land. 9.IFAC-WeltkongreB, Budapest 1984

[1.9] Otto, P.; Sokollik, K.; Wernstedt, J.; Dietzemann, M.: Innentemperatur-Vorhersagemodell zur
Mikrorechnersteuerung von Gewéchshiusern. messen, steuern, regeln 25 (1982) 11, S.602-608

[1.10] Otto, P.; Sokollik, K.; Wernstedt, J.; Dietzemann, M.: Development and testing of a inside tem-
perature model for a microcomputer controlled greenhouse. Preprints 9.IFAC-WeltkongreB,
Budapest 1984

[1.11] Dietzemann, M.: Untersuchung eines Mehrkanal-Mlkroprozessorreglcrs in der LPG Frithgemiise-
zentrum Dresden als Grundlage fiir den Einsatz von Mikrorechnern zur Klimasteuerung in
Gewichshidusern. Diss. B, Ing.-Schule Berlin-Wartenberg 1985

[1.12]} Straskaba, M.; Gnauck, A.: Aquatische Okosysteme. Jena: VEB Gustav Fischer Verlag 1983

[1.13} Uhlmann, D.: Hydrobiologie. 2. Aufl., Jena: VEB Gustav Fischer Verlag 1982

{1.14] Grauck, A.; Wernstedt, J.; Winkler, W.: Zur Bildung mathematischer Modelle limnischer Oko-
systeme mittels rekursiver Schitzverfahren. Int. Revue ges. Hydrobiologie 61 (1976) 6, S.609-626

[1.15] Grauck, A.; Wernsteds, J.; kaler, W.: Zur Erstellung von Wassergiitemodellen fiir Talsperren
mittels rekursiver Schitzverfahren. Acta hydrochim. hydrobiol. 3 (1975) 4, S.381-384 )

[1.16} Wernstedt, J.; Winkler, W.: Modellierung des Sauerstoffgehaltes der Spree in der Hauptstadt der
DDR - Berlin. Bericht, TH Ilmenau 1979

[1.17} Hoffmeyer-Zlotnik, H.J.; Wernstedt, J.: Global catchment area model for an operational water
quantity forecast-pilot project: river basin of the Werra/GDR. Proc. 7 IFAC-Symposium , Iden-
tification and Systemparameter Estimation® York 1985

[1.18) Hoffmeyer-Zlotnik, H.J.; Seifert, A.; Wernstedt, J.: Drawing quantity forecast of river basins.
Proc. VIII. IFAC-KongreB Kyoto 1981 )

[1.19] Hoffineyer-Zlotnik, H.J.; Seifert, A.; Wernstedt, J.: Operative Wassermengenvorhersage fiir das
FluBgebiet der Werra. Bericht, TH Ilmenau 1975-1982 -

[1.20] Bohnhardt, G.; Poitz, W.: Signalanalyse und Modellbildung des statischen Verhaltens eines kon-
tinuierlichen Fermentationsverfahrens. Diplomarbeit, TH Ilmenau 1973

[1.21) Zimmermann, W.: Zu Problemen der Anwendung der Korrelations- und der Regressionsanalyse
zur statischen Identifikation kontinuierlicher technologischer Prozesse. Diss. A, TH Ilmenau 1977

[1.22] Kiesewetter, M.: Entwurf und Erprobung des Beratungssystems ,,GLUCON* zur perioperativen
Blutglukosefiihrung insulinpflichtiger Diabetiker. Diss. TH Ilmenaun 1985

[1.23) Kiesewetter, M.; Wernstedt, J.; Lemke, K.; Moricke, R.: Entwurf und Erprobung einer rechner-
gestiitzten Steuerung des Glukoseniveaus des Menschen mit dem Beratungssystem , GLUCON®.
30.Internat. Wiss. Koll. der TH Ilmenau 1985

Literaturverzeichnis 381

[1.24] Moricke, R.; Kiesewetter, M.; Wernstedt, J.: Klinische Anforderungen und Erfahrungen mit dem
Steuer- und Beratungssystem GLUCON. Wiss. Tagung der AW : Bioelekt. Sensoren. Berlin 1985

[1.25] Wernstedt, J.; Beyer, J.; Otto, P.: Identifikation und Modellierung des dynamischen Verhaltens
des Herz-Kreislaufsystems des Menschen unter Verwendung aufgeprigter Belastungsfolgen
Bericht, TH Ilmenau 1977

[1.26] Trabert, A.; Beyer, J.; Tiedt, N.; Wermtedt J.: Ergometrische Untersuchungen mit nichtlinearen
T&stverfahren Ergebn. exp. Med. 41 (1982) S.81-86

[1.27] Beyer, J.; Wernstedt, J.; Zwiener, U.: Versuche zur Modellierung des Blutdruckregelkreises des
Menschen aus optimalen bindren Belastungsfolgen. In: Zwiener, U., Signaltheor. Methoden und
Modelle in der Medizin. Jena: VEB Gustav Fischer Verlag 1977

[1.28] Trabert, A.: Ein Beitrag zur Erstellung nichtlinearer Modelle des Herz-Kreislaufverhaltens des
Menschen bei Belastung auf dem Fahrradergometer. Diss. TH Ilmenau 1984

[1.29] Michels, R.; Wernstedt, J.; Tiedt, N.: Experimentelle Systemanalyse der orthostatischen Herz-
frequenzregulatlon mit Differenzengleichungen unter Verwendung von Ilmenauer optimalen Test-
folgen (ILMOS). 30.Internat. Wiss. Koll. der TH Ilmenau 1985

[1.30] Michels, R.: Entwicklung und Erprobung von Strategien zur Ermittlung von Differenzengleichungs-
modellen fiir die Beschreibung von kardlovasku]aren Funktionsparametern. Diss. A, TH Ilmenau
1987

[1.31] Wernstedt, J.: Ein Beitrag zur Entwicklung und Erprobung von Verfahren zur prozeBgekoppelten
statistischen Modellbildung zeitvarianter multivariabler Systeme. Diss. B, TH Ilmenau 1978

[1.32} Béhme, D.; Winkler, W.; Wernstedt, J.: Ein Programmsystem zur rechnergestiitzten ProzeBana-
lyse - EXPRAN. TH Ilmenau 1982

[1.33] Trippler, D.; Otto, P.; Seifert, A.; Wernstedt, J.: Ein dialogorientiertes Programmsystem zur
rechnergestiitzten ProzeBanalyse — DIOPRAN TH Ilmenau 1986

[1.34] Lee, R.: Optimal estimation, identification and control. MIT Press, Research Monograph 28 (1964)

[1.35] Deutsch, R.: Estimation theory. Englewood Cliffs (New Jersey): Prentice Hall 1965

[1.36] Albert, A.; Gardner, L. A.: Stochastic approximation and nonlinear regression. Cambridge (Mass.)
1967

[1.37] Strobel, H.: Systemanalyse mit determinierten Testsignalen. Berlin: VEB Verlag Technik 1968

[1.38} 4strom, K.: Introduction to stochastic control theory. New York: Academic Press 1970 :

[1.39] Nalimov, V.V.: Teorija eksperimenta. Moskau: Nauka 1971

[1.40] Isermann, R.: Experimentelle Analyse der Dynamik von Regelsystemen. Mannheim: Biblio-
grafisches Institut 1971

[1.41]1 Zypkin, I.S.: Grundlagen der Theorie lernender Systeme. Berlin: VEB Verlag Technik 1972

[1.42) Bandemer, H.; Bellmann, A.; Jung, W.; Richter, K.: Optimale Versuchsplanung I. Berlin: Akade-
mie-Verlag 1973

[1.43] Hartmann, K.; Letzki, E.; Schéfer, W.: Statistische Versuchsplanung in der Stoffwirtschaft. Leip-
zig: VEB Deutscher Verlag fiir Grundstoffindustrie 1974

[1.44] Isermann, R.: ProzeBidentifikation. Berlin: Springer-Verlag 1974

[1.45) Unbehauen, H.; Géhring, E.; Bauer, B.: Parameterschitzverfahren zur Systemidentifikation.
Miinchen: R.Oldenbourg Verlag 1974

[1.46] Strobel, H.: Experimentelle Systemanalyse. Berlin: Akademie-Verlag 1975

[1.47] Eykhoff, P.: Systemparameter and state estimation. London: J. Wiley & Sons 1976

[1.48] Bandemer, H.; Nather, W.: Theorie und Anwendung der optimalen Versuchsplanung II. Berlin:
Akademie-Verlag 1980

[1.49] Sonderstrom, T.; Stoica, P.: Instrumental variable methods of system identification. Berlm
Springer-Verlag 1983

[1.50] Ivachnenko, A.G.; Miiller, J. A.: Selbstorganisation von Vorhersagemodellen. Berlin: VEB Verlag
Technik 1984 .

[1.51] Young, P.C.: Recursive estimation and timeseries analysis: an introduction. Berlin: Springer-Ver-
lag 1984

[1.52] Unbehauen, H.: Regelungstechnik Band I, II, III. Braunschweig, Wiesbaden: Friedr. Vieweg
& Sohn 1985

[1.53] Wede, J.; Werner, D.: EchtzeitprozeBmodelle auf der Basis von Parameterschatzverfahren Berlin:
VEB Verlag Technik 1985

[1.54) Isermann, R.: Identifikation dynamischer Systeme. Berlin: Springer-Verlag 1988



382 Literaturverzeichnis

Abschnitt 2 3

[2.1] Cramer, H.: Mathematical methods of statistics. Princeton N. J.: Princeton University Press 1963

[2.2) Smirnow, N.W.; Dunin-Barkowski, J.W.: Mathematische Statistik in der Technik. Berlin: VEB
Deutscher Verlag der Wissenschaften 1963

[2.3] Storm, R.: Wahrscheinlichkeitsrechnung, mathematische Statistik und statistische Qualitits-
kontrolle. Leipzig: VEB Fachbuchverlag 1965

[2.4] Fisz, M.: Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematische Statistik. Berlin: VEB Deutscher Ver-
lag der Wissenschaften 1965

[2.5] Weber, E.: GrundriB der biologischen Statistik. Jena: Gustav-Fischer-Verlag 1967

[2.6] Lindner, A.: Statistische Methoden fiir Naturwissenschaftler, Mediziner und Ingenieure. 4. Aufl.
Basel 1964

[2.7] Rasch, D.: Elementare Einfiihrung in die mathematische Statistik. 2. Aufl. Berlin: VEB Deutscher
Verlag der Wissenschaften 1970

[2.8] Gnedenko, B. W.:Lehrbuch der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 6. Aufl. Berlin : Akademie-Verlag 1971

[2.9] Miiller, H.; Neumann, P.; Storm, R.: Tafeln der mathematischen Statistik. Leipzig: VEB Fach-
buchverlag 1979

[2.10] Miiller, P.: Lexikon der Stochastik. 3. Aufl. Berlin: Akademie-Verlag 1980

Abschnitt 3

[3.1]1 Reinisch, K.: Analyse und Synthese kontinuierlicher Steuerungssysteme. Berlin: VEB Verlag
Technik 1979

[3.2] Ginther, M.: Zeitdiskrete Steuerungssysteme. Berlin: VEB Verlag Technik 1986

[3.3]1 Lange, F. H.: Korrelationselektronik. Berlin: VEB Verlag Technik 1962

[3.4] Lange, F.H.: Signale und Systeme (Bd.1 und 3). Berlin: VEB Verlag Technik 1966/1971

[3.5] Schlitt, H.: Stochastische Vorginge in linearen und nichtlinearen Systemen. Berlin: VEB Verlag
Technik 1968

[3.6] Solodownikow, W.W.: Einfiihrung in die statistische Dynamik linearer Regelungssysteme. Berlin :
VEB Verlag Technik 1963 ’

[3.7) Lorenz, G.: StérgroBenanalyse. Berlin: VEB Verlag Technik 1985

[3.8] Leonhard, W.: Statistische Analyse linearer Regelungssysteme. Stuttgart: B.G. Teubner 1973

[3.9]1 Box, G.E.P.; Jenkins, G.M.: Time series analysis forecasting and control. San Francisco 1970

[3.10) Anderson, T. W.: The statistical analysis of time series. New York: J. Wiley 1971

[3.11] Andel, J.: Statistische Analyse von Zeitreihen. Berlin: Akademie-Verlag 1984

[3.12] Achilles, D.: Die Fourier-Transformation in der Signalverarbeitung. Berlin: Springer-Verlag 1985

[3.13] Koopmans, T.: Linear regression analysis of economic time series. De Erven, F.Bohn, n. v. Harlem
1937

[3.14] Toutenburg, H.; Rédel, E.: Mathematisch-statistische Methoden in der Okonomie. Berlin: Aka-
demie-Verlag 1978 . .

[3.15] Birkenfeld, W.: Methoden zur Analyse von kurzen Zeitreihen. Basel: Birkhiuser Verlag 1977

[3.16] Knopp, K.: Theorie und Anwendung unendlicher Reihen. Berlin: Springer-Verlag 1964

[3.17) Jenkins, G. M.; Priestley, M. B.: The spectral analysis of time series. Journal of the royal statistical
society 19 (1975) 1, S.1-12

[3.18] v. Mezynski, W.: Ein Beitrag zur Ermittlung von Kennfunktionen und Modellen fiir stochastisch
gestorte Signale, Diss. A, TH Ilmenau 1981

[3.19] Chatfield, C.: Analyse von Zeitreihen. Leipzig: B.G. Teubner Verlagsges. 1982

[3.20) Ljung, G. M., Box, G.E.P.: The likelihood function of stationary autoregressive-moving-average
models. Biometrika 66 (1979) S.265-270

[3.21] Ogier, R.G.; Wong, E.: Recursive linear smoothing of two-dimensional random fields. IEEE Trans.
Inf. Theory 27 (1981) 3, S.77-83 )

[3.22] Hannan, E.J.: Recursive estimation based on ARMA-models. The anals of statistics 8 (1980) 4,
S.762-777

[3.23] Stearns, S.D.: Digitale Verarbeitung analoger Signale. Miinchen: R.Oldenbourg 1979

[3.24] Schwarz, H.: Optimale Regelung und Filterung/Zeitdiskrete Regelungssysteme. Berlin: Akademie-
Verlag 1981 '

Abschuitt 4

[4.1]1 Strejc, V.: Approximation aperiodischer Ubergangscharakteristiken. messen, steuern, regeln 3
(1960) 3, S.115-124
[4.2] Radtke, M.: Zur Ermittlung der statischen und dynamischen Kennwerte von linearen und nicht-

Literaturverzeichnis 383

linearen Ubertragungsgliedern aus aufgezeichneten Ubergangsfunktionen. Diss. A, TH Ilmenau
1967

[4.3] Sponer, J.: Kontinuierliche Steuerungen (Arbeitsbuch). Berlin: VEB Verlag Technik 1977

[4.4] Schwarze, G.: Ubersicht iiber die Zeitprozentkennwertmethode zur Ermittlung der Ubertragungs-
funktion aus der Gewichtsfunktion, Ubergangsfunktion oder Anstiegsantwort. messen, steuern,
regeln 8 (1965) 10, S.356-359

[4.5] Simoju, M.P.: Opredelenie koeffizientov predatocnych funkcij linearizovanuych zvenev i sistem
avtoregulirovanija. Avtomatika i Telemechanika XVII (1957) 6, S.514-528

[4.6] Schwarze, G.: Regelungstechnik fiir Praktiker. Berlin: VEB Verlag Technik 1977

[4.7] Unbehauen, H.: Bin graphisch-analytisches Verfahren zur Bestimmung des Frequenzganges aus der
Ubergangsfunktion. Regelungstechnik 11 (1963) 12, S.551-555

[4.8] Werner, G. W.: Entwicklung einfacher Verfahren zur Kennwertermittlung an linearen industriellen
Regelstrecken mit Testsignalen. Diss. A, TH Imenau 1965

[4.9] Wilfert, H. H.: Signal- und Frequenzganganalyse an stark gestorten Systemen. Berlin: VEB Verlag
Technik 1969

[4.10] Van den Bas, A.: Construction of binary multifrequency testsignals 1.JFAC Symposium , Iden-
tification and Parameter Estimation®, Prag 1967

[4.11] Bode, H. W.: Network analysis and feedback amplifier design. New York. D. van Nostrand Com-
pany, Inc. 1945

[4.12] Truxal, J.G.: Entwurf automatischer Regelsysteme. Miinchen: R.Oldenbourg Verlag 1960

[4.13] Szweda, T.: Metoda pomiaru wspotczynnikow przepusowosci czlonkow dynamicznych. Arch.
Automatiki i Telemechaniki 3 (1958) 1/2, S.3-15

[4.14] Brammer, K.; Sifflin, G.: Kalman-Bucy-Filter; Deterministische Beobachtung und stochastische
Filterung. Miinchen: R.Oldenbourg Verlag 1975

[4.15] Follinger, O.: Regelungstechnik. Berlin: AEG-Telefunken 1980

[4.16] Luenberger, D.G.: Observers for multivariable systems. IEEE Trans. on Autom. Control AC-11
(1966) S.190-197

[4.17] Ackermann, J.: Einfiibrung in die Theorie der Beobachter. Regelungstechnik 24 (1976) S.217-226

[4.18] Wonkam, W.H.: On pole assignment in multiinput controllable linear systems. IEEE Trans. on
Autom. Control 12 (1967) S.600-665

Abschnitt 5

[5.11 Zurmihl, R.: Praktische Mathematik. Berlin: Springer-Verlag 1964

[5.2]1 Kuo, S.S.: Numerical methods and computers. Massachusetts: Addison Wesley 1965

[5.3] Faddeev, D.K.; Faddeeva, N.N.: Numerische Methoden der linearen Algebra. Miinchen: R.Olden-
bourg Verlag 1964

[5.4] Gantmacher, F.R.: Matrizenrechnung, Bd.1 und 2. Berlin: VEB Deutscher Verlag der Wissen-
schaften 1965

[5.5] Schwarz, H.; Rutishauser, H.; Stiefel, E.: Matrizennumerik. Stuttgart: Teubner Verlag 1968

[5.6] Hofer, E.; Lunderstids, R.: Numerische Methoden der Optimierung. Miinchen: R.Oldenbourg
Verlag 1975

[5.7] Householder: Principles of numerical analysis. New York: McGraw Hill 1953

[5.8] Powell, N.J.: A method for minimizing a sum of squares of nonlinear functions without calculat-
ing derivatives. Computer 1. 7 (1964), S.303-307 )

[5.9] Fox, L.: Optimization methods for engineering design. London: Addison Wesley 1971

[5.10] Fletscher, R.: Optimization. New York: Academic Press 1968

[5.11] Pierre, D.A.: Optimization theory with applications. New York: John Wiley 1969

[5.12] Wilde, D.J.: Optimum seeking methods. New York: Prentice-Hall, Englewood Cliffs 1964

[5.13] Marquardt, D.W.: An algorithm for least squares estimation of nonlinear parameters. SIAN
Journ. of Control 11 (1963) S.431-441

[5.14] Bard, Y.: Comparison of gradient methods for the solution of nonlinear parameter estimation
problems. SIAM Journ. on Num. Analysis 7 (1970) S.157-186

[5.15) Wismer, D.A.; Chattergy, R.: Introduction to nonlinear Optimization. North-Holland Series in
System Science and Engineering 1978

[5.16] Brooks, S. H.: A Discussion of random methods for seeking maxima. Operation Research 6 (1958)
S.244-251

[5.17] Rastrigin, K.A.: Algoritmy i programmy slutschainogo poiska. Riga: Snanije 1969

[5.18] White, R.C.: A survey of random methods for parameter estimation. Eindhoven University of
Technologie, Eindhoven 1971, Report Nr.70-E-16



384 Literaturverzeichnis

[5.19] Schwefel, H. P.: Numerische Optimierung von Computer-Modellen mittels der Evolutionsstrategie.
Basel: Birkhduser Verlag 1977 -

[5.20] Clarke, D.W.: Qeneralized least-squares estimation of the. parameters of a dynamic model.
1.IF{AC-Sympt.)smm Identification and Parameter Estimation, Prag 1967

[5.21] Gastinel, N.: Lineare numerische Analysis. Berlin: VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften 1972

[5.22] Wernstedt, J.: Zur Parameterschitzung statischer Systeme mittels rekursiver Verfahren. messen,
steuern, regeln 16 (1973) 1, S.25=27 . .

[5.23] R?bbins, H.; Monro, S.: A stochasti¢ approximation method. Ann. Math. Stat. 22 (1951) S.400-407

[5.24] Kiefer, J.; Wolfowitz, J.: Stochastic estimation of the maximum of a regressionfunction. Ann.
Math. Stat. 23 (1952) S.462-466 .

[5.25] Dvoretsky, A.: On stochastic approximation. Proceed. Berkely Symposium of Math. Stat. and
Prob. (1956) S.39-56 :

[5.26] Osborn, P.V.: Investigation of 2 method of adaptive control. Doctor of science thesis, MIT 1961,
Report No.T 266

[5.27] Ra_ke, H.: Selbsteipste_uende Systeme nach dem Gradientenverfahren. Diss. A, TH Hannover 1965

[5.28] glg’i’_ 51;.E.: Application of ridge analysis to regressionsproblems. Chem. Eng. Progr. 3 (1962)

[5.29] Horl, A.E.; Kennard, R. W.: Ridge regression: Biased estimation for nonorthogonal problems.
Technometrics 12 (1970) 1, S.55-67 .

[5.30] Lghmann, G.: Zur statistischen Modellbildung multivariabler technischer Systeme bei korrelierten
EinfluBgréBen. Diss. A, TH Ilmenau 1975

[5.31] Voigt, D.: Ein Beitrag zur Parameterschitzung von Systemen mit konzentrierten Parametern unter
Verwendung von a-priori Informationen. Diss. A, TH Ilmenau 1974

[5.32] Krabs, W.: Einfiihrung in die lineare und nichtlineare Optimierung fiir Ingenieure. Leipzig:
Teubner Verlagsgesellschaft 1983 .

[5.33} Marquardt, D, W.: An algorithm for least squares estimation of nonlinear parameters. SIAM Jorn.
on Num. Analysis 7 (1970) S.157-186

[5.34] Gyuerki, J.: Uber adaptive Algorithmen zur Ermittlung von linearen Modellen. XV. IWK. der
TH Ilmenau 1970

[5.35] Lindner, A.: Planen und Auswerten von Versuchen. 3. Aufl. Basel: Verlag Birkhiuser 1968

[5.36] Krug, G.K.: Planirovanie eksperimenta. Moskau: Nauka 1966

[5.37] Lee,. w.: Experimenta} design and analysis. San Francisco: Freeman and Co. 1975

[5.38] Nalimov, V. V.: Theorie des Experimentes — Eine mathematisch-statistische Methodologie des Ver-
suches. Berlin: VEB Deutscher Landwirtschaftsverlag 1975

[5.39] Scheffler, E.: Einfiihrung in die Praxis der statistischen Versuchsplanung. 2.Aufl. Leipzig:
V'E_‘,B Deutscher Verlag fiir Grundstoffindustrie 1986

[5.40] Hatler, G.: Versuchsplanung und statistische Datenanalyse. Berlin: Akademie-Verlag 1976

[5.41] lsagx, 169% P.; Hunter, W.G.; Hunter,J.S.: Statistics for experimenters. New York: Wiley and-

ns

[5.42] Rasch, D.; Herrendorfer, G.: Statistische Versuchsplanung. Berlin: VEB Deutscher Verlag der
Wissenschaften 1982 ' '

[5.43]1 Karlin, S.,; Studden, W.J.: Optimal experimental design. Ann. Math. Stat. 37 (1966) S.783-815

[5.44] Box, G.E.; Hunter, J.S.: Multifactor experimental design for exploring response surfaces. Ann.

. - Math. Stat. 28 (1957) S.195-141

[5.45} Box, G.E.; Hunter, J.S.: The 2*~? fractional factorial designs. Teil I, Technometrics 3 (1961)
S.311-351; Teil II, Technometrics 3 (1961) S.449-458

[5.46] Plackett, R.L.; Burman, J.P.: The design of optimum multifactorial experiments. Biometrika 33
(1946) S.305-325 . ’

[5.471 go‘f‘], goE P.; Lucas, H.L.: Design of experiments in nonlinear situations. Biometrika 46 (1959)

[5.48]1 I-Iart{e_‘Ji, H.0.: Smallest composite design for quadratic response surfaces. Biometrics 15 (1959)
S.611-624

[5.49] g’;;ﬁgl;;% w.J.: Composite designs based on irregular fractions of factorials. Biometrics 21 (1965)

Abschinitt 6

[6.11 Volterra, V.: Theory of functionals and of integrals and Integro-differential Equations. Dover,
New York: 1959 :

f6.2] Kruér, G.K.; Sosulin, J.A.; Fatujew, W.A.: Planirowanije eksperimenta w sadatschach identifi-
kazii ekstrapoljazik. Moskau: Nauka 1977

Literaturverzeichnis 385

[6.3] Otto, P.: Entwurf und Anwendung eines Systems von optimalen Testsignalfolgen zur Identifika-
tion linearer und nichtlinearer dynamischer Systeme. Diss. B, TH Ilmenau 1987
[6.4] Wernstedt, J.; Otto, P.; Krug, G.K.; Fatujew, W. A.: Methoden zum Entwurf optimaler Testsignal-
folgen fiir die Identifikation linearer und nichtlinearer dynamischer Systeme. WIZ der TH Ilmen-
au 31 (1985) 5, S.111-137
[6.5] Savadis, G.N.: Stochastic approximation methods for identification and control - a survey. IEEE
Trans. Aut. Control AC-19 (1974) 6
[6.6] Sen, A.; Sirha, N.K.: On-line system identification using a combined stochastic approximation
and pseudoinverse algorithms. IFAC-Symposium ,,Stochastic Control*, Budapest 1974, S.225-231
[6.7]  Kaminskas, V.: Ozenka parametrow diskretnych sistem klassa Gammerstejna. Automatika;
Telemechanika (1975) 7 .
[6.8] Stoica, P.: On the convergence of an iterative algorithm used for Hammerstein system identifica-
tion. IEEE Trans. on Autom. Control AC-26 (1981) 4, S.967-969
[6.91 Haber, R.; Keviczky, L.: Identification of nonlinear dynamic system. 4. IFAC-Symposium Identi-
fication and System Parameter Estimation, Tbilissi 1976, paper S-4, pp.62-112
[6.10] Rosenthal, B.: Beitrag zur Identifikation fir einfache nichtlineare dynamische Systeme in offener
und geschlossener Kette. Diss. A, TH Iimenau 1985
[6.11] Schulz, H.: Beitrag zur Echtzeitparameterschitzung von nichtlinearen dynamischen Systemen.
Diss. A, TH Magdeburg 1985 )
[6.12] Keviczky, L.; Banyacz, C.: On input signal synthesis for linear discrete time systems. 3.IFAC-
Symposium Identification and System Parameter Estimation, Den Haag 1973
[6.13] Eykhoff, P.; van den Boom, A.; van Rede, A.: System identification methods — unification and in-
formation — development using template functions. VIIT. IFAC-Congress, Kyoto, 1981, vol. V1. p.83
[6.14] Wong, K.; Polak, E.: Identification of linear discrete time systems using the IV-method. IEEE
Trans. Autom. Control 12 (1969) S.707-718
[6.15] Young, P.: An instrumental variable method for realtime identification of a noisy process. Auto-
matica 6 (1970) S.271-287
[6.16] Clarke, D.: Generalized LS estimation of the parameters of a dynamic model. 1.TFAC-Symposium
Identification in automatic control systems, Prag 1967
[6.17] ‘Hastings-lames, R.; Sage, M.: Recursive GLS procedure for on-line identification of process para-
meters. Proceed. IEE 116 (1969) S.2057-2062
[6.18] Sderstrom, Th.: Convergence properties of the generalized least-squares identification method.
3.IFAC-Symposium Identification and System Parameter Estimation, Den Haag 1973
[6.19] Bohlin, T.: The ML-method of identification. IBM Schweden, paper 18. 191, 1968
[6.20] Gustavson, J.: Comparison of different methods for identification of industrial processes. Automa-
tica 8 (1972) S.127-142
[6.21] Peterka, V.; Halouskova, A.: Tally estimation of Astrém modell for stochastic systems. 2. IFAC-
Symposium Identification and System Parameter Estimation, Prag 1970
[6.22] Peterka, V.; Smuk, K.: On-line estimation of dynamic model parameters from input-output data.
4.IFAC-KongreB, Warschau 1969
[6.23] Mehra, R.K.: Nonlinear System identification selected survey and recent trends. 5.IFAC-Sympo-
sium Identification and System Parameter Estimation, Darmstadt 1979
[6.24] Hoffmeyer-Zlotnik, H.J.: Ein Beitrag zur Schiitzung nichtparametrischer Modelle dynamischer
Systeme mittels aktiver Experimente. Diss. A, TH Ilmenau, 1976
[6.25] Zarrop, H.P.: Optimal experiment design for dynamic system identification. Berlin, Heidelberg,
New York: Springer-Verlag 1979
[6.26] Sokollik, K.: Ein Beitrag zur optimalen Gestaltung von Testfolgen zur Schitzung linearer und ein-
facher nichtlinearer Differenzengleichungsmodelle. Diss. A, TH Ilmenau 1983
[6.27] Briggs, P.A.; Godfrey, K.R.: Pseudorandom signals for the dynamic analysis of multivariable
systems. Proc. IEE 113 (1966) S.1259-1267
[6.28] Godfrey, K. R.: Three level m-sequences. Electronics Letters 2 (1966) S.241
[6.29] Levadi, V.S.: Design of input signals for parameter estimation. IEEE Trans. Autom. Control
AE-11 (1966) S.205-211
[6.30] Tuis, L.: Anwendung von mehrwertigen pseudozufalligen Signalen zur Identifikation von nicht-
linearen Regelungssystemen. Schriftenreihe des Lehrstuhls fur MeB- und Regelungstechnik,
Abt. Maschinenbau, Ruhr-Universitit Bochum, Heft 6, 1975
[6.31] Wiener, N.: Extrapolation, interpolation and smoothing of stationary time series. New York:
Wiley 1949
[6.32] Kalman, R.E.: A new approach to linear filtering and prediction problems. Trans. ASME, series
D, J.Basic Engg. 82 (1960) S.35-45



386 Literaturverzeichnis

[6.33] Kalman, R.E.; Bucy, R.S.: New results in linear filtering and prediction theory. Trans. ASME,
series D, J.Basic Engg. 83 (1961) S.95-108

[6.34) Jazwinski, A.H.: Stochastic processes and filtering theory. New York: Academic Press 1970

[6.35) Soderstrom, Th.; Gustavsson, L.; Ljung, K.: Identificability conditions for linear systems operating
in closed loop. Intern. J. Control 21 (1975) 2, S.243-255

[6.36) Beyer, J.: Parameterschitzverfahren zur Identifikation ruckgekoppelter dynamischer Systeme.
Diss. A, TH Ilmenau 1975 ]

[6.37] Bauer, B.: Parameterschitzverfahren zur on-line Identifikation dynamischer Systeme im offenen
und geschlossenen Regelkreis. Diss. A, Ruhr-Universitit Bochum 1977

[6.38] Bretthauer, G.: Identifikation riickgekoppelter MehrgroBensysteme im Frequenzberewh Ein-
heitliche Darstellung und Vergleich von Verfahren. Diss. B, TU Dresden 1983

[6.39]) Schulze, H.: Anwendung von Schitzverfahren fiir die KenngréBen von Regelstrecken aufgrund
von Messungen am geschlossenen Regelkreis. Diss. A, TU Braunschweig 1972

[6.40) Théom, H.; Krebs, V.: Identifikation im geschlossenen Regelkreis — Korrelationsanalyse oder Para-
meterschitzung? Regelungstechnik 23 (1975) 1, S.17-19

[6.41) Bretthauer, G.: Identiability of linear systems. ZKI-Informationen, Berlin (1985) 1, S.1/69

[6.42) Bretthauer, G.: Uber die Anwendung der statistischen Entscheidungstheorie zur Modeliselektion
in offenen und geschlossenen Regelkreisen. Diss. A, TU Dresden 1977

[6.43) Gohring, B.: Erprobung statistischer Parameterschitzmethoden und Strukturpriifverfahren zur
experimentellen Identifikation von Regelsystemen. Diss. A, Universitit Stuttgart 1973

[6.44) Miiller, J.-A.: Auswahl von Methoden optimaler Kompliziertheit. messen, steuern, regeln 30
(1987) 7, S.302-306

[6.45]) Litz, L.: Reduktion der Ordnung linearer Zustandsraummodelle mittels moduler Verfahren.
Stuttgart: Hochschulverlag 1979

[6.46] Diekmann, K.: Die Identifikation von MehrgrdBensystemen mit Hilfe rekursiver Parameterschitz-
verfahren. Diss. A, Ruhr-Universitit Bochum 1981

Sachworterverzeichnis

Abtastperiode/Abtastzeit 76

—, Wahl 77, 238ff.
Amplitudenfrequenzgang 172f.
Amplitudenspektrum 77

A-Optimalitat 235

A-priori-Information 190f.
Autokorrelationsfunktion 81 -
Autoleistungsdichtespektrum 88
autoregressiver Proze (AR-Modell) 1141,

~ der gleitenden Mittel (ARMA-Modell) 1191,

— der gleitenden Mittel mit einer HilfsgréBe
(ARMAX-Modell) 113

- integrierender ProzeB der gleitenden Mittel
(ARIMA-Modell) 113

Bayes-Schiitzung 190f.
Beobachter 1771,

—, Beobachteraufgabe 177

-, Beobachtung durch ein Parallelmodell 178f.
-, Luenberger-Beobachter 180f.
Beobachternormalform 182
Beratungssystem 19
Bestimmtheitsma8 491,

—, multiple 51

-, partiell 50
Bewertungsfunktion 54
Binirsignal 170, 298f.
Bodediagramm 172f.

Chi-Quadrat-Verteilung 53
Cholesky-Verfahren 199, 210

Diagnose 19

Differenzengleichung 2711f.
Dirac-Impuls 76

DominanzmaB der Pole 326
D-Optimalitat 235

Drehbarkeit von Versuchsplianen 236
Dreieckwelle 170f.

Echtzeitidentifikation 2151,
Ein-/Ausgangsbeschreibung 152f.
Ein-/Ausgangsmodell -

-, nichtparametrisches 152

—, parametrisches 152

Entfaltung 166f., 260f.

—, mit Ausgleich 260

-, ohne Ausgleich 166
Ergodizitit 80

Erwartungswert 45

Expertensystem 19
ExzeB 46

Faltungsintegral 166, 257
Faltungssumme 167
Fehler 1961,
-, Ausgangsfehler 196
-, Bingangsfehler 197
-, verallgemeinerter Fehler 197
Feh]crgleichung 196
Fensterfunktionen 97ff.
-, Bartlett 97
-, Parzen 97
-, Tukey 97
Filter 1301,
-, analoge 131
—, digitale 132fF.
~, HochpaBfilter 144f.
-, nichtrekursive 132
—, rekursive 132
-, TiefpaBfilter 132f.
Fishersche Informationsmatrix 234
Fisher-Verteilung (F-Verteilung) 53
Fourier-Koeffizienten 74
Fourier-Reihenentwicklung 74
Fourier-Transformation 77
-, diskrete 79
Frequenzgang 1671f.
-, Amplitudenfrequenzgang 169f.
-, Approximation durch Polynommodelle 174
—, Approximation durch Zeitkonstantenmodelle
169
-, Phasenfrequenzgang 169f.
Frequenzgangmessung 1681, .
—, Bestimmung aus Rechteck- und Dreieckwellen
170f.
-, Komponentenverfahren 169
-, Synchronaufzeichnungsverfahren 169

Gewichtsfunktion 1641,

—, Entfaltung mit Ausgleich 260f.

-, Entfaltung ohne Ausgleich 1661f.
Gleichungsfehler (s. verallgemeinerter Fehler) 197
G-Optimalitit 236

Gradientenverfahren 199f£., 216fF.

Hadamard-Matrix 305
Hammerstein-Modell 259f., 292f.
Hiufigkeit 41

-, absolute 41

-, relative 41



388 Sachwérterverzeichnis

Hilfsvariablen 283f.
Hilfsvariablenschitzung 283ff.

, direkte Methode 283

-, rekursive Methode 287
Hypothesen 62

, Alternativhypothese 62
, Nullhypothese 62

Identifikation 32f.

, Parameteridentifikation 33f.
, Zustandsidentifikation 34f.

Impulsantwort 165ff.
Impulsfunktion 164fF.
Informationsmatrix 234
Irrtumswahrscheinlichkeit 52
iterative Schitzverfahren 199f.
-, gradientenfreie Verfahren 199

, Gradientenverfahren 199
, Zufallssuchverfahren 199

Kalman-Filter 317f.
Kammlinie 206
Kammlinienregression 206fF.
Konfidenzintervall 67
Korrelationsfunktion 81f.

, Autokorrelationsfunktion 81

~, experimentelle Bestimmung 84

, Kreuzkorrelationsfunktion 83

Korrelationskoeffizient 49
-, einfacher 49
-, empirischer 60

, kritischer 67

-, multipler 50

-, partieller 50
Korrelationsmatrix 51
Korrelationsverfahren 96f.
Korrelatoren 84
Kostenfunktion 190
Kovarianz 48
Kovarianzmatrix 49

der Stérungen 230f., 315f.

der Storung auf den Zustand 315f.

des extrapolierten Zustandes 315f.
des Fehlers 211
des Zustandsfehlers 316f.

Kreuzkorrelationsfunktion 83
Kreuzleistungsdichtespektrum 90

Laplace-Integral 78
Laplace-Transformation 78

, diskrete 79

Leistungsdichtespektren 88f.

, Autoleistungsdichtespektrum 88

-, experimentelle Bestimmung 91f.
-, Kreuzleistungsdichtespektrum 89
Lernfolge 325
Levenberg-Marquard-Verfahren 214
Likelihood-Funktion 192
Luenberger-Beobachter 180f.

Markov-Schitzung 192f., 209f.

Maximum-Likelihood-Schitzung 191f.

Mehrfaktorpline (s. Versuchspline) 236ff.

— fiir lineare Modelle 237f.

— fiir nichtlineare Modelle 246f.

MehrgroBensystem 1891,

-, Differenzengleichungsmodell 3261F.

—, statisches Modell 1891F.

—, Volterra-Reihe-Modell 2691,

—, Zustandsmodell 3141,

MeBwertmatrix 192fF., 202f.

Methode der kleinsten Quadrate (s. Regression)
2021F.

m-Folge 301f.

Mittelwert 53

Modell 33f.

~bestimmung 33

—gleichung 33

—ordnung 156fT., 324f.

—schitzung 33 .

-struktur 1561F., 324f.

— der gleitenden Mittel (MA-Modell) 1101F.

Modellbildung aus.-der Gewichtsfunktion 164ff.

Modellbildung aus der Ubergangsfunktion 156ff.

-~ von L-T,-Systemen 162f.

— von P-T;-Systemen 156f.

— von P-T;-Tp-Systemen 158f.
- von P-T,-T;-Systemen 158f.
Momente 44

-, normale 44

-, zentrale 45

Newton-Raphson-Verfahren 213f.
Normalverteilung 44
Nullpunktversuch 243

Optimalititskriterien der Versuchsplanung 235ff.
-, A-Optimalitit 235

—, D-Optimalitit 235

-, G-Optimalitit 235

Orthogonalisierung 199

Orthogonalitit 236

Ortskurve 1671f.

Parameternachfithrung 225ff.
Parameterschitzung 34
Parametervektor 33f.
Parsevalsche Gleichung 90
Phasenfrequenzgang 172f.
Phasenspektrum 77
Plackett-Burman-Plan 243f.
Planungskern 248f. -
Prognosebereich 235
ProzeBanalyse 32

-, experimentelle 35

-, theoretische 35

ProzeB der gleitenden Mittel (MA-Modell) 114f.
ProzeBmodell 33

Priiffolge 325

Priifverfahren (statistische) 63f.

-, F-Test 65

-, t-Test 64

—, z-Test 63

—, x2-Test 64

Priifverteilung 52

pseudostochastische binire Testsignale
(PRBS-Folge) 298f.

Rampenfunktion 76
Randverteilung 47
Rauschen 82

-, farbiges 82

-, weiles 82
Rechteckimpuls 76
Rechteckwelle 74, 170f.
Regression 202fF. .
rekursive Regression 222fF.
-, gewichtete 225

-, ungewichtete 222
Relaxation 218f.
Restquadratsumme 204
Reststreuung 204

Schitzaufgabe 189
-, direkte Losung 190fF., 198, 201f.
-, iterative Losung 199f.
-, rekursive Losung 200f.
Schitzmethoden 189ff.
-, Aufgabe 189
-, Bayes-Schitzung 190f.
—, Markov-Schiitzung 192f.
—, Maximum-Likelihood-Schitzung 191f
—, Regression 193f.
-, verallgemeinerte Regréssion 193
Schitzung 1941F.
-, asymptotische 194
—, beste lineare 204
-, effektive 196
~, erwartungstreue 195
—, konsistente 195
--, unverschobene 194
—, verschobene 194
Schiefe 46
Signal 72f.
-, aperiodisch 75
-, exponentiell 73
—, harmonisch 73
-, periodisch 74
Signalanalyse 34
—, experimentelle 35
-, theoretische 35 ;
Signalaufbereitung 1251F.
—, Bereichstest 127
—, Bilanztest 127
-, Differenztest 127
—, Filterverfahren 1301
-, Korrekturverfahren 129f.
Signalfolgen 297ff., 3011,
-, bindr 298f.
—, mehrwertige 3011F.

Sachwdrterverzeichnis

—, optimale 3031,

-, pseudostochastisch 298fF.
Signalmodell 721f., 103ff.
-, deterministisches 72f., 105ff.
—, kombiniertes 1211f.

-, stochastisches 112f.
Signifikanztest 205
Spektralanalyse 88f.
Spektrum 77

—, Amplitudenspektrum 77
-, Phasenspektrum 77
Sprungantwort 154f.
Sprungfunktion 75
Standardabweichung 45
Stationaritit 80

-, Priifung 1281
Sternpunktversuch 248f.
Steuerung 19

-, adaptive 20

-, operative 20

-, optimale 20

Stichprobe 51
Stichprobenfunktion 51
Stichprobenmittel 51
Stichprobenvarianz 51
Stichprobenverteilung 51

stochastische Approximation 221 f..

stochastischer ProzeB 80
Storung 32f., 315f.

-, Ausgangsstérung 315

—, Zustandsstérung 315
Streuung 53
Strukturpriifung 324fF.

—, Dominanztest 326

-, Fehlerfunktionstest 325
—, F-Test 325 e

-, Polynomtest 325

-, Signalfehlertest 325

Student-Vertellung (t-Vertellung) 52

Suchfilterverfahren 92
Suchfrequenzverfahren 93
Suchverfahren 1991f.

-, gradientenfreie 199f. .
-, Gradientensuchverfahren 199f.
-, Zufallssuchverfahren 199f.
Systemanalyse 34

-, experimentelle 35

-, theoretische 35
Systembeschreibung 152 f.

~, nichtparametrisch 152

—, parametrisch 152
Systemmatrix 34, 177f., 314f. .

_ Systemmodell 33f.

-, Ein-/Ausgangsmodell 34 :
-, Hammerstein-Modell 259f., 275

-, Gewichtsfunktionsmodell 164ff., 256ff.

-, Volterra-Reihen-Modell 256fF,
-, Wiener-Modell 259f., 276f.

-, Zustandsmodell 34
Systemzustand 34, 177f., 314f.

389



390  Sachwirterverzeichnis

Taylor-Reihe 256f.
Teilfrequenzginge 172f.
Teilmodell 327f.
TestgrBen 51
Testsignale 153 ff.

-, aperiodische 153

-, Dreieckwellen 153

-, optimale 303f.

-, periodische 153

-, pseudostochastische 153, 2971
-, Rechteckwellen 153

-, stochastische 153
Testverteilungen 52f.

-, F-Verteilung 53

-, 12-Verteilung 52

~, z-Verteilung 52

-, g>-Verteilung 53 .
Totzeitermittlung 156fT.

" Trend 105f., 128f.

t-Test 64

t-Verteilung (Student-Verteilung) 52

Ubergangsfunktion 1551,

-, Auswertung anhand charakter. Funktionswerte

15511,
-, Ermittlung des Frequenzganges aus der
ion 163f.
Ubertragungsfaktor 154f,
-, integraler 155
-, proportionaler 154
Uberwachung 19

Varianz 46

Variationsbreite 53
Variationskoeffizient 53
verallgemeinerte Regression 193, 209f,
-, direkte 193, 209f.

-, rekursive 229f.

Vergessen 142, 225f,
Vergessensfaktor 143
Verstarkungsfaktor 154f,
Versuchsbereich 234f.

- fiir lineare Systeme 234

~ fiir nichtlineare Systeme 247f.
Versuchsplan 234ff.

-, drehbarer 236f.

-, drehbar zentraler 250f.

—, gesittigter 242f.

-, konkreter 234

-, orthogonaler 236f.

-, orthogonal zentraler 248f,
-, unvollstindiger 240f.

-, vereinfachter zentraler 2511,
-, vollstindiger 2371,

-, zusammengesetzter 2471F.

Versuchsplanung 232ff.

Verteilung 43 :
-, Binominalverteilung 44 .
-, Exponentialverteilung 44

-, Gleichverteilung 44

—, Normalverteilung 44

-, Poissonverteilung 44
Vertethgsdnchtefunktlon 43

-, diskrete 43

-, empirische 54

7 '] Steﬁse 43

Verteilungsfunktion 43

-, diskrete 43

-, empirische 54

-, stetige 43

Volterra-Reihe 256ff. :
-, Kerne der Volterra-Reihe 256

orhetsage 21

Wahrscheinlichkeit 42

-, bedingte 42

-, Verbundwahrscheinlichkeit 47
Wendetangentenkonstruktion 158f,
Wichtung 225f.

-, blockweise 228

-, exponentielle 227

-, gezielte 228

Wichtungsfenster 96

-, Bartlett 96

-, Parzen 96

-, Tukey 96

W'chtungsmatnx 210f. .
Wiener-Chintschinsche’ Benehung 100
Wiener-Modell 2671., 276f.

Yule-Walker-Gleichungen 115

Zeitreibe 1031T.

z-Test 63

z-Transformation 79

ZufallsgréBe 42

-, diskrete 43

-, eindimensionale 43

-, mehrdimensionale 46

-, stetige 43

Zustand 3141,

—, extrapolierter 316f.

—, geschitzter 315f.

Zustandsbmhmbung 1771., 315f

Zustandsfehler 315

Zustandsschitzung 314

- gus den gemessenen Ausgingen 3163‘

— aus den gemessenen Ein- und Ausgingen
(Kalman-Bucy-Filter) 3181f.

Zustandsvektor 315

|
:
l
|
|




